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RESUMEN

Este proyecto es un acercamiento al estudio de modelos de tiempo continuo (modelos
basados en el célculo estocastico y en las ecuaciones diferenciales estocasticas)
aplicados a las finanzas corporativas.

Ademas de presentar dos modelos basicos y un marco teérico basico para otros
modelos, recopila algunos puntos de vista de algunos investigadores de la materia
respecto al uso de los modelos estructurales.

La primera parte presenta los requisitos de calculo estocastico y ecuaciones
diferenciales estocésticas cada uno de los modelos estudiados. Mas adelante se
presentan los métodos de estimacion de parametros necesarios.

Abstract

This Project is an approach to the study of continuous time models (models based on
stochastic calculus and stochastic differential equations)for corporate finance

In addition to the presentation of two basic models and a theoretical framework for other
models, it shows the point of view of some researchers regarding the structural models.

In the first part, requisites for those models, related to stochastic calculus and
stochastic differential equations, are presented. Later some methods for estimating their
necessary parameters
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1. INTRODUCCION

La mayoria de los modelos para los precios de los titulos valores, securities, consideran
sblo series de tiempo de los precios e ignoran la economia de la empresa que las
emiten. Estos modelos se llaman a éstos modelos de forma reducida. En contraste con
estos, estan los modelos que se centran en el estudio de las firmas (economia y
procesos internos), éstos se llaman modelos estructurales. Si lo que interesa no es
solamente pronosticar los precios, sino entender el por qué de sus movimientos,
entonces los modelos estructurales representan una ayuda muy valiosa.

En este trabajo se presentan los fundamentos tedricos utilizados en la construccion de
modelos estructurales en tiempo continuo para el estudio de las finanzas corporativas o
economia de las firmas, y los modelos mas conocidos, mostrando sus bondades. Los
modelos tradicionales, aunque sofisticados matematicamente solo se basan la serie de
tiempo de los precios, ignorando los fundamentales que explican su dinamica.

2. ANTECEDENTES

A pesar de que la formula de Black-Scholes (1973) tiene mas de 35 afos, las
aplicaciones directas y sistematicas del calculo estocastico y las ecuaciones
diferenciales estocasticas a las finanzas corporativas son realmente recientes.

Los primeros modelos estructurales de riesgo de crédito se conocieron por los articulos
de Black y Scholes (1973) y Merton (1974). En ellos se asume que el valor de la
empresa sigue un movimiento browniano geométrico. La firma cuenta con un bono cero
cupon de duracion finita que la empresa pagara si el valor final de la firma es superior a
la deuda hipotética al vencimiento. De lo contrario la empresa incumple su deuda.
Black y Cox (1976) amplian esta configuracion al permitir la bancarrota antes del
vencimiento de la deuda cuando el valor de la empresa toca la barrera de bancarrota
por primera vez. Estos se consideran modelos de primera generacion.

Mas de veinte afios después, aparecen otro tipo de modelos en los que se introdujeron
cambios en la estructura Optima de capital futura. Estos modelos dinamicos de
estructura de capital se presentaron por ejemplo, en Fischer, Heinkel y Zechner
(1989a) y en Fischer, Heinkel y Zechner (1989b). En ambos modelos, la estructura de
capital de la empresa es modelada de forma endégena en una configuracién de tiempo
continuo asumiendo que los accionistas optimizan el valor de su capital. No se
concentran en el riesgo de crédito y bancarrota, pero usan un argumento de las
finanzas corporativas a fin de explicar empiricamente indices observados de
apalancamiento y las primas de las opciones Call de las emisiones de bonos



corporativos rescatables. Leland (1994) y Leland y Toft (1996) desarrollan la idea de
gue los accionistas maximicen el valor de su derecho cuando la empresa se apalanca o
cuando se emita deuda redimible. Se centran en la valoracion de la deuda corporativa y
la sensibilidad del valor de la deuda a ciertos pardmetros del modelo, extendiendo el
esquema de Fischer et al. (1989a) y obtener el nivel de valor de la empresa en el que
los accionistas de forma enddgena inducen la quiebra, vinculando asi la estructura de
capital dinamico con los modelos de riesgo de crédito.

Ericsson y Reneby (2004) realizaron la primera prueba empirica directa de los modelos
estructurales de riesgo crediticio.

Una de las razones de la falta de investigacion empirica se deriva del hecho de que los
modelos propuestos ofrecen ajustes econdémicos que parecen demasiado restrictivos
para los datos disponibles.

En Colombia el tema es muy poco conocido. Parte de este desconocimiento se debe a
gue estos modelos necesitan de conocimientos de Calculo Estocastico (en el enfoque
de Ito), y este se estudia solo en estudios de postgrado. Pero el conocimiento de esta
rama de las probabilidades no es suficiente, también son necesarios conocimientos en
finanzas y en especial, en su rama corporativa.

Esperamos que con este trabajo se ayude un poco a acercar estos modelos a los
estudiantes de finanzas corporativas.

En nuestro pais, aunque el mercado es bastante primitivo y muchos modelos de las
finanzas no se pueden aplicar, la anunciada fusion de las bolsas de Colombia, Peru y
Chile aumentara la eficiencia y hara que en un futuro préximo, no solamente éstos, sino
muchos otros modelos, sean aplicables aca.

En este trabajo se presentan las bases teoricas para el estudio de estos modelos y
para posibles aplicaciones en un futuro cercano. También se presentan las ventajas y
las desventajas que varios autores les encuentran.



3. FUNDAMENTOS TEORICOS

El estudio de los modelos de tiempo continuo se basa principalmente en los procesos
de difusion y las ecuaciones diferenciales estocéasticas. Por esto es necesario repasar
algunos conceptos fundamentales de estas disciplinas.

3.1. Difusién

Decimos que un proceso estocastico X es una difusion si su dinamica local se puede
aproximar a la siguiente ecuacion diferencial estocéstica:

X(t + A) — X() = u(t, X(0)) At +oft, X(0)Z(t) 1)

Aqui Z(t) es un término de perturbacion distribuido normalmente, independiente de lo
ocurrido hasta t, mientras que p y oson funciones deterministicas dadas. La intuicion en
la expresion (1) es que, sobre el intervalo de tiempo [t, t + Dt], el proceso X depende de
dos términos independientes:

- Una Velocidad pn(t, X(t))
- Untérmino de perturbacion gaussiano, multiplicado por el factor o(t, X(t))

La funcion p es llamada término de drift (local) del proceso, mientras que o se llama
término de difusion. Para modelar el término de perturbacion gaussiano necesitamos el
concepto de Proceso de Wiener.

3.2. Procesos de Wiener

Un proceso W es considerado un Proceso de Wiener si se cumplen las siguientes
condiciones:
1. W@0)=0
2. El proceso W tiene incrementos independientes, por ejemplo sir < s <t <u
entonces W(u) — W(t) y W(s) — W(r) son variables estocasticas independientes.

3. Para s <t lavariable estocastica W(t) — W(s) tiene la distribucién N [0, x/t—73]
4. W tiene trayectorias continuas.

Ahora podemos utilizar un proceso de Wiener para escribir la expresiéon (1) como
X(t -+ At) = X(t) =p(t XO)A(+o(t, XH))AW(E)  (2)

Y AW(t) esta definida por:



AW = W((t +A)  W(D)

3.3. El Modelo de Black-Scholes

Los modelos de tiempo continuo méas sencillos se basan en el modelo de Black-
Scholes. En este, el activo financiero se comporta como una difusion que es una
difusion sencilla del tipo

vV (t) = u(V, t)dt + oV, 1)dZ (t)

Donde Z es un proceso de Wiener.
Otros modelos mas avanzados utilizan procesos de difusiéon con saltos, del tipo

dv
. =@ o+ k)dt+ocdW,conprob (1-4)dt
vt

dVv
W: k con probabilichd A dt, 0 <k <1

Otros utilizan mas de un proceso de Wiener, y mas de una volatilidad. Por ejemplo el
modelo para flujo de caja operativo:

dXt = pdt + 0.dW; + og. dWE

Otros temas necesarios para comprender la teoria necesaria en el desarrollo de estos
modelos son: Informacion generada por el proceso estocastico, procesos adaptados,
martingalas, ecuaciones diferenciales estocasticas, el Lema de It6, y la férmula de
Feynman — Kac. Para los primeros se presenta una definicion semi-intuitiva, siguiendo
a Bjork.

3.4. Informacion y procesos adaptados.

FXdenota “la informacion generada por el proceso estocastico X en el intervalo [0, ]”,
también se puede interpretar como “lo que ha ocurrido a X en el intervalo [0, t]”.

1. Sicon base en observaciones de la trayectoria { X(s) : 0 < s < t}, es posible
decidir si el evento dado A ha ocurrido o no ha ocurrido, escribimos 4 eF¥, o
decimos que “X es F*-medible”. Ver Figura No.1.



2. Si el valor de una variable aleatoria dada Z se puede determinar completamente
dadas las observaciones de la trayectoria { X(s) : 0 < s < t}, entonces
escribimos Z eFX.

3. Si Y es un proceso estocastico, y se cumple que Y (t) eF{., para todo t >0,
entonces se dice que el proceso Y es adaptado a la filtracion {F.}t = 0

Figura N° 1.
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3.5. Martingalas

Un proceso estocastico X es una {Ft}-martingala si se cumple:

1. X es adaptado a la filtracion {F.}; = 0

2. Paratodo t, se tiene que E[|X(t)|] < «

3. Paratodo s ytodot, con s <t, se cumple que E[X(t) / Fs] = X(s)

4. Un proceso que satisface para todo sy todo t, con s < t, la desigualdad
E[X(t)/F] < X(s) se llama Supermartingala, y un proceso que satisface
E[X(t)/F] = X(s) se llama Sub-martingala.

Intuitivamente, una martingala es un proceso estocastico en el que, dado el valor de
hoy, el mejor prondstico para mafiana es ese valor de hoy.



3.6. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Sea (£ F, P) un espacio de probabilidad (espacio muestral, sigma-algebra y medida de

probabilidad) completo con filtracion® {Ft}; »,.

Sea W(t) = (Wi (t),Wy(t),..., W, ()T, t >0, un proceso m-dimensional de Wiener.
Sea0 < t, < T < . Sea x,una variable aleatoria con sus valores en R% y tal que
E[[x,]?] < . Sean f: R* X [ty, T] »R%yg: R* X [to, T] »R**™ ambas Borel-
medibles?. Consideremos la ecuacién diferencial estocastica de tipo 1td

dx(t) = f(x(t),t) dt + g(x(t),t) dW(t) (1.a)

[dxl(t)] HCGO,0]  [EnG®.D .. g1m<x<t>,t>”dw1<t>
dxa®] Ly,

, cont e [ty, T]y valor inicial x(t,) = x,.

dt +

. -~ | (1.b)
ga1(x(),t) .. gam(x(D),1) de(t)]
Por definicion, la E.D.E anterior es equivalente a la ecuacion integral estocastica

x(t) = xo + fti)f(x(s),s)ds + fttog(x(s),s)dW(s), cont e[ty T]. (2)

Soluciones.

Un proceso estocastico {x(t)},o<; <+, CON valores en R%, se dice que es una solucion de
to<st <T

la ecuacion (1.a 6 1.b) si satisface:

0] {X(t)} es F,-adaptado y tiene trayectorias continuas.

(i) Cada variable aleatoria |f (x(t), t)| tiene primer momento finito, cada variable

aleatoria |g(x(t),t)| tiene segundo momento finito.

(i)  Las ecuaciones (1.a), (1.b) se cumplen, para todo t e [t,, T], con probabilidad

1.

Una solucion {X(t)} se dice que es Unica, si cualquier otra solucion {X;(t)} es
indistinguible de {X(t)} en el siguiente sentido:

P{x(t) = X (t),paratodot €[t,, T]} = 1.
Existenciay unicidad de soluciones

Suponga que existen constantes K y K; tales que:

! Formalmente, una filtracion es una sucesién creciente de sigma-algebras.
2 Significa que todos los conjuntos de Borel son elementos de la sigma-algebra F.



0] (condicion de Lipschitz) Para todo x,y eR%y t & [t,, T],
Max{lf (x,t) = f(, OI? 1g(x,t) — g, DI’} < Klx —y|* (3)

(i) (Condicién de crecimiento lineal) para todo (x,t) € R% X [to,T],
Max{|f (x, )%, |g(x, )17} < K1(1 + [x]?) (4)

Entonces existe una solucién Unica, x(t), a la ecuacion (1.a) que es un proceso
adaptado y tal que |x(t)| tiene segundo momento finito.

De particular interés son las ecuaciones diferenciales estocasticas lineales.

3.7. Soluciones de ecuaciones diferenciales lineales
En general, las ecuaciones diferenciales estocasticas no lineales no tienen
soluciones explicitas y se deben usar soluciones aproximadas. Para las ecuaciones
lineales si es posible encontrar soluciones explicitas.

3.8. Solucidén de ecuacion lineal escalar
Lemal

Sia(t) y b, (t) son funciones reales Borel-medibles y acotadas en [t,, T], entonces
la Unica solucién a la ecuacion lineal escalar dy(t) = a(t)y(t) + Yr=; b (Dy(t)dW; (t)
(5) en [t,, T], econY(ty) = y,, esta dada por

y(®) = yoExp [} (a(s) — X, bE(s)) ds + Zi, [ bi(s) dWi(s)] (6)
Lema?
Consideremos la ecuacion

dx(t) = (a()x() + d(t)dt + Y=, (b (D)x(t) + ¢ (£))dWy (t) (2.7), en [t,, T], con
x(to) = xo, (7)

sead(t) = Exp [} (a(s) = 2P, bE(s) ) ds + Ei, f; bic(s) dWi(s) | (8), la solucién de
(3.8) esta dada por:
x(1) = O(t) [xo + [ 7 (S)(A(S) — ZILy bie(s) e ($))ds + DL, [ @7 (9)ci() dWi(5)] (9)

Lema 3
Para la solucion unica de (7) se tiene que:

(A)M(t) = E[x(t)] es la tnica solucion de la ecuacion m’(t) = a(t) m(t) + d(t)
en [ty, T], con la condicion inicial m(t,) = E(x,)(10)
(B)P(t) = E(x(t).xT(t)) es la tnica solucién de la ecuacion



P(t) =
a(t)P(t) + P(Ma” () +d(t).m"(t) + m(t) d™(t) + i1 (b (OP@)b; (8) +
b (®)m(®)cf (t) + e, (ML (b (£) + ¢ (D)L (D] (11)

3.9. Dos procesos especiales:

De especial importancia en la valoracion de derivados son el movimiento browniano
geométrico y el Proceso de reversion a la media de Ornstein-Uhlenbeck.

El proceso definido mediante dX(t) = u X(t) dt + o X(t) dt, donde pny o son constantes y
X(0) = Xo. Se llama movimiento browniano geométrico y se utiliza para modelar el
precio de varios activos financieros.

Valor promedio y varianza

La solucion de éste esta dada por X(t) = X, Exp[(u— % oAt + o* W (t)], su valor
esperado es E[X(t)] = X(0) e#ty varianza V(X (t)) = et eo2t-1,

Bastante util en las aplicaciones financieras, donde el proceso tiende a un promedio, es
el siguiente proceso, llamado de reversion a la media de Ornstein-Uhlenbeck:

Consideremos la ecuacion diferencial estocastica
dx(t) = —a(x(t) — p)dt + odW(t), cont = 0y condicion inicial x(0) = x,.
Identificando a(t) con — &, by (t), c,(t) con o,y t, con 0, se tiene que ®(t) = e %,y

x(t) = e “t [xo + fotau.e *Sds + fota.e ‘”dW(s)]o

x(t)= e *txg+u(l—e %)+ afot.e —x (=) dw(s) (3.12)

Valor medio y comportamiento limite

Facilmente se puede ver que E(X(t)) = e " E(xy) + u(1— e %), cuando t es
grande, x(t) tiende a y, el promedio de largo plazo.



3.10. El Lema de Ito
Una de las principales herramientas para la aplicacion del calculo estocastico al
modelado de situaciones financieras es el lema de lto:

Suponga que el proceso X tiene un diferencial estocéstico dado por

dX(t) = u(t).dt +o(t).dW(t) (1), donde u(t) y o(t) son procesos adaptados. Sea F
una funcién C'?, y definamos Z(X(t) ) mediante , Z(t) = f(t, X(t)) , entonces Z tiene un
integral estocastico dado por

df(t, X(t)) = (af ugf+ ~0 axf>dt+ g—de(t)

3.11. El lema de Ito Multidimensional
Ahora consideremos un vector de procesos X = (x1, Xa,..., Xn)', donde cada componente X;
tienen una diferencial estocastica de la forma

d
aX() = w(Ode+ ) oy OdW;()
j=1

Donde: Wj,..., Wq son procesos de Wiener independientes.

<.

El vector d-dimensional de procesos de Wiener por

"<l

Definiendo el vector drift pu por

y la matriz de difusidon nxd-dimensional o por

011 012 -+ 0149

O21 0Oz =+ 0Oyq
0= Do . :

Op1 Onz - Ond

Suponga que el proceso n-dimensional X tiene una dinamica dada por

dX(t) = u(t)dt + o(t)dW(t)



Definimos nuevamentea Z(t) = f(t,X(t)) que tiene una diferencial estocéstica dada por:
- + z z C; dt + 2 o dW
, Higx, axl 2 i ax ax] '
i,j=1
Aqui el vector fila o; es la i-ésima fila de la matriz o, es decir
0; = [0i1, ..., 014]
Y la matriz C se define como C = go”

Alternativamente, la diferencial estd dada por la férmula

? o 0 1
df(t,X(t))za—];dt+za£ EZ

Teniendo en cuenta la tabla de multiplicar siguiente:

dX dX;

(dt)? =0,
{ dt-dw =0,
Aw)? =dt,i=1,..,d,

dW; - dW; = 0,i # j.

La férmula de It6 puede ser escrita como

I Z —+—tr THa]}dt+z -0, dW

Donde H denota la matriz hesiana

0% f

b axiax]'

Y tr denota la traza de la matriz, es decir la suma de los elementos de la diagonal principal de
una matriz.



tr A = zAii
i

3.12. Ecuaciones diferenciales estocasticas y martingalas

Lema.

Un proceso estocastico, representado por una ecuacion del tipo
dX(t) = u(t)dt + a(t)dW (t)

es una martingala si y soélo si, su diferencial tiene la forma:dX(t) = g(t) dW(t), es
decir, no tiene término drift. En el grafico se ilustra un proceso de este tipo.

. f)‘; )
- | I ] rh‘l I'lli,l
F%"f‘u”"wm‘. JJ T W ¥

3.13. Formula de Feynman — Kac

En la formula de Feynman — Kac se asume que F es una solucién al problema del valor en la
frontera

aF oF 1 , 8%,
?t(t,x)ﬂj(t,x) ?X+ EO (t, %) 33 t,x) =0




F(T x) = D(x)
. oF . 5
Asume ademads que el proceso O'(S,XS)?(S,XS)eSta enf”,
X

F(t,X) = E,,[®(X;)],
donde X satisface la ecuacién diferencial estocastica.

dXs = p(s,X,)ds+o0o(s, X, )dWs, X, =X

oF
Es necesario que se cumpla queo(S,Xs)?(S,Xs) &d £? para garantizar que el valor
X

esperado de la integral estocastica sea igual a cero.
Extension de la férmula

Si el valor inicial es
oF oF 1 FF
— () X)) —+ -0 (t,X) — (t,X) +rF({t,X) =0
RN B S R R R (B
F(T,x) = ®(x), bajo las mismas condiciones, entonces, la solucion estad dada por

F(t,x) = e"TVE  [o(Xp)].

Un ejemplo
Resolver la siguiente Ecuacion Diferencial Parcial

0°F
aXZ

oF 1,
— (@, X)+= t,x)=0
at( ) 5 (t,x)

F(T,x) = x?
Donde ¢ es constante.

Solucién:

F(t,x) = Et,x[XTZ"]



Donde
dX, =0-ds + adW,
Xy =x
Esta ecuacion puede ser resuelta facilmente, y obtenemos
Xr=x+ oWy —W,],
De manera que X; tiene la distribucion N[x, svT — t]. Asi tenemos la solucion
F(t,x) = E[X}] = Var[X;] + {E[X]}?

=0%(T —t) + x?

Extensiéon al caso n-dimensional
Dados:

e Una funcién vector-columna valorado u: R, X R™ —» R™

e Una funcién C: R, X R™ - M(n,n), el cual se puede escribir de la forma
e (C(t,x)=0(t,x)oT(t x), para alguna funcién o:R, X R™ - M(n,d)

e Una funcién de valor real ®:R™ - R

e Un numero real r.

Supongamos que F: R, X R™ — R es una solucién al problema del valor en la frontera

(tx)+z,ul(tx) (tx)+ ZCU(tx) (tx) rF(t,x) =0

i,j=1
F(T x) = ®(x)
Supongamos ademas que el proceso

n

an(sX) (s,X,)

i=1

Pertenece a la clase £2, donde X estd definido como sigue. Entonces F tiene la
representacion

F(t,x) = e 7T DE,  [&(Xy)]



Donde X satisface la Ecuaciéon Diferencial Estocastica
dXs = u(s,X)dt + o (s, X)dW;

Xy =x
4. ALGUNOS MODELOS BASICOS

4.1. El Modelo de Black-Scholes

Suponemos que el mercado consta de dos activos, cuyas dinamicas estan dadas por:

dB(t) = r B(¢t) dt (1.1.1)
dS(t) = S(t) (£, S(t)) dt + S(t) o(t,S(t)) dW (t) (1.1.2)

Donde Wes un proceso de Wiener y la tasa de interés de corto plazo r, la tasa
promedio de retorno local «, y la volatilidad o son constantes deterministicas.

Consideramos un reclamo contingente de la forma

X = oS(T)), (1.1.3)

y suponemos que este se transa en el mercado y que tiene un precio dado por
II(t) = F(t,S(t)), (1.1.4)

Para una cierta funcion. Nuestro problema es encontrar la F para que el mercado
[S(t), B(t),M(t)] esté libre de posibilidades de arbitraje.

Empecemos por calcular la dinAmica de precios de los activos derivados y la férmula
de I1t6 aplicada a (d) y (b) y obtenemos

dr(t) = a, (ON()dt + o, ()O)dW (1), (1.1.5)
donde los procesos a,(t) y a,(t) estan definidos por
Fe + aSF, + - 02S?F

F

oS
F

U (t) =

On (t) =



Aqui los subindices denotan las derivadas parciales, y se puede usar la siguiente
notacién corta

oSF, _a(t,S(t))S()F8(t,S(t))
F F(t,S(t)

Y de manera similar para los demas términos

4.1.1. Teorema. (Ecuacién de Black-Scholes)
Supongamos que el mercado esta especificado por (a) y (b) y queremos valorar un
reclamo contingente de la forma (c) , entonces, la Unica funcion de la forma (d) que es
consistente con ausencia de arbitraje es la solucion del problema con valor en la
frontera:

1 2 26F oF oF
. 6V2+TS<3V rF+ —0 (1)

F(T,s) = &(s) (f) (@)

en el dominio [0,T] X R,

4.1.2. Valoracion neutral con respecto al riesgo

Dado el problema:
dB(t) = r B(t) dt 3)
dS(t) = S(t) a(t,S) dt + S(t) o(t,S) dW(t) (4)

y un reclamo contingente de la forma X = @(S(T)) y [1(t) = F(t, S(t)), donde F es
una solucion de las ecuaciones (1) y (2), entonces F esta dada por la formula

F(t,s) = e "TDEZ|®(S(T)|(g), donde la Q-dinamica de Q esta dada por
ds(t) = rS(t) dt + S(t) oft, 5) dW(t)(S)

Q es otra medida de probabilidad, bajo la que Z(t) = B( ) es una martingala.

)

Es importante destacar esta otra medida de probabilidad. Varios de los modelos de
tiempo continuo suponen que la ecuacién diferencial, o el diferencial estocastico que
define el comportamiento de una de las variables centrales esta definida con esta
medida.



4.1.3. La formula de Black-Scholes para una call europea
Este es el conocido resultado que se deriva a partir de la férmula de Feymann-kac:
Si K es el precio strike y T es tiempo de madurez, la funcidén de contrato seré
F(T,s) = @&(s) = Max(0,s — K) (6)
F(t,s) = s.N[d1(t,s)] — e "T-OK.N[d2(t,s)] (7)

donde N es la funcion de distribucion de la normal estandar y

d1(s,t) = wlTTt{ln (2)+ @ +050%)(T - 0} ®y
d2(s,t) = d1(s,t) —oVT — t 9

4.2. Modelo de Merton (1974). Un modelo del tipo Black-
Scholes parala valoracion de pasivos

Presenta la “Teoria de riesgos de las tasas de interés” con la que se presenta una teoria de
valoracién de bonos cuando hay probabilidad de default que es significativa.

Supuestos basicos.

1.1 No hay costos de transaccion, impuestos y los activos son divisibles.

1.2 Cada inversionista puede comprar o vender tanto como desee de cada activo, al precio del
mercado.

1.3. En el mercado se presta y se pide prestado a la misma tasa de interés.

1.4. Se permiten las ventas en corto, pudiendo usar a voluntad los ingresos de la venta.

1.5. Las transacciones tienen lugar en tiempo continuo.

1.6. Se satisface el teorema de Modigliani-Miller: El valor de la firma es invariante con respecto
a su estructura de capital.

1.7. La estructura de plazos de las tasas de interés es “plana”. En términos de un bono cero
cupén: El precio de un bono libre de riesgo, que pagara un délar en el tiempo t, en el futuro
es P(7) = e~ 7", donde r es la tasa libre de riesgo instantanea, que es la misma en todo
momento.

1.8. La dinamica del valor de la firma, V, se puede describir mediante una ecuacion diferencial
estocastica del tipo

dV = (aV — C)dt + oV dz,(9.10)



a es la tasa de retorno instantanea esperada de la firma por unidad de tiempo

C es el total de pagos de la firma por unidad de tiempo tanto a accionistas como a
acreedores (dividendos o pagos de interés), si es positiva, 0 es la cantidad neta recibida
por la firma por unidad de tiempo de un nuevo financiamiento, si es negativa.

o es la varianza instantanea del rendimiento de la firma por unidad de tiempo.

dz es un proceso de Wiener estandar.

4.2.1. Una security cuyo valor del mercado depende de V

Supongamos que existe una security cuyo valor del mercado Y es Y = F(V,t), entonces, por el
Lema de lto,

@ = (Z+@-0%+ivie? 28

a
aVZ) dt + oV 2 dz(t) (9.11)

Haciendo

a, Y —C, =6—F+( V-0X +1yzg2 2L
oy, Y = aV (9 13)

dzy = dz (9.14), podemos escribir (9.11) como:

(9.12)

dY = (a,Y — Cy)dt + a,,Ydz, (9.15)

Como los procesos de Wiener (ecuacion (9.14)) son el mismo, los retornos estan
perfectamente correlacionados.

4.2.2. Modelo parala firma
Consideremos un portafolio compuesto por tres “activos”, la firma, la security
mencionada y el activo libre de riesgo, de tal manera que la inversion neta en el
portafolio sea cero. Sean wl, w2 y w3 las cantidades instantaneas invertidas en cada
uno de los activos del portafolio, asi w3 = -(wl+w2). Si dx es el retorno instantaneo del
portafolio, se puede probar que

dV + C.dt dy+C,.dt
dxzwl( v )+W2(y Yy )+W3T.dt

= (Wl(a: —r)+w, (ay - r)) dt + (w;6 + w,G,)dz (9.16)

Suponga que la estrategia del portafolio es libre de arbitraje y ademas es libre de
riesgo, entonces wy (a — 1) + wy(a, —7) =0y w;6 + w,0,, = 0 (9.17)

En el caso no trivial wl#w2 =0 se obtiene % = ? (9.18)
y



3%F dF | dF
2p2 o) 28
0.50°V aV2+(aV C)av+at+c

>~ 1(9.19)y 0, = 0 V= /F (9.20)

Pero Ay, — 1 = -

3%F dF  9F
22
0.50°V m+(aV—C)W+E+Cy—F.r

Por lo tanto = = (9.21) y de acé obtenemos:

oF
g Vﬁ

2 0%F
av?2

1/20%V2 224+ (rV = C) 5+ 50+ €, — F.r = 0 (9.22)

Esta ecuacion (9.22) debe ser satisfecha por cualquier security que es funcion del valor
de la firma. Sin embargo, para caracterizar la ecuacion especifica de cada security, hay
gue dar una condicién inicial y unas condiciones de frontera.

En esta ecuacion se ve que el valor de la security depende de los siguientes factores:
-La tasa libre de riesgo r

-La volatilidad del valor de la firma, o (riesgo de la firma)

-Los pagos de la firma, C

-la politica de pagos de la security, Cy

No depende de la tasa de retorno esperada de la firma a, ni de la tasa de retorno
esperada de la security. Tampoco depende de la actitud hacia el riesgo por parte de los
inversionistas.

Aplicacion de laformula (9.22)

4.2.3. Valoraciéon de bonos de descuento®

Consideremos una empresa que tiene solo dos clases de reclamos: 1. Una clase
simple de deuda y 2. Una accién comin (equity), de reclamo residual.

Suponemos que en la indenture del bono aparece lo siguiente:

- La empresa promete hacer un pago total de B dolares a los bondholders en |la
fecha calendario T.

- En caso de que no se haga este pago, los bondholders pueden apoderarse
(takeover) de la empresa y los accionistas no reciben nada.

% Un bono de descuento (discount bond) es uno que se emite a un precio inferior a su par value
(facevalue), también puede ser un bono que se negocia por menos de su par value en el mercado
secundario. Segun el tiempo hasta su madurez, los bonos cero cupon se pueden vender con grandes
descuentos con respecto al par value, a veces 50% o0 méas.Ya que estos bonos pagan su facevalue
completo en su madurez, los bonos de descuento, emitidos a un precio por debajo de su par, subiran de
precio de una manera estable a medida que se aproxima la madurez. Dardn un solo pago en la
madurez.(Investopedia).



- La empresa no puede emitir reclamos con prioridad superior, ni pagar
dividendos, ni hacer re-compra de acciones antes de la madurez de la deuda.

Sea F el valor de la deuda emitida, dadas las circunstancias anteriores, C=C, =0

. . oF oF . 7
y si 1= T-t es el tiempo restante hasta la madurez, o = — . por lo que la ecuacién
la ecuacion (9.22) queda:

1y2p20%F Ly OF _OF g
S0V 6V2+rV6V o Fr=0 (9.23)

Las condiciones de frontera y la condicion inicial para resolver (9.23) se derivan de las
restricciones impuestas anteriormente: Si f(V, 1) es el valor de las acciones,

V=FWV, o)+ f(V,7) (9.24)
Como F y f no pueden tomar valores negativos, F(0,7) = f(0,7) =0 (9.25)

Ademés F(V,7) < Vyporlotanto, F(V,7)/V < 1(9.26)

Regidén de solucion

En la fecha de madurez, 7= 0, la empresa pagaréa la cantidad B o las acciones
guedaran valiendo nada. Si V(T) > B, la empresa pagara a los bondholders, si
V(T) < B, no se haréa el pago y los bondholders tomaran la empresa.

Asi se tiene que la condicion inicial para z= 0 sera F(V,0) = Min(V,B).



Con estas condiciones se puede resolver (9.23) por algin método convencional. Sin
embargo, se puede utilizar un método mas sencillo:

De (13) observamos que f(V, 1) =V - F(V, 1) (14) y de aca obtenemos % =— Z—i (9.27)

A =q- 6—F(16) y i (9 28), sustituyendo en (9.23) encontramos,
14 v av? avz
So2V? ZV’; + V + —7r.f = 0(9.29), la condicidn inicial equivalente sera

F(V, 0) = Max(0, V-B) (9.30)

Comparando con la férmula de Black-Scholes para la opcion call europea, se observa
gue (18) y (19) son semejantes a las ecuaciones de una call cuyo precio de ejercicio es
B. Por lo tanto la solucién esta dada por

f(V,t) = V.N[d1(V,t)] — e ""B.N[d2(V,1)] (9. 31) donde N es la funcién de
distribucion de la normal estandar y d1(V, 1) = {ln( ) +(r+0.5 az)r} (9.32) y
d2(V,t) = d1(V,1) — ot (9.33)

Ahora, F(V, 1)= V-f(V,1), luego F(V,1) = V(1 — N[d1(V,1)]) + e B.N[d2(V, )] que se
puede escribir como: F(V,t) = V(N[-d1(V,1)]) + e™""B.N[d2(V,1)] (9.34)

Normal Estandar

04 4

03 A

0,2

01




4.3. Modelo de Ju-Ou-Yang (2006)

Es un modelo, de tiempo continuo, para la estructura de capital y el vencimiento de
la deuda que involucra tasas de interés estocéasticas. Esté inspirado en la busqueda
de la estructura de capital 6ptima, un problema cuyos inicios pueden ubicarse con el
trabajo de Brennan y Schwartz (1978) quienes usaron los enfoques de Black-
Scholes (1973), Merton(1974) y Black-Cox(1976). Los trabajos de Leland (1974) y
Leland y Toft (1996), presentan aportes significativos para este problema. En el
primero se introduce un modelo de estructura de capital 6ptima que se basa en una
perpetuidad; en el segundo, se extiende el modelo anterior para examinar el efecto
del vencimiento de la deuda en los precios de los bonos, los spreads de crédito y el
apalancamiento 6ptimo. En este segundo trabajo, la deuda, en vez de determinarse
de manera Optima, se asume dada.

En este modelo de Ju-Ou-Yang, que supone una tasa de interés estocastica, la
estructura optima de capital y el vencimiento de la deuda se determinan de manera
conjunta.

Supuestos:

S1. El Mercado financiero es dinamicamente completo y las transacciones se llevan
a cabo en tiempo continuo. Por lo anterior, existe una medida martingala (0 medida
neutral con respecto al riesgo), equivalente, denotada Q, con respecto a la cual los
procesos de precio, descontados, son martingalas.

S2: El valor total de los activos no apalancados de la firma, antes de impuestos,
bajo la medida Q, se modela mediante un proceso geométrico browniano

dv(t) = (r(t) — y)V(t)dt+cUV(t)dW3(t) , donde r(t) es la tasa de interés en el
tiempo t, y es una tasa de pago constante, o, es la volatilidad de los retornos de los
activos y WUQ (t) es un proceso de Wiener estandar, definido en un espacio de
probabilidad completo (2, F, P).

Si 0 es la tasa de impuestos para la corporacion, entonces el valor de los activos no
apalancados de la firma sera V*(t) = V(t)( 1 — 0).. Si la firma tiene deudas en su
estructura de capital, el valor apalancado, después de impuestos, sera diferente de
V*(t).

S3. Bajo Q, la tasa de interés sigue un proceso de Vasicek

dr(t) = B(a —r(t))dt + o, dW,2(t), donde a, B y o, son constantes y W.2(t) es otro
proceso de Wiener, estandar, definido en el mismo espacio (Q2, F, P), la correlacion



instantdnea entre los procesos WUQ @y W,,Q (t), esta dada por p dt, donde p es una
constante.

Trayectorias del proceso de tasa de interes
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S4: La firma emite deuda con cupones con una madurez finita. Los cupones
pagados son deducibles de impuestos a la tasa corporativa 6 y se asume la
recuperacion total de la pérdida. Si (C, P, T) representan, respectivamente el cupon,
el principal y la madurez, cuando la firma paga el cupon, deduce de sus impuestos
la cantidad 06C.

S5: la bancarrota ocurre cuando el valor de los activos no apalancados cae a una
frontera exdégena de default Vg(r(t), t; P, T), especificada por

Ve(r(t), t; P, T), = PA(r, t; T). e Y™/ (1-6), donde A(r, t; T). es el valor de un bono
cero-cupoén, en el tiempo t.

Trayectoria del proceso de valoracion de activos
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Si V(t) > Vg(r(b), t; P, T), la firma esta solvente y hace los pagos pactados a los
poseedores de bonos. En el caso de default, una fraccion ¢, 0 < ¢ <1, de los activos
no apalancados se pierde en el proceso de bancarrota, y los bondholders reciben el
valor después de impuestos del resto: (1- ¢) (1 -6) Vs(r(t), t; P, T),

Valor de los activos y Frontera de Default
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S6:La firma re balancea su estructura de capital cada T afios. En el tiempo cero, la
empresa emite un bono con cupones, a T —afos. Si a los T afios la empresa no se
ha quebrado, emite otro bono con cupones, a T afios. Este proceso contintda de
manera indefinida, en tanto que la empresa sea solvente.

S7:Los costos de transaccion de para emitir y ofrecer un bono es una fraccién k del
valor del mercado del bono emitido. 0 < k < 1.

Aclarando el supuesto S5. Segun el modelo de Vacisek,
A(r, t; T)=Exp[ A(t; T) — B((ET) rt], B(;T) = (1- exp(-B(T-1))/B; AT) =( w/2-0)(T-t)- (p-

0;

a)B(ET) +1/2 (1- exp(B(T-N/I(2P) y 1 = 2



Una trayectoria para un bono cero-cupon
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Derivacion del modelo

Definimos el tiempo del primer pasaje, t, mediante 7= min{t: Vt <VB(r,t;P,T)}, es
decir el tiempo en que el bono alcanza la frontera exdégena de default por primera
vez.

Vi
Vg (r,t:P,T)

SiX, = ln( ) entonces t es también el tiempo en el que Xt alcanza el

origen desde valores positivos. Tomando X, = In (ﬁ) >0
B I LI

Si el valor inicial de la tasa de interés es rop, una expresion para r(t) sera:
rt)=ePtrg+ a(l1— eFt) +o, fot e B =) qu®

Aplicando el lema de Ito a X;se obtiene dXt = 0.5  [62(t; T) — o2]dt + o, dW,? +
o, (& T)dw?, donde o, (t;T) = o, B(t;T)

El término del drift de dX;es no estocastico y esto es clave para obtener expresion
cerrada para

Valores esperados relacionados con el tiempo de primera pasada
Se definen G(t; T, Xo) Y H((t; T, Xo), mediante:

Exp (- fOT‘r(u)du)
A(T0,0,T)

G(t;T,Xy) = EJ 1z <o)y



H(t;T,X,) = E¢ [Exp(—03 %+ o, W) 1(r< t)] , donde 1(.) es la funcién

indicadora y T = min{ s: Xs <0}, es el tiempo del primer pasaje en el que Xs, cruza el
origen desde abajo..

Se puede definir una nueva medida de probabilidad RT bajo la cual
G(t;T,X,) = EET[ 1(z < t)], la funcion de distribucion esta dada por
—Xo — gy (t;T) pg(t; T)Xo  [=Xo + pu,(t;T)

JEGT) X(t;T) N JE(ET)

Donde S(t;T) = 62 t + ;—t [t + Bo(6). Exp[—2B(T — £)] — 2B, (t). Exp[—B(T — )]]

G(t;T,X,) =N

Exp(—

+5 [t = B (O Bxpl=p(T = )]

ng(tT) = -1/2 Z(5T); Ba(t) = (1- & P)/B; Ba(t) = (1- e *1)/(2B)

De igual manera, se puede definir la medida S+, bajo la cual
H(t;T,Xy) = E3T[1(r > t)] =1 —E5T[ 1(r < t)], para esta resulta que

Xo+un (61| Ex (_uh(t; T)Xo)N [—Xo + (6 T)
JEET) P X(t;T) JEET)

Donde py(t;T) =-1/2 Z(t;T).

H(T,Xy) =N

Se puede deducir que :

a. Elescudo fiscal esta dado por

tb(T, Xo) = 0 (1- 0) Vo Exp[ -Xo-Y1] [A-1+¢.G(T; T, Xo)- (1- ¢) G4(T; T, Xo)] donde

Gy(T; T, Xp) = y [, e¥T=9) G(T;T, Xo)ds.

Cuando ocurre la bancarrota, una fraccién ¢ del valor del activo se pierde en el proceso.
b. El costo de bancarrota esta dado por

be(T, Xo) = @Vo & ™[ G(T;T,Xo}+Ga(T;T,Xo)]
c. Los costos de transaccion por emitir y servir la deuda estan dados por

Tc(T, Xo)=k D(T,Xo;ro,P) = kA(1- 0)Vg e **""

donde « es el costo de transaccidn por cada ddlar de deuda emitida

De las expresiones anteriores se ve que dados T y los parametros exdgenos al
modelo, el escudo fiscal, el costo de bancarrota y los costos de transaccion por



emision, dependen de una sola variable a elegir: Xo; esta determina el valor P,
Vo(1-6) )

mediante X, = In (W
El escudo fiscal 6ptimo, TB(T,X*), se calcula mediante:

th(T, X*)
— e YT H(T; T,X")

TB(T,X") = 3

El costo total de bancarrota BC(T, X*) se calcula mediante

be(T,X™)
—e YT H(T; T,X")

BC(T,X*) = 1

Los costos totales de transaccion TC(T, X*) se calculan mediante

te(T,X™)
— e YT H(T; T, X")

TC(T,X") = 1

El valor total de los activos: apalancados TV(T, X*) se calcula mediante
TV(T, X*) = Vo(1-6) +TB(T,X*)-[ BC(T,X*)+ TC(T,X*)]

Todo el problema se reduce a maximizar la expresion anterior, en funcion de las dos
variables T y X*. Se puede hacer con un algoritmo de optimizacion no restringida en
dos variables.

Se toma A = 1/A(q, O;T).

Cuando te tienen varios periodos, el valor nominal 6ptimo del bono emitido en el
periodo n-simo esta dado por:

P = Vin(1 —0)e™ T
tn A(T4,0,T)

Y el cupdn optimo esta dado por

x _ Vep(1=0)e™X*=¥T [(T,T,X)
Cin = s , donde

I(T,T,X*= [A-1+¢.G(T; T, X)- (1- ) Go(T; T, X:)]

YI(T,T,X*) = foT E2 [e‘fosr(t”’f”)d” 1(s < r)ds], donde 1( s < 1) representa la funcion

caracteristica que toma el valorde 1sis<t,y0sis>r.



5. UN MARCO TEORICO PARA LOS MODELOS ESTRUCTURALES
PARA EL VALOR DE LA FIRMA Y MODELOS DEL EBIT (GENSER

2006)

Son modelos especiales de valoracion que hacen énfasis en la economia de la firma.
Los precios de las securities emitidas por estas empresas se deducen a partir de la
condicién econodmica de la firma. Las decisiones operacionales de esta se toman como
dadas (externas).

Como caso especial estan los modelos para el EBIT. En estos se hace énfasis en el
EBIT, en vez del valor de la firma, porque el uso del EBIT est& a discrecion de las
directivas de la empresa, (por ejemplo estas decidiradn cuanto pagar en dividendos y
cuanto en los intereses de la deuda.) y porque es mas facil formular el tema de los
impuestos y las exenciones cuando se parte del EBIT.

En estos se supone que el EBIT sigue el proceso estocastico del tipo

dn = p(n, ) dt + oy(n, 1) dz%, n(to) = Mo,
Donde Z%, es un proceso de Wiener con respecto a la medida martingala Q.

A pesar de que el proceso esta definido sobre la medida martingala, el término de drift,
u(n, t), no necesariamente tiene la forma r n dt, donde r es la tasa libre de riesgo,
como si pasa con las acciones. Esto se debe a que no es el EBIT el que se transa en el
mercado, es solamente una variable de estado.

El valor de la firma esta dado por V = Eg, (ftz nee’ (S‘“’)ds). Esta definicién implica la
existencia de una politica de dividendos, lo mismo que una politica de inversiones.

El calculo de los flujos de caja al patrimonio se hace de la siguiente manera:

EBIT
— Pago de cupones
— Impuestos corporativos

= Ganancias corporativas

+ Depreciacion
— Inversiones brutas

— Inversion neta

+ Teorico denuevas emisones de deuda
- Repago de Deuda Madura

+ Financiacion neta de la deuda
= Flujo de caja para patrimonio




Supongamos que la compafiia tiene un nivel de capital invertido l,. La depreciacién del
capital invertido ya se ha deducido el EBIT, pero se ha reinvertido en la compafiia si el
EBIT se considera como un flujo de caja para todos que tienen derecho sobre él
(incluyendo el gobierno), asi que la inversion neta es igual a cero. Bajo esta
consideracion, la firma tiene un nivel de capital invertido constante |. Todos los flujos de
caja que pudieran quedar en la compafiia para aumentar el capital invertido, se
distribuyen a los accionistas. Si hay que pagar los bonos emitidos, los accionistas
inyectaran dinero a la empresa, para prevenir que venda sus activos, a no ser que la
deuda existente sea reemplazada por nuevos bonos corporativos. Como resultado de
esto, los dividendos en efectivo para los inversionistas (antes de los impuestos para
ellos) se definen como las ganancias de la firma, después de impuestos, ajustadas por
pagos de deuda y flujos entrantes de capital por emision de bonos en el futuro.

Como consecuencia de este marco, nt, puede tomar valores arbitrarios, y un flujo de
caja negativo a los accionistas significa que estos deben inyectar dinero a la firma.

Bancarrota

Es posible que cuando n; se vuelva negativo, los accionistas se nieguen a inyectar
dinero a la firma para que cumpla con sus obligaciones.

El modelo considera una funcion deterministica (frontera) ng(t) en la cual los
accionistas declaran bancarrota. El tiempo de bancarrota, t, se define como

T =inf{ s > to: n(s) = ns(t) }. Notese que, a diferencia del modelo de Ju-Ou-Yang, esta
frontera es deterministica. En t = t, todos los reclamos por bancarrota se liquidan.

Al liquidar la firma, queda un valor residual VB(t) definido por
Vg (1) = E2 (J.:, nse " 0ds).

Para valorar securities hay que considerar que cada derecho recibe pago en tres
eventos mutuamente excluyentes:
0] Flujo de caja recibido al vencimiento si la empresa no se ha quebrado
(i) Flujo de caja de pagos regulares antes de vencimiento, en tanto que la
empresa no se haya quebrado.
(i)  Flujo de caja residual en caso de bancarrota

Al considerar esto, se puede llegar a tres tipos de formulas para valoracion.

Se define el precio de Arrow-Debreu” de la bancarrota como

4 En economia financiera, una security de precio de estado, o security de Arrow-Debreu, es un
contrato que paga una unidad de una moneda o una commodity (numeraire) si un estado
particular ocurre en un estado particular del futuro y paga cero unidades si cualquiera de los
otros estados ocurre. El precio de esta security es el precio de estado de este particular estado



Pg(to, T, Mo, g (L)) = f:(; e "6ty (ty, s, M0, M (s)) ds , donde y(.) es la densidad de
primer paso.

El valor de la empresa se puede escribir como V =V"* + Pg(.) Vg = V' + V', donde a V*
se le llama parte solvente y a V', parte insolvente.

Se puede probar que V' es calculable siempre y cuando se conozca el precio de
bancarrota. Esta division del valor de V es muy util en el andlisis de la estructura de
capital.

Si Ve es el valor del patrimonio antes de impuestos, se puede escribir como Ve = V'g +
V" e. De igual manera, si V ¢ j es el valor de las emisiones de deuda, entonces se
puede expresar como: V ¢, 1i= V' ¢, 1+ V ¢ 1 . El segundo término de la derecha es
el valor de recuperacién en caso de bancarrota.

Impuestos
Se consideran tres tipos:
1. Los pagos de cupones a los poseedores de deuda generan un impuesto T¢.
2. El EBIT menos los pagos de cupones generan un impuesto T°.
3. Las ganancias corporativas pagadas como dividendos, generan un impuesto T°
a los poseedores de acciones.

El valor desapalancado de la empresa VU, se considera un proceso estocastico de Ito,
bajo la medida martingala, dVy = pu(Vy, t) dt + oy (V. t) dz<., donde

uu(My, t) =1 Vy-0u (Vu, 1)y du (Vu, 1), es la funcidn de pago a todos los que tienen
derechos sobre la empresa, incluido el gobierno. La emision de deuda se hace para
aprovechar una ventaja en impuestos, TAD (Tax Advantage to Debt). También se
consideran las pérdidas por bancarrota, BL y, por lo tanto, el valor apalancado de la
firma esta dado por VL = VU +TAD — BL.

Una aplicacion del Lema de Ito lleva a una expresion de la dinamica del valor
apalancado : dVL = dVU +dTAD — dBL.

del mundo. El vector de precio de estados es el que contiene todos los precios de estado. El
modelo de Arrow-Debreu es el modelo centrar de la Teoria del Equilibrio General.



Reestructuracion de capital

Existe una estructura de capital inicial, que refleja las decisiones pasadas sobre las
emisiones. Esta se mantendra a no ser que un cambio produzca beneficios lo
suficientemente altos. Por ejemplo, poseedores de deuda, en general, no aceptaran un
aumento en la misma y los accionistas no van a comprar emisiones de deuda mediante
la venta de méas acciones.

Si los accionistas emiten nueva deuda con un vencimiento finito, deben enfrentar la
decision de refinanciar cada cuando se acerca el vencimiento. Algunos modelos evitan
este problema suponiendo que la estructura de capital es suficientemente simple. Por
ejemplo el modelo de Merton (1974), supone que la firma se financia con un bono cero
cupo6n de madurez finita y que después de que madura el bono, la empresa se liquida.
Otros como Leland (1994), Goldstein et al. (2001), y Mella-Barral (1999), suponen que
ademas de la emision de acciones, la empresa se financia con deuda a perpetuidad,
pero redimible. Aunque esto simplifica el analisis de manera considerable, en el mundo
real, pocas empresas tienen un solo tipo de deuda.

6. ¢COMO IMPLEMENTAR ESTOS MODELOS?

Una estimacion en tiempo continuo es bastante dificil, principalmente porque el precio
del activo no es observado de forma continua, sino en puntos discretos en el tiempo.
Suponemos que las observaciones sobre los precios de los activos son regularmente
espaciadas, t = 1,2,...., T, como las observaciones en una muestra de precios de las
acciones diarias, sin tener en cuenta el efecto fin de semana. Tal esquema de
observacion se muestra en la siguiente figura.

0,0751

Trayectoria

0,0748

0 2 4 ®& 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Numero de observacion



Toda la informacion sobre los pardmetros desconocidos contenidos en la funcién de
probabilidad se calcula a partir de la muestra de observaciones [(V1, .....,yt; 8). En
general, sin embargo, no es posible inferir de una trayectoria continua de Yyt €
[1,T].

En la primera parte, se describen algunos modelos de difusién restrictivos, como el
movimiento browniano geométrico, el proceso de Ornstein-Unlenbeck, y otros, como el
modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR) para el cual la funcion de probabilidad admite una
expresion analitica. Estos modelos pueden ser estimados por el método de maxima
verosimilitud (MV) y las formulas explicitas de los correspondientes estimadores MV
son conocidos con frecuencia.

Cuando la funcién de probabilidad no admite una expresién analitica, algo consistente,
aunque ineficiente, los métodos de estimacion pueden ser aplicados. En particular, se
discute el método generador de base infinitesimal de momentos para modelos de
difusion (véase, por ejemplo, Hansen y Scheink-man 1995), el método de simulacion de
momentos (véase, por ejemplo, Duffie y Sin-gleton 1993; GourierouxMonfort y 1996), y
la inferencia indirecta (véase, por ejemplo, Gourieroux, Monfort, y Renault 1993;
TauchenGallant y 1996).

Enfoque de Riesgo maximo

Las expresiones analiticas de las funciones de probabilidad existen so6lo para un
namero limitado de procesos de difusion. Debido a su facil manejo, estos modelos han
sido ampliamente estudiados en la literatura, a pesar de que ofrecen un pobre ajuste de
los precios observados de los activos. De hecho, estas difusiones no tienen en cuenta
caracteristicas tales como la volatilidad estocastica o efecto apalancamiento.

Movimiento Browniano Geomeétrico
Discretizacion exacta
El proceso precio satisface la ecuacion de difusion
dps, = upedt + opdWy, (13.1)

donde (W; es un movimiento browniano estandar. Su dindmica depende de un
parametro de deriva i y un parametro de volatilidad o. La estimacion de la volatilidad
es fundamental ya que permite la determinacion de la probabilidad neutral al riesgo v,
por consiguiente los precios de los derivados en (Py).



Mediante la aplicacion de la formula de 1t6, se deduce la ecuacion de difusion
satisfecha por el logaritmo del precio. Obtenemos

2
dlogp, = (u—=Z)dt + odW,. (13.2)
Encontramos por integracion directa
0.2

logpe — logP_q = u——+ oW, — W),
0, equivalentemente,

0.2

Alogp, = u — — tog (13.3)

Donde (&) es ruido blanco normal estandar. Por lo tanto, la version discretizada del

movimiento browniano geométrico corresponde a una caminata aleatoria gaussiana
con término drift para el logaritmo de los precios.

Estimador de maxima verosimilitud

El método de Maxima Verosimilitud (condicionado a la primera observacion Py)
proporciona los estimadores de la media y la varianza de Alogp;:

T
1
my = thl Alogp;

A 1 ~
8% = ;ZLl(Alogpt — fig)? (13.4)

Los estimadores de Maxima Verosimilitud del término drift y los parametros de
volatilidad se derivan de sus relaciones con la media y la varianza de los parametros.
Ellos estan dados por

OF

2

62 =82 (12.5)

fAr = mr +

Se sabe que las varianzas asintéticas de My § son tales que

Vasy (M) = ?

4
Vasy (§72") =



Covasy (i, §72") =0

Inferimos la matriz de varianzas y covarianzas asintética de fiy, 62

2 0.4-
Vasy (A7) = Tt57
20"
V 52) = —
asy (O'T) T
A A2 ot
Covesy(Ar, 67) = T

Observamos que los estimadores de i y o2 estan correlacionados.

Efecto de la frecuencia de muestreo

Las propiedades dadas previamente se obtuvieron asumiendo un intervalo de una
unidad de tiempo entre observaciones consecutivas. Veamos lo que ocurre cuando los

datos se toman en un intervalo h mas corto. Obtenemos
2
logp, —logp,_p, = Aplogp: = h (,Ll — 67) + m/ﬁet(h) (13.6)

h : . .
donde(st( )) es ruido blanco normal estandar. Al igual que antes, calculamos los

estimadores My y §§,T de la media y la varianza de AplogP; basados en T

observaciones en el intervalo de muestreo h. Los estimadores de u y o ahora estan
dados por

~ ~2 ~ a2
mpT + OpT _ MpT + ShT

6.\2 — l §2 ’a —
hT = 3, °hT BRT h > 3 oh
Sus varianzas asintéticas se modificaron en consecuencia:

1 1 2h%c* 20*
Vasy(ﬁl%,'l") = ﬁvar(§f21,T) = ﬁ T = T

. 1 ho? 120* o* o*
Vasy(inr) =1z * 37 =W tar

La variacién del parametro de volatilidad depende sélo del nimero T'de observaciones
y no de la frecuencia de muestreo h. Por el contrario, la varianza del parametro drift
depende tanto de h como de T. En el caso limite, cuando T crece y h disminuye de
modo que hT — 1,



Obtenemos
. A _ 2
711_{90 Vasy (ﬂh,T) =0
h—-0

Por lo tanto, el parametro drift no puede ser estimado consistentemente incluso de un
namero infinito de observaciones. Este resultado es facil de explicar. El parametro drift
representa el efecto tendencia y se podra recuperar solo si las observaciones abarcan
un largo periodo. Sin embargo, la condicion hT = 1 se puede satisfacer incluso cuando
las observaciones estan separadas por h en el intervalo [0, 1]. En ese caso, se observa
el efecto tendencia sélo dentro de un intervalo acotado, que no conlleva una
informacion suficiente.

Proceso de Ornstein- Uhlenbeck
Discretizacion Exacta

La dinamica del proceso es descrito por la ecuacion diferencial estocastica
dy; = (® — Ay )dt + adW, (13.7)
= AMu -y dt + adW, (13.8)

donde(W;) es un movimiento browniano estandar. Esta ecuacion tiene una homéloga
simple en tiempo discreto:

1

)5 g, (13.9)

1—exp(—24)

yve = ull —exp(=D)] + exp(—1) y,_; + U( 21

Donde (&) es ruido blanco normal estandar. Esta ecuacién corresponde a una
representacion gaussiana AR (1) (proceso autorregresivo de orden 1) para el proceso

(ys, t € Z).

Podemos aplicar facilmente el método de maxima verosimilitud al modelo
autorregresivo en 13.9

Reparametricemos la representacion autorregresiva como
Ve = u(l —p) +pye_1 + e, (13.10)
Donde p = exp — 4

Los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros  p,p, son
asintéticamente independientes y equivalentes a



T
A 1 —
Ur = 72 Ve = Ve
t=1

1 _ _

T ?:1(% — Y1) Yee1 — V1)
1 _
;Z?q(yt — yr)?

=
ﬂ
I

Donde los residuales estan definidos por & = y; — Vr — pr(Ve—1 — V7). Sus
varianzas asintoticas estan dadas por

Voh = n
asyHT = T(1 - p?)
A 1 2
VasypT :?(1 —p°)
.2t
VasynT = T

Por medio de los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros u,p, y n
facilmente inferimos los estimadores de Maxima Verosimilitud de los parametros de

interés.

Ar = —logpr
52 = _ZlogﬁT o
T — 1 _ﬁ% T

Sus varianzas asintéticas se derivan por el método §. Obtenemos por ejemplo

-y [0(=logp)®
Vasy(AT) = [T] VasypT

_11-p?
=7




11 —exp—24

TT exp — 24

Los estimadores Ay y 6% estan correlacionados asintéticamente desde que ambos
dependan de pr

Esto es una consecuencia de la acumulacién de tiempo.

7. VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LOS MODELOS

Respecto a la utilizacion de los modelos de tiempo continuo en finanzas existen
diversas posiciones de los investigadores, a continuacion se presentan tres puntos de
vista, el primero, Welch (2010), hace una moderada critica a los modelos estructurales,
los dos siguientes Leland (1994) y Genser (2006), validan su uso:

7.1. Welch (2010)

En su articulo “ChallengingStructuralModels in CorporateFinance” hace una moderada
critica a los modelos estructurales y supedita su uso soOlo a si éstos ofrecen mejores
predicciones. Welch afirma que las teorias estructurales cuantitativas mas destacadas
en estructura de capital han operado bien sélo sobre pruebas superficiales y que las
fuerzas econdmicas sobre las cuales ellos han sido construidos tienen poco poder
predictivo. Adicionalmente asegura que por lo general los administradores de las
compafias son muy activos cambiando las estructuras de capital por razones que adn
no se entienden.

Sostiene el autor que errores de especificacion de variables sugieren que en el futuro
préximo los modelos estructurales en finanzas corporativas tendran poca posibilidad de
éxito, donde el éxito quiere decir mejores predicciones.

La economia moderna se basa en dos principios. El primero, la navaja de Occam dice
gue las teorias deberian ser so6lo tan complejas como sea necesario. Un suplemento
razonable afadiria que las teorias también deberian tener un buen sentido econémico.
Segundo, la economia positiva dictamina que una teoria podra ser juzgada por su
poder predictivo para la clase de fenbmenos que intenta explicar (Friedman (1966, p.8))

Dependiendo del contexto, los modelos econdmicos pueden ser de formas mas
reducidas o mas estructurales (basados en micro - fundamentales mas profundos), y
mas enfocado a entregar predicciones cualitativas (estadtica comparativa) o
predicciones cuantitativas. Aunque las caracteristicas de los modelo pueden variar,
aunque cualquier combinacién puede ser factible, y aunque se apliquen rétulos a las



teorias econdémicas, siempre serdn parcialmente subjetivas, en el documento el autor
se centra desproporcionalmente en las teorias que son relativamente mas complejas,
mas estructurales, y que son construidas mas para predicciones cuantitativas. Los
modelos estructurales cuantitativos, originalmente fueron promovidos en
macroeconomia: después de que Lucas (1976) critic6 que los modelos de forma
reducida podian ser inestables para evaluar la politica, los macroeconomistas se
enfocan mas en modelos con micro-fundamentales relativamente mas profundos, y
después de que Mehra y Prescott (1985) mostraron que los modelos simples podrian
ajustar la prima de capital solo cualitativamente y no cuantitativamente, los
macroeconomistas se enfocaron mas en los aspectos cuantitativos de sus modelos.

Aunque todavia es nuevo en finanzas corporativas, el enfoque estructural cuantitativo
ya ha cosechado mdaltiples premios Brattle en la Journal of Finance. Los ejemplos de
los modelos estructurales cuantitativos en finanzas corporativas son Hennessy y
Whited (2005), Ju, Parrino, Poteshman y Weisbach (2005), Hennessy y Whited (2007),
Strebulaev (2007), Titman y Tsyplakov (2007), y DeAngelo, DeAngelo y Whited (2010).
En el contexto teodrico de la estructura Optima de capital, donde la tendencia ha sido
especialmente fuerte, esta aproximacion es a veces llamada la nueva "teoria de
equilibrio dinamico". Sus componentes mas comunes hoy son la presencia de
impuestos, costos excesivos y fricciones, por ejemplo, como en Strebulaev (2007), y
relacionados con financiacion de proyectos, por ejemplo, como en Hennessy and
Whited (2005).

A pesar del crecimiento destacado que ha tenido el uso de estos modelos, el autor
presenta pruebas empiricas de que, en el mejor de los casos, estos modelos cuentan
con poco soporte empirico. Esto los hace inadecuados para su uso en lo que son
esencialmente los “encompassing” models (p. ej., los modelos que no solamente
procuran destacar la fuerza marginal a lo largo de muchas otras, sino que atribuye toda
las variaciones del indice de endeudamiento a sus propios mecanismos). El autor
entonces destaca los desafios que los modelos estructurales afrontan. En el proceso,
también menciona algunas comunes malas percepciones, como la relacion de
causalidad y el rol de posibles fuerzas ortogonales omitidas en las teorias que abarcan.
Aunque la mayor parte de estos desafios se aplican a todas las teorias, muchos se
aplican mas convincentemente a sus mas ambiciosas formas estructurales
cuantitativas. Naturalmente, si hay algun futuro para los modelos estructurales
cuantitativos estos deben predecir mejor que modelos alternativos (incluyendo la
hipétesis nula, su hermano mas simple de forma reducida, y otros modelos cualitativos
y cuantitativos), entonces estos modelos estructurales serian mas Gtiles que estas otras
alternativas. Sin embargo, el autor esboza los motivos por los cuales es improbable que
tales modelos puedan ser desarrollados en el corto plazo.

Mas importante aun, el articulo argumenta que cualquier modelo econémico deberia
pasar cuatro obstaculos:



1. Es lateoria simple y tiene sentido?

Los modelos estructurales mas recientes pasan este obstaculo. Ellos son construidos
sobre un pequeiio numero de fuerzas simples y plausibles, a pesar de tener
especificidad discutible y complejidad en sus detalles. En el articulo el autor ilustra
como son construidas las teorias estructurales, y discute temas de realismo relativo
relacion de causalidad. Desde luego, incluso cuando es calibrado empiricamente, el
modelo estructural cuantitativo que pasa este obstaculo es todavia s6lo una hipétesis.
Desde Galileo, los cientificos han estado de acuerdo en que éste es el rol de las
pruebas empiricas para distinguirse entre las teorias, y hay muchas alternativas
posibles que puede explicar opciones de gestion de la estructura de capital.

2. Encaja la teoria con los datos dentro-de-muestra?

La prueba de datos dentro-de-muestra es una primera barrera empirica. Pero las
pruebas pueden ser mas o menos rigurosas. En la practica, teorias estructurales en
finanzas corporativas han pasado solo pruebas empiricas que serian analogas a juzgar
por las teorias de forma reducida cualitativas por el estadistico-t de una variable en una
regresion dentro-de-muestra, sin controles para explicaciones competitivas y variables
confusas, y sin diagndsticos y correcciones para una gama entera de errores posibles
por falta de especificaciones. Ademas, algunas de estas teorias fueron disefiadas para
explicar una correlacion particular observada en articulos anteriores. En tales casos,
vistos desde una perspectiva global, el acercamiento estructural ha sido analogo a la
busqueda de un estadistico-t bueno en primera instancia, para luego encontrar soporte
a un modelo especifico construido para entregar esta estadistica. En resumidas
cuentas, las pruebas existentes dentro-de-muestra de teorias estructurales
cuantitativas hasta el momento parecen superficiales.

Ningun modelo estructural cuantitativo reciente en finanzas corporativas ha demostrado
empiricamente que es construido sobre un efecto de primer orden que describe la
actividad gerencial. Ninguno puede explicar bien el comportamiento, mucho menos con
mejor decision que los modelos alternativos.

Presenta también las cuestiones que a priori cualquier teoria de estructura de capital
debe tener. Esto incluye, sobre todo, la presencia de muchas otras fuerzas importantes.
Incluso si las fuerzas omitidas son ortogonales a fuerzas modeladas pero inobservables
fuerzas estructurales (y esto es raras veces probable en un contexto de finanzas
corporativas), las fuerzas omitidas todavia pueden afectar la inferencia. Asi, la
inferencia sin el poder directo de una variable estructural baja es intrinsecamente no
fiable. Pero hay también cuestiones cotidianas mas importantes en un contexto de
finanzas corporativas, como cuestiones de medida por poderes, correlaciones
residuales, y tendencias de seleccién. Cuando no se especifica o se controla, estas
cuestiones conllevan a mas problemas inespecificos que requieren ajuste y control. La



presencia de todos estos aspectos inespecificos en el contexto de la estructura de
capital sugiere que no deberia ser una sorpresa que los actuales modelos estructurales
(que la mayoria los ignord) no se ajusten bien. Este articulo argumenta que el control
de estos aspectos es mas sencillo en un contexto no estructural, por lo tanto, un
modelamiento estructural parece ser prematuro. Puede ser mejor frenar nuestras
ambiciones en este punto, dice, y centrarse primero en descubrir cuales son las mas
importantes correlaciones econdmicas con las actividades del gerenciamiento de
estructura de capital, y luego en establecer empiricamente que las fuerzas parezcan
exdgenas. Es sélo cuando los modelos estructurales se basan en las conocidas fuerzas
dominantes exdgenas que llevan probablemente al éxito estos modelos.

3. Lateoria predice fuera-de-muestra?

Los modelos deberian tener una mejor prediccion por fuera-de-muestra que las
alternativas mas simples, por supuesto, contando con variacion de la muestra y errores
de estimacion. Las pruebas fuera-de-muestra, también proporcionan atractivas
conjeturas incondicionales que cualquier teoria debe vencer.

4. Es lateoria ajustada y predice bien durante cuasi—experimentos?

Los cuasi-experimentos a menudo son las pruebas mas poderosas de cualquier teoria.
Se pueden ejecutar dentro-de-muestra, o, mejor aun, fuera-de-muestra. Solo requieren
la presencia de un choque exdgeno conocido aplicado a los parametros de entrada del
modelo. Se han producido fuertes cambios en el codigo tributario, en los costos de
distribucion de titulos valores, en la ley de bancarrota, en las caracteristicas de los
titulos valores, en la tecnologia y rentabilidad, y en muchos otros parametros de
entrada en la que los actuales modelos de equilibrio dinamico o de sus modelos
alternativos se han construido.

Las pruebas de los cuasi-experimentos son particularmente apropiadas para las teorias
estructurales, porque ambas son construidas para resaltar la mas profunda
causalidad.Las teorias se basan en los micro-fundamentales sobre todo para dar la
estabilidad del modelo en presencia de hechos contrafactuales®.Las pruebas cuasi-
experimentales son también muy adecuadas para los modelos cuantitativos. Estos
modelos no existen simplemente para ilustrar un efecto conceptual o de predecir
cualitativamente, también para predecir valores especificos. Por lo tanto, pueden
predecir los resultados exactos cuando se produce un experimento.

Los cuatro obstaculos son importantes. Ellos deben ser vistos como algo relativo a las
teorias competitivas. Estas teorias competitivas, puede ser condicionales (es decir,
contra otra variable hipotética por otra teoria) o incondicionales (es decir, contra una

®Se denomina contrafactual o contrafactico a todo evento o a toda situacién que no ha acontecido en el
universo actualmente observable por la investigacion humana pero que pudiera haber ocurrido.
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hipotesis nula de comportamiento aleatorio). A primera vista, los obstaculos pueden
parecer dificiles, pero son adecuados, argumenta el auto.

Finalmente Welch concluye en que la eleccion de un tipo de modelamiento se reduce a
los costos y beneficios relativos de una aplicacion econémica en particular. Un modelo
estructural cuantitativo parece mas atractivo que modelos cualitativos de forma
reducida cuando el fendmeno econdomico es relativamente simple o cuando las
consecuencias de la desviacién son rigidas (como el arbitraje), cuando las fuerzas de
primer orden, son conocidas, a priori, y cuando el riesgo de aspectos inespecificos en
el modelo (por ejemplo como las variables omitidas, la identificacién de variaciones
exdgenas , errores en las variables, problemas de agregacion, errores funcionales de
forma, etc.) son menores. Los modelos estructurales rara vez son la herramienta
adecuada para ilustrar que algunos derivados comparativos estaticos son posibles, o
para determinar, entre muchos posibles efectos econémicos cuales son importantes.
Los modelos cualitativos de forma reducida pueden hacer esto de una manera mas
sencilla. Los modelos estructurales cuantitativos, rara vez son la herramienta adecuada
para saber qué variables son causales. La causalidad en modelos estructurales es una
suposicion. Pruebas cuasi-experimentales de modelos sencillos de forma reducida,
soportando multiples efectos constantes, pueden hacer esto basados en la evidencia.

El autor argumenta que el comportamiento de las empresas es un fenémeno muy
complejo, donde nosotros aun no entendemos las motivaciones gerenciales mas
importantes. Los errores no son inherentemente sujetos a la facil correccion por el
arbitraje de terceros. No hay mucha evidencia empirica que apunte a los mecanismos
dominantes. Por lo tanto, sostiene que las finanzas corporativas no parecen ser un
terreno feértil para el enfoque estructural.

7.2. Leland (1994)

En su trabajo “CorporateDebtValue, Bond Covenants, and Optimal Capital Structure”,
utiliza modelos estructurales y defiende su utilizacion.

Este articulo examina los valores de la deuda corporativa y la estructura del capital en
un marco analitico unificado. Deriva resultados de forma cerrada para el valor de la
deuda riesgosa de largo plazo y los margenes de rendimiento, y para la estructura
optima de capital, cuando el valor de los activos de la empresa siguen un proceso de
difusion con volatilidad constante. Los valores de la deuda y el apalancamiento éptimo
estan directamente relacionados al riesgo de la empresa, impuestos, costos de
bancarrota, las tasas de interés libres de riesgo, las tasas de pago, y los contratos de
los bonos. Los resultados esclarecen el diferente comportamiento de los bonos basura
versus los bonos de grado de inversién, y aspectos de la sustitucion de activos, con
compromiso de recompra de deuda y renegociaciéon de la misma.



El valor de la deuda corporativa y la estructura de capital son variables
interrelacionadas. Los valores de la deuda (y por lo tanto los margenes de rentabilidad)
no se pueden determinar sin conocer la estructura de capital de la empresa, que afecta
el potencial de incumplimiento y bancarrota. Pero la estructura de capital no se puede
optimizar sin el efecto de apalancamiento sobre el valor de la deuda.

La teoria tradicional de estructura de capital, cuyos pioneros fueron Modigliani y Miller,
sostiene que los impuestos son determinantes fundamentales de una estructura 6ptima
de capital. A medida que aumenta el apalancamiento, la ventaja fiscal de la deuda al
final se vera compensada por un aumento del costo de la deuda, lo que refleja la mayor
probabilidad de dificultades financieras. Mientras se identifican algunos determinantes
principales para una estructura 6ptima de capital, esta teoria no ha sido tan atil en la
practica, ya que solo proporciona una guia cualitativa.

Brennan y Schwartz (1978) ofrecen el primer examen cuantitativo de apalancamiento
optimo. Utilizan técnicas numéricas para determinar el apalancamiento 6ptimo cuando
el valor sin deuda de la empresa sigue un proceso de difusién con volatilidad constante.
A pesar de un comienzo importante, el analisis de Brennan y Schwartz tiene tres
limitaciones.

La primera y mas importante, su aproximacion numeérica se opone a las soluciones
generales de forma cerrada para el valor de la deuda de alto riesgo y el
apalancamiento oOptimo. Ejemplos numéricos sugieren algunos posibles resultados
estaticos comparativos, pero no puede generalizarse.

En segundo lugar, su analisis se centra en el caso especial en el que la bancarrota se
desencadena cuando el valor de los activos de la empresa caehasta igualarel valor del
saldo de capital de la deuda. Esta disposicion se aproxima a la deuda con covenant de
patrimonio neto positivo. Pero no es el Gnico nisiquiera la situacion tipica. Debemos
demostrar quecondiciones desencadenantes de bancarrota, incluidas las determinadas
de manera enddgena, conducen a valores muy diferentes de la deuda y de estructura
Optima de capital.

Finalmente, Brennan y Schwartz (1978) consideran los cambios en la estructura
financiera que duran sdélo hasta que venzan los bonos. Una fecha de vencimiento es
necesaria para su algoritmo numérico; constantes cambios en la estructura de capital
no se analizande forma explicita.

Este articulo considera dos posibles determinantes de bancarrota. El primero es
cuando la bancarrota se desencadena (endégenamente) por la incapacidad de la
empresa para aumentar el capital social lo suficiente para cumplir con sus obligaciones
de deuda actual. El segundo es el caso de Brennan y Schwartz con un covenant de
patrimonio neto positivo. La deuda con este tipo de covenant se denominara deuda
protegida.



Podemos deducir resultados de forma cerrada examinando titulos corporativos que
dependen del valor de la empresa pero que son de otra manera independientes del
tiempo. Sin embargo, los titulos de deuda en general, tienen una fecha de vencimiento
especifica y por tanto tiene flujos de efectivo y valores dependientes del tiempo. La
independencia del tiempo, no obstante, puede estar justificada, tal vez como una
aproximacion, al menos en dos formas. Primero, si la deuda tiene suficientemente
plazo de vencimiento, la devolucion del capital efectivamente no tiene ningan valor y
puede ser ignorado. No son nuevoslos horizontes muy largos de tiempo para las
obligaciones fijas, ya sea en la teoria o en la practica. EI argumento original de
Modigliani y Miller (1958) asume la deuda con plazo infinito. Merton (1974) y Black y
Cox (1976) consideran infinito el plazo de la deuda en un modelo dindmico explicito.
Desde 1752 el Banco de Inglaterra tiene, en ocasiones, emisiones consolidadas de
bonos que prometen un cupdn fijo y sin fecha final de vencimiento. Y las acciones
preferentes normalmente pagan un dividendo fijo sin limite de tiempo.

Una alternativa de entorno independiente del tiempo, es cuando, en cada momento, el
vencimiento es reprogramado a una tasa de interés fija (o de prima fija sobre una tasa
de referencia libre de riesgo) salvo que se termine por incumplimiento de un valor
minimo, como un covenant de patrimonio neto positivo. Esta situacion se parece a
algunos contratos de crédito rotativo.

La independencia del tiempo permite la derivacion de soluciones de forma cerrada para
deuda de riesgo, dada la estructura de capital. Estos resultados amplian los de Merton
(1974) y Black y Cox (1976) para incluir los impuestos, costos de bancarrota, y
clausulas de proteccion (si existen). Luego se utiliza para obtener formas de solucion
cerradas para la estructura oOptima de capital. El andlisis aborda las siguientes
preguntas:

. ¢, Como los margenes de rendimiento sobre la deuda corporativa dependen del
apalancamiento, del riesgo de la firma, de los impuestos, pagos, clausulas de
proteccion, y los costos de bancarrota?

. ¢ El valor de los bonos de alto riesgo se comportan cualitativamente de maneras
diferentes a los valores de los bonos en grado de inversion?

. ¢,Cudl es la cantidad 6ptima de deuda, y como esto dependera de las tasas de
interés libres de riesgo, el riesgo de la firma, los impuestos, clausulas de proteccion, y
los costos de bancarrota?

. ¢,Coémo un pacto de patrimonio neto positivo afecta el problema potencial de
agencia entre los tenedores de bonos y accionistas?

. ¢, Cuando se puede esperar renegociacion de la deuda antes de la bancarrota, y
puede lograr resultados que la renegociacion de recompra de deuda no puede?



El modelo sigue a Modigliani y Miller (1958), Merton (1974), y Brennan y Schwartz
(1978) en el supuesto de:

i) que las actividades de la empresa se hubiera modificado por la estructura
financiera, y

i) gue las decisiones de la estructura de capital, una vez tomadas, no son
modificadas con posterioridad.

Mucha de la literatura reciente en finanzas corporativas examina posible variacion del
supuesto.

Véase, por ejemplo, el estudio realizado por Harris y Raviv (1991). Una variante
especialmente importante es el problema de la sustitucion de activos, cuando los
accionistas de las empresas con alto grado de endeudamiento pueden transferir valor a
si mismos desde los tenedores de bonos eligiendo actividades mas riesgosas. Si se
conociera la forma funcional adecuada, la retroalimentacion de la estructura de capital
para la volatilidad podria ser recogida en una extension de nuestro modelo, con el
probable costo de perder resultados de forma cerrada. Sin embargo, un modelo mas
simple que ignora tal retroalimentacion potencial aun sirve para algunos propositos
importantes:

1. Los impuestos y los costos de bancarrota condicionaran la estructura de capital
Optima, aun si la sustitucion de activos es factible, conocer estas relaciones en un
modelo basico proveeran conocimientos Utiles para situaciones mas complejas.

2. La magnitud potencial del problema de la sustitucion de activos puede ser
identificada para conocer qué tan sensibles son los valores de deuda y patrimonio al
riesgo de las actividades elegidas.

3. Los contratos de bonos pueden limitar directamente las oportunidades de las
empresas de alterar el riesgo de sus actividades. En otros casos, los contratos de
bonos indirectamente puede limitar la sustitucion de activos mediante la reduccion de
los posibles conflictos de intereses entre accionistas y tenedores de bonos. En este
articulo el autor muestra que un covenant patrimonio neto positivo puede eliminar el
incentivo de la empresa de aumentar el riesgo.

La segunda hipotesis principal es que el valor nominal de la deuda, una vez emitida, se
mantendra sin cambios a través del tiempo. Esto no es tan irracional como podria
parecer. En el trabajo, el autor muestra que la emisiéon de deuda adicional perjudicara a
los actuales titulares de la deuda, y suele ser proscrita por los contratos de bonos.



Muestran, ademas, las reducciones marginales de la deuda a través de recompras que
afectaran a los actuales accionistas. Estas consideraciones pueden impedir los
continuos cambios en el saldo de la deuda, incluso si los costos de refinanciacién son
cero.

Sin embargo, grandes (discontinuas) recompras de deuda a través de oferta publica de
adquisicion, en algunos casos puede beneficiar tanto a los accionistas como a los
tenedores de bonos, si el costo de refinanciacion no es excesivo. Un modelo dinamico
de estructura de capital que capture estas posibilidades es deseable pero
considerablemente mas dificil. Los primeros pasos en esta direccion han sido
realizados en importantes trabajos de Kane, Marcus y Mac Donald (1984) y Fischer,
Jeinkel y Zechner (1989). Sus analisis plantean varias dificultades, que Leland evita
con la adopcion de la hipétesis estatica compartida con los autores anteriores.

7.3. Genser(2006)

En su trabajo “A Structural Framework forthePricing of CorporateSecurities” reitera que
uno de los problemas de los modelos de forma reducida es su dificultad de
interpretacion en un sentido economico. Siendo técnicamente avanzados, los modelos
de forma reducida a menudo carecen de un modelo economico y especialmente
disfrazan los supuestos economicos. Si fijar los precios de los titulos valores es el Unico
propdsito del ejercicio, podria no necesitarse un modelo econémico. Sin embargo, si los
gue se quiere es entender las variaciones de los precios, un vinculo serio con la
economia subyacente es importante.

En los ultimos afios, una refinada fijacion de precios de los titulos valores corporativos
ha entrado en atencion de académicos y profesionales. Como la investigacion empirica
mostro, los modelos tradicionales de valoracion de activos no podian poner precio a lo
titulos valores corporativos suficientemente bien. Las propiedades de las series de
tiempo de los valores cotizados eran dificiles de replicar.

En la busqueda de modelos mas avanzados que capturaran los resultados empiricos,
los investigadores siguieron dos enfoques. La primera corriente de investigacion
correspondié a las propiedades de las series de tiempo de los titulos valores
corporativos directamente. Nos referimos a esta clase de modelos como de forma
reducida. Se asume que los precios de los titulos valores siguen modelos estocasticos
mas avanzados, en especial los modelos con, por ejemplo, volatilidad no constante en
el tiempo. Todos los estudios de este tipo no tienen en cuenta los aspectos econémicos
de las empresas emisoras, sino que simplemente asumen un comportamiento
estocéastico de los titulos valores o de su variables de estado. Por el contrario, una
segunda corriente de literatura econdmica se desarroll6 para el estudio de las
empresas. Llamamos a estos tipos de modelos, estructurales, debido a que la



responsabilidad limitada de los accionistas es modelada explicitamente como una
funcion del valor de la empresa.

Uno de los problemas del enfoque de forma reducida es su dificultad de interpretacion
en un sentido econdémico. Siendo técnicamente avanzados, los modelos de forma
reducida a menudo carecen de un modelo econdémico y especialmente disfrazan los
supuestos econémicos. Si fijar los precios de los titulos valores es el Unico propésito
del ejercicio, podria no necesitar un modelo econdémico. Sin embargo, si queremos
entender las variaciones de precios, un vinculo serio con la economia subyacente
parece importante.

La literatura sobre riesgo de crédito incluso adoptd esta terminologia particular para
clasificar sus modelos. Mientras que los modelos de forma reducida toman cada titulo
valor de la empresa y modelan el default de la empresa como un evento de Poisson,
los modelos estructurales de riesgo de crédito se concentran en un modelo del valor de
la empresa.

La bancarrota ocurre cuando el valor de la empresa cae por primera vez a un nivel lo
suficientemente bajo como para que los accionistas no estén dispuestos a apoyar a la
empresa por un periodo de tiempo mas largo, o cuando algunas condiciones
contractuales llevan a la empresa a la bancarrota. La configuracion de los modelos
estructurales permite extensiones en la toma decisiones refinadas y el uso argumentos
de la teoria de juegos.

Modelos estructurales de riesgo de crédito fueron iniciados por los articulos de Black y
Scholes (1973) y Merton (1974). Ellos asumen que el valor de la empresa sigue un
movimiento browniano geométrico. La firma cuenta con un bono cero cupdén de
duracion finita que la empresa pagara si el valor final de la firma es superior a la deuda
hipotética al vencimiento. De lo contrario la empresa incumple su deuda. Black y Cox
(1976) amplian esta configuraciéon al permitir la bancarrota antes del vencimiento de la
deuda cuando el valor de la empresa toca la barrera de bancarrota por primera vez.

La ampliacién de la configuracion basica introdujo cambios la estructura Optima de
capital futura. Estos modelos dindmicos de estructura de capital se analizaron por
ejemplo, en Fischer, Heinkel y Zechner (1989a) y en Fischer, Heinkel y Zechner
(1989b). En ambos documentos la estructura de capital de la empresa es modelada de
forma enddbgena en una configuracibn de tiempo continuo asumiendo que los
accionistas optimizan el valor de su capital. Ellos no se concentran en el riesgo de
crédito y bancarrota, pero usan un argumento de las finanzas corporativas a fin de
explicar empiricamente indices observados de apalancamiento y las primas de las
opciones Call de las emisiones de bonos corporativos rescatables. La idea de que los
accionistas maximicen el valor de su derecho cuando la empresa se apalanca o cuando
se emita deuda rescatable es desarrollada por Leland (1994) y Leland y Toft (1996). Se



centran en la valoracion de la deuda corporativa y la sensibilidad del valor de la deuda
a ciertos parametros del modelo, extendiendo el esquema de Fischer et al. (1989a) y
obtener el nivel de valor de la empresa en el que los accionistas de forma enddgena
inducen la quiebra, vinculando asi la estructura de capital dinamico con los modelos de
riesgo de crédito.

Sin embargo, los modelos dindmicos de estructura de capital de la primera generacion
causaron confusion. Los modelos dindmicos estan controlados por un proceso
estocéastico del valor de la empresa desapalancada que se puede interpretar como el
valor de la empresa totalmente financiada con capital de los accionistas. Todos los
deméas valores de interés como el valor de la empresa apalancada, los valores de la
deuda, los indices de apalancamiento, etc. se derivan de una decision éptima de
presupuesto con respecto al proceso de este valor de la empresa desapalancada. En
tal configuracion, sin embargo, los valores de la empresa apalancada y desapalancada
existen al mismo tiempo. La fijacion de precios de estos valores es solo libre de
arbitraje bajo ciertas condiciones que no suelen ser claramente establecidas porque no
son evidentes si se modela el valor de la empresa directamente.

Una de las razones para esta confusion sobre los valores de la empresa apalancada o
desapalancada en modelos dinamicos de estructura de capital, se debe a la falta de
una definicién precisa del valor de la empresa. Uno podria pensar en el valor de
mercado de los activos como un candidato natural. Sin embargo, el valor de mercado
de los activos es diferente al valor generado por estos activos. La introduccion de
impuestos personales y corporativos, los costos de bancarrota y deuda, desdibuja
ademas los modelos y complica la interpretacion. La otra razon es que el valor de la
empresa es modelada directamente mientras los pagos a los tenedores de titulos
corporativos estan definidos en términos de flujos de efectivo. Existe poca claridad
respecto de lo que reciben los acreedores, ya que puede ocurrir que el total de los
flujos de efectivo pagados a los acreedores no sumen los fondos disponibles de la
empresa. Tomando la politica de inversion como dada y sin cambios, la falta de
correspondencia conduce a incoherencias en los modelos.

Dice Genser en su trabajo que enfoques mas recientes de modelos dinamicos de
estructura de capital, por ejemplo, Goldstein et al. (2001), Christensen et al. (2000), y
Dangl y Zechner (2004), suponen un proceso estocastico para una medida de ingreso
gue no se ve afectada por la decision de estructura de capital. Lautilidad antes de
intereses e impuestos (EBIT) o el flujo de caja libre (FCF) son los candidatos naturales.

Ambas medidas de ingreso describen las utilidades o flujos de efectivo de una empresa
en la que los intereses de todos los acreedores financieros, como los accionistas,
tenedores de bonos, y el gobierno, deben ser respetadas. El valor de la empresa total -
es decir, el valor de todas las acreencias - se puede determinar mediante el descuento
de la medida del ingreso a una tasa de descuento apropiada. Una de las ventajas mas



importantes de los modelos de estructura de capital basada en EBIT es por lo tanto
pensar en los flujos de caja descontados que generan valor. Esto obliga a una divisién
del EBIT dentro de las diferentes acreencias, lo que facilita la interpretacion de los
valores de los titulos calculados. La consistencia es permanentemente revisada. Se
debe tener en cuenta que en este esquema, los precios de los bonos y cotizaciones
bursétiles se puede calcular sin confusion tanto para valores de la firma apalancada
como para la firma desapalancada, en el sentido de Leland (1994). La conexion
necesaria entre los dos valores artificiales se hace evidente.

Sin embargo, los modelos estructurales de riesgo de crédito han sido en su mayoria
ilustrados por estudios de simulacion. Los resultados de la simulacion se han
comparado para observar los coeficientes de apalancamiento, las primas de las call o
los indicadores financieros de otras empresas especificas. Prometedor es que la
mayoria de las simulaciones indican que estos modelos dinamicos de estructura de
capital son capaces de explicar los fenomenos observados y el comportamiento de los
precios razonablemente bien.

Ericsson y Reneby (2004) realizaron la primera prueba empirica directa de los modelos
estructurales de riesgo crediticio. Una de las razones de la falta de investigacion
empirica se deriva del hecho de que los modelos propuestos ofrecen ajustes
econdomicos que parecen demasiado restrictivos para los datos disponibles. Goldstein
et al. (2001) y Leland (1994), por ejemplo, analizan sélo deuda corporativa con plazo
infinito. Una deuda perpetua no es comun en la practica. Ademas, estos modelos no
pueden incorporar una estructura rica en capital en multiples emisiones de deuda.
Como resultado, los datos de las series de tiempo de los precios de bonos
corporativos con plazo finito no pueden ser utilizados para probar estos modelos. Esto
es cierto para el modelo de Leland y Toft (1996). A pesar de que Leland y Toft (1996)
presentan una formula para la deuda con plazo finito, su modelo padece el supuesto de
refinanciacion especifica de que en cada instante la empresa emite una porcion de un
bono de plazo fijo. Asi, la empresa mantiene bonos que vencen en cualquier instante
hasta el plazo fijo. Exactamente este supuesto hace que el modelo sea dificil de probar.

Este estudio de Genser se ocupa de algunas de las deficiencias de la literatura
existente sobre los modelos estructurales de riesgo de crédito. Desarrolla un marco
estructural econdmicamente consistente con el precio de titulos corporativos que esta
abierto a la aplicacion empirica utilizando varias series de tiempo de precios de los
titulos valores corporativos. En particular:

Modelos estructurales de riesgo de crédito se encuentran insertos en un modelo
economico. Estos muestran como el modelo matematico evoluciona de forma natural,
sin fuertes supuestos econdmicos. Genser relaciona su esquema de modelamiento
con los modelos estructurales tradicionales y resuelve la confusiéon causada por la
interpretacion errénea de la literatura tradicional.



Genser modela diferentes emisiones de deuda simultaneamente para estructuras de
capital complejas. Mudltiples emisiones de deuda demanda un modelamiento muy
cuidadoso de los eventos de bancarrota porque el valor de la bancarrota tiene que ser
dividido entre los acreedores. Para esto el Genser propone una solucion analitica
sencilla.

El esquema de titulos valores corporativos de Genser no se basa en supuestos de
proceso especifico para EBIT. Por lo tanto, extiende los modelos de riesgo de crédito
basados en la EBIT a procesos estocasticos alternativos. Para un manejo analitico
solo se requiere resolver pocas ecuaciones. Genser presenta un ejemplo de la
demanda por soluciones bajo el supuesto de que la EBIT sigue un movimiento
browniano aritmético o geométrico. Esto abre la discusién de si el movimiento
browniano geométrico es el mejor supuesto para un proceso de EBIT o si el
movimiento browniano aritmético puede ser mas adecuado. Genser esta a favor del
movimiento browniano aritmético, ya que cubre mejor la situacion econdmica de las
empresas que el movimiento browniano geométrico.

* El enfoque de Genser es viable para la fijacion de precios de toda clase de titulos
valores corporativos, tales como opciones sobre el capital y que los métodos numéricos
comunes se puede utilizar para ampliar la solucién analitica basica a 6ptima para
bancarrota y estructuras tributarias mas complicadas.

» Dado que el esquema de titulos valores corporativos permite una compleja estructura
de capital, las series de tiempo de todo tipo de titulos corporativos se pueden utilizar
para estimacion. En un estudio de simulacion, Genser muestra que su modelo puede
ser implementado directamente usando series de tiempo simuladas de los precios de
acciones Yy bonos. Los parametros pueden ser identificados por el filtro de Kalman,
propuesto por Genser.

» Genser , presenta un caso fuerte para enfoques estructurales del precio de los
activos. Muestra que en realidad se pueden replicar los hallazgos empiricos, como las
propiedades de los precios de opciones sobre acciones comunes. No es necesario
asumir complicados procesos estocasticos para obtener estructuras observables de las
volatilidades implicitas de Black y Scholes (1973) y para explicar la distribucion de los
rendimientos de capital implicitos.



8. CONCLUSIONES

A pesar de las criticas a los modelos estructurales, bien vale la pena continuar con el
estudio de este tipo de modelos y tratar de adaptar algunos a las empresas
colombianas. Podria comenzarse con estudios de simulacién, antes de intentar
implementarlos en empresas reales. A pesar de la dificultad, estos se convertirian en
una alternativa experimental para la busqueda de una estructura de capital 6ptima.
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