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Presentacion

Al realizar operaciones algebraicas de suma, resta, multiplicacion, divisién y potenciacion se puede escri-
bir una expresion de manera equivalente de diferentes maneras. Para realizar este tipo de operaciones se
requiere un manejo adecuado de las reglas de las potencias, de la radicacidn, de las fracciones, entre otras.

El médulo tiene los siguientes objetivos:
Objetivo general

Aplicar las reglas bésicas para operar con las fracciones algebraicas e identificar las similitudes con las
reglas aplicadas a fracciones aritméticas.

Objetivos especificos

= [dentificar dentro de una fraccién algebraica los términos semejantes que se puedan simplificar.

= Utilizar las propiedades de los exponentes para simplificar fracciones algebraicas.

Los conceptos expuestos y los ejercicios planteados son bésicos para comprender conceptos fundamentales
del Calculo y de las Matematicas en general.

El tiempo estimado para la solucién del taller es de tres (3) horas.

En su estudio y solucién le deseamos muchos €xitos.
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1. Operaciones con fracciones algebraicas

Para determinar las fracciones algebraicas es necesario recordar la definicion de polinomio: Una expre-
sién de la forma P(x) = a,x" + a,_nx¥"~' + ... 4+ apx> + a1x + ag es un polinomio si n € Z*, en donde
an,dn—1,...,d1,dp son constantes. Si a, # 0 el grado de P(x) es n.

Ejemplos

a. x+ 1 es un polinomio de grado 1.
b. x2 +x+ 2, no es un polinomio. La potencia % ¢7r.
c. x ' 43x> 4+2x—2, no es un polinomio. La potencia —1 ¢ Z*.

d. 23 —x*+ %x—f— 1, es un polinomio de grado 3.

Una fraccién algebraica es el cociente de dos polinomios. Si P(x) y Q(x) son dos polinomios y Q(x) # 0,
entonces % es una fraccion algebraica.

Al realizar operaciones con fracciones algebraicas, en las que las variables estdn definidas en los nimeros
reales, se deben de tener en cuenta los valores de las variables que hacen cero (0) los denominadores que

se encuentren en la expresion.
Ejemplo

En la suma ﬁ + ., en el primer término, si se reemplaza la x por el valor 2, se tiene un cero (0) enel
denominador, por lo tanto x no puede tomar el valor de 2. En el segundo, el denominador se puede escribir
como x> — 1 = (x—1)(x+ 1), por lo que x no puede tomar los valores de 1 y —1.

Ejercicio

2x x>

-5 — P_g- los valores de x que ha-
cen cero (0) los denominadores son

En la expresion

a. 3,2
b. -3,2,0,3

c. 0,2,3

d. -3,2,3
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1.1. Simplificacion de fracciones algebraicas

Para simplificar una fraccién algebraica, cuando es posible, se factoriza el numerador y el denominador y
se cancelan los factores comunes.

Ejemplo
Simplificar *;512,
Solucién

x—12  (x=3)(x+4)  (x—3)(x+4) x+4
¥—x—6 (x=3)(x+2) (x—3(x+2) x+2

Observe que x no puede tomar los valores de 3 y —2, pues el denominador se hace cero (0) para estos
valores.

Observaciones

Para simplificar fracciones algebraicas tenga en cuenta las siguientes recomendaciones:

a. Cuando sea posible, comience por factorizar el numerador y el denominador.
b. Se comparan los resultados y se simplifican los factores comunes.

c. Desde el momento en que se factoriza, se tienen en cuenta los ceros (0) en el denominador. El resultado
es vdlido para todos los valores de x, menos para los que el denominador es cero (0).
Ejemplo

Simplificar % En este caso, se observa que en el numerador y en el denominador aparecen los mismos
términos con signos contrarios. Por lo tanto, se puede factorizar el signo en alguno de ellos.

Solucion

—2_—(=x+2) _-@2-v_-@2-9__

2—x  2—x 2 —x

En este caso, x no puede tomar el valor de 2, pues el denominador seria cero (0) y en los nimeros reales R,
la division por cero no estd definida.
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1.2. Suma y resta de fracciones algebraicas

Para sumar o restar fracciones algebraicas se procede de igual manera que con la fracciones aritméticas: se
encuentra el minimo comun denominador y se realizan las operaciones de forma similar.

1.2.1. Suma y resta de fracciones con igual denominador

Para sumar o restar fracciones algebraicas con igual denominador se escribe el mismo denominador y se
suman los numeradores.

Ejemplos
2 _
a. Sumar % zjﬁxlﬂ + gﬁ_?
Solucion
22 43x+1 A3 22 F3x+14+4x—3 _ 2247x=2
2x—1 2x—1 2x—1 - 2x—1

El resultado es valido para todos los x # %

2 _
b. Restar 2x°+3x+1  4x-3

x2—4 x2—4
co 224 3x4+1  4x—3 _ 204301 —(40=3) _ 224 3c 41 4et3 _ 2% —xtd
Solucion 24 o i 2.2 = 2_4 = 2.4

El resultado es valido para todos los x # 2 y x # —2.

Observacion

Note que al restar fracciones algebraicas, al término que tiene el signo menos (—) se le cambia de signo al
numerador y se procede a realizar las operaciones que queden indicadas.
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Ejercicio

22 —3x44x—1

o 75, scobtiene

Al efectuar la operacién

52 dx-1
x2—2x

2
—x"—4x+1
b. x2—2x

5x2+4x+1
x2—2x

52 dxtl
d. x2—2x

1.2.2. Suma y resta de fracciones con distinto denominador

Para sumar o restar dos fracciones algebraicas con distinto denominador se multiplican los denominadores
entre si, luego los numeradores de cada fraccion se multiplican por los denominadores de la otra fraccion.
En el caso de que cada uno de los denominadores tenga factores iguales, que no es puedan cancelar con
factores de sus respectivos numeradores, la forma mas rdpida de realizar la operacion es encontrar el minimo
comun multiplo entre los denominadores. Para ello, se seleccionan los factores comunes y no comunes con
el mayor exponente.

+ — 7Q X ;é 07Z X ?é 0
Okx)  Z(x) 0(x)Z(x) ) )
Ejemplos
a. Sumar 2}ij31 + 3l
san 2041 4 3=l (A D= D+GBx—D(+3) _ 22— 2xex— 143 +9x—x—3 _ 5x’47x—4
Solucion = 3 T = G131 = x+3)(x—1) T (3 (x-1)¢

En el denominador, el producto se deja indicado o factorizado. En este ejemplo x no puede tomar los
valores de -3y 1.

b. Restar % — 2zl
X
x=1 _ 2x—1 _ Pa=D)=x(2x-1) _ B324x _ x(:@3x+1) _ AP 341 23x41
x 2 (x)(x) W) T &) T )
El resultado se debe entregar en la forma mds simplificada posible. En este caso, en el denominador, x
no puede tomar el valor de cero (0).

Solucion

Observacion: Para sumar o restar expresiones con tres 0 mas términos se puede agruparlas de a dos y
efectuar las operaciones hasta trabajar con todos los términos. Otra forma es encontrar el minimo comun
denominador y proceder de la misma manera que realizando la suma o resta de fracciones aritméticas.
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Ejercicio

Al efectuar y simplificar la expresion £ + —2- — =1 ge obtiene
y P P 3 x+1 x+2

a X +8x+15
©O3(x+H1)(x42)
b © —8x+15
© O3+ (x42)

P4+8x—15
3(x+1)(x+2)

X —8x—15
d. 3(x+1)(x+2)

1.3. Multiplicacion de fracciones algebraicas

Para multiplicar dos fracciones algebraicas se multiplica numerador con numerador y denominador con
denominador de cada una de ellas. Para no manipular expresiones tan largas, si es posible se debe simplificar
cada una de las fracciones antes de efectuar los productos. Como en las sumas y las restas, hay que tener en
cuenta los ceros (0) en los denominadores.

Ejemplos

a. Multiplicar

K—x  3x+6
2

1 (x+2)2

i6n =X . . 1= ) B S S
Solucion 7= T507 = Gl ) WD) et ]) ) - o w2 T G
Los valores que no puede tomar x en la expresion, se determinan antes de simplificar. En este caso, para
el primer denominador son 1 y —1 y para el segundo es —2. Si el numerador y el denominador se pueden
factorizar, la respuesta se presenta de esta forma.

x  3x+6 _ x(x—1) 3(x4+2) XM

b. Multiplicar 2~ . " +2m-8
et miame8 _ (m-2)(me2) | (md)m=2) _ (m-2ed]  (nid)om2] _ (m-2)(m+d)

Solucion mi2 m—_8 mi2 (m=2)(m>+2m+4) — mFZ (m—=2)(m2+2m+4) —  m24+2m+4

En este ejercicio la respuesta es valida para m # —2 y m # 2. El polinomio m? + 2m + 4 no es factori-
zable en los nimeros reales. Compruébalo utilizando la férmula general para solucionar polinomios de
segundo grado.
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Ejercicio

Al  multiplicar y simplificar la expresion
27m?—8 1

omI—4 " omiromia SC obtiene

1
)
3m—2

b. 3m+-2
_m?_
3m+2

3m+2
d. 3m—2

1.4. Division de fracciones algebraicas

Para dividir fracciones algebraicas se intercambia el numerador y el denominador de la fraccién que este a
la derecha del signo de divisién y se procede como en la multiplicacién. Como en las operaciones de suma,
resta y multiplicacion, para realizar la operacion hay que tener en cuenta los ceros en los denominadores.

- = ,Q(x) # 0,Z(x) # 0,R(x) #0

Ejemplos
ST X2 . x+3
a. Dividir 757752 + 32477076
Solucion
2 . x43 Ak . x5 _ox .1 x 342 x(3x42)
3242x T 3016 fGeA2) T (Ber2)(ped) | W2 0 2 T 321 T TRz

Note que x no puede tomar los valores de 0, —% y —3. Antes de hacer multiplicaciones largas conviene
factorizar y simplificar al maximo.

.. 2_ _
b. Dividir ™ Sm+6 .  12—4m

m2—9  ° mZ—6m+9
Solucién
m=Smi6 . _12-4m_ _ (m=3)(m=2) . —4(m=3) _ (m3Jm-2) . —A4m3 _ m2 m-3_ _(m-2)(m-3)
m2—9  * m2—6m+9 — (m=3)(m+3) * (m=3)(m=3) — (m—=37(m+3) * (w37 (m-3) " m+3 —4 4(m+3)

En este caso m # £3. El signo menos (—), puede escribirse afectando a toda la fraccién (como en el
ejemplo) o ser factor comtin del numerador o del denominador.
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P4x—2 . x42

Ejercicio Al simplificar la expresion *—=7= + ==

S€

obtiene
a. x+5
b. x—1

C. X

d. 1

1.4.1. Simplificacion de fracciones complejas

Una fraccién compleja es aquella que en el numerador o el denominador o ambos estdn compuestos por
fracciones. Para simplificarlas, se reduce el numerador y el denominador a una sola fraccién y al final se
aplica la regla de extremos y medios.

Ejemplo

3y—1
2y+1

3
H-1+

2y
4y2 —

+
o . 1

Simplificar la expresion . Como se puede observar, el numerador esta compuesto por la suma
3y—1 2y
2y+1 + 4y2—1
indicadas en cada una de las partes.

y el denominador por la suma 2y3—_1 + 3. Para simplificar la expresion se realizan las operaciones

Solucion

3y—1 4 2y 3y—1 n 2y (3y—1)(2y—1)+2y 6y>—3y+1)
2y+1 4y2—1 2+l y-1)(2y+1)  @y+1)(2y-1)  2y+1)(2y-1)
3 - 3+3(2y—1) - 6y - 6y -
2y—1 +3 Ty 1 2y—1 2y—1

2y—1)(6y* =3y+1)  (2p—=1J(6y*=3y+1) 6> —3y+1
62y+1)(2y—1)  6(2y+1)(2p—1]  6(2y+1)

El numerador de la dltima expresion no se puede factorizar en los niimeros reales. En esta fraccién y no
puede tomar los valores de %, —% y 0.
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Ejercicio

3 3
+h)? X2 .
(x)% se obtiene

Al simplificar la expresion

3(2x+h)
x(x+h)?

—3(2x+h)
b. x(x+h)2

(2x+h)
x2(x+h)?

—3(2x+h)
d. x2(x+h)?
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2. Ejercicios

2x—3 6—3x :
~— + 73 esiguala

1. La expresion

© |
R

a.
b.

o
T
O w

d.

i
W

s 4x—2  2x48 :
2. Laexpresion 2= — ==< esigual a

a. —2

o 2410 Sx+4 -
3. Laexpresion == ~—> esigual a

Zid 18 ogioual a
X

4. Laexpresion == —

3x+12
x—4

b x—12

x4

c. =3
d. 3

3x—5 4x—5
+ 1—x

5. Laexpresion ==

es igual a

6. La expresion 22 + &=L _ X5 oqjoyal a
p x—3 3—x 3—x g

10



Universidad EAFIT

Pedro Vicente Esteban Duarte

b, =

C. -3
d 6x—8

., 2 2 .
7. Laexpresion 5z — =5 ©s igual a

10
& G3)-2)
b. 0

4x+2
C. (x+3)4(>x72)

—10
d. (x+3)(x—2)

.. 3 3 .
8. Laexpresion =5 — 73 esiguala

., 5 4 .
9. Laexpresion 75 — ;=3 esiguala

10. La expresion i=f — 137 — 5=, esiguala

2+l
(x+1)(x—1)
2

x°=3
d. (x+1)(x—1)

C.

3x X +4x+3
—2x x2—x—2

11. La expresion es igual a

‘ -

=
= |
[\]

a.
b. =

x—

[\

11
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12.

13.

14.

15.

16.

.
x—2

X
d.m

[=))

x x—1 :
37— esiguala

La expresion
2x%—x
x2+x—6
2
XT—x
b. ¥ +x—6
x2—2x
x2+x—6
2x—1
d. x2+x—6

P4x—6  x*—1
x242x—3 x2—4x+3

La expresion esigual a

x+2
x+3

2
x“—x—2
b. x2—4x+3
x—2
x+3

2

x-—x—2
d. x2—4x+3

X>—6x . -4

La expresion o o7t

es igual a

fod
=
‘+
[\

S
= == == =
+‘| +‘| |‘| |
NI WINY =N —

=4  x*-3x
xX2=2x x2—x—6

La expresion esigual a

f—

s
I
—

(@]
==
+‘|
[\S][9%]

=N
ik
W

Px—6  x*—1
2 _y—

La expresion ;= — - 75

es igual a

o ®
=[x R
I+ 1]l
— W= W=

o
=
4
o8}

12
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17.

18.

19.

20.

21.

x*—9 . -1
+2x—3 x2—5x+6

La expresion - es igual a

o ®
== ==
il |‘\
D= DWW

o
i)
[OSI ST

=
|

L. x2_ 2 .
La expresion = X 1025 o5 joyal a

2_25 x24+2x

x+5
X242x

x+5
b. x£3

x+5
x+2

x=5
d. m

a.

m?—4m_ m*—2m—3

m2—m—6 m?—3m—4

La expresion esigual a

P
‘s
t

o
3 S‘S 3
(R
W =B W

3
T
[\

&
ik
(3]

3m’4m—2 . 4m*—1

La expresion 575 ey Sl o Sy o

es igual a

2 2
sa 0 XT—2x . x*42x—3
La expresion ~5=7" = o

es igual a

X
4

‘ =
w N

a.
b.

o

== = =
+| | = +
NI — —

13
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

=9 . 2x*—3x+l
—4x+3 " x2-2x+1

La expresion - es igual a

224+ Tx+3x . 4xP—1
K42x—3  * 223x+1

La expresion esigual a

x+3

202 —5x+42 . 2x*—5x42
x2—5x °  x2-25

La expresion es igual a

3x245x—2 . x2—2x—8
X2—4x " x2—8x+16

La expresion esigual a

X4x—2 . 2423

. Y
La expresion 6 T Al

es igual a

2 31,2
140 X—x—6 . X 4x"—2x
La expresion 5——= <+ *—35—

es igual a

14
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28.

29.

30.

31.

32.

.y —x2 . (x4+2)(x+1)
X—x" .
La expresion 775 + “ P

es igual a
X

4 32
X

b. )H-—l

C X

d =

m—m? . m+1

La expresion -z it s s

es igual a

m(m—3)
m+2

m(3—m
d. 2o

1

1 -3

La expresion H—”‘f +1 L esigual a
-3 T =1

X

®
I
A~

o <
— >I<‘>I< =
Nl =

&
I
ES LS

4
I+ . =57
1+-4 0 1-2

x—3 X

La expresion esigual a

s
= = =
=+ = | =
W W W

x2—3x

N I o)
La expresién —# +— —mfL

= es igual a
1
“m 1+m+1

m+3

s A —]

15
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m+2
b. [
m—3
C. mrl
m+2
d. m+3

3 1
s TS|
1+-L5 ° 142

m—2 m—2

33. La expresion es igual a

S
i
(3]

=
‘55‘55
I FF T
N o W

3
s

]

a
g
[\
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