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Resumen

En el presente trabajo se estudia la atractividad local del segmento de equi-
librios que se forma en el fenémeno de la bifurcacién de zip para un sistema
tridimensional de ecuaciones diferenciales no lineales. Este trabajo puede ser
considerado como una generalizacién de un resultado de Farkas en bifurcacién
de zip de modelos en competicién.

Palabras claves: bifurcacién zip, k—estratega, r—estratega, respuesta funcio-
nal, dindmica poblacién, principio de exclusién competitiva

Resumo

Este trabalho estuda o segmento local de atracgdo contrapesos que faz sobre
o fenomeno da bifurcagdo da zip de trés sistema bidimensional de equagdes
diferenciais nao-linear. Este trabalho pode ser considerado como uma gene-
ralizacdo de um resultado na bifurcacao Farkas zip modelos competencién.

Palavras chaves: bifurcacao zip, k—estrategista, r—estrategista, a resposta
funcional, dindmica populacional, principio de exclusdo competitiva.
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Atractividad local en la bifurcacién de zip

Abstract

In this paper the local segment attractiveness equilibrium that forms on the
phenomenon of zip bifurcation for a three—dimensional system of differential
equations nonlinear is studied. This work may be regarded as a generalization
as a result on Farkas’s zip bifurcation in competition models.

Key words: zip bifurcation, k—strategist, r—strategist, functional response,

dinamical population, competitive exclusion principle.

1 Introduccién

En el estudio del problema concerniente a la validez del principio de la ex-
clusion competitiva, para el caso de dos especies predadoras, compitiendo por
una presa que se regenera, el modelo (Il) ha sido ampliamente considerado
por varios autores [1].

. (1 S) mi1S maoS
s="s — =) —x — X2
k ai+s az+s’
. mis
T =x —dizy, (1)
a1+ s
. mas
To = X9 — doxo ,
as + 8

donde z1, z2 y s son los tamanos de la poblacién de los dos predadores y el de
la presa que se regenera; y se supone que en ausencia del predador existe un
crecimiento logistico de la presa. La respuesta funcional es saturada de acuerdo
con la cinética de Michaelis—Menten, donde v > 0 es la rata de crecimiento
intrinseca de la presa, k > 0 es la capacidad de carga del medio con respecto
a la presa, m; > 0, d; > 0y a; > 0 son la rata de nacimiento maximal, la rata
de muerte y la constante de saturacion media, respectivamente, del predador
(1=1,2).
Considerando [I], las constantes en este modelo son
a;d;
N=———i=1,2,
m; — dz

que se introducen teniendo el siguiente significado: x; se incrementa si y sélo
si s > )\, seguin sea x; positivo, llegando a ser cero en s = \;. Los autores de
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[2] han mostrado que las soluciones del sistema (TI), correspondiente a valores
iniciales positivos, son acotadas y permanecen en el octante positivo y que la
especie predadora i—ésima puede sobrevivir inicamente si 0 < \; < k, lo cual
implica que m; > d;. También han estudiado el caso genérico con A1 # Ao,
en [2] y [3] se demuestra que, para algunos valores de los pardmetros, algunas
soluciones periédicas pueden obtenerse en el octante positivo significando que
la coexistencia es posible. En [4] se ha probado (usando teoria de bifurcacion)
que, en el caso 0 < A1 < Ag, existen soluciones periddicas en el octante positivo
para valores suficientemente pequetios de | A\ — A2 | y & — (a1 + 2XA1). En [5]
se ha tratado el caso Ay = A9 = A. Se ha establecido, en el caso a1 = as = a,
que si k < a + 2\ entonces hay un segmento de linea de equilibrio estable,
mientras que, si k > a + 2\ entonces “todas las tres especies sobreviven
en un ciclo limite permanentemente”. También ha probado que, en el caso
a1 > ag, si k > a1 + 2\ entonces xo va a cero, s y £1 permanecen en un ciclo
limite, si k = a1 + 2\ entonces xo va a cero, s y x1 tienden al equilibrio, si
k < a; + 2) entonces las tres especies sobreviven y la soluciéon tiende a un
punto de equilibrio del segmento de la linea de equilibrio.

En [6] se ha mostrado que la mayoria de resultados concernientes al modelo
de Hsu y otros pueden ser investigados para toda clase de modelos del tipo
dos predadores y una presa, modelo cuya caracteristica comin es que la tasa
de desarrollo de la presa y la respuesta funcional del depredador son funciones
arbitrarias que satisfacen ciertas condiciones naturales.

En [7] se ha estudiado el modelo de Hsu y otros bajo la hipdtesis especial
de que: cierto valor de un parametro umbral es igual en las dos especies preda-
doras; este parametro puede interpretarse como la cantidad de presa necesaria
para alcanzar una tasa de crecimiento intrinseca igual a la tasa de muerte na-
tural del predador. Esta hipotesis, en el caso de los modelos naturales, hace
posible la identificacion de uno de los predadores como un r—estratega y el
otro como un k—estratega. Los términos r—estratega y k—estratega tienen un
significado semejante al asignado en la teoria de la dindmica de poblaciones,
es decir, un r—estratega es un predador cuya rata maximal de nacimiento y
muerte es alta, por lo cual necesita una gran cantidad de alimento para incre-
mentar su rata de nacimiento, mientras un k—estratega significa un predador
con una rata de nacimiento y muerte relativamente baja, pero con la habilidad
de mantener la tasa de nacimiento relativamente alta ain cuando pequenas
cantidades de alimentos le sean posibles lograr.
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En [8] se ha introducido el concepto de bifurcacién zip para denotar el
siguiente fenémeno: “a bajos valores de la capacidad de carga k del ecosiste-
ma con respecto a la presa, una linea de equilibrio es un atractor del sistema,
ella representa coexistencia estable de las tres especies. Si k es incrementado,
los equilibrios son continuamente desestabilizados, empezando por aquellos
que representan la dominancia del k—estratega sobre el r—estratega. Arriba de
cierto valor de k, el sistema no tiene mas equilibrios estables que representen
coexistencia, sin embargo, un ciclo limite permanece representando la oscila-
cién de coexistencia del k—estratega y la presa”. Recientemente, en [9] se ha
generalizado el fenémeno de zip a un sistema ODE cuatro dimensional con
respuesta funcional generalizada tipo Holling III. En [10] se ha tratado la ocu-
rrencia de la bifurcacién zip en un sistema predador—presa (n+1)—dimensional
con respuesta funcional tipo Holling II.

En este articulo se generalizan resultados sobre la atractividad local des-
estabilizados en el fendmeno de la bifurcacién de zip [7] y global del conjunto
de equilibrios los cuales son continuamente para el sistema (I]). Por tltimo, se
ha simulado por computador, mediante los programas Phaser y Mathematica,
algunos casos particulares [I1] que muestran la actractividad del segmento de
equilibrios.

2 Atractividad local en la bifurcaciéon de zip
2.1 Preliminares

En el presente trabajo de investigacién se estudia la atractividad local y global
del conjunto de equilibrios Ly en la bifurcacion de zip, en la clase de sistemas
EDOs que modela la competicién entre dos especies predadoras por una presa
singular, y se generalizan los resultados sobre atractividad local de recubri-
miento tubular L, [7] para el sistema (2)). Este es modelado por el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales, en el cual se nota el punto encima de la
letra como diferenciacién con respecto al tiempo

5= ’)/Sg(S, k) - xlp(s)al) - 35210(5’ CL2) 5
&y = m1p(s,a1) — dizy, (2)

&o = xop(s, az) — daxa,
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donde s(t) representa la poblacién de especie de la presa y x1(t), x2(t) descri-
ben las poblaciones de las especies predadoras que compiten por la presa s(t);
p(s,a;) representa la tasa de nacimiento o respuesta funcional del predador
i, y g(s, k) significa la resistencia ambiental del medio al crecimiento de la
presa. Las constantes ~,d; > 0 son, respectivamente, la tasa de crecimiento
mazimal de la presa y la tasa de muerte de la especie predadora i. Por ulti-
mo, a; > 0,(i = 1,2) representan los pardmetros de escala en la respuesta
funcional del predador i. Se asume, ademds, que el modelo (2] satisface las
condiciones [6] y [12] siguientes:

La funcién g satisface las condiciones:

gE Cz((O,oo) x (0,00),R), g € CO([O,oo) x (0,00), R),

9(0,k) =1, gi(s,k) <0< gg(s,k), s=0,k>0, (3)
lim ¢ = >0. 4
ki)moogs(s,k) 0,s >0 (4)

A la funcién ¢, se le imponen condiciones de uniformidad en [, Sy] para
So

cualquier 6, 0 < § < Sy y la integral, posiblemente impropia, [ g.(s,k)dS
0

debe ser uniformemente convergente en [k, 00), para cualquier valor kg > 0.
Por 1ltimo se impone la condicién sobre g

(k—s)g(s,k) >0, s >0,k>0, s#k. (5)

La funcién que representa la respuesta funcional del predador i, p(s,a;)
con a; constante, (i = 1,2) satisface las condiciones:

peE Cl((O,oo) x (0,00),R),p € CO([O,oo) x (0,00), R),

p(0,a) =0, pls(s,a) >0, s>0, a>0, (6)
pls(s,a) < p(ss, a)’ >0, a>0, (7)
pla(s,a) <0, s>0, a>0. (8)

Las condiciones (B]) a (8] son condiciones apropiadas. Estas coinciden apro-
ximadamente con las hechas por [6]. La condicién (3]) significa que la rata de
crecimiento especifica maxima de la presa es alcanzada en s = 0, 1 = 0,
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x9 = 0y es v > 0; la rata de crecimiento decrece si la cantidad de presa se in-
crementa, y la rata de crecimiento de ¢’ (s, k) se incrementa con la capacidad
de carga k. La relacién () establece que para altos valores de k, el cambio en
la cantidad de presa tiene un efecto despreciable en la rata de crecimiento. La
desigualdad () significa que (en ausencia del predador) la rata de crecimiento
de la presa es positiva si s estd abajo de la capacidad de carga k, y es negativa
si s estd arriba de ésta. Es claro que las condiciones ([B]) y (@) implican

1f E)=1,5>0. 9
kgnoog(s,) .S 9)

La condicién () significa que la rata de nacimiento per capita p de los
predadores (también llamada la rata de predacién o respuesta funcional) es
cero en ausencia de la presa y es una funcién que se incrementa con la cantidad
de presa. La condicién (7)) es una condicién de concavidad débil, algunas veces
llamada condicién Krasonselskij. Si p es una funcién estrictamente céncava de
s (para cualquier a > 0), () implica que ésta se tiene, salvo puntos aislados
donde se tiene un signo de igualdad. La desigualdad (R)) establece que la rata
de depredacién decrece con el pardmetro a (entre més alto sea el parametro
a, mas alimento es necesario para mantener la misma tasa de nacimiento de
la especie predadora). En el modelo original de Hsu y otros, a es la constante
media de saturacion. En el caso en que p es una funcién acotada para un valor
a dado, se tiene que

m; = supp(s,a;),
s>0

es la rata mazimal de nacimiento del predador ¢. Claramente

m; si p es acotada
oo si p es no acotada .

supp(s,a;) = { (10)

s>0

Para el caso en que los parametros ai,as son distintos, sin pérdida de
generalidad se supone:

a; >as >0, (11)
p(s,a1) < p(s,az) para s > 0.

En correspondencia con esta tltima condicién, a un nivel de presa dado,
la rata de nacimiento del predador dos es mas alta que la del predador uno, en
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otras palabras, el predador uno necesita mas alimento para llegar a la misma
tasa de nacimiento que el predador dos.

Ahora bien, si dj es mdas grande que dg, la condicién (II]) implica que

p(s,a1) —dy < p(s,az) —da,

es decir, la rata de crecimiento del predador dos es més alta que la del predador
uno. Se puede mostrar en este caso que el predador dos saca de competencia
al predador uno. Se supone por lo tanto que

di < ds. (12)

Tal como consecuencia de (1), ahora esta condicién no implica necesaria-
mente que la tasa de crecimiento neta del predador dos excede la del predador
uno. Si en la respuesta funcional del predador 4, para un valor del pardmetro
de escala a;, se satisface la desigualdad m; > d;, por la continuidad de p,
existird un nivel de presa s = \;, en la cual se tiene la relacién

(N, a;) = d; . (13)

A )\ se le llamard parametro umbral del predador 7; éste puede interpretar-
se como la cantidad de presa necesaria para alcanzar una tasa de nacimiento
intrinseca, igual a la tasa de muerte natural del depredador i. En general no
se tiene que A1 = A9, pero para una clase importante de modelos se puede
suponer que A\; = A\y. Dados d; y da, existen A, a1, ag, tales que p(\,a;) = d;
para los modelos que satisfacen la condicién

m; > di (14)

inf p(A,a1) < di,p(A a2) =ds.
a1>0

Para el modelo hallado, la condicién (I4]) se reduce a la desigualdad
mg = ds,

ya que bajo el supuesto inicial de dy < do y la forma especifica de la funcién

p se satisface la condicién inf(‘)p(s, a) = 0 para todo s > 0.
a>

Los pardametros a;, ¢ = 1,2, son parametros de escala del modelo y el
parametro A actia como ajustador o seleccionador del tipo de modelo, por
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esta razon la condicion Ay = Ay = X no es tan restrictiva como parece a
primera vista.

En lo que sigue se supone que las dos especies poseen igual pardmetro
umbral de la presa, es decir, mo > do, por lo tanto existe un A > 0 tal que se

tiene (I3).
La clase de modelos bajo consideraciéon seran divididos en tres subclases
de acuerdo con la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Se dice que el modelo (2), bajo las condiciones [B) a (&) y
() a (@3], es natural, artificial, o degenerado si

8 p(87a2) < 07
Tm(s,a1,a2) = 95 [p(s al)] >0, (15)
) — 07

respectivamente.

La primera desigualdad de (7)) significa, por continuidad, que el cociente
de las ratas de nacimiento (la cual es, por (IIJ), mas grande que la unidad)
decrece en un entorno de s = A, es decir, la ventaja de la especie dos sobre
la uno expresada por (1), decrece a medida que la presa se incrementa; que
es lo que usualmente se espera que suceda. La segunda desigualdad de (IHl)
significa que la ventaja de la especie dos sobre la uno expresada por (1) se
incrementa a medida que la presa se incrementa.

Especial caracterizacién puede hacerse en el caso en que el modelo es del
tipo natural ya que, teniendo en cuenta las relaciones (II)—(I3]) se tiene que:

pra1) _ _ p(has)
dq do

p()‘)al) dl

— = —<1.

p()\,CLQ) d2

Por lo tanto, para s > A, aplicando la primera condicién de (IH]), se tiene
que:

p(S,al) p()"a’l) ﬂ
p(s,a2) = p(A\a2)  dy’
p(S,al) > p(S,az)
dy dy
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La 1ltima condicién muestra que, en este caso, el predador uno tiene
mayores tasas de crecimiento relativo que el predador dos. En [7] se ha ca-
racterizado a la especie uno como un r—estratega, ya que su estrategia de
supervivencia se basa en el mantenimiento, a lo largo del tiempo, de altas
tasas de crecimiento relativo. Mientras en la especie dos, de las condiciones
[©)—(®), se deduce facilmente que hace un uso més eficiente e inteligente de la
energia, pues requiere menos cantidad de presa para mantener iguales tasas
de nacimiento que la especie uno, por esto Farkas ha llamado a este predador
un k—estratega.

2.2 Puntos de equilibrio del sistema

El sistema (2] tiene los puntos de equilibrio: Q1 = (0,0,0), Q2(k,0,0) y los
puntos del segmento de linea recta Ly,

Li = {(s,z1,22) : p(A\ya1)z1 + p(A a2)za = yAg(\ k), A\, 1 > 0,22 > 0}.  (16)

Mediante la linealizacién del sistema (2), se determina que () es inestable
y @2 es asintéticamente estable para k < A, e inestable para k > \; pero
la condicién 0 < A = A1 = A2 < k es necesaria para la supervivencia de
cada predador. Por lo tanto, se asumird en lo que sigue: si k& < A, por la
condicién ([Bl), entonces Ly es vacio, y si k = A, el tnico punto de equilibrio es
el origen Q1. A continuacion se verifica la estabilidad de los puntos Q1 y Q2
por linealizacién del sistema.

Sea J(s,z1,x2) la matriz Jacobiana que representa la linealizacién del
sistema (2)) en el origen e I3 la matriz identidad de orden tres, las cuales estan
dadas tal como sigue

OF1(0,0,0) 9F1(0,0,0) 8F(0,0,0)

Os ox1 Oxo
J(O, 0’ 0) _ 0F»(0,0,0) 0F»(0,0,0) 0F»(0,0,0)

s Oz1 Oxo
9F3(0,0,0) 9F3(0,00) 9F5(0,0,0)
Os Oz1 Ox2

donde F1, Iy, F3 son funciones dadas por las expresiones:

Fi(s,z1,22) = vsg(s, k) — x1p(s,a1) — z2p(s, az),
Fy(s,x1,22) = 1p(s,a1) — dyxy ,

F3(s,x1,22) = wop(s,az) — daxa .
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Teniendo en cuenta las condiciones para las funciones p y g en el origen:

g(0,k) =1, k>0,
p(oaa’l) :Oap(05a2) :0) ay >O,CL2 >Oa
s = 0, T = 0,
se obtiene
v 0 0
J0,0,0)=| 0 —d 0
0 O —dy

El polinomio caracteristico de J(0,0,0) estd dado por D(u) = Det[J — pl3]

Det[J — pls] = —p® + dydyy + p*(—dy — dy + ) + p(—didy + diy + d2)
= (p+di)(p+d2)(p—1),
cuyos valores propios estan dados por p = —dj, p = —ds y u = =, por lo
tanto, el origen es inestable. En forma semejante se considera la linealiza-
cién J(s,x1,x2) del sistema (2)) en el punto Q9, por lo tanto, se obtienen las
condiciones para la funcién g:
glk,k)=1, k>0,
s=k, z1=0, x29=0.

Entonces la matriz J = J(k,0,0) adopta la forma

Ykgy(k, k) —p(k,a1) —p(k, az)
J(k,0,0) = 0 —dy + p(k,ay) 0
0 0 *dQ +p(k:)a2)

El polinomio caracteristico de J = J(k,0,0) es

Det]J — pl3] = — p° + didaky gy (k, k) — dakyp(k, a1) g5 (k, k)
— dikyp(k, az)gy (k. k) + yAp(k, a1)p(k, az) g, (k, k)
+ p*(—dy — da + p(k, a1) + p(k, az) + kvg(k, k))
+ pu(—dydy + dop(k,ay) + dip(k,az) — p(k,a1)p(k, az)
+ dikygy (k, k) gy (k, k) gy (k, k) — kypdaky
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= (p+di —p(k,ar))(u+ds — p(k,a2)) (1 — kv, (k, k)k),

cuyos valores propios son dados por:

H1 = _dl +p(kaa1))
Ho = _d2 +p(ka CLQ),
s = kg (k, k) .

De la expresién anterior y las condiciones (6] y (I3]), claramente se tiene
que el punto )2 es inestable para k > A, y asintdticamente estable para k < A.

2.3 Coexistencia y extincién por bifurcacion zip

En esta seccion se trata la estabilidad del conjunto L. Los elementos del
conjunto Ly son denotados con (A, &1,&2). Sea J = J(s,x1,22) la matriz Ja-
cobiana que representa la linealizacién del sistema (2)) en un punto arbitrario
(X, &1,&2) de Ly. Aplicando las condiciones p(A,a1) = di, p(A,a2) =day s = A
para la funcién p, se tiene

’yg()‘a k) + )"Y.g;()" k) - Slp;()" al) - SQP;()" aQ) _dl _d2
J = §1ps(N, ar) 0 0
52]7,3()\, CLQ) 0 0

El polinomio caracteristico de J = J(\, &1, &2), estd dado por
DetlJ — pl3] = plpf + [Gips(A, 1) + &aps (A, az) — v9(A, k)
- FY)‘g;()‘v ]{7)]/.1, + glp()‘v a'l) + €2p()‘7 ag)p;()\, a2)] :

Asi que p = 0 es siempre un valor propio. El polinomio cuadratico entre
corchetes es estable, es decir, los dos valores propios tienen parte real negativa,
si y unicamente si

[Slpls()" al) + 521)/3()" aQ) - ’Yg()\, k) - 7)\92()\, k)] >0,

ya que el término lineal es siempre positivo por la condicién ([@). Se escribe la
desigualdad anterior asi

’Yg()" k) + ’y)‘Qg;()‘a k) < glpls()‘a al) + £2pls()" CL2) .

(17)
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Multiplicando por A, y adicionando al lado derecho de la desigualdad el
término

p(A a1)é1 — p(A,a1)é1 + p(A, a2)éa — p(\ az)éa,

se puede re-escribir la desigualdad de la forma

YAGA, ) + AL (A B)] <[APL (X, a1) — p(A, a)Jér + AL (X, az) — p(A, a2)]ée
+p()‘7 al)fl + p()‘v a2)§2 .

Tomando en cuenta el hecho de que (§1,&2) satisface (I6), se obtiene la
desigualdad

[P(X, a1) = A (X, a1)Jér + [P(A, az) — Apy(A, a2)]éa < —7A°gi(A k). (18)

En vista de la condicién (), el lado izquierdo es positivo para todo
(A, &1,&2) € Li. Teniendo en cuenta las condiciones @) y (Bl), el lado de-
recho es positivo, decreciente y tiende a cero para k — o0o. Al considerar el
segmento de linea recta By, tomando el signo de igualdad en la desigualdad

dada por (I8):

By, = {(s,x1,22) : [p(A,a1) — ApL (A, ar)]er + [p(X, az) — ApL(A, az)]z2
= _7)‘29{9()‘7]{)7 §= )\7 xy = 07 x9 = 07}

Fijando k, se puede determinar un punto de intersecciéon entre las dos
rectas Ly y Bj. Se denota dicho punto de interseccién por (zi(k),z2(k)).
Resolviendo el sistema de dos ecuaciones lineales determinado por rectas L
y By se tiene, para (z1(k),xz2(k)),

T (/{7) _ —’)/_)\g;()\’ k?)p()\, a2) + g()‘v k)[)‘pls()‘v a2) - p()‘v a2)]

' p()‘va2)p{9()‘7a1) _p()‘val)p;()‘vcm) 7
_)‘gé()‘v k)p()\, al) + g()‘v k)[)‘p{s‘()" al) — p()‘v al)]
p()‘v a2)p{9()‘7 al) - p()‘v al)p{s‘()" a2)

(19)

o (k) = (20)

Como una preparacién al teorema siguiente, se mostrard que el denomi-
nador de x1(k) y z2(k) es positivo, negativo o cero si el modelo es natural,
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artificial o degenerado, respectivamente. Desarrollando la expresién (I5]) se
tiene que

9 [p(saaz)} _ P\ a)pi (A ag) — p(A, ag)pl (A, a1)
0s p(s,al) s=A p()\,a1)2

De la expresiéon anterior claramente se concluye lo deseado. Igualmente se
puede mostrar que las funciones x1(k),z2(k) son estrictamente creciente y
estrictamente decreciente, respectivamente, si consideramos que el modelo es
natural; y estrictamente decreciente y estrictamente creciente, respectivamen-
te, si consideramos que el modelo es artificial. Por la simetria entre x;(k) y
x2(k) basta demostrar que z1 (k) es estrictamente mondtona. Derivando x4 (k)
con respecto a k, se tiene

=97 (N K)p(, a2) + g (A, k) [APL (X, az) — p(X, az)]
(A a2)pi(A, ar) — p(A, a1)pi(A, az) '

El numerador de 2/(k) es positivo por @), (@) y

(k) =~

(25)" ()" (14 by +
(—1+ek)k

g (k,\) = >0.

El denominador serd positivo o negativo si el modelo es natural o artificial,
respectivamente. Por lo tanto, z1(k) es estrictamente creciente si el modelo
es natural y estrictamente decreciente si el modelo es artificial; igualmente se
tiene que xo(k) es estrictamente decreciente si el modelo es natural y estric-
tamente creciente si el modelo es artificial.

Teorema 2.1. Si el sistema ([2)) es natural y satisface las condiciones (B])
a B) v (I0) a ([@3), existen ki, ko tunicos, tal que si A < k1 < kg < oo,
entonces para todo k € (A k1) todos los puntos del segmento Ly, son estables
en el sentido de Liapunov y Ly es un atractor del sistema. Para k € (k1,k2)
el punto (A, x1(k),z2(k)) divide Ly en dos partes (una de las cuales puede
ser vacia). Los puntos de Ly a la izquierda de este punto son inestables, los
puntos a la derecha son estables, en el sentido de Liapunov y la parte del
lado derecho de este punto es un atractor del sistema. Para k € (ko,00),
el sistema no tiene puntos de equilibrios estables en el octante positivo del
espacio cerrado S,x1,To.
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Prueba: Por hipdétesis, este modelo es natural. Evaluando 1 (\) y z2(A), se
observa que:

—Ags(\ A)p(A, az) + g\ A)[Aps (A, az) — p(A, az)]
P()\, a2)p§()\a al) - P()\, al)pé()\, GQ)
=Ags (A A)p(A, a2)
=T ap O an) — pOh e aa)
T ()\) — ,Y_)‘g;()‘v )‘)p()‘v al) + g()‘v )‘)[)‘pls()‘v al) B p()‘v al)]
? p(\ az)pi (A, a1) — p(X, a1)p, (N, a2)
—2d' (M A)p(A, ar)

— > 0.
TpOn an)ph(h ar) — pOv, an)pl(N az)

Claramente las expresiones x1(\) y z2()\) son negativa y positiva, respecti-
vamente, bajo las condiciones impuestas a las funciones p y g. Igualmente se
tiene que lim z1(k) > 0y lim z5(k) < 0 teniendo en cuenta que:

k—ro0 k—ro0

z1(A) = —

(21)

-\ lim ¢
) kl—r>nc>0 gs()‘a k)p()"aQ)
khm x1(k)

Do =T a2 (N, a1) — p(Oh, an)pl (N az)
lim g\ k)W (A, a2) = p(A, a2)]

"o\ a2)p O, a1) — pOh, an)pl (N az)
- li (N E)p(N
kl_r>noogs( ’ )p( ’al)

70 az)p' (% ar) — pOv, an)p,(h, az)
dim g\ KA (A a1) = p(X )]

+ )
T an)p' (N ar) — p(h, an)p,(h, as)

y las condiciones (@) a (8) y ([@). Asi, por continuidad, por ser la funcién z; (k)
estrictamente creciente y, ademds, por presentar variacién de signo en el in-
tervalo (A, 00), existe un dnico k1 > A, en el cual z1(k1) = 0. Sin embargo,
dado que la linea L, intercepta el eje x2 en un punto de coordenada positiva
con k = k1 > A, se tiene que xo(k1) es mayor que cero. Similarmente, existe
un kg > ky en el cual x9(ke) = 0. En conclusién, para k € (A, k1), las lineas
Ly, v By, se interceptan en el segundo cuadrante y el conjunto Ly se encuentra
debajo del segmento de linea By, es decir, la condicién (I8)) se tiene en cada
punto de L. Sin embargo, (I8 implica que estos puntos del sistema lineali-
zado tienen dos valores propios con parte real negativa, y en cada punto de

i k) =
k;E)noo xQ( )
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Ly se tiene una variedad estable bidimensional por el teorema de Harman
sobre la existencia de variedades estables e inestables. Para k € (kg2,00) el
conjunto Ly estd arriba del segmento de linea By, es decir, la condicién (I8])
con signo opuesto en la desigualdad se tiene para cada punto de L. Esto
significa que los puntos son inestables. Si k € (k1,k2), Ly se divide en dos
partes: en la parte izquierda la condicién (I8]) se tiene con signo invertido en
la desigualdad, por lo tanto se tiene que la parte izquierda del segmento de
linea Lj queda arriba de la parte izquierda del segmento de linea By, esto
significa que los puntos son inestables, eso mismo implica que en la parte
derecha (I8) es vélida la desigualdad (I8]), es decir, en cada punto de Ly se
tiene una variedad estable bidimensional. Se resalta en esta parte como g(\, -)
es una funcién no decreciente y zo(+) es una funcién mondtona decreciente;
como una consecuencia de ello, si k£ es incrementado de ki a ks, los puntos
(A, z1(k), z2(k)) se mueven constantemente a lo largo de Ly del extremo del
lado izquierdo al extremo del lado derecho, mientras el segmento L; sufre un
desplazamiento paralelo hacia arriba. En este proceso los puntos detras del
lado izquierdo con (A, z1(k),z2(k)) llegan a ser desestabilizados; Farkas llama
a este fenémeno una bifurcacion de zip y se concluye la prueba.

A continuacién se presentan, sin prueba, algunos resultados que se utilizan
en la prueba de la atractividad del segmento derecho de Ly, si k € (k1, k2).

Definicion 2.2. La variedad diferenciable M es orientable si puede encon-
trarse un atlas tal que para dos entornos arbitrarios V; = V y V; =V, si
Vi N'Vj # 0, entonces para todo punto de la interseccién se tiene que
ou”
det | —| > 0.
[aul]

A continuacién se define el conjunto invariante del flujo. Un sistema
dindmico puede ser considerado a lo largo de una vecindad de un punto de
equilibrio bajo un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo. Se supone,
sin pérdida de generalidad, que el equilibrio esté en el origen y que el sistema
es de la forma

&= Ax+g(x), (22)

donde A es una matriz constante de orden nxn, g € C1(R"), g(0) =0, g, = 0,
g-(0) es la matriz derivada de g en x = 0. El flujo generado por el sistema se
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denota por ¢y, es decir, pi(z) = ¢i(t, z) es solucién de ([22]) que satisface las
condiciones iniciales ¢(0,x) = x. Se supone que la solucién esta definida para
teR.

Definicion 2.3. La variedad diferenciable M, pasando a través del origen
x = 0, es llamada variedad invariante local del sistema ([22)), o del flujo ¢, si
existe un € > 0 tal que para = € M, |¢(t,x)| < ¢ implica ¢(t,z) € M.

El sistema variacional del sistema (22)), con respecto a la solucién ¢(t, z), es
= (A+g.(e(t,2)))y. (23)

Se denota la matriz fundamental del sistema como ®(t, z); se supone que
®(0,z) = I. Ademas,

b(t,2) = (A+ g (p(t,2))0(t,2).

y = Ay, (24)
por lo tanto, ®(t,0) = ¢ (t,0) = exp(At). Esto significa que el flujo ¢ es
o) = ot 2) = el + Gt ), (25)
donde
GecC', Gt0)=0, G.(t,0) =0.

De (25) se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que la matriz de
coeficiente A tiene s > 0, valores propios con parte real negativa, 0 < ¢ valores
propios con parte real cero y 0 < u, valores propios con parte real positiva
contando la multiplicidad en el polinomio caracteristico de A, se tiene por lo
tanto que s + ¢+ u = n.

Se denota con R® R¢ y R" los subespacios propios s—dimensional, ¢—
dimensional y u—dimensional, correspondientes a los valores propios positivos,
cero y negativos, respectivamente. Entonces R" es la suma directa de estos
subespacios propios

R"=R*® R°® R",
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los cuales son invariantes con respecto al sistema lineal (24]). Las restricciones
de las proyecciones de (24]) en estos subespacios propios generan tres sistemas
lineales independientes. Uno de ellos, R?, es asintéticamente estable. Todas
las soluciones tienden a cero exponencialmente cuando ¢ tiende a infinito; R¢
puede tener algunas soluciones acotadas y también puede tener soluciones que
tienden a infinito cuando ¢ tiende a infinito, y R* es completamente inestable,
es decir, todas las soluciones no triviales tienden exponencialmente a infinito
cuando ¢ tiende a infinito.

En otras palabras, existe una transformacién de coordenadas lineal regular
que lleva (24) a la forma

n=An, (26)

siendo A = diag[S,C,U], donde S es una matriz estable de orden s x s, C'
una matriz cuyos valores propios tienen parte real cero de orden ¢ x ¢, y U
una matriz inestable de orden u x wu.

Considérese el vector n € R™ como suma directa de vectores 1° € R®,
nc € R¢ y nu € RY

n=n"o&n ®R".
El sistema (26) puede ser llevado a la forma
0 =580, 9°=Cn% gt =Un". (27)

Una pregunta importante que surge es si (22]) permite una estructura
similar. La respuesta es positiva. Para una prueba véase [13], pagina 243.

Teorema 2.2. Se supone que la matriz A tiene la forma del sistema (22]),
que existe un entorno V, del origen x = 0 de R™ y una transformacion de
coordenadas regular de orden C', r : V, — V, de esta vecindad, en la vecindad
V. del origen z = 0 de tal manera que r(0) = 0. El flujo [28)) es transformado
en el flujo Yy(2) == (ro s or~1)(2) de la forma

(L, 2) = Py (2) = diagle®, e, ez + G(t, 2), (28)

donde, para un T > 0 arbitrario, la matriz exp(ST) es de orden s X s con
todos sus valores propios en mdédulo menores que uno, exp(CT), es de orden
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¢ X ¢ con sus valores propios en médulo iguales que uno, exp(UT), es de orden
u X u con sus valores propios en modulo mayores que uno, la funcion vectorial
G es la suma directa de la funcién vectorial G, G¢, y G* de dimension s,c y
u respectivamente, es decir, G = G* & G & G, es decir,

G=(Gy,...,Gy) = (G5,...,G5,G5,...,G, Gy, ... ,GY)
G(t,0) = G'(t,0) =0,
GU(t,2°,0,0) =0, G(t,2°,0,0) =0,
G4(t,0,0,2%) =0, G°(£,0,0,2%)=0,

donde z =2°@® 2° P 2" € R®, 2¢ € R¢, 2% € R%; la misma transformacion de
coordenada tranforma [22)) en:

25 =82+ §°(2%, 2%, 2")

2¢= 02"+ §°(2°, 2%, 2%)

2= U (T 22,
donde S es una matriz estable, C una matriz con la parte real de sus valores

propios iguales a cero, y la matriz U de orden u X u con sus valores propios
con parte real positiva:

, (29)
932) =@ g ®g"=o0(z]) tal que z — 0.

Se necesitan algunas generalizaciones a los teoremas propuestos por [13]
(Capitulo IX, lema 5.1, corolario 5.2).

Lema 2.1. Para s € [0, sg], so > 0, sea P(s) una matriz estable p X p y
Q(s) una matriz cuyos valores propios tienen parte real no negativa para todo
s € [0, s0]; se supone que P,Q € C°[0, so], y el mapeo T : RP x R?x [0, so] —
RP x R? definido por:
Tl ‘= eP(S)y + Y(y7 Z, S) ) (30)
21 =9z 4 Z(y, 2, ),
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para (y,z,s) € RP x R? x [0, s0] donde Y, Z, Yy’,YZ’,Z?’J,Z; € C°Y(0,0,s) =

Z(0,0,s) = 0y para las matrices Jacobianas 9, )Y (0,0,s) = 0,9,.)Z(0,0,s) =
0. Entonces existe una vecindad del origen W, C RP y una funcién g :
W, x [0, so] — W, (un recubrimiento en el origen de R?) tal que g, g’ € CY,
9(0,8) =0, ¢'(0,s) =0, y la transformacién de coordenadas

u=y, v=z-g(y,s), (31)
transformando ([B0) a la forma
up = ey + Ul(u,v,s), (32)
vy = 9y + V(u,v,s),
donde

U(0,0,s) =V(0,0,s) = V(u,0,s) =0
a(u’v)U(O, 0,s) = 8(u0’vO)V(O, 0,5)=0. (33)

Se observa que las ultimas identidades significan que si (u,v) = (u,0),
entonces su imagen, con el mapeo ([B2)), es tal que (uj,v1) = (u1,0). Esto
significa que en el origen de coordenadas z = ¢(y, s), por (B0), también se
tiene que z1 = g(y1,s), es decir, el conjunto {(y,z) € RP x R?: z = g(y,s)}
es una variedad invariante de T para cada s € [0, s].

Prueba: La prueba coincide paso a paso con la prueba de [13] (capitulo IX,
lemma 5.1).

Lema 2.2. Para s € [0,5¢], so > 0 sean las matrices P(s) y Q(s) como en
el lema anterior, sea la familia de sistemas dindmicos 7" : [0, 00] x RP x R? X
[0, s9] — RP x RY dependiente de un pardmetro s definido por:

T: y(tayO) 20, 8) = eP(S)yO + Y(t)y()a 20, 5)
2(t, 0, 20, 5) = €920 + Z(t, 50, 20, 5) ; (34)

para t € [0,00], yo € RP, zgp € R4, s € [0, sg] donde
y ! ! / / 0
Y, 2V, Y'Y}, 2,7}, 2. € C

Y (t,0,0,s) = Z(t,0,0,5) =0,
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O (yo,20)Y (£,0,0,5) =0,
O yo,20) Z(1,0,0,5) =0,

y con

T y(1,50,20,5) = e"yo + Y (1,50, 20, 5)
Z(layOaZO)S) = eQ(S)ZO + Z(l)yOaZOaS);

si g es la funcién construida por el lema anterior para T!, entonces (31
transforma (34]) a la forma

u(t, ug, vo, §) = eP(S)uo + U(t,ug,vg, s) (35)

’U(t, Uuop, Vo, 8) = 6Q(S)IUO + V(ta Uop, Vo, 5) ;
donde

U(t,0,0,s) =V(t0,0,s) = V(t,up,0,s) =0
O ug,vo) (1,0, 8) = Oy 00)V (81,0, 8) = 0. (36)

Siy # 0,|yo| es suficientemente pequeno y zo = g(yo, $), entonces se tiene
que, Z(ta Yo, 20, 8) = g(y(t’ Yo, 20, 8)’ 8) para todo ¢ € [0’ OO])

|Z(t’y052055)|
|y(t’y0)'zo’8)|
lim supt ' log (¢, 0, 20, 8)| < o, sit — 00, a <0.

— 0,

Este es consecuencia del lema anterior.

Se considera ahora la atractividad del segmento derecho de Lg, si k €
(k1,k2). Sea el segmento de linea Lg el conjunto

Le={(N\&, &) € Ly : & > &(k)}, (37)
y la relacion
= 7)‘9()‘7 k2)
&1 <& < m (38)
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Se considera el subconjunto propio cerrado de L dado por
Ls = {(\z1(k),22(k)) € Ly : & = &} (39)

Sea M una superficie suave interceptando Ly, transversalmente en (\, &1, 5_2)
€ L;. Se denota como T}, y se denomina recubrimiento tubular de L, al con-
junto compacto y acotado con la parte de M dentro de la superficie que define
el conjunto

{(s,z1,22) € R®: d((s,x1,22), Ls) = p}, (40)

con p > 0y d la distancia Euclidiana y la parte de la superficie de (@0
entre M y el plano s,z y la parte del plano s,z1 dentro de la superficie
(@0). Claramente, si p > 0 es suficientemente pequeno, la interseccién de M
y la superficie (0] es una curva de Jordan simple, Ly C T}, y el interior del
segmento de linea Ly esta en el interior de T;,,. Teniendo en cuenta la notacién
introducida se tiene el teorema

Teorema 2.3. Para cualquier k tal que k1 < k < ko, y k1, ko solucion de
las ecuaciones x1(k) = 0 y x2(k) = 0, respectivamente, con x1(k) y x2(k)
dados por las expresiones ([9) y @0), y para cualquier & que satisface [B3),
el segmento de recta Ly dado por B9) es un atractor del sistema (@) en el
siguiente sentido: L tiene un recubrimiento tubular T}, tal que las trayectorias
con condiciones iniciales en T, tienden a Ly cuando t tiende a infinito.

Prueba: Parametrizando L, de la forma:

s= A
YAg(A\, k2) kz Mg ko)
— £, = a1
T gl )\ al + s < )\ al) ( )
= &5 = sxg(k) 0<s<1

si s = 0, se obtiene el punto extremo en Lj en el plano s,z1; si s = 1, se
consigue el punto (A, &15(k), {2s(k)) = (A, 21(k), z2(k)) con z1(k), x2(k) dados
por (I9) y 20). Sea &; correspondiente a un valor de 0 < sy < 1, es decir,

e Mk oy AN Ry
&1 =&1sp = pOnar) + o( 1(k) O a) ) ) (42)
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Asi, Ly, dado por (37), corresponde al intervalo [0, sg]. Para cada s €
(0, 50], un sistema de referencia puede ser introducido de la siguiente ma-
nera: el origen estd en (A, &15(k), &as(k)), dos vectores de la base pueden ser
fijados en el subespacio generado por los vectores propios correspondientes a
los dos valores propios con parte real negativa del sistema (2)), linealizado en
(N &15(k), Ea5(K)) v el tercer vector puede ser fijado en la direccién del vec-
tor de la linea Lj dado por (I, el cual es el valor correspondiente al valor
propio cero. En el sistema ({Il), &5, &2s dependen continuamente de s, como
una consecuencia de ello las raices del polinomio caracteristico (7)) dependen
continuamente también de s. Claramente, los dos vectores en el subespacio
bidimensional de vectores propios correspondiente a las raices con parte real
negativa pueden ser escogidos como funciones continuas de s en el intervalo
[0, s9], dado que la direccién del plano varia continuamente. Se concluye que
la familia uniparamétrica de transformaciéon de coordenadas dependiente de
s € [0, sg] descrita arriba puede ser representada por

(7 s—A
y2 | =R(s) | x1—&s | (43)
z T — 525

donde y = (y1,y2) denota las coordenadas en el subespacio bidimensional de
vectores propios, z es la coordenada en L, y R(s) es una matriz tres por tres
regular, R € C°[0, so]. Bajo la transformacién de coordenadas, el sistema (2))
toma la forma:

y:P(S)y+F(y7 2y 8)7 (44)
z2=G(z,z,5),

donde P es una matriz estable de orden dos por dos, F' un vector de dimensién
dos y G un escalar, P, F’; Fé, F. Gy, G, € C° en un recubrimiento del origen
(y1,y2,2) = (0,0,0) y para todos los s € [0, sg], F(0,0,s) = G(0,0,s) = 0,
0y, F(0,0,8) =0, J,.)G (0,0, s) = 0. El sistema dindmico generado por (44))
es de la forma (B3 con Q(s) = 0, y satisface todas las condiciones del lema
Asi la funcién g : W x [0, s0] — R del lema [2.1] existe donde W es un
recubrimiento de (y1,42) = (0,0), g € C° y para cada s € [0, s la superficie

{(91,92,2) € R3 tz = 9(91,92,5), (yl)y2) € W}
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es localmente una variedad invariante de (44]). Realizando la transformacién
inversa de ([43]) al sustituir la funcién g por z se tiene

s A Y1
x| = | & | +R7(s) Y2 . (45)
x2 25 9(y1, Y2, 5)

Para s fijo, s € [0,s0], (3) es la ecuacién paramétrica de la variedad
invariante estable del sistema (2]) pasando a través del punto de equilibrio
(A, €15, &25) € Lg. El mapeo (y1,92,8) — (S, 21, 22) del cilindro W x [0, so]
en el espacio s, x1, s, definido por (45]), es continuo y uno a uno (por la uni-
cidad de la solucién y la regularidad de la matriz R~1(s)). Por lo tanto, este
mapeo es un homeomorfismo y esto prueba que para cada &; que satisface (B8],
sus variedades invariantes correspondientes a los puntos de Ly en (39) llenan
un recubrimiento tubular de Lg. Por el teorema [Z1] se tiene que, a través de
cada punto de L, pasa una variedad local bidimensional invariante tal que
todas las trayectorias en esta variedad tienden a (A, &1, &2) exponencialmente
cuando t tiende a infinito. Claramente, (\,&1,&2) es asintGticamente estable
con respecto a la restriccién del sistema (2]) a la variedad invariante bidimen-
sional; por la argumentacion anterior se tiene que estas variedades llenan un
recubrimiento de L, y por lo tanto se concluye la prueba del corolario.

Un resultado anédlogo al teorema [2.3] se tiene para el caso de los modelos
artificiales.

Un modelo artificial se comporta de forma similar a un modelo natural,
excepto que la direccién del zip es diferente. La prueba del siguiente teorema
es andloga a la del teorema 211 por lo tanto sélo se presenta su enunciado.

Teorema 2.4. Si el sistema ([2) es artificial y satisface las condiciones [3) a
@®) y @A) o [@3), existen ko, k1 tnicos, tal que si X < ky < k1 < oo, entonces
para todo k € (A, ko) todos los puntos del segmento Ly son estables en el
sentido de Liapunov; y Ly es un atractor del sistema. Para k € (ko,k1), el
punto (A, x1(k),x2(k)) divide Ly, en dos partes, una de la cual puede ser vacia.
Los puntos de Ly a la izquierda de este punto son estables, los puntos a la
derecha son inestables en el sentido de Liapunov, y la parte del lado izquierdo
de este punto es un atractor del sistema. Para k € (ki,00), el sistema no
tiene puntos de equilibrio estables en el octante positivo del espacio cerrado
S,L1,X9.
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3 Modelos numéricos del tipo exponencial algebraico
3.1 Generalidades

En este seccion se exponen los resultados numéricos de un modelo de tipo
natural. Para este modelo se presenta los retratos de fase para el caso de
competicién interespecifica A\ = Ay = A, a1 > as.

En la seleccion del modelo se definen los parametros de manera natural,
es decir, eligiendo las propiedades intrinsecas que lo definen desde el punto
de vista de la dindmica de poblaciones. Es asi como se eligieron las tasas de
mortalidad d; de los predadores, i = 1, 2, la tasa de nacimiento maximal de la
presa 7, y el pardmetro umbral A de los predadores. Respecto al parametro A,
aunque no resulta evidente que la cantidad de presa A necesaria para que la
especie ¢ alcance tasa de natalidad igual a la tasa de mortalidad d;, i = 1, 2;
es claro que A es una caracteristica intrinseca del predador. En el modelo se
supone la mismas caracteristica del medio respecto al crecimiento de la presa
definidas por la resistencia ambiental g(s, k). Una vez elegidos los pardmetros
basicos de las especies en el sistema, éstos definen la escala de respuesta
funcional de los predadores a1, as, mediante la siguiente ecuacién

p()\,ai) Zdi,’i = 1,2. (46)
La ecuacién ([6]) define en el modelo hallado la expresién

—al "' Bd; — a;d;D — o] """ d;BF — /"' d;DF + a "
Beg) + a; Deg\ — aj Bdigh — Ddig\ — a?”Bdin)\
—ayDd; Fg\ + Aa;\" + Aa? T FA" + Ag\™ ! 4 Aal

Fg\ntt =0.

(47)

Para la presentacion de los cambios cualitativos de los retratos de fase de
los diferentes modelos, conforme avanza el parametro de bifurcacién k en el
caso aj > ag (bifurcacién de zip), se evalia el valor de k para valores menores
de ki, entre k1 y ko, y mayores de ko.
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3.2 Modelo natural

Los siguientes son los pardmetros del modelo natural:

A=1;, B=1, D=1; c=1;
di=2; do=7, F=0;, m=1
n=1, q=1; r:.% u=1

v=0 A=10; ~=1,

la resistencia ambiental g de la presa y la respuesta funcional p de los preda-
dores adoptan la forma:

(5,0) = s n s
pis,a 1+ ¥Ya s+a
(—1+€%)s
kK=1— ——~—.
9(87 ) (_1+ek)k

Se define la funcién f, la cual simplifica la presentacion de la féormula de
Bautin para el célculo de la constante de Poincaré-Liapunov, como sigue

f(s) =sg(s, k) =s <1 — %) )

La ecuacién (@7 para a; es de la forma

3
0 = 90 — 10 ¥a; + 8a; — 2a?
a = 23,7212.

La ecuacién (7)) para ag es de la forma
3
0 =40 — 60az + 3az + 7a3
as = 0,429428 .
3.3 Caracterizacién del sistema tridimensional, caso a1 > as

En esta parte se hallan los valores del pardametro de bifurcacién donde se
presenta la bifurcacion zip. Ademds, se muestran las ecuaciones paramétricas
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de la linea de equilibrio L y la linea de interseccién definida por la condicion
de estabilidad (I8]). Se representan los retratos de fase del sistema para los
distintos valores del pardmetro de bifurcacién seleccionados a propdsito, para
mostrar los cambios cualitativos que ocurren. El parametro ki esta definido
por la condicién

—Ag' (A B)p(A az) + g(A k) [Ap' (A az) — p(A, az)]
p(>‘7 a2)p/(>‘a al) - p(>‘7 al)p/s(Av a2)
10(—1+ €'9) _70( 10et? e s el?
(—1+€F) (—1+4+e€F) (—1+ek)k

=0

z1(k) = —v

= —8,17594(—0,919346(1 — )=0

Resolviendo la ecuaciéon anterior para k se tiene que k1 = 14,0964, el cual
coincide con el caso a3 = ag = a con a = ag. Igualmente el pardmetro ko
estd definido por la condicién

o) = ,y—)\g'()\, E)p(A, a1) + g\ k) [Ap' (A, a1) — p(A, a1)] _a
p()‘a a2)p/(>‘a al) - p()‘a al)p; (>‘a aQ)
2,433210° + (0,04397 — 0,04397¢*)k
(—1+ek)k '

Resolviendo la ecuacion anterior para k se tiene que el valor de ko = 15,1131
que coincide con el obtenido en el caso a; = as = a con a = a;. La interseccién
de las lineas de equilibrios Ly y la linea By, esta definida en forma paramétrica

por (z1(k), z2(k)).

Condicién para k = 14. Las ecuaciones paramétricas de los segmentos de
linea Ly yv By estan dadas por

Li = {(21,22) € R? : 25 = 1,40988 — 0,28571421, z1 > 0,25 > 0},
By, = {(x1,22) € R? : 29 = 1,56533 — 0,09565661, 21 > 0,22 > 0}.

El segmento By estd por encima del segmento de linea L; en el plano coor-
denado x1,x9, por lo tanto, por la condicién (I§)), el conjunto de equilibrios
es asintoticamente estable para k = 14, como se observa en el retrato de fase
correspondiente a un valor del pardmetro de bifurcaciéon de k = 14, figura[Il

Las trayectorias del sistema con condiciones iniciales en el octante positivo
permanecen en éste y son acotadas y tienden asintéticamente hacia la linea
de equilibrios Ly, por lo tanto, el segmento L; es un atractor del sistema y
su cuenca de atractividad es el octante positivo. Los equilibrios en este caso
representan coexistencia estable entre el k—estratega, el r—estratega y la presa.
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o

Figura 1: retrato de fase con parametro de bifurcacién k = 14

Condicién para k = 14,5. Las ecuaciones paramétricas de los segmentos de
linea Ly yv By estan dadas por

Ly = {(z1,22) € R? : x5 = 1,41763 — 0,285714x1, 21 > 0,29 > 0},
By, = {(z1,22) € R? : 29 = 0,916682 — 0,0956566x1, z1 > 0,25 > 0}.

El segmento B y el segmento de linea Lj se interceptan en el cuadrante
positivo, por lo tanto el punto de intersecciéon divide el segmento Lj de tal
manera que los puntos a su izquierda estan por encima de los del segmento
By, significando inestabilidad de dichos equilibrios; y los puntos a su derecha
estan por debajo del segmento By, representando estabilidad asintdtica para
k = 14,5. A medida que se incrementa el pardmetro k, entre ki y ks, se va
presentando desestabilizacién del sistema de izquierda a derecha, iniciando
por los puntos que representan dominio del k—estratega sobre el r—estratega.
Como se aprecia en el retrato de fase para una valor del parametro k = 14,5,
figura[2 existe una zona localizada a la izquierda del punto (x1(k), z2(k)) tal
que los puntos situados en ellas son equilibrios inestables y los puntos situados
a la derecha son equilibrios estables existiendo un segmento de recta Ly dado
por B9) que es un atractor del sistema (2] en el siguiente sentido: Lg tiene
un recubrimiento tubular T, tal que las trayectorias con condiciones iniciales
en T), tienden a Ly cuando t tiende a infinito. La coexistencia entre las tres
especies es aun posible, a pesar de que existen zonas del segmento de la recta
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de equilibrios del sistema que ahora no son estable desde el punto de vista de
Liapunov.

=

Figura 2: retrato de fase con parametro de bifurcacion k = 14,5

A medida que se aumenta el pardmetro k, crece la inestabilidad del seg-
mento Ly, significando la pérdida de terreno del k—estratega con respecto al
r—estratega hasta su extinciéon a valores mayores del pardmetro ko.

Condicién para k = 15,2. Las ecuaciones paramétricas de los segmentos de
linea L; y Bj estan dadas por

Ly = {(z1,22) € R? : 5 = 1,42339 — 0,285714x1, x1 > 0,25 > 0},
Bk = {(561,562) S R2 X9 = 0,434247 - 0,0956566:61, T > 0,:62 > 0} .

El segmento de linea By, se encuentra por debajo del segmento de linea L en
el cuadrante positivo, significando inestabilidad del conjunto de equilibrios Ly,
como se observa en el retrato de fase correspondiente al valor del pardmetro
k = 15,2, figura 3l

Diagrama de bifurcacién. En la figura [ se presenta el diagrama de la
bifurcacién zip con respecto al plano de los predadores x1,zs conforme el
parametro k es variado, el drea mas fina corresponde a los puntos de equili-
brios en el octante positivo estables y los del area menos fina a los inestables.
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2

Figura 3: retrato de fase con parametro de bifurcacion k = 15,2

Claramente se observa el fenémeno descubierto por [§]. “A bajos valores de
la capacidad de carga k del ecosistema con respecto a la presa, una linea
de equilibrio es un atractor del sistema, ella representa coexistencia estable
de las tres especies. Si k es incrementado los equilibrios son continuamente
desestabilizados, empezando por aquellos que representan la dominancia del
k—estratega sobre el r—estratega. Arriba de cierto valor de k, el sistema no tie-
ne mas equilibrios estables que representen coexistencia; sin embargo, un ciclo
limite permanece representando la oscilacién de coexistencia del k—estratega
y la presa ”.

4 Conclusion

En el presente trabajo de investigacién se estudia la atractividad local de
una clase de modelos: del tipo dos predadores una presa los cuales exhiben
la bifurcacién zip, cuya caracteristica comun es que la tasa de desarrollo de
la presa y la respuesta funcional del depredador son funciones que satisfacen
ciertas condiciones naturales que coinciden con las planteadas por [6] y [7]. Se
generalizan los resultados sobre atractividad local de recubrimiento tubular
L [7] para el sistema (Z).
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Figura 4: diagrama de bifurcacién zip con el parametro bifurcacién k£ variando entre
14 <k <152
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