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Introduccion

El presente escrito se enmarca dentro del ambito de la teoria del riesgo
en la cual se estudian diferentes variables relacionadas con companias de
seguros, variables en la que algunas de las cuales, en el caso mas trabajado
hasta ahora, dependen del modelado del costo total de los siniestros como
un proceso de Poisson Compuesto donde la hipdtesis basica es que el nimero
de siniestros sigue un proceso estocastico de Poisson; una de dichas variables
establece una barrera, constante o lineal, sobre la cudl, si la reserva o capital
de la compania supera esta barrera, se pagaran dividendos a los accionistas
a una tasa c, el objetivo, en éste caso, consiste en determinar, dependiendo
del capital inicial de la compania, el valor b de dicha barrera que permita
optimizar el valor esperado de los dividendos entregados a los accionistas
hasta que la ruina ocurra, dado que si se aplica una estrategia de barrera la
ruina se dara con seguridad.

En Gerber, Shiu y Smith [8] se aborda este problema, considerando la
distribucién del monto de reclamacién individual del tipo exponencial o
mezcla de exponenciales, ademas los autores en dicho articulo consideran
que en el momento de la ruina se genera un déficit que no es cubierto por la
compania y por tanto los accionistas deben estar en la capacidad de cubrir
tal déficit, lo que supone plantear una barrera modificada b° que soporte la
nueva condicion sobre los accionistas y que optimice la entrega de dividendos,
por tanto se hace una comparacién entre b y 6°. En el primer capitulo se hace
el andlisis de éste articulo ([8]).



2 Introduccién

Dentro de las variables que se estudian en la teoria de riesgo, mas
especificamente dentro de la teoria de la ruina, esta la posibilidad de que
la compania se arruine en un tiempo dado de acuerdo a sus reservas iniciales,
a lo que denominamos tiempo de ruina y que se define como:

T=inf{t>0:U(t) <0}
con T'= oo si U(t) > 0 para todo ¢t > 0, donde

N (1)
Uty=u+ct—» X;, t>0,
=1

es el proceso de reservas de la compania con la reserva inicial u > 0,
¢ representa la tasa a la que se reciben las primas, {X;},>1 son las
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.)
que representan el monto de la reclamacién individual, y {N(¢);t > 0} es el
proceso de conteo que indica el nimero de reclamaciones hasta el tiempo t,
tal proceso de conteo se considera Poisson con parametro A > 0.

En los tultimos anios ha habido un considerable interés en encontrar la
densidad del tiempo de ruina en el modelo de riesgo clésico a través de la
inversa de su transformada de Laplace, ésta técnica es empleada en Li y Lu
[10] donde se considera una barrera de dividendos constante en el modelo
clasico y se aplica el enfoque desarrollado por Dickson y Willmot [7] para
encontrar una expresion explicita para la funciéon densidad del tiempo de
ruina en sus dos componetes: [I] la funcién de densidad del tiempo de ruina
sin pago de dividendos, es decir, sin que la reserva alcance la barrera b; [I1]
la funcién de densidad del tiempo de ruina con pago de dividendos, en las
dos componentes se considera una distribucion del tipo exponencial para el
monto de reclamacion individual, siendo muy poco probable una expresién
explicita para otro tipo de distribucién. En el segundo capitulo se estudia y
hace seguimiento a tales expresiones explicitas.

Finalmente dado que uno de los problemas mas estudiados en la teoria
del riesgo es la probabilidad de ruina de una compania, problema que fue
estudiado en 1930 por Filip Lundberg quien introdujo un modelo denominado
Modelo Clasico de Cramer-Lundberg [9], gracias a las investigaciones
realizadas posteriormente por Carl Cramer en 1930 , quien retoma las ideas
de Lundberg y las pone en contexto de los procesos estocasticos. Existen
varios métodos para estimar la probabilidad de ruina, sin embargo el célculo
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de esta probabilidad no es sencilla ya que involucra una ecuacién integro-
diferencial, en algunos casos especiales, como la distribucién exponencial,
es posible calcular y modelar la probabilidad de ruina bajo condiciones
especiales; dicho esto no siempre se hace posible encontrar la probabilidad
de ruina para diversos tipos de distribuciones del monto de reclamacién
individual motivo por el cual se han generado métodos que buscan
aproximar tal probabilidad considerando diferentes distibuciones del monto
de reclamacion.

De Vylder [6] propuso un método simple de apréximacién a la probabi-
lidad de la ruina por la aproximacién del proceso de reserva {U(t)}:>¢ por
un proceso {U(t)}1=0 con un proceso de Poisson A y una distribucién de
reclamacién individual ]5(33) = 1—exp{ax}, x > 0, estos nuevos parametros
son escogidos igualando los momentos de U(t) y U(t) y reemplazados en
la expresién de la probilidad de ruina para monto de reclamacion con
distribucién exponencial. Mds adelante Dickson y Wong [4] extendieron la
idea de De Vylder para aproximar los momentos y la distribucién del tiempo
de ruina y los comparan con algunos algoritmos establecidos para hallar el
valor de los momentos y la densidad exacta.

En el tercer capitulo se hace uso de las expresiones para la densidad del
tiempo de ruina con una estrategia de barrera constante del segundo capitulo
con las cuales se muestran tablas y graficas aproximadas por el método de De
Vylder para diferentes distribuciones del monto de reclamacion individual.
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CAPITULO 1

El Modelo de Riesgo Clasico Bajo una Estrategia de
Barrera de Dividendos Constante

1.1. Introducciéon

En la teoria del riesgo el modelo clasico compuesto de Poisson con un
valor importante en las primas recibidas hace que el proceso de excedente
U(t) alo largo del tiempo tienda a infinito. De Finetti [5] destaca que ésta
no encaja en una situacion real. De acuerdo a De Finetti, el propdsito de una
compania es maximizar el valor esperado de los dividendos entregados a los
accionistas hasta una posible ruina.

La estrategia de barrera cobra sentido y juega un papel importante, ya
que, si se aplica una estrategia de barrera con parametro b constante no
se entregaran dividendos mientras el excedente no alcance esta barrera b,
ademas con una estrategia de barrera constante b la ruina ocurrird con
seguridad. En ese momento ocurrird un déficit y algunas de las reclamaciones
no podran ser solucionadas.

Dickson y Waters [17] sostienen que una compania de seguros deberia
responsabilizarse de ese déficit y por lo tanto los accionistas deberian estar
en la capacidad de cubrir ese déficit al momento de alcanzar la ruina.

Esto conlleva a un nuevo problema matematico, maximizar el valor
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esperado de la diferencia entre los dividendos entregados hasta el momento
de la ruina y el déficit de ésta ruina, con lo cual surge una barrera 6ptima
modificada la cual se nota por b°. Se analizard con detalle la diferencia entre
b* y bO

1.2. El Problema Clasico

Vamos a suponer que el excendente de una compania de seguros en el
momento t esta gobernada por la siguiente dinamica

U(t) =U(0) + ct — S(t) (1.2.1)
U(t) : Excedente al momento ¢
U(0) =u : Excedente inicial
ct : La compania recibe primas continuamente a la tasa c

en el tiempo ¢

S(t) : Proceso de pérdida o reclamacion agregada

N(t)
i=1

donde {N(t)}:+>0 es un proceso de conteo, en particular se asume que
{N(t)}+>0 es un proceso de Poisson con pardametro A, y N(¢) es el niimero de
reclamaos en el intervalo [0,¢] con las siguientes propiedades:

1. N(0)=0

2. Tiene incrementos independientes y estacionarios, es decir, si
0<s<t<u<wventonces N(t) — N(s) es independiente de
N(v) — N(u)

3. La distribucién de N(t) — N(s) depende tnicamente de ¢ — s

4. P(N(t) = n) = e MO n =0,1,2,...  con At el nimero de

n!
reclamos esperadas en [0,%] y A es el valor esperado de reclamaciones

en el intervalo de tiempo unitario
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Definicién 1.2.1. Se dice que una funcion f es de orden o(h) si:

lim —f(h) =0
h—0 h

Considérese el intervalo infinitesimal de 0 a ¢, en este caso dt" (n > 1) se dice
que es o(dt)

Ejemplo 1.2.1. dt? es o(h) puesto que

2

Im — =Ilimdi =0
dt—0 dt dt—0

Considérese ahora la probabilidad de una reclamacién en el intervalo
infinitesimal dt, asi P(N(dt) = 1) = e *¥(\dt), aproximando e~*¥ por una
serie de Taylor de orden 1

P(N(dt)=1) = (1 —Adt)(\dt)
= At — \*dt?
= Adt — o(dt)

P(N(dt) >2) = 1—[P(N(dt)=0)+ P(N(dt) =1)]
= 1—[e M + e\t
= 1—[(1 = Xdt)+ (1 — \dt)\dt]
= M\dt* = o(dt)

la probabilidad de maximo una reclamacién es t ~ dt — 0
P(N(dt)=0)=1 — [P(N(dt)=1)+ P(N(dt) > 2)]
=1 — \dt+o(dt)
Observaciéon 1.2.1. Si el nimero de reclamaciones en el intervalo [0,1] es

Poisson de parametro A, el tiempo entre reclamaciones es exponencial con
media 1/, asf:

f(t) =xe ™
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N(t)

S(t) =Y X;

donde {X;};>1 es una familia de v.a.i.i.d., representando el monto de la i-
ésima reclamacién y S(t) es la pérdida agregada en un intervalo.

= X; son modelados como una variable aleatoria continua y son
independientes de {N () }+>0

» S(t) en un proceso de Poisson compuesto con pardametro A

= X; se distribuye exponencial o mezcla de exponenciales, o bien Erlang
o mezcla de Erlangs

= S(t)=0si N(t) =0

Observacion 1.2.2. Sea S = X + Xo+ X3+ -+ Xy

E(S) = E(E(S/N))
E(E(X1+ -+ X,|N))
= E[Np,) = pE[N]
= MHzMN P1 = Ug

P = / xp(x)dx pesla fdp
0

de acuerdo a lo anterior la pérdida esperada en un intervalo de tiempo
unitario estd dada por

E(S(1) = pipna
= Aps
c = (1—1—9))\]91 0>0
donde 6 es el factor de sobre prima.

Se supone ahora que la compania otorga dividendos a sus accionistas de
acuerdo a una estrategia de dividendos. Sea D(t) los dividendos entregados al
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momento ¢, de ésta manera se introduce el concepto conocido como excedente
modificado el cual denotamos por X (t)

X(t)=U(t) - D(t) t >0

con D(0) = 0, asi aparece el concepto del momento de la ruina alcanzado en
un tiempo T el cual estd definido asi:

T=if{t>0:X(t) <0}

Supongamos que la compania de seguros otorga dividendos de acuerdo a
una estrategia de barrera constante con parametro b. El objetivo principal de
la compania consiste en hallar b tal que maximiza el valor presente esperado
de todos los dividendos entregados hasta el momento de la ruina.

La estrategia de barrera constante con parametro b, consiste en que
cuando X(t) = b, la compania entregard a sus accionistas dividendos
continuamente a la tasa ¢ por unidad de tiempo. Sea x el excedente
modificado inicial, es decir, X(0) = x
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cuando t = T' la compania estd fuera del negocio.

Sea V(x;b) 0 < x < b el valor presente esperado de todos los dividendos
entregados hasta el momento de la ruina, se define

V(z;b)=F { /0 ' e‘”dD(t)}

0 : Fuerza del interés o tasa de interés continuo compuesto
e % : Factor de descuento

Proposiciéon 1.2.2. V(z;b) es una funcion de x y satisface la siguiente
ecuacion integro-diferencial

cV'(x;0) — (A +0)V(z;0) + /\/ff V(y;b)p(x —y)dy =0 0<az<b

Demostracion. En el intervalo infinitesimal dt se tiene que

r+cdt
V(z;b) = (1=\dt)e "V (x4cdt)+ Mdte ™ / V (z+cdt—y)p(y)dy-+o(dt)
0

y teniendo presente que P(A) = [ P(A|X = z)P(x)dx

V(r;b) = (1—Adt)(1—ddt)V (z + cdt;b)
+Adt(1 — ddt) /HCdt V(z + edt — y;0)p(y)dy + o(dt)
= (1 —édt — \dt f NSdt*)V (z + cdt; b)
+(Adt + \odt?) /mdt V(z + cdt — y; b)p(y)dy + o(dt)
= V(z+ cdt;b) — (;)\ + 6)V(x + cdt; b)dt

x+cdt
+)\dt/ V(z + edt — y;0)p(y)dy + o(dt)
0

V(e +cdt;b) — V(zh) = (A+6)V (2 + cdt; b)dt

r+cdt
—)\dt/ V(x4 cdt — y;b)p(y)dy + o(dt)
0
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dividiendo ambos lados de ésta ecuacion por cdt y tomando el limite cuando
dt — 0 se tiene

V'(x;b) = %(A +0)V (x;0) — A /Ox V(x —y; b)p(y)dy

C

V() — (A+ )V (:b) + A / Ve - yply)dy = 0

realizando el cambio de variable z = x — y dz = —dy se trasforma en

cV'(z;0) — (A +0)V /Vzb (x —2)dz=0

Proposicion 1.2.3. La ecuacion

cV'(x;0) — (A +0)V(z;0) — /\/Ox V(z;b)p(x — 2)dz =0

satisface la condicion de frontera

V(b b) = >\+5 )\+6/Vb_y’ (y)dy

Demostracion. Considerar primero el valor presente esperado de todos los
dividendos entregados hasta la primera reclamacion

E{/ ce‘”dt] = / {/ ce“dt] e Mds
0 0 0

c
0+ A

consideramos el valor presente esperado de los dividendos otorgados después

de la primera reclamacién

E {6“53 /0 bV(b - y)p(y)dy] = /0 T [ /O bV(b - y;b)p(y)dy} Xe Nds

00 b
= A / e W3 / V(b — y; b)p(y)dy
0 0

A b
- - b—y:b)p(y)d
o), V(b—y;b)p(y)dy
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Sea h(x) una solucién de la siguiente ecuacién integro-diferencial

A+ A [T
W) =2 00w) =2 [ b ety o> 0
0
puesto que
, A+d A [0
Viaih) = 222wt =2 [ Vie =y by

entonces V' (z;b) debe tener una solucién de la forma

V(z;b) = ¢
Vi(z;:0) = c(b)l(z)
A+oV(x;b) A ["V(r—uy;b)
o L=
J

) p(y)dy

cd) ey ¢
- V(x;b)—%/o Vi —y;0)p(y)dy

ahora se debe hallar ¢(b)

V(b:b) = c(b)h(b)

c b
COhE) = T | o= st

se despeja ¢(b) y reemplaza en

V'(z;0) = c(b)h'(x)

) - )| 25 [ -] =
|

>~
o+
[@%)

b
o) [16) = 25 [ o=ty

c(b) =

>
— +
(=%

~
—~
S
~~
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luego
h(z)
Vi{z:b) = 0<x<b
(2;0) woy USTS
W (x)
/ . —
V'(b,b) =1
]
1. h(z) >0

2. b="b" h"(b*) =0
V'(b,b) = 1 donde h(z) es solucién de
ch'(x) = (A + )h(zx) — )\/ h(z —y)ply)dy x>0
0

1. h(z) >0
2. Sea b = b* luego A"(b*) =0 con b* el éptimo

ahora se asume que p(y) = e~ luego P(y) =1 — e )

ch'(x) = (A+0)h(z) — A\ /0z h(x — y)Be Pdy

ch’(x) = (A+8)R (z) — \Bh(x — x)e " — A3 /Om W (z — y)Be Pdy

= (A0 (z) — A\Bh(0)e " — A3 / ’ W (x —y) e dy
0

integrando ésta ultima por partes

z = e dv = h'(z —y)dy
dz = —BePdy v=—h(x—1y)
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[ e —nseay = et -yl - /Jch( y)Be Py
= —e 5”“71 6/ (x—y e Pdy

ch’(x) = (A+0)W (z) — ABh(0)e " 4+ A\Be P*h(0) — A\Bh(x) + \3? /Ox h(x —y)e PVdy

= (A+6)R (z) — A\Bh(z) + B {/\6 / h(x — y)e‘ﬂydy}

ch'(z) = AN+0)h(x) =8 [ hz —y)ePdy

ch’(z) = (A+ 5)h/($) AB ( )+ BIA+ 6)h(x) — ch'(z)]
= (A+ 9N (x) — ABh(z) + ABh(z) + Boh(x) — pch/(x)
= (A+06— Be)l/(z) + Boh(x)

ch”(z) (A+ 0 — Be)h/(x) — Boh(x) =

ésta es una EDOL coeficientes constantes cuya solucién es

h(z) = c1€™® + coe™

donde 7y y ro son las raices del polinomio caracteristico

cr? —(A+0—Be)yr—p5=0

A+ 38— Bc)+ /(A4 6 — Be)? + 4cBd

L= 9 >0
A+ —Bc) = /(A + 38— Be)? +4cBo
T2 = 9 <0

para hallar ¢; y ¢ se usa la ecuacion integro-diferrencial original

At 6h(w) - i/ox h(z —y)p(y)dy x>0

c C

h'(z) =
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A+06
ciri€™” + corge™t = + [c1€™% + c9e™F] — / cre"FY) 4 cer2 (@ y]ﬁe Bydy
c
+9
_ A [cler1x+czer2x . / et ﬂydy
c

R
¢ Jo

)\ + 5 [ T + 1”2]3] )\/Bcl |:€T’1$ _ e_ﬁl‘:| )\/862 |:€T2x . e_ﬁx:|
= c1e coe — .
C 1 2 IS 1+ ﬁ I8 ro + ﬁ

ahora agrupando

rz A + o iz )\7"1561 rix /\7"1501 Bz
ricie - —Cce T+ ———Fe " — ——¢
¢ c(r1 + B) c(ri + B)
A+0 ABe Aje
= —rocee’ + coe"?* — —5 2t —ﬁ 2_ghe

c(ry + B) c(ry + )

A+0 2B \Bcge™P"
c + c(ry + ) +C(7“2 + 8)

CAtS AB } \Bcie P

B R e [”‘

crem® [ ) ()\+5 5) 55} B \Bcie P
NI c] e+ B)

e > A+0 65 \Bcoe P®
ot f {TQ < 5) c} T B

—ABere™ T ABeye P
c(rm+p)  clra+p)
a_ n+ph

Co re +
comori+03>0y ro+5>0y
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g - <0
ct + c>0 c1>0,c0 <0
ca = rn+p  c=—(r+p)

h
V(z;b) = h/((ii 0<z<b
h(z) = 1% + cpe™

Sea b = b* tal que h”(b*) = 0, (minimizar h para maximizar V (z;b))

h(z) = rice™” 4 rocee™”

R'(z) = ricie™® x

+ r% coe™?

r%cle”b —i—r%cgemb =0

eI — —cyrd ferr]
2

—CoT"

(ri —re)b" =1In 22

1 —Cor2
b* = In -
M —T9 017"1

como h"(b*) =0 entonces V"(b*,0*) =0

V"(z;0) = h"(x)/h (D)
ya que ¢ = (1 + 8)Ap; la ecuacién integro-diferencial

V() — (A + )V (:b) + A / V(s bp(e — y)dy = 0

se puede reescribir como



1.3 El Déficit en la Ruina 17

(1+0)Ap V' (250) — (A + )V (z;0) + )\/Ox V(y;b)p(x —y)dy =0

(L4 OV (i) = (L Vit + [ Vs bplo — )y =0

sea a = /A luego
(1+ OV (w:b) — (1+ )V (250) + / V(s bp(e — y)dy = 0

1.3. El Déficit en la Ruina

Estamos interesados en el valor presente esperado del déficit en el
momento de la ruina, el cual denotaremos como R(z;b). Por definicién
R(z;b) = E(e™°T|X(T)) es una funcién de x, R(z;b) safisface la siguiente
ecuaciéon integro-diferencial

cR'(x;0)—(A+0)R(z;b)+\ /OI R(y; b)p(z—y)dy+A /Oo(l—P(y))dy =0 0<az<b

*** Demostracion: Considerar el intervalo infinitesimal dt y sea 0 <z < b

x+cdt
R(z;b) = (1 —Xdt)e ™ R(z + cdt; b) + \dt e % / R(z + cdt — y; b)p(y)dy

o0

+ Adt e / (y —x — cdt)p(y)dy + o(dt)

+cdt

y : monto reclamado
T + cdt : excedente acumulado

r+cdt
R(z;0) = (1—Adt)(1 — 8dt)R(x + cdt; b) + Adt(1 — 6dt) / R(x + cdt — y; b)p(y)dy
0

[e.e]

+ At — Sdt) / (y — 7 — cdt)p(y)dy + oldt)

z+cdt
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R(z;b) = (1 —6dt — Adt + \ddt?) - R(z + cdt; )

r+cdt
+ Qﬁ—AMﬁX/ R(x + cdt; b)p(y)dy
0

o0

+ Qﬁ—A&W{/ (y — & — cdt)p(y)dy + o(dt)
z+cdt

x+cdt
R(z:b) — R@+amm-4x+®3@+ammﬁ+xﬁ/ R(x + cdt — y: bp(y)dy
0

+ Adt /00 (y —x — cdt)p(y)dy + o(dt)

+cdt

. o . x+cdt
R+ cdt,alZ R(z;b) _ 2 —Ci_ 5R(:1: + cdt; b) — p / R(z + cdt — y;b)p(y)dy
0

_é/m (y — 2 — cdt)p(y)dy + o(dt)

c x+cdt
tomando limite cuando dt tiende a cero se tiene:

st -2 [ Rty =2 [ -2y

’ ’ (1.3.1)

R'(z;b) =

Sea z=z—y dz= —dy
0
y ademds — — / R(z,b)p(x — 2)dz
:/ R(z,b)p(x — 2)dz
0

:/w@—wmm@

integrando por partes

u=y—x du=dy
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dw = p(y)dy w = P(y)

/Oo(y —)p(y)dy = (y — ) P(y)|3" — /Oo P(y)dy

lim (y — x)P(y) = lim yP(y) —z lim P(y)
Yy—00 Yy—00 Yy—0o0
= hmyP()—x—/ dy
Y—>00

/:o(y—af)p(y)dy = / dy — / dy—/oo(l—P(y))dy

la ecuacién (1.3.1) también satisface la condicién de frontera R'(b;b) =0
*** Prueba: Considere el valor presente esperado del déficit en el momento
de la ruina después de la primera reclamacion

E [e“” { /0 b R(b—y)ply)dy + /b Ty~ b)p(y)dyH

= [ mo- vt [T - npan] v
- )\/OOO e~ (Aot 1y [/Ob R(b—y)p(y)dy + /Ooo(y — b)p(y)dy}

Ry = 5 | [ RO— s+ [ o]

anteriormente se vié que

b )
| RO =ty + [ =ty = 2 Rei) - SRO:)

ésta se reemplaza en (2)

R(b;b) = (b:b) — SR (b;b)

A [A+0
e

A+ A

R(b;b) = R(b; b) — )\LMR’(I); b) luego R = (b;b) =0
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ahora teniendo presente que

c=14+0) p; yquepara0 <z <b

(14 0)Ap1 R (z;0) — (A + 0)R(x; D)
+A /Ox R(x;b)p(:v—y)derA/oo(l—P(y))dy =0

(L0 R i)~ (14 ) Rwst) [ RGaibpla—y)dys [ (1-Pl)dy =0

(14+6)p R (2:b) — (1+a)) R(a: b) + / " R byple—y)dy+ / C(1-P(y))dy = 0
1)

con o = —

A

1.4. La modificaciéon de Dickson-Waters

Inicialmente el objetivo fue encontrar el valor de b que maximiza el valor
presente de todos los dividendos entregados hasta el momento de la ruina, se
plantea que los accionistas deben estar comprometidos con cubrir el déficit
en el momento de la ruina, ésta es la denominada modificacion de Dickson
Waters.

El valor de b que maximiza la esperanza de la diferencia entre el valor
presente de los dividendos entregados hasta el momento de la ruina y el
valor presente esperado del déficit en el momento de la ruina.

W(z;b) = V(x;b) — R(z;b)
W(:b) = E [ /O eIAD(#) — e~ X (T)|

Sea b = 1° el valor que maximiza W (x;b)

OW (z;b)
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observe que

OW(wb) ., '
OW (z; b) I .
T|x=b = V'(b;0) — R'(b;b)

= 1-0=1
W (%, 0°%) = 0

1.5. La Distribucion del Monto de Reclama-
cion Exponencial

Se discutira ahora el caso especial para el cual p(y) = Be~?¥ y > 0 donde

=1/
Nétese que p'(y) = —B(Be ) = —Bp(y) de lo cual se sigue que:

(% + 6) /Om V(y:b)p(x — y)dy = BV (x;b)

L. (140)p V' (a;0)— (14+)V (x5 b)—i—/x V(y;b)plx—y)dy =0 0<z<b

2 (1+ O Rwsb) — (1+ )R + [ Rbpe =)y + [ (01—
Ply)dy—=0 O<z<b ’ ’

Ejemplo 1.5.1. El monto de la reclamacion individual es exponencial, es
decir, p(y) = Be ™,y > 0,P(y) =1-e ™ pr=5 >0 Ply)=-5p(y)

asi las dos ecuaciones integro-diferenciales las podemos transformar en
una EDO aplicando el operador (% + 6) de la siguiente manera

(% + 5) 1+ a)V(z;b) = (1+a)V'(z;0) + B(1 + )V (a;b)

(%w) (L4 OV (@:b) = (14 OV (@) + B(L+6)pi V' (a5D)
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(% + B) (/Ow V(y; 0)p(z — y)dy>

— V(asbp(0) + / V(b (e — y)dy + / Vbl - y)dy

— V(b)p - f / "V bpla — y)dy + B / V(s bpla — y)dy

= BV (z;b)
luego
(1+0)p V" (2:0) + (1 + O)p V' (2:0) — (1 + )V (23 0) — B(1 + a)U + BV (z;
(L+ )iV (z;0) + (B(1+ 0)p1 — (1 + ) V(z;0) — afV(x
(1+0)p V"(x;0)+ (1+60 — (1+«)V'(x;b) — afV (z;
(L+0)p V" (2:b) + (0 — a)V'(;0) — aBV (a;

esta es una EDOL homogénea coeficientes constantes de orden 2 cuya
solucién general es V(z;b) = cpe™ + c1€*” 0 <x <b, donde r y s raices
del polinomio caracteristico (1 + 6)p;£? + (0 — @) —aB =0

Py)=1—¢e" luego e =1— P(y)

i—l—ﬁ / e‘ﬁydy:i/ e‘ﬁydy—i-ﬁ/ e Pdy
dx - dz [, v

> d
—e P74 /x %(e’ﬁy)dy +e P

_6—537 + e—ﬂl" — O

V(z;b) = coe™ + c1e%*

Oszs b{ R(x;b) = doe"™ + die**

V(b)) =1 R(b;b)=0

o c1 B+r
B+r B+s “ r(B8+r)ert — s(B + s)es? ( )
core™ + cyse? =1 1 —(B+r) (1.5.2)

r(B+r)e’ —s(6+ s)e

o O O O
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B’ B —se”(B+1)(B+9)
——dy+ ——d; =1 dy = {1.5.3
CETL * T BTG e st e
rb

re™(B+1r)(f+ s) (1.5.4)
B2[r(B +r)er® —s(8 + s)e)

Sea v(b) =r(B+7r)e” —s(B + s)e®
V(x;b)zﬁ—i_rem—ﬁ—i_se“ 0<z<b

v(b) v(b)

nuestro objetivo es hallar el valor de b que maximiza V' (z;b), sea b = b* tal
que v'(b*) = 0 minimiza a V' (x;b)

dore™ + dyse® =0 dy

r2(B+r)e™ —s2(B+s)e =0

.1 s%(B+ s)
b —r—slnr2(ﬁ+r)

W(z;b) = V(x;b) — R(x;b)
= co(b)e™ + c1(b)e*® — do(b)e™ — dy(b)e*®
= (co(b) — do(b)) €™ + (c1(b) — di(b)) ™

sea b = b el valor que maximiza a W (x;b) Gy =0
aw / U T / 4 ST / U / U
b (co(b) = dy(b)) €™ +(c1(b) — dy(b)) € = 0 = ¢(b) = dy(b) v ¢ (b) = dy(b)
las ecuaciones (4) y (5) se derivan y resuelven el sistema
T 0) — (0] + 5 (L)~ ()] =0
/B—f—T‘ 0 0 ﬁ—"S 1 1
/ U — B +r / !
0 - dy(0) =~ e 0) - )

pero W”(8%;8) = 0 condicién contacto alto

W(a;b) = [co(b) — do(D)] € + [c1(b) — da(D)] €**
W"(x;0) = 1r%[co(b) — do(b)] € + 52 [c1(b) — dy(b)] €*”
1 I —s2 e (BY) + dq (B°)
r—s 2 co(b°) — do(b°)

b° se puede hallar por métodos numéricos

b =
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1.6. Distribucién del Monto de Reclamacion
de una Combinaciéon de Exponenciales

Se reemplaza ahora p(y) por una combinacién de distribuciones expo-
nenciales asi:

= iAiﬁie_ﬁiy y iAi =1
i—1 i=1

se aplicara el operador

(T +o) (@ + ) (o + )

a la ecuacién integro-diferencial

(14+0)V'(z,b)—(1+a)V (x; —/0 (y; b ZAkﬂke @y =0
(G + o) (G ) ()

/ V(y;0)[Aipre 0 1 Apfpe B0 1 A B e @)y
0

la expansion del operador es:

(+o) (@ + ) (z+ )

dnf (”) dn72 (”) dn73
+Zﬁz T T D BBt Y BB et

i=1<j 1<j<k
=1

(ny—Ll)
d
Z BisBiy = Biuy Ir + B1B2 - B

11 <ig<-+<lp_1
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veamos ahora como actua el operador para los casos n = 1,2, 3 sélo para
la integral

& ([ voasesay) v asep [ Viase ey
0 0
k=1,2,---,n
d? xv AL —Br(@=Yy) 1 — d ALBeV B xv ALB —Br(z=y) g
dr? (y) ArBre Y= ar KBV () — B, (y)ArBre Y
0 0

= ABV'(z) — B {V(x)Akﬁk - @g/ V(y)Akﬁke‘Bk(””‘y)dy}
0

— MG @) - BAY @)+ 5 [ V) Ay
0

R
P I3 V(y) A Bre= v dy

= ABV"(2) = BRAV () + B [V(@C)Aﬁk — B /”” V(y) A Bre” 0 dy
0

= AV (x) = BrAV (2) + A BU" — B / V(y) A Bre @ dy
0

dn—l
dxn—1

IR
0

— (=) ARBT 4 (=) ALV () + -

(1t / V() A Bee—@0) dy
0

dn x
_— V(A —Br(z—y) g
drm 0 <y> kﬁke Y
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= (=) ALY+ (1) ABTIV () + -
+ (_1)TLBIZL/ V(y>Akﬁk6_6k(1_y)dy
0

m—1

d . ,
por (2) apareceréﬂnﬁ I3 V(y)ApBre ¥ dy en algin momento, es
"

decir,
dnfl T
P (/ V(?J)Akﬁk@_ﬂk(w_y)dy>
dxm— 0
= (=1)"ABp + (=) TABYIV (@) +
- 0 [ V@A ey
0
asi se cancelan las integrales (—1)"/5} fo y) ApBre @V dy vy
n"gp fo y) A Bre @ dy, ya que swmpre aparecera una positiva y

una negativa los demas términos se agrupan de acuerdo con el orden de sus
derivadas.

n—l
La expresién O Bi)—— e hace  aparecer el  término
Bk fo Akﬁke Prdy el cual como se mostré arriba se can-
celo con ( ”Bk Jo V() ArBrePrdy
Igual (> ﬂl) - hace aparecer el término (—1)"3;3,~ 1f0 y) A Bre Prdy

n—2

i # j el cual aparece en (> 6iﬁj)%

asi se cancela el término Blﬁk ! fo y) ApBre (= Ddy, i £ k analogamente

para ¢ = k con signo contrario

la expresion (Z BiBj)—— y 5 hace aparecer una vez el término
"
BiBiBy 2 [y V (y) Arbre™ 5”ydy iFniFkiFE]

el cual aparece una vez en la expresion (D 5;5;5%)

n—3

F con s1gno
contrario y asi sucesivamente, se continua agrupando los términos restantes

respectivamente para V(x),V'(z),--- , V™Y es decir, el operador
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anula la integral

/ V(gD ABe Dy k=1.2..n.
0

en todos los términos donde aparece ésta, en resumen se tiene que:

11 ()

V'(@,b) = (A + )V (2:) — )\/ V(y:b) Y Arbre 0 Vay
0 i=1

se reduce a una combinacion lineal del conjunto
{V(x;0), V'(z;b), -, VD (2:b)} vy asi

My VO (50) + mpoy VP2 (3 0) + - + ma V(25 b) + moV (2;b) = 0

la cual corresponde a una EDOH lineal con coeficientes constantes reales
distintos, luego

V(x;b) = chep’“’“" 0<zxz<b

k=0

un proceso idéntico muestra que R(x;b) satisface la misma EDOH lineal
coneficientes constantes de orden n + 1 como ocurrié con V' (z;b),es decir,

R(z;b) = ZDkep’“x 0<z<b
k=0

Ecuacién 2.12 (*)

(140)p V' (x5 0)— (14a) V (z; b)+/ V(y;b)p(x—1)dy =0 0<zx<b a=J/A
0
Se sustituye ahora

p(y):Z?=1Aiﬁi€_ﬁiyy>0 0<Bi<Boa<--<fy Z?=1Ai=1 y
V(z;b) => 0 _gexe”™™ 0<z<b enlaecuacién anterior (*)

(140)py Z cepre’—(1+a) Z ckepk””—l—/ (Z cw”’“"”) (Z Akﬁieﬁi(xy)> dy =0
k=0 k=0 0 \k=0 i=1
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propiedad de la sumatoria

n

luego
1+0)p: crpre’™ — (1+ « cke”’“‘” + crA; Bl e P eliv dy —
( p p y
k=0 k=0 i=1
(1+0)p Z cepre™® — (1 + « Z cpel’ * + Z Z A Bi ePix / (pkHJ’i)ydy _
k=0 k=0 i=1
- xr
(1 + 9)])1 Z Cppre’t — 1 + « Z crePrt 4 Z Z oA Bie” < (PkJrﬂi)y) dy =
k=0 k=0 i=1 pr. + Bi 0
(1+0)p: Z cepre™® — (1 + « Z cpel e e P (elertBide _ 1) =
k=0 k=0 i=1
(1+0)p Z cepre™® — (1 + « Z cpel* + Z Z A; ck epkw — e Py =
k=0 k=0 i=1

cada una de las anteriores sumas se expande asi:

((1 + 0)picopo — (1 + a)co +ZCOA Bo 7 ) oPoT
0

61 ﬁ ) eplx
1

+ <<1+9)P102p2 (1—1—040220214 ﬂ6>ep2x_|_...+
2

+ ((1 + 0)preipr — (1 + a)e Z c A

Bn ) - Bi
1+ 0)picypn — (1 + a)c, E cnA; efr®— E A;cp —fir —
<( )pl g ( ) Pn + /Bn k=0 Pi + Bkz)

ésta es una combinacién lineal del conjunto {e 0% e=P1% ... e=Pn® e=Fiz}
con p; # p; vy pi 7 Bi Vi, j, el cual es un conjunto linealmente independiente

o

o

o
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de modo que para cada k =0,1,2,--- ,n

e |(L+0)pipr — (1 + «) +2Aipkik6 =

i=1

luego

B _

(1+9)plpk—(1+a)+2Ai 0 k=0,1,2,---,n

i=1
de modo que py, p1, - -, pn son soluciones distintas de la ecuacién

Bi
pi+m

=0

(1+0)p1m—(1+a)+i1‘1¢

=1

y también se tiene que

. Bi
AZ‘C =0
Z kﬁz‘ + Pk

1=0

simplificando se tiene

- 1
Y Ajgg——=0 i=0,1,2--,n
P Bi + pi

como V (z;b) satisface la condicién V’(b;b) = 1 entonces

h'(b)

Vb)) =Y cpef™ =1=—72
2 70

las dos tultimas ecuaciones proporcionan un sistema de ecuaciones lineales
n + 1 incégnitas cg, c1, -+ , ¢y
Ecuacién (3.7)

(14 O)pi R (2:) — (1 + a)R(x.b) + / " Ry bple — y)dy

—l—/oo[l—P(y)]dy:O O<z<b
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en la ecuacién (3.7) se sustituye p(y) = Yo ,ABie ¥ y R(z;b) =
Y r—o Dref ™ pero primero hay que hallar p(y), por definicién

° 0 =1 i=1 70 i=1
= — Z Ai(e"B’“ — ].) = Zn:Al — zn:AiG_ﬁiyl — zn:Aie_Biy
i=1 i=1 i=1

o] b n b n
— o Biy - o Biy
/x (1-P(y))dy = bhm ’ [1 (1 E_ Aje >] y = bhm 2_1 Ae”"¥dy
3 ' B B B
_ 14 —Biy _ —Biy Bix —Bib
E_O A; bhm /gc e "dy A; bhm ( ) E 5, bhm e )

se evalia ahora / R(y; b)p(z — y)dy
0

/ ZDkepkyZAiﬁz’@_ﬁi(x_y)dy
0 k=0 i=1

ésta integral ya se calcul6 en lugar de Dy, con ¢, lo demds indéntico, asi:

/w R(z;b)p(x — y)dy = Z Z A; Dk & _pkre_ﬁiz>
0

=0 k=0

de modo que la ecuacion (3.7) queda:

(1+9)P12kak€p” (1+a«) ZD e””—i—ZZA Dk (e~ Prre=Fim)
k=0 i=1 k=0
PSSy
i=1 1
el conjunto {ef1® ef2® ... ePr® e~ P} es un conjunto linealmente inde-

pendiente de modo que en la anterior ecuacién agrupando los términos
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correspondientes para cada e”*® y para e %% se tiene que:

& 8,
1+8)p D —(1+a)D; + ApD =0
( )1 Dypr — ( a)Dy Z k kﬁi"‘ﬂk
I
k=0 k=0 5n+pn

> ang?

=1 k=0 p

+ — =0

luego parat=1,2,--- 'n

Z Aii - Ai
Pt B
es decir,
= 1 1
Y P ———
2
=0 B + Pk /62

por la condicién de frontera R(b;b) = 0 se tiene que

> Dipre™ =0
k=0

las dos tltimas ecuaciones constituyen un sistema de ecuaciones lineales de

n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas Dy, Dy, ..., D,,.
En las ecuaciones

b) = Z cke’®  R(x;b) = Z Dyl

se ha supuesto que p; # p; Vi#j
paran = 2 en

=0
—~ Bi+€

se tiene

b g

pr+¢€ Ba +§

A, =(1+a)—(1+0)p&

Ay A

"B B

3

An
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ésta ecuacién tiene tres soluciones distintas tanto para A;, Ay > 0 como
para A; >y Ay <0
se aprecia esto facilmente graficando las funciones

B B 2
fe) = A Io B2+ &

1£+A2 9(&) = (1+a) — (1 +0)p:&

+

\

\—.)’l Pz \11 M 0 P

M\
Figura 2.2

se aprecia de las graficas que pg > 0 > p; > —f1 > ps > — [y para Ay, Ay > 0,
y para Ay > 0y As > 0 se satisface pg > 0 > p; > —5; > —[2 > po



CAPITULO 2

La Densidad del Tiempo de la Ruina en el Modelo de
Riesgo Clasico Bajo una Estrategia de Barrera de
Dividendos Constante

2.1. Introduccion

Dentro de la teoria del riesgo se encuentra el estudio de la funcién de
densidad del tiempo de la ruina en el modelo de riesgo cldsico con una
barrera de dividendos constante, en este capitulo se analiza el trabajo de
[10] S. Li and Y. Lu, The density of the time of ruin in the classical
risk model with a constant dividend barrier (Annals of Actuarial Science,
vol 8. no. 01, pp. 63-78, 2014) quienes abordan esta temdtica cuando las
reclamaciones se distribuyen de manera exponencial y derivan expresiones
explicitas para la funcion de densidad del tiempo de la ruina y su
correspondiente descomposicién en la densidad del tiempo de la ruina sin
el pago de dividendos y la densidad del tiempo de la ruina con el pago de
dividendos. La manera en que se los autores encuentran estas densidades
se basan en sus transformadas de Laplace, y las expresan en términos de
algunas funciones especiales las cuales se tratan en paquetes computacionales
especializados. Las transformadas son invertidas haciendo uso de la férmula
inversa Lagrange, se ilustran algunos ejemplos numeéricos al final del capitulo.
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2.2. Resultados Preliminares

Considere un modelo de riesgo clasico en el cual el proceso de excedente
{U(t);t > 0} con excendente inicial u > 0 esta dado por

N (1)
Ut)=u+ct— > Xi, t>0,
=1

donde ¢ es la tasa constante de primas y {X;};> 1 son variables aleatorias
1.2.d representando el monto de reclamacion individual, con funcién de
distribucién comun Py funcién de densidad (fdp) p, media p y transformada
de Laplace p. El proceso de conteo {N(t) : ¢ > 0} denota el nimero de
reclamaciones hasta el momento ¢ y se asume que es un proceso de Poisson
con parametro A > 0.

En este modelo, el incremento esperado del excedente por unidad de tiempo
es ¢ — A\u, el cual se asume es positivo, por lo tanto tlinolo U(t) = o0

b(u) = P(T < 0olU(0) = u) < 1

donde T =inf{t > 0:U(t) < 0}
es el momento de la ruina, con T =00 si U(t) >0, Vt >0
Adicionalmente defina

¢s(u) = E[eTI(T < o00)|U0) =u] u>0 (2.2.1)

es la transformada de Laplace del momento de la ruina, donde ¢ es un
parametro no negativo, e I es la funcion indicadora

1 si A ocurre
I(A) = { 0 e.o.c

En algunos casos se considera una funcion similar a ¢ con la cual la
interpretacion de 0 es la de la fuerza del interes, con esta interpretacién
¢s(u) da el valor presente esperado de 1 pagadero en el momento de la ruina.
En particular cuando § =0

P(u) = ¢o(u)

Se puede derivar una ecuacién integro - diferencial para ¢ usando la técnica
de condicionamiento sobre el momento y el monto de la primera reclamacion.
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Sin embargo se debe tener en cuenta el factor de descuento en la definiciéon
de ¢ asi

00 u-+ct
ps(u) = /0 Ae‘”e“%/o p(x)ds(u + ct — x)dxdt

+ / )\e’\te&/ p(z)dxdt
0 u+-ct

haciendo el cambio de variable s = u +ct  ds = cdt
t=0—S5S=U

o) S
bo(u) = / e 7 / ple)ds(s — z)dz

C
+ /Ooe (A0) L= /OO (z )d:cﬁ
A S—u
— E/ —Ove) e >/ 7)¢s(s — x)dxds
+ é/ —O+) S u)/ x)dxds
C

diferenciando con respecto a u se obtiene

1) = 2 |- [ owrontu— oo+ [TOED 0 oo nyivas]

c

+% {— / p(z)dx + / (Aj(S)e‘W / p(ﬂf)dde]
0 u s

5(u) _A+9) P /ooe W/Osp(x)qﬁg(s—x)dxds

C

é/ — e /soop(x)dxds}
/ x)ps(u — x)dw — %/uoo p(z)dx

()\+6 e )_%/Oupw_m)%(x)dx_%u_P(u)]

O5(u) =
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esta ecuacion es una ecuacién general la cual puede ser resuelta para
diferentes formas de P, ahora considere la ecuacién

Ap(s) = (A+0) —ecs (2.2.2)
Ahora -
p(s) :/0 e *p(x)dz

es la transformada de Laplace de p, definida para todos los niimeros no
negativos s la cual es una funcién decreciente convexa puesto que

P(s) = / —e *xp(x)dr <0
0

p'(s) = / e x?p(x)dr > 0
0

Denote £(s) = A+ —cs y ya que £(0) = A+ > X = A\p(0) la ecuacién
(2.2.2) tiene una raiz no negativa unica, denotada como p(d).
Adicionalmente si p(x) es suficientemente regular, la ecuacién (2.2.2) tiene
una solucién negativa denotada como —R(J) y que se escribird de aqui en
adelante como —R

(A+8)

o s

Figura 2.1

por ejemplo, si p(x) = e P* tenemos que
5
B+s

la expresion del lado derecho es una funcién racional con un polo en s = —f3

O+ AN—cs= M\
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—R T
3 ra s

Figura 2.2

Dickson y Willmot [7] utilizando el teorema de la funcién implicita de
Lagrange demuestran que si

f(p) = / ettt = () = / e tg(tydt

0
entonces la funcién g puede ser obtenida como

oo 1 —
pNTL 1e At

g(t) = ce ™M f(ct) + Z

|
— n:

/OC yp"*(ct —y) f(y)dy (2.2.3)

donde p™ es la convolucién n-ésima de la densidad con ella misma, esto es

p™(x) = fo PV (@ — y)ply)dy
Ahora teniendo presente que

/O c yp™ (ct — y) f (y)dy = ctf(ct)

lo que conlleva a

& n nflef)\t ct
gty =>_ “—/0 yp™ (ct — y) f(y)dy

n
n=0

Prueba: Empleando el teorema de la funcion implicita de Langrange el cual
establece que:
Sea p una funcién de ’\—Jcr‘g y de —% definida a partir de otra funcién p tal que

A+d A
= —EP(P)

p
c
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Entonces para cualquier funcién analitica 7(z) se puede desarrollar en serie

de Taylor alrededor de z = ’”5 para —2 pequefio

C
donde p™* es la convolucion n-ésima de la densidad p consigo misma.
p g

O+, v Ly [T e
o) = () + 0 ) 1{77(2)/0 e (@)ds|
Cuando n(z) = e ** se tiene
Z_A+§}

—pt — A%y - n (%)n dm! - —z(z+t)  nx*
er=e "¢ +Z(—1) oL (—t) e P (x)dx
0

— n! dzn1

I —(z+1)
2 (x41t)?

3 —(z+1t)?

;il ) {(—1)"t/ooo(x+t)” Lem=(@thpn (g )d:c}zzH
>

A" poo
(c) f}/ (x_i_t)nfl 7A—+5(:Jc+t)p (x)dx
0

B

asi para una funcién arbitraria f

e P f(t)dt

e CLE(t)dt

J
/-

0

n!

)\)n o oo
+n1 /oto (x + P (x)dx f(t)dt

x+t

con la sustitucién r = -

F(p) =c / ) ‘(“‘”’"f( r)dr
+Z < / / e O (e — )dr f(t)dt

cambiando el orden de la integracion se tiene
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n.

R 00 oo )\n o) cr
flp) = c/ e_(’\+5)rf(cr)dr+z —~ 7’”_16_()‘+6)T/ tp™* (er—t) f(t)dt dr
0 0

n=1
conr=tyt=y

R oo e AP n—1_,—M\t ct
flp) = /0 e’ (ce‘”f (ct) + ) tTe /0 yp™ (et —y) f (y)dy> dt

n=1

donde ¢(t) estda dada por (2.2.3)

A continuacién se deriva primero la inversa de Laplace con respeto a p
(funcién f) y entonces se obtiene la correspondiente inversa de Laplace con
respecto a 0 (funcién g) usando (2.2.3)

2.2.1. Funciones Especiales

Algunas funciones especiales de utilidad

1. la funcion hipergeométrica generalizada

pFq(ay, - ,ay; by, by 2) = Z ((‘211))2((6;2)): (ap)m;
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2 F5(+) es conocida como la funcién Hipergeométrica confluente de Kummer
y 2F1(+) es conocida como la funcién Hipergeométrica de Gauss

[o.¢]
(iz)m +z : .
oFp = E =e serie exponencial

m!
m=0
1Fo = Z(a)r;! (1—2)"" 2| <1 serie binomial
m=0
I'(a +m)
(@)m =—F~—
I'(a)

Funcién Lauricella F'
FB(&l,"‘ 7an;b17"' 7bn;C7Z17'” azn)

Z Z al my " " an)mn (bl) - (bn>mn 211711 R ZTT"
m1=0 mn=0 )m1+m2++mn m1' N mn'

Casos especiales de esta funcion son:

Series hipergeométrica confluente especial en dos variables

257
Dy(c; 21, 22) Z Z - T;' (2.2.4)
2.

m1=0 mo= 0 m1+m

Serie hipergeométrica confluente especial en tres variables

21 oo e o) b mi _mao _ms3
22yt
O b =D YD () L2 (2.25)
o == (€)mytmgtms  Mi1lmalms!

I(c+ my 4+ my)

(c)m1+m2 = F(C)
_ Tle+my+my)
(c+mq) T(c+ my)
L(c+ my)
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entonces
(©matms = (€ +M1)my ()i,

¢9 en (2.2.4) puede ser escrita como

o e} mi ma2

21 29

s 1
palc;21,22) = Z Z (¢4 M1)my(C)my ma! my!

mi1=0mo=0

oo

=Y Y 2
— (€)m,y = (c+m1)my, ma! | my!
o0

1 2

- Z oF1(; e+ my; 29) 1'

m1:o<c)m1 my!

['(c+mi+mo+mg) I'(c+msg)

(C)m1+m2+m3 = F(C) F(C)
_ L(c+my+mo+m3) [(c+ my)
[(c+ my) [(c)

de igual manera como

(C>m1+m2+m3 - (C + m2)m1+m3 (C)mQ

se tiene que

m2 m3

SRR (0)mg fL *2 A3
- Z Z Z m1! mg! m3!

m1=0ms=0m3=0 (C + mQ)ml-i-ma (C)mQ

mi ms3 ma

N 17) FO 1 f1 A3 | A2
Z Ec; Z Z (¢ +ms) mq! ma!| mo!
) m

mao=0 M2 | ;=0 ms3=0 mi+ms

[e.e]

D

mo=0

b)msy 292

Dy (c + mao; 21, 23)2—

(€)my mo!
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Ahora considere que el monto de reclamacion individual es distribuido
exponencialmente con p(z) = Be ™ y P(x) =1—Be ™ >0
reemplazando en (x) se tiene

¢5(u) = G i ), ds(u) — % /0 ' BePu=2) s (z)dx — %e—ﬂu
—pu u
= B - 2 [Peroaytn S (e

aplicando el operador (% + 5)

§(u) + B(u) = (A+5)¢g(u)+m

Cc C

Ps(u)
A8

= e+ [ Fostadn-se
\Be P _ \Be~ P
C

C

2 u
— ﬁe_ﬁu/ 66z¢5(I)dI+
c 0

sy + 805wy = A Vg + PN g0y Ay )
)+ 805w = P Vi) + Doy s
b0+ |o- O dht - Pt o

la solucién general de esta ecuacién es ¢gs(u) = ke + koe B >0
donde p > 0y —R < 0 son las raices de la ecuacion caracteristica

c
) - —(eB=XN=10)+/(cB—X—0)2+4c5B
N 2c
—(eB=A=10)—\/(cB—X—0)>+4ciB
= 2c

ahora si u — 0o entonces T' — o0, luego

lfm ¢s(u) =0

U—00
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lo que implica que k1 = 0y ¢5(0) = ko asi ¢5( ) ps(0)e T
Para encontrar ¢5(0) reemplazamos ¢;(u )

_ R¢5(0)6_Ru — (>\ + 5) —Ru _ / 56’8I¢5 Rxdﬂf C Bu

C

— Rs(0)e ™ = M%(O)e—m - &%(0)6—3“ | e = 2o
c c 0

C

haciendo

(B—R)u z
_ R¢5(0)6_Ru — M¢6(O)€_Ru _ ﬁe—w(%(o)/ ( e*dz A Bu
0

c m - Ze
_ R¢6(0)6—Ru _ (>\+5>¢6( 0)e “Ru _ )\CB ’Bu(gé( ])%) [G(B—R)u_ 1} ) %e_ﬁu
R - {ﬁ— (Aié)] R—?—o
—R* + [ﬁ—()\:: >]R+5_5:0
— Res(0)e " = <A+6> 55(0)e-
LM v M 05(0) A
c(ﬁ—R)%(O) = e
¢s5(0)e [R+ , _C(ﬁ—R):|+eIB [0(5—_53)—;1—
B (bféoie;;u —R(E-B) - (3 R) Pj } Aﬂ e { CA(?_&(E% B ﬂ B
_ ¢(§éoze};u _RZ — BR+ (/\ﬂCLcS) R— %5] + e P {;Egﬁé_a(j% B %} _
_ ¢5(0)€—Ru - _)\__*_5 B 5(5 —Bu )\ﬁ ¢5( ) _é -
e e (52 r- T e | |

B-R) ]
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donde se desprende que

¢5(0) = /B_TR

por lo tanto

Ps(u) = e ™ u>0, (2.2.6)
donde —R es la raiz negativa de la ecuacién fundamental de Lundberg
cs®+(cf—A—0)s—3d8=0 (2.2.7)

ambos p y —R juegan un papel muy importante al estudiar cantidades
relacionadas con la ruina para el modelo de riesgo clasico en teoria de la
ruina.

Por ejemplo observe que si 6 =0

¢o(u) = EI(T < o0)] = (u)

y como R es precisamente el coeficiente de ajuste, la ecuacién (2.2.6) da la
probabilidad de ruina definitiva como un caso especial.
ahora note que (2.2.7) implica

(cB—=X=08)+/(cB—X—0)2+4cBd

R—p

2c
(cB—=X=08)—/(cB—X—08)2+4cBo
* 2c
2(cf—A—9) (A+9)
- 2c =8- c
(A+9)

(2.2.8)
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ahora como p satisface (2.2.7) se tiene que

P PICE) PR
Ea [B—()\+5)]p [_ )\+5}
C C
p2+m+¥=( ﬂ( }
A+6 p2+ﬁp+ 28
¢ p+B  p+p
_ e th) v
(p+B) p+pB
A8
AT

De (2.2.8) se tiene

A8
R = p+ — —<
p+B—p 3
A8
R = B——
p+pB
es decir A6 g
A+9 == =
- c  R=f__c< 2.2.9
c P+ B p+p (2.29)
ahora utilizando (2.2.9) se puede reescribir
- R
(b&(u) _ ﬁ /8 e*Ru
ya que
p—-—R A
B (0 + )
A (ABle 1
— (oip—Pu _—
#alt) ¢’ p+B
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esto da una idea de proponer una forma particular de f' (p)

Lema 1: Si f(p) es de la forma

fp) 50k >0 (2.2.10)
= ) ) —_ 7U7 > o i
Pty N
entonces
o (= ) / —B(t—0) k—1, i+v—1
t) = A\ v(1 — i+lgy >0 (2.2.11
1 i=0 il +o)l(k) Jo ‘ =9y 4 ( )
y
" ABt(ct — 6)
g(t) = 6_(>\+Bc)t+59 % C(I)g?’) k,, v+ k, ﬁ(Ct _ 9)
p(ct —0)
. ABt(ct — 0)
—%@é) k; v+k+4+2; [B(ct—0) , t>§
p(ct —0)
(2.2.12)

Prueba: De Abramowitz and Stegun [3] se tiene que

erts & t =R
o —(ptB)t [ 2 I, (2y/pt)dt
e v—
(p+ B) /0 (u) 1(2vd)

donde I,_1(-) es llamada una funcién de Bessel modificada de orden v — 1
con

K 00 oo 2 +v—
erth _ / - i \/>)2+ 1 Y
(p+B) 0 f Zzol (i +v —1)!

e (1N (ut)
= e Pt — t) dt
/0 ‘ <6 (u) (1it) ; il (i + v))
= /OO e Pt | e Pt i ﬂ dt >0, v>0
0 —ill'(i +v) -
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y nuevamente por Abramowitz and Stegun [2]

,9,, fo ,pt<(t e)) ](t>0)>dt 0>0, k>0

2.2.13
(p+8)¥ 0 6 1= 0 z'F(H—v H=uU, v

Nota: La transformada de Laplace de una convolucién.

Sean hi y ho funciones cuya transformada de Laplace existe.
Se define

h(z) = / " ha(y)hale — y)dy

Entonces R R R
h(p) = hi(p) - ha(p)

Luego la inversa de Laplace de f(p), con respecto a p se obtiene en términos
de la convolucién como

f(t) fo<% (t—:c>9)>( BmUIZzOz'Fz—i—v)dx

= Z?ZO m 5—9 e’ﬂx(t — T — e)kill'wrvildl', t>0
(2.2.14)

Ahora haciendo y = %5,  dy = L dx

f(t) = ZZ:(; Z'F(’L _|/:LU>F(]€) /0 eiﬁ(tie)y (t - (t - e)y - 9)7@—1 [(t - e)y] (t_e)dy

0= m e = 01— oy )y

o i o )z+v+k 1

—Bt—=0)y(; _ k-1 i+v71d ¢ 0
Z 0+ o0 /0 (i—y)" -y y t>

=0

TUk

Note que la convolucién n-ésima de p(x), p™* es

() = / " P — y)p(y)dy
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Paran =2
) = [ v wpy
0
= /Be—ﬁ(x—y)ﬁe—ﬁydy
0
= e [y
0
= 621‘6_51
Paran =3

p¥(z) = /0 p* p(y)dy

= /p —y)dy
0

_ /52y ~BY Be=PlE=v) gy
0

1

5 —B3p2e P

y en general

ey Branlebe
p"(x) = W,

la cual es una funcién de densidad de una distribucién Erlang (n) con

parametro de escala
Entonces (2.2.3) y (2.2.14), se tiene que para ct > 0

x>0

NE

AS ngn—1l,=Mt  pet (4 y n—1,—B(ct—y)
o) = 3 % / . >F(n) o
B i ()\B)ntnflef)\t /ct y(ct B y)nqefg(ct,y)
= nl 0 T(n)
. i L /y_9 e_,B:c(y I Q)kz—lxi-i-v—ldx dy
i=0 il +o)l'(k) \Jo
(AB)En—Le(-A Bt &2 ¥

WE

n!l'(n) ; NGOG . /0 y - (ct —y)" e

e Py —x — H)k_lx””_ldx) dy,

3

S_

y—0
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Haciendo el cambio de variable u = y%, du = ydx se tiene en la integral

/0 e PO [y — uly — 6) — 6] uly — )] (y — )du

1
— (y o 9)i+v+k1/ efﬁ(yfe)u(l . u)kfluiJrvfldu
0

y con
z = 1—u
dz = —du
0
_/ e—ﬂ(y—é’)(l—Z)Zk:—l(l — 2)Hvld
1
1
_ 650/ e—ﬂyeﬁ(y—é')zzk—l(l . Z)i-l—v—ldz
0
por lo que
2 (AB)ntnle=(MHBe)ttBo 22 10
g(t)zz( : T Z‘l ' '
— n!I'(n) — (i + u)l'(k)

ct 1
/ y(ct _ y)nfl(y . 6)i+v+k71 (/ eﬁ(yfe)zzk71<1 . Z)iJrvle) dy
0 0

Ahora de Abramowitz y Stegun [1] se tiene
1
/ﬁewwk%l—yfﬂ”%@
0

PRI

p=k r=p8y-90)
t+v=q—k gqg—p=i+v

p,q, 7 >0

entonces ¢(t) se puede escribir como:
)\6 ntn 1 —(A+Bc)t+ﬂ0 o0 luz

ar n!l(n) il +v+ k)

/ y(ct —y)" Hy — 0) T F(kyi 4 v+ k By — 0))dy
o

P%
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Y ya que
S [B(y — )"
Fi(k, k; 0)

kit v+ ks By — 772_:0z+v+k: m!
00 I'(k4+m) m m
Z I'(k) B8y —0)

I m+z+v+k m)

m=0 F(z+v+k)

o oo (AB)n—le~ (M tHBe)t+60 00 00 BT (m+k)

git) = >0 AT ()T (k) im0 51 2m=o m!T(m+itv+k) (2.2.15)

f;t y(ct . y)n—l(y . 9)m+i+v+k—1dy

Ahora la integral en (2.2.15) se puede resolver teniendo presente que

rT—Yy
A =
x
Yy z(1—2)
dy = —xdz

haciendo el cambio de variable
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foct—e(u + (9)(Ct —f— u)n—lum-i-i-‘rv-i-k—ldu

ct—0 ct—0
:/ um TR (et — 0 — )" du + 9/ u™ TR (ef — 9 — w) " du
0 0

ct—0 ct—0
:/ R (e ) L (T 9/ w9 — )"y
0 0
(

miitoikr11 LT +i+v+k+1)

F'n+m+i+tv+k+1)
0)m+i+v+k_1f(n) (m+i+v+k)
Fn4+m+i+v+k)

=(ct —0)

+0(ct —

teniendo presente que I'(a 4+ 1) = al'(a) por factor comin

(ct — @)yntmHitv k=D (D (m + i + v + k)
F'n+m+i+v+k+1)
Fm+i+v+k+1) T+m+i+tv+k+1)
(ct —0) , .
F(m+i+v+k) Fn+m+i+v+k)
(ct — @)rtmHHv =D (D (m 40 + v + k)
F'n+m+i+v+k+1)
et =O0)(m+i+v+k)+0n+m+i+v+k+1)]
(ct — @)rtmAAFvHR=ID (D (m 40 + v + k)
'n+m+i+v+k+1)
ettm+itv+k)—0m+i+v+k)+0(m+i+v+k)+0n]

+ — g\ntmtitvtk=1D (T ‘ i
_ (e )F(n+m+iin3+(7::)+v+ ) [et(m+i+ v+ k) — On — ctn + ctn]

(ct — @)+ k=D (VD (m 4 i + v + k) |
= Tntm+itothktl) Jettn+m+i+v+ k) —n(ct —0)]

y por lo tanto g(t) puede ser escrito como

— o~ (A Bo)t+B0 il [
9lt) = e Z n'F mz m! Fm+i+ov+k)

(ct—gyrtmirori LWTm £ i+ v 4 k4 1)

F(n+m+i+v+k+1)-[ct(n+m+z+v+k)—n(ct—@)]
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_ OB (o _ gtk Z )\515 Ct — Z ct —
n=0 =0
3 e(k)m Mt =0 (R)m ) 1Blct —0)]"
Fn+m+i+v+k) T(n+m+i+tv+k+2) m!

m=0

Yy puesto que

ABt(ct — 0) ct —0
t  T(m+itvo+k+2)

reiniciando en cero y actualizando en uno

AB(ct — 0)?
" T(nd+m+itov+k+2)
N2 B2t (ct — 6)3
n

'n+m+i+v+k+3)
AB(ct — 0)?

n = 1 [Aﬁt(ct—Q)]'F(m+i+v+k+3)

y asi sucesivamente.

Ahora teniendo presente que

Fn+m+i+v+k)
I'(v+k)
'n+m+i+v+k+2)
I'(v+k+2)
F'n+m+it+v+k+2)
(v+k+1)(v+k)I(v+k)

(U + k)n-ﬁ-i-‘rm -

(U +k+ 2)n+i+m
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entonces

e—(A+,Bc)t+ﬁ9(ct 9>v+k—1

g(t) = RCFYS
o (k)m ABt(ct — O)]" [B(ct — O)]™ [u(ct — 0)]'
Cn,go (v + E)ntitm n! m! q

Bt —6)? i (k)m
(

(v+k)(v+k+1) o U T k+2)ntitm
C[Bt(et = 0)]" [t — O)]™ [u(ct — )]

n! m! 7!

lo que da inmediatamente (2.2.12)

Corolario 1: Dos resultados particulares para el lema 1

1. Sif# =k =0en (2.2.10) entonces para t > 0

OEE ) N (2.2.16)
— ilT'(i +v) o
ct)’™ AB(ct)?
g(t) = e_(“ﬁ‘:)t% (C(I)Q(U; ABet?; pct) — v(i(+)1) Dy (v 4 2; ABet?; ,uct))
(2.2.17)
2. Si k=0 en (2.2.10) entonces
B(t—6) /J, t_9)1+v 1
= _— t 2.2.1
ft)=e Zj i >0 (2218)
g(t) = e OHBOBOLL DT (o, (v; Aﬁt(ct e)) plet — e)
— 2Oy (v + 2; ABt(ct — )
(2 2.19)

Prueba: Se prueba 2, ya que 1 se obtiene simplemente reemplazando 6 = 0
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Utilizando la siguiente férmula

7 00 t—0\ T
(pe++ﬁ)veep — / e~ (PPt <T> I, 4 (2 M(t_@)) dt
0
B 2i+v—1
L (z\/uu—e)>
dt

_ /Oo e | eB0-0) (t - 9) Ty
0 2 —
frnd /Oo e_pt e_ﬁ(t_e) (—t — 9)

0 1%

00 B o B o t — 9)]7,
- e Pt | e B=0) (4 _ g1 [,u(—
/0 -0y
_ 0o I [t — g)ri—1
/0 o ; iT(i +v)

de aqui se desprende (2.2.18)
Ahora reemplazando (2.2.18) en (2.2.3), se obtiene

_ N Mﬁ)ntn_le_)\t /Ct e Plet—y) . =B(y—9) /”L y GZM '

n=0

— o~ HBoA0
Z n'F ; ill'(i 4+ v)

ct — g 1F( )L (i +v)
T(n+i+v+1)
U (et — )" (il = )"

il +v—1)!

let(n+i+v) —n(ct —0)]

t — n!
3 et —0))' _etn i)
g il L(n+i+v+1)
_em OB (o — 9)r L SN (ABt(ct — 0))"n
N t 21 n!

= (uct—0)  (ct—0)
Z il T(n+ituv+1)

1=0
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BBy gyl — (ABt(ct — )"
e (ct —0) cz% oy
_ i (u(ct —0)) (n+i+wv)
— il (n+i+v)l(n+i+0)
e~ AFBNHB0 (et — )=t N (ABt(ct — 0))"
ct—0
n; i! Tn+it+ov+1)
Ahora usando el hecho que
_T(n+i+w)
(V)nti = T
T(n+it+v+2)
(v+2)pti = T(v+2)
I'n+i+v+2) T'(n+it+ov+2)
S (w+DCw+1) v+ 1DI(v)
y que haciendo paran =1 A3[ct — 0> = n =0 A\B[ct — 6]
n=2 A\t —-0)P2—-n=1 )\2ﬁ2t(t —0)3
e~ WHBHR0 (cp )V ()\Bt ct - > ct
g(t) =
®) T(0) ; ; (@)
B 6—(>\+ﬁc)t+,39[ct _ Q]U_lkﬁ(ct _ (9)2
B v(v+ DI'(v)
$ B O S (et — )1
— n! — i! (v +2)p4

I s Cii 1 Aﬁt (ct = )" (ulct — )’

F(U) i=0 n+z ' Z'

=0
Met 0 55 L (et =) et —)
B [(v+ 1 Z (v + 2)pri n! 7!

n

Y

n=0 i=

0
obteniéndose inmediatamente (2.2.19)

ct >0
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De Srivastara y Liarlsson [13] se tiene que

> T () ma 21 25 _ i (01)n - () (21 + 22)"
I (6’£)m1+m2m1!m2!

m1,m2=0 1=1 n=0
€11 resumen
o0 mi .mo
| |
=0 (B1)my+my M2 lms!

=S e oA B e )

n!

con lo cual por ejemplo (2.2.17) se puede escribir como

- ct(Ct)v_l Lo
g(t) =e~ 59 Tw) [c - oF2(; s ct(ABL + p))
AB(ct)? ‘ '
——U(U T ]_)0171(7 v+ 2, Ct()\ﬁt + ,LL))

2.3. Funcién de densidad del tiempo de

ruina en presencia de una barrera de
dividendos constante

Ahora se introduce una barrera de dividendos constante al modelo de
riesgo clasico, esto es, cuando el excedente alcanza el nivel b, la prima es
pagada como dividendos de modo que el excedente permanece en el nivel b
hasta que una nueva reclamacion hace que caiga abajo de b.
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Sea {Uy(t) : t > 0} el proceso de excedente correspondiente al capital
inicial U,(0) = u bajo una estrategia de barrera de dividendos constante con
nivel b
Entonces {U,(t);t > 0} puede ser expresado como

cdt — dS(t), Uy(t) <b

dU,(t) = { “ast) 00 = b (2.3.1)

Sea Ty, = inf{t;Uy(t) < 0} el momento de la ruina ( con T, = oo si la
ruina no ocurre) para el proceso de excedente modificado en (2.3.1)
Es bien conocido que la ruina es segura para este modelo y por tanto se esta
interesado en encontrar la funcién de densidad de probabilidad (fpd) de T,
Se define

dos(u) = E[e (T, < 00)]
= E[e"ST”}, O<u<b<oo

como la transformada de Laplace de T}, con ¢oos(u) = ¢5(u)
Si p(x) = Be " se tiene que

¢b 5<U) = B_—RefR“_Fﬁ_—RRebe (p + B)e'gu — (6 — R)e_R“
’ B

’ i By~ (- RRe® SUst

(2.3.2)

Prueba: Sea 7 el momento en el cual el excedente alcanza por la primera

vez el nivel b en el caso que para u < b no ocurran reclamaciones antes de 7
esto es U(T) = b= u+ cr, es decir,

b—u
T:

c

Entonces condicionando sobre el momento, el monto de la primera reclama-
cion y de cuando la primera reclamacion ocurre, o no, antes de 7, se obtiene

T u+ct
Ops(u) :/0 Ae~ A+ {/0 dps(u~+ ct — x)p(z)dr + /+ t
() b 0
— (o)t B
+/T e {/0 Gp.5(b :E)p(x)dx+/b p(:v)dx] dt

o0

p(m)dm} dt
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ahora haciendo el cambio de variable

s=u-+ct t = 0 s=u
t = 7 s=u+cr=0b
1
dt = —ds
c

Ss(u) = %/u O [/ os(s — 2)p )dx+/ (:U)da:} ds
+% /b e~ O { / (b — 2)p(z)dz + /b Oop(x)dx] ds

s(u) = /b - [/ os(s — 2)p )dy+/ (I)dx] ds
+)\/Ooe e U B5(b — 2)p )d:c+/b (x)dx] ds

diferenciando con respecto a u

{ mé)u@)a( ) + dn.s(u) [_(A+5)6WH

C

— e UU ¢n.5(u — x)p(z)dr + /:O p(x)dff}

(A+5)u (A+6)u
Phs(u) — (A +0)e” Pn5(w)
A+du

= — (>\+5)u / gbbg u — ,ZE )dl’ — e e [1 - P(U)]

cOhs() = A+ 8)0ns(w) = =A [ dnglu— a)pla)dy = A1 = Plu)
) = “*5)@5 2 [ st apta)dn = 2= P ()

o) = C Vo500 -2 [Canstodplu - oo - - Pl (4

Cc
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Ahorasiu=2"5

Bs(1) —!Awm*ﬂmLélmw—xmwa+Awmmmﬂw
= 25 [ st -owiae s a-re)] e
y de () se tiene que

) = 2200000 =2 [ o0s0 - oty - 211 - P

) = 3 tha®) + s [ o= oo + 2511 - PO

igualando esta expresion con (k) se tiene que

=0
Tgoha)
con lo cual se obtiene la condicién de frontera
(b;,é(u)‘u:b =0
ahora reemplazando p(x) = Be™?* en (+)
A+9 A
Pho(u) = ( >¢b5 ——/ Be PU=D gy (v )d:c——e Pu

)\ A
= ( c )¢b75(u) — Ee_ u/o 66 mgbb,g(l‘)dl‘ — 26_ u (++)

diferenciando nuevamente

A+ )\
Z(;(U) = (A )¢b6( ) — [ 6u5€ﬁu¢b5( )
_56—5U/0 ﬁeﬂ"¢b75(m)dm] —{—%6_6“
po(u) = (A >¢b5( )+ 560 / Be’ gy 5(x)d x__/B(bbé( )+ geﬁu
0

teniendo en cuenta que

—e / B’y 5 (0 ( >¢b s(u) — %e_ﬁu — ¢} 5(u)
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la expresién anterior queda igual a

A+0 A+0 A A A
tat) = A0 O oy Mo )2, sy e
A+0 )
1ot = |22 = ) et + o)
A+0 o
o+ (5250 st - Ronst =0

la solucion genereal de esta ecuacién es

Pu5(u) = me + e
donde p > 0y —R < 0 son las raices de la ecuacién caracteristica
A+ 4]
c c

ahora reeemplazando la solucién general en (++)
A+0 . —Ru
%[7716’) + e ]

A

c

mpe™ — naRe™ ™ =

A

u
/ P (nef™ — noe Yde — Ze P
0 c

A+6 A v
mpe’ — naRe ™ :( p )[Wlepu + npe” ) — Tﬂeﬁum/ e gy
0

A v A
c 0 c

—nu )\+5 U U —pu u
mper — mpRe~ e = AT0) )[mep + mae” ] f ’ —B?p( 1)
AB w2 (8-R) A —pu
- i-R (e 1) Ee

()‘ + 5) —Ru )‘B M ePU

u
e + Tme -

—Ru __ ()‘ + 5)
(& ——C n

A opu_m A _pu_ T2
¢ (B+p ¢ (B—R)
&e—ﬂu 172 A —fu

c (B—R) cC
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J 048 . a8 . (A+0) A3
L *dﬁw)]”ﬁ [‘R‘ c *dﬁ—RJ
)\5 m —Bu ﬁ 2 7,8u_é —Bu
CBrp. TeE-n" "
n A+ A
s {(mp)——(m) 2+
nze { (Ajé)(ﬁ )+ Aﬁ}
Mmoo A M re A s
TG+ T eB-R° <
nie P A+6 B mpe v A+6 B4
G+ [‘)2*(5‘ c )p_7}+(ﬁ—R) [RQ‘@‘T)R‘_}
M m p A R A s
BEACED) cB+R- ¢

lo que implica que

Mmoo g, A M o—Bu A gy

P Er s e T LA
ﬁ —Bu m T2 . i —Bu
¢ {ﬁ—i—p—'_ﬁ—R} -

de la condicién de frontera
mpe™ —nyRe™ " =0

de manera que
m  Re M

o per’
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dividiendo (®) por s

m 1o 1
mB+p B-—R B2

Re ™ 1 I |
p® B+p B-R _ Bm

(B—R)Re™™ 4 pe”(B+p) 1
(8+ p)(B — R)per® B

1 (B+p)(B=R)pe?
BT BB p)per + (B— R)Re—
lo que implica que

_ Re®™ 1 (B+p)(B— R)per”
T e BB e + (B R)Re

_ 1 Re™(B+p)(B-R)
T B P+ (B R)Re

con lo cual se tiene que
—Rb B B ,
Po,6(u) 1 RePBApB-R) L (8+p)(B — R)pe’ ~Ru

1
BB+ ppe? +(B—RRe ™" " BB+ p)pe + (B R)Re ™
B BRpen] ot |

5 B+ p)per® + (B — R)Re~Hb
p—R (B4 p)e
T3 “phﬁ+mmw+w—3ﬂw%4
B—R_ g (B+pe i }
g fe {w+pmwﬂ(ﬁ—mR€%
_5_RR6_R1){ <5+p e~ fu }
5 (B + p)pert + (8 — R)Re R
65.5(11) _(B- R)Re 1 [ (B — R)Re™ n (B + p)pe®
b,0 3 (B—R)Re=™ + (B + p)per® ' (B — R)Re~Eb + (B + p)pe®
+ (8 — R)Re™™® { (p+ B)e™ — (B — R)e ™ }
B (p+ B)ef’ + (B — R)Re~ 1
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la cual es (2.3.2)
Una forma equivalente para (2.3.2) se puede obtener recordando de (2.2.8)
que R—p=0— @ y adicionalmente Rp = %

Entonces tenemos que

B+p)(B—-R)  [—PBR+Bp—pR

g G
_ = (R-p)B-FRp
B
g5 -2 &
- g
BA
= 5
1
A
¢
y por lo tanto
A per?

P B+ p)pet + (B— R)Re

B Re b )\ peP?
T e (Bt p)pe + (B — R)Re B
A Re PP

c(B+ p)per” + (B — R)Re R
Al final obteniéndose

Re_Rb

>

e — . ePY
Wil = B e+ (G- RRe €
+= pepb . e—Ru
¢ (B+p)pe® + (B — R)Re™ R
A pepb—Ru + Re—Rb+pu

¢ (B+p)pe? + (B — R)Re 1
Ahora primero se deriva la fdp de 7', de (2.2.6) se tiene que

A8
:B_RefRu_éefﬁu_ U

3 ¢“ o+ B

¢s(u)
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Sea ((t; u) la fdp del momento de ruina en el modelo de riesgo clasico y (¢, u)
una funcion tal que

bs(u) = /0 et )t
= /Ooe_’”f(t;u)dt
0

de (2.2.16) y (2.2.17) con pu = u y v = 1 se obtiene facilmente y para t > 0
que

.—|

C(tu) =2ePu e Py el
’ c =0 3!T(i+1)

_ o~ (utt)B | BAZ 2w 21 vy’ (2.3.3)

=0 z'l" i+1)

e Blutt) Zoo (22 )ZH( t)’

- E] i=0  IC(i+1)

A
C(t;u) = Ee”B“ e~ (Wbt |:C(p2(1; ABet? ) \But) —

A8 <20t)2 Dy (3; \et?, )\ﬁut)}

\Bct?

= \e W HAe)t—Bu [%(1; ABct?, \put) — ®,(3; A\Bet?, )\ﬁut)}

C(t;u) en términos de la funcién o Fy

\Bct?

((t;u) = Ae” AHA=0u. {0F1(§1;)\ﬁt(0t+u)) — 0F1(3§)\5t(u+0t))}

Ahora sea ((t;u,b) la fdp del momento de la ruina para el modelo de riesgo
cldsico con una barrera de dividendos constante, y sea (;w;b) una funcién
tal que

Opo(u) = /0 e C(t;uy b)dt
= /OO e PIC(t;uy b)dt
0

Nétese que la inversa del primer término de ¢ 5(u) en (2.3.2) con respecto a
J estd dada por (2.3.3) por lo tanto solo se considera el segundo término en
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(2.3.2) denotado por (I1), es decir

(8- R)Re™ (p+B)e” — (8~ R)Re ™

pb (8—R)Re—Fb
6(6 + p)pe 14+ Eont

_ - el i e—Ru (5 _ R>R6_Rb
{ S — R)Re~ Rb}
(p+ B)per®

(1) =

Pﬂg

(o 1 = 5 = Rje ] - 3ot [T i

mw
gk

. (p+B)p
(2.3.4)
Ahora de (2.2.9) se desprende que
(B-RR _ R
(0 +B)p (p+B)2p
A8 A8
_ e |p——<
@+6)p< p+ﬂ>
y de esta manera
(B-R)R] (M 2
{m} ~ PP+ B)2ED [ﬂ Y
(Aﬁ)kﬂ k+1 1 Y]
pk+1 p+ /6 2(/€+1 Z )5 i p+c/6 (235)

()t

<k+1
<k + 1> (=20) B

k+1
R (p+ 32D 2; (p+ B)’

de nuevo de (2.2.9)
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y por (2.3.5) podemos expresar (2.3.4) como

B (o T IR N G G
(LI)=— |(p+B)e™ — me % P (p + B)20HD)
2 (k1) (—2) —(k+1)(p+ﬁ—,,:lﬁﬁ)b
z::( i )(/ﬂrﬂ)ie
_l 00 )\ﬁz)kﬂ e Bbk+1 (k+1) (_)\)1
=~ 2D it 2 :
(,o—i—ﬂ)e"“ (k-‘rl)(p—%)b 28 e_(ﬁ_:%)ue_(kﬂ)( —%)b

P (p+ B2 (p+ B | p+ B pH(p+ B2 (p + B)i

el término entre corchetes se puede simplificar asi

A8 A8
(k+1)b 7~ [ut(k+1)b] 22
67[(k+1)b7u]p P—=: )\/B —pu ef(kJrl)bp P B

- — e -
pk—l—l <p+B)2k+z+1 C pk-l—l (p+ﬁ>2kz+z+3

con la cual se tiene que

l ) )\52 k+1 k+1ﬁbk+l (k+1> <_é)l
1D =521 (7)) 2

" A8
el HDb—ulp i 28 NG o=(kDbp 6%
Te p+B — 76 pk+1 (p T 6>2k+i+3

k+1 k+1 i
32 (ke 1)8b k + 1 A
S CI YIRS -2
2B (k1) 00
e ptB e_[(k“’l)b—u]ﬁ’ 1 Z( ) )\,8 k+2 et (kb3
(p + B)2kHit pht 32 L c
2B [t (k+1)b]

SO
— Z c (p + 6)2k+i+3 pk—l—l
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expresando de manera compacta esta expresion

(I1) =Y (p;u;b) — Z(p;u; b)

ahora sea

Y(p;u;b) = / e Py (t; u; b)dt
0

= / e Oy (t; u;b)dt
0

Z(p;u;b):/ e P Z(t;u; b)dt
0

= / e % 2(t; u; b)dt
0

A
Y (p;u;b), u:?ﬁ(k—l—l)b, v=2k+i+1

de (2.2.3) se tiene que para

=k+1)b—u, p=k+1
y para Z(p;u;b); p= ’\5 Zlut-(k+1)b]; v =2k+i+3, 0 = (k+1)byz = k+1,
usando (2.2.10) se obtiene

- :% L”b“zlJ(_l)k (¥2)k+1 (k1 gb§ <k+ 1) <_3)i

k=0

o0

Z [28(k + 1)b] [t +u— (k+ )b]3+3’“+’+3
JTG+2k+i+1)I(k+1)

1=0

. / —Bt+u— (k+1)b]y(1 o y)kyj+2k+1dy7 t+ u > b
0
| £-1] 9 k1 i
- 1 A2\ E+1\ /A
Z(t; u; b) 3 (—1)* (7 ) g Z ( ; > <_;)

i [Clu+ (k+ 1)b]] [t — (k + 1)b)i+3k+its
TG+ 2k +i+3)D(k+1)

/ e*ﬁ[tf(k+1)b]y(1 o y)kyj+2k+i+2dy’ t>b
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de (2.2.12) se tiene que para Y'(-)
e—()\+ﬁc)t+ﬂ(k+l)b—ﬁu[ct Ty — (k + 1)b]3k+i+1

t) =
9(1) T(3k +i+2)

ABtlet +u — (k4 1)b]
[c@)<k¢+1 3k+i+2  Blet+u—(k+ 1) )
28 (k + 1)blct +u — (k + 1)0]
~ ABlet +u— (k+1)b?
Bk+i+2)Bk+i+3)

ABtlet +u — (k + 1)b] )}

P | k+1L:3k+i+4;  Blet+u— (k+1)b]
28 (k + 1)blet +u — (k + 1)b]

Ahora
Ctbl 1 i
= B () o) (2
] P c
_ _ L b k+1
e (A+Bc)t—Bu o &2)
e Z 1 (2
k41 (=2) [ct +u — (k4 1)b3+
;( i ) T(3k + i+ 2)
At[et +u — (k + 1)b]
@D | k+1:3k+i+2  Blet+u— (k+ 1))
28 (k + 1)blet +u — (k + 1)b]
At +u — (k + 1)b]?
CBk+i+2)(3k+i+3)
ABtet +u— (k + 1)}
@ k+13k+i+4 Blet+u— (k+1)b]
28 (k + 1)blet +u — (k + 1)b]
(2.3.6)
COomo

b—u

ct+u > b entonces t >
c
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de igual manera para Z(-)se tiene que

e—(A+,8c)t+5(k+1)b[ct _ (k + 1>b]3k+i+3

9(t) = T(3k +i+4)
ABt[ct — (k + 1)b)]
P [ k4+1;3k+i+4;  Blet — (k+1)b]
22y + (k + 1)b][ct — (k + 1)0]
ABlet — (k + 1)b]?
CBk+i+4)(Bk+i+5)
ABtlet — (k + 1)b]
@D | k4+1;3k+i+6;,  Blet — (k+1)b]
Ay 4 (k + D)b)et — (k + 1)0)
ahora
[5-1] k2 k1 i
S(tusb) = 612 Z (—1)F <¥2> Tt (1) bwz (k?1) (_g) o(0)
k=0 =0
lo que implica que
c)t—pBu %7 k+2
) = (w?)
k=0
k+1 E+1 ( %) ct _ k + l)b]3k+i+3
z;( i ) L(3k +i+4)

ABtlet — (k + 1)b]
[c@ (k+1 3k+i+4;  Plet — (k+ 1)b] )
My 4+ (k+ 1)b)[ct — (k + 1)b]
ABlet — (k + 1)b]?
CBk+i+4)(3k+i+5)

ABt[et — (k+1)b
P | k+1;3k+i+6; Blet — (k+ 1)b]
2By + (k + 1)b][ct — (k + 1)b

3.7)

b
ct > b entonces t > -
c
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De esta manera la fdp del momento de la ruina para el modelo de riesgo
clasico con una barrera de dividendos constante es

2.4. Descomposicién de la densidad del tiem-
po de ruina

Para el modelo de riesgo con una barrera de dividendos constante, hay
dos posibilidades para que la ruina ocurra: [1] La ruina ocurre sin pago de
dividendos (sin que el excedente alcance la barrera de dividendos), [2] La
ruina ocurre con pago de dividendos, por lo tanto la densidad obtenida puede
ser descompuesta en dos partes:

1. La fdp del momento de la ruina sin pago de dividendos, denotada como

£(t;u; b)

2. La fdp del momento de la ruina con pago de dividendos que es igual a

C(t;u, b) — &(t; u; b)
A continuacién se deriva £(t;u;b) para 0 < u < b, se define
TP =mf{t >0 U(t) = b}

como el primer momento en el que el excedente alcanza b desde u. Sea H (u; b)
la transformada de Laplace del primer momento en que se alcanza b sin que
la ruina haya ocurrido, y sea L(u;b) la transformada de Laplace del momento
de la ruina sin que el excedente halla alcanzado b, es decir

H(u,b) = E [e"sTﬁI(TfL’ < T)} (2.4.1)

L(u,b) = E[e T I(T < T})] (2.4.2)

Nota: Para § = 0 sea £(u, b) la probabilidad de que la ruina ocurra desde u
sin que el proceso de excedente alcance el nivel b > u y X (u, b) la probabilidad
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de que el proceso de excedente alcance el nivel b sin que la ruina haya ocurrido
Estas dos probabilidades son complementarias es decir

E(u,b) + X (u,b) =1

Para encontrar expresiones para &(u, b) y X (u, b) considere las probabiidades
de ruina definitiva y de supervivencia en un proceso de excedente no
restringido, asumiendo que ¢ > Ay, lo que implica que U(t) — oo cuando
t — oo por lo tanto si la supervivencia ocurre desde u, entonces el proceso
de excedente debe pasar el nivel b > u en algun punto del tiempo. Como la
distribucion del momento de la proxima reclamacién desde el momento en
que el excedente alcanza el nivel b es exponencial, la conducta probabilistica
del proceso de excedente una vez alcanza el nivel b es independiente de su
conducta antes de obtener b. Por lo tanto

¢(u) = x(u;0)¢(b)
L=9(w) = x(ub)(1—=1(b))

P e A
XD = )

de igual manera si la ruina ocurre desde el excedente inicial

P(u) = &(u, b) + x(u, b)y(b)

de modo que

) = 1= 0(b)
E(u,b) = w(lui—:/,zbbgb) <1 yaque 9(u) <1
= P(T<T}

= /OO E(t;u;b)dt
0

lo que implica que £(t;u;b) es una fdp defectuosa.
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Para el modelo de riesgo clasico, distinguiendo de cuando o no el excedente
alcanza el nivel b antes del momento de ruina, se tiene

¢s(u) = L(u,b) + H(u;b)ps(b) 0<u<b (2.4.3)

E (e I(T < 00)|u(0) =u) =E (e " I(T} < T)) - E (e " I(T < 00)|u(0) = b)
+E(eTI(T <T)))

de lo que se sigue que
L(u;b) = ¢s(u) — H(u; b)¢s(b) (2.4.4)

Sean &(t;u;b) v &(t;u;b) dos funciones tales que
L(u;b) = / e ¢ (tu; b)) dt
0
_ / e~ PE (b s b))t
0

la idea es encontrar una expresién explicita para £(t;u;b) por la técnica de
inversa utilizada anteriormente

Gerber y Shiu [11] demuestran que

e — by (u)
e’ — 1y (b)

donde ¢ (u) = [e (T < 00)|U(0) = u] y T, es el tiempo de recuperacion,
el cual se refiere a la primera vez que el excedente alcanzado es cero después
de la ruina

Adicionalmente cuando el monto de reclamacién es exponencialmente
distribuido con parametro (3, se muestra en Gerber y Shiu [12] que

H(u;b) = 0<u<b (2.4.5)

- R
Y1 — bk e ™
B+p
ahora de (2.2.9) se tiene que
A8
f-R= =



2.4 Descomposicion de la densidad del tiempo de ruina 73

con lo cual

A8 A8
c e[p+5—/3:|u
A8, (2.4.6)
B —Bu ePiB
¢ (p+B)

donde p y — R son las soluciones de (2.2.7)

H (u;b) puede ser reexpresado como

gy L= (w)em™]

st = G
_ oplu— b1 — 1 (u)e™]
[1 =4 (b)er"]

(u b)[l . wl Z k 7kbp

k=0
2B, - k 28 g
_ A8 e (pb+Pu) ewh Z ( AP ) kgp_ €7 kbp
¢ (p+8)P =\ ¢ (p+B)*
AB ey
= (A8 e¥h)
_ plu=t) 4 g—plu—t) (_) kb kb
2\) o
A8, 2B

k C
)\5 . e(p+ﬁ) i(ﬁ) ki e FA) o~k
c (p+B)* & (
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AB g

NSV Gz
H(u;b) = e—Plu=b) 4 _ﬁ o—kBy_© g - o l(k+1)b—ulp
1 \ € (p+B)

AB(u+kbd)

[ee) k+1 C
) ABNTT k€ T (ks
¢ (p+ B)2k+2

(2.4.7)

28,

B—R g A g€
= —€ —_—

B c  p+p

tenemos que

A8, A8 kp

N g ertP MN\F L eT »
H (u;b)ps(b) =-e po Z (—) e kﬁbme [(k+1)b—ulp

Ay, - b1 28 (utkd)
. ée_/gb e (p+B) 6_/87" ’ Z <£) 6_% e (p+h) 6—(k+1)bp
2k+2
¢ (p+P) c~\ ¢ (p+8)

oo k1 2B (k+1)b
:l Z & o~ (k10 _© o+ o~ |(k+1)b—u]p
ﬁ c (p + 5)2k+1

2B [yt (k+1)b]

_Bu k42 ralCadGasoLI)
e’ 3 ABNT s € T ey
(p+ B)%+3

Sea

De (2.2.10)

123
A etp) e 0p

0= By
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Se tiene que para V(p;u;b) los pardmetros son

_ A8

—(k+1)b, v=2k+1, O0=(k+1)b—u k=0
c

y para W (p; u;b) son

= %[U—F(k‘—l—l)b], v=2k+3, 0= (k+1)b y k=0 -entonces usando (2,2,19)
e Apep G [ct +u— (k+ 1)b]*
v(t;uyb) = kZ: ( > NETEY
{ D, <2k+1 ABt[et +u — (k + 1)b], 75( + 1)blct + u — (k+1)b])
ABlet +u — (k+ 1)b)?
2k +1)(2k + 2)
o, (2kr+3 AGtlet +u — (k + 1)b], Tﬁ(kjt Dblet +u — (k+ 1)b]
(2.4.8)
con < > 1 por lo tanto ¢ > =%y
L5-1] k42
_ _ S [ct — (k + 1)b]?k+2
Lo __—(A\+Be)t—PBu
wit; s b) =e " kz:% (c) T(2k + 3)

AB

|:C¢2 <2k + 3; A\Bt[ct — (k + 1)b), ?[u + (k + 1)b)[ct — (k + 1)b]>

 ABlet = (k+1)b)?
(2k + 3)(2k + 4)

P, (2k:+5 ABtlet + (k + 1)b),

f[u + (k+ 1)b][et — (kK + l)b])]
(2.4.9)
con—>1 a81ct>b—>t>—
Entonces la funcién de den51dad de probabilidad del momennto de ruina
sin pago de dividendos es:

C(t;u) 0<t< i
E(t;u,b) = < C(t;u) — v(t;usb) b g < (2.4.10)
C(t;u) — v(t;u; b) + w(t;u, b) t>?
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Ahora se presentan tablas para £(t;u,15) y ((¢;u, 15) con valores para
u=2,4,...,14 y algunos valores de t (1 <t <20)conc=1,1,A=1,5=1

yb=15
t u=2 u=4 u=>6 u==_8 u=10 u=12 u=14
1 101451 0345522 .00996904  .00260703 .000637577 .00014839 .0000329146
.101451 .0345522 .00996904 .00260703 .000637577 .00014839 .0000332487
3 .0543238 .033009 .0155311 .00628114 00228873 .00077125 .000207635
.0543238 .033009 .0155311 .00628114 .00228873 .000771462 .000258527
5 .0341383 .0266097 .0158551 .00803227 .00363072 .00149095 000426579
.0341383  .0266097 .0158551 .00803227 .00363082 .0015102 .000663825
7 .0238166 0213774 .014705 .00859934 00447472 .00206837 .000608566
.0238166  .0213774 .014705 .00859938 .00448202 .00216929 .00116123
10 .0156283 .0159062 .0125246 .00842303 .00501707 .00256513 .000770111
.0156283 .0159062 .0125249 .00843099 .00509305 .0029341 .00192656
13 011212 .0123193 .0105681 .00776975 .00501975 .00270878 .000821141
.011212 .0123197 .0105754 .00782511 .005267 .0034719 .00260492
16 .00852127 .0098552 .00895793  .00698271 00474211 00263847 .000803979
.00852176 .00986129 .00899752 .007149 .00524946  .00384603 .00315468
20 .00627613  .00759454 .0072576 .00593732 00419134 00238489 .000729377
.00628433 .00763529 .00740381 .00634542 .00512062 .00416984 .00369324

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(t;u, 15)

A continuacién se presentan los gréaficos para

la funciones de densidad

para el tiempo de ruina sin pago de dividendos (linea solida) y la densidad
del tiempo de ruina con b = 15 (linea discontinua) para los valores de

u = 8,10, 12, 14 de arriba hacia abajo con ¢ = 1,1

0.002 -
0.006 -

0.004 -

000z - /

----- o8, 15
718,10, 15)
71t 12, 18)
----- 71t 14, 15)
—— £[¢,8,158]

£t 10, 15]

£[t,12,15]
— [, 14,15)




CAPITULO 3

Aproximacion de De Vylder a la Densidad del Momento
de la Ruina

3.1. Introducciéon

De Vylder [6] propuso un método de aproximacién a la probabilidad
ultima de ruina en el modelo cldsico ¥ (u) = Pr(T < oo); més tarde Dickson
y Wong [4] extiendieron ésta idea al aproximar los momentos y la distribucién
del tiempo de ruina. En éste capitulo se aplicara el método expuesto por De
Vylder para apréximar la densidad del tiempo de ruina con una estrategia
de barrera constante.

3.2. El Método de De Vylder

El método de De Vylder propone una aproximacién simple a ¢ a través de
la aproximacion de un proceso de reserva {U(t) },., por un proceso {f] (t)}
- t=0

dado por

U(t) = u+ét — S(t),

donde el proceso de reclamacion agregado {S (t)} es un proceso de Poisson
t>0
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compuesto con parametro de Poisson A y una distribucién de reclamacion
de individual P(z) = 1 — exzp{az}, = > 0. Los parametros del proceso
aproximado son escogidos por la igualacién de los momentos de U(t) y U(t),
llevando a

y ¢=c—Amy+ é, asi la aproximaciéon de De Vylder a ¢ (u) es

ol )

En su articulo De Vylder muestra que ésta aproximacion es buena
cuando la funcién generadora de momentos de la distribucién del monto
de reclamacién individual existe, pero no es tan buena cuando la funcién
generadora no existe.

3.3. Aproximacién por el método de De
Vylder de la densidad del tiempo de
ruina con una estrategia de barrera
constante

Como se vi6 en el capitulo anterior Li y Lu [10] establecieron una solucién
explicita para la densidad del tiempo de ruina en el modelo cldsico con
una barrera de dividendos constante cuando la distribucién para el monto
de reclamacién individual es exponencial P(z) = 1 — exp{az}, =z > 0,
solucion sobre la cual se aplicard el método de De Vylder quien propone
una aproximacion simple a 1) a través de la aproximacion de un proceso de

reserva {U(t)},., por un proceso {U(t)} dado por
- t20

U(t) =u+ét — S(t),

donde el proceso de reclamacion agregado {5* (t)} es un proceso de Poisson
>0

>

compuesto con parametro de Poisson A y una distribucién de reclamacién
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individual P(z)

1 — exp{axr}, * > 0. Los pardmetros del proceso
aproximado son escogidos por la igualacién de los momentos de U(t) y U(t),
es decir,

E[UW)] =E [U(t)]
lo cual resulta en

N At
u+ct—Admt=u-+ct— —

a
ahora de la igualdad del segundo momento

y como

=—S(t) + Amyt
lo que equivale a
VIS =V [S(t)]
y por lo tanto 5
Ay = 2~—)2\
y en tercer lugar se tiene

Sk[S(t)] = Sk [S(t)}
de lo que resulta 3
6
)\mg = =3

lo que lleva inmediatamente a
- 3
& — % >\ = 9>\Tr;2’
ms 2m3

y -
A
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La aproximaciéon de De Vylder a 9 (u) es

%exp {_ (d — é) u} (331)

Ahora se procederd a ilustrar la aproximacion de De Vylder para la
densidad del tiempo de ruina con una estrategia de barrera constante en
el modelo clasico. En primer lugar se ilustrardn algunos ejemplos en los
que tanto la densidad del tiempo de ruina con una barrera de dividendos
constante ((¢;u,15) como la densidad sin pago de dividendos &(t;u,15)
tienen un comportamiento continuo dados que en algunos casos se presentan
saltos para £(t;u,b).

Para nuestros ejemplos consideramos algunas distribuciones del monto
de reclamacion individual usadas en algunos articulos y libros tales como
la distribuciéon empleada en el libro “Insuranse Risk and Ruin” de Dickson
[14] con la que se ilustra la aplicacién del método (primer ejemplo), de igual
manera las distribuciones usadas en De Vylder [6] y las dos distribuciones
finales usadas en Dickson y Wong [4] del tipo Pareto y Lognormal. Sin
pérdida de generalidad, se puede escoger A =m; =1 asi que c =1+ 6.

Ejemplo 3.1. Sea la distribuciéon de monto de reclamacién individual
Erlang (2,2) con densidad f(z) = 4ze~%*, x > 0. Tomando ¢ = 1,2, de la cual
se obtienen los momentos my; = 1, my = % y mg = 3, usando las expresiones
para la obtencién de los parametros para la aplicacién de la aproximacion de
De Vylder se obtiene lo siguiente: A = f—g, a= % y ¢ = %; sustituyendo estos
pardmetros en (3.3.1) se obtiene la siguiente tabla de la aproximacién a la
funcién de densidad de probabilidad £(t;u,15) y ((¢; u, 15) con valores para
u=2,4,...,14 y algunos valores de ¢ (1 <t < 20)
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t u=2 u=4 u=6 u==8 u=10 u=12 u=14
1 0868664 0199998 00343999 000501094 0000652784  7.83441%10° 0  8.79278%10 "
0868664  .0199998 .00343999 .000501094 .0000652784 7.83441*10°° 8.8272*10~7
3 0457741 022498 00765716 00209127  .00048968 000102046 0000177336
0457741 .022498 .00765716 .00209127  .00048968  .000102054 .0000201588
5 0278656 0184856 00855511  .0031734 00100424 000280229 0000583755
0278656  .0184856 .00855511 .0031734  .00100424  .000281398 .0000794445
7 018901 0147625 00817677  .00366025  .00140269 000470219 000107616
018901  .0147625 .00817677 .00366025  .00140325  .000479891  .000176457
10 0119438 0107469 00701393  .00375256  .00173016 000685735 000168855
0119438  .0107469 .00701396 .00375341  .00173926  .000738303  .000361756
13 0082761  .0081031  .0058561  .00351003 001818 000793529 000202759
.0082761  .0081031 .00585707 .0035179  .00185751  .00093055  .000556316
16 00608513 00630173 00488033 00315948 0017655 .000816698 00021301
.00608522 00630269 .00488681 .00318895  .00186349 .0010686  .000734798
20 00429679 00467957 00385669  .00267177 00159046 000769652 000203788
.00429835 00468751 .00388663 .00276019  .00180256  .00119469  .000931953

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)

A continuacién se presenta los graficos para la funciones de densidad
para el tiempo de ruina sin pago de dividendos (linea solida) y la densidad
del tiempo de ruina con b = 15 (linea discontinua) para los valores de
u = 8,10,12, 14 de arriba hacia abajo con ¢ = 1.2

0.003 -

----- [t 8,15

I8 10,15)

1t 12,15)

3 It 14,14
— [t 8, 159)
£1,10,15]
£[¢,12,18]

0001 | . £t 14,15)

Ejemplo 3.2 Se ilustra ahora la aproximacién por el método de De
Vylder para una mezcla de exponenciales con distribucién de monto de
reclamacion individual de la forma:

a1

Pz)=1—ae " — (1 —a)e ***
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para x > 0, donde

a 1 11 2 Y
4 T+s?
Entonces m; = 1, my = 1 — 5% y ms = 1,55* + 652 — 1,5. Esta distribucién
fue discutida por Bohman [16], a la que nos referiremos como distribucién

de Bohman y que utilizaremos en otros ejemplos més adelante, en las tablas
y graficas que siguen se ha tomado ¢ = 1,1y s = g por lo cual se obtienen

los momentos m; = 1, my = % y ms = % y los pardametros para la
Sy . \ _ 11349050 . _ 3050 ., 7 _
aplicacion del método de De Vylder A = 55572, a = o0 v ¢ = 0,971225, al

igual que en el ejemplo anterior la aproximacién a la funcién de densidad de
probabilidad &(t;u,15) v ((;u, 15) con valores para u = 2,4, ..., 14 y algunos
valores de t (1 <t < 20) se muestra en la tabla siguiente:

u=2 u=4 u=6 u=8 u=10 u=12 u=14
.0999313 .0417011 .0159991 .00581223 .00203082 .000688902 000228282
.0999313 .0417011 .0159991 .00581223 .00203082 .000688902 .000228282
3 .0536046 .034945 .0192419 .00956925 .00443561 .00195081 .000624088
.0536046 .034945 .0192419 .00956925 .00443561 .00195081 .000891425
5 .0340709 .0273381 .0181006 .0106645 .0057922 .00287925 .000905747
.0340709 .0273381 .0181006 .0106645 .0057922 .00287925 .00170125
7 .0239624 021721 .0161476 .0106327 .00639713 .00338433 .00105489
.0239624 .021721 .0161476 .0106327 .0064369 .00375938 .00249842
10  .015854 .0160629 .0133523 .0098005 00645223 .00357721 .0011073
.015854 .0160629 .0133523 .00983873 .00672439 .00456426 .00352468
13 .0114391 0124172 .0110782 00867777 .00599547 .00339977 .0010489
.0114391 .0124191 011111 .00887355 .00667574 .00507951 00430277
16 .00873032 .00991822 .00925733  .00753814  .00534892 .00306913 000945261
.0087326 .00994478 .00939758 .00800992 .00652191 .00540483 .00485703
20 .00644353 .00759834  .00734554 .0061539 .00444862 .00257293 .000791523
.0064769 .0077358 .00775217 .00710182 .0062867 .00564469 .0053264

~

—_

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)

De igual manera se presentan los graficos para la funciones de densidad
para el tiempo de riuna sin pago de dividendos (linea solida) y la densidad
del tiempo de ruina con b = 15 (linea discontinua) para los valores de
u = 8,10, 12, 14 de arriba hacia abajo con ¢ = 1,1
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/ <
noe .f/ ~
.. mees 71,8, 15
/ ~ 7t,10,15
/ ~— Zt,12,15
I a1, 14,15
) T — a5
.‘f -
a0 / £, 10,15
' - 612,15
.If - £t 14,15
ose]
Ahora tomando ¢ = 1,1 y s = /2 se tienen los momentos m; = 1,
me = 3y mg = 32—3 y los pardmetros para la aplicacion del método de De
Vylder A = %, a = % y ¢ = %, al igual que en el ejemplo anterior la

aproximacién a la funcién de densidad de probabilidad &(t;u,15) y ((¢;u, 15)
con valores para u = 2,4, ..., 14 y algunos valores de ¢ (1 < ¢ < 20) se muestra
en la tabla siguiente:

t u=2 u=4 u=6 u==8 u=10 u=12 u=14

1 .0992089 0477223 .021988 00982345  .00428748  .00183713  .000775465
.0992089 .0477223 .021988 .00982345 .00428748 .00183713 .000775465

3 0536112 0367767 .0225387 .0128665 00698729  .00365437 00122924
.0536112 .0367767 .0225387 .0128665 .00698729 .00365437 .00205558

.0343306 .0281508 .0200797 .0131337 00808344  .00446746 .00143502
.0343306 .0281508 .0200797 .0131337 .00808344 .00483366 .00328438

ot

7 .0242688 0221648 0174287 .0124846 00825098  .00465627 .00146509
.0242688 .0221648 .0174287 .0124846 .00840521 .00564056 .00432328

10 .0161408 .0162937 .0140943 .0109695 00762884  .00436701 .00135496
.0161408 .0162937 .0140979 .0111105 .00835583 .00641418 .00548921

13 .0116891 .0125593 0114915 .009327 .00664091 .0038251 .00117959
.0116891 .0125676 .0116107 .00986375 .00811875 .00685692 .00625548

16 .00894016  .00997513  .00941437  .00780728 .005623 00324837 .000998819
.00895055 .0100719 .009811 .00888084 .00785452 .00709052 .00672587

20 .00656747 .00752148  .00724382  .00608868  .00441597  .00255562 .00078443
.00668229 .0079008 .00817003 .00792384 .00752261 .00719722 .00704116

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)
De igual manera se presentan los gréficos para las funciones de densidad
para el tiempo de ruina sin pago de dividendos (linea solida) y la densidad
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del tiempo de ruina con b = 15 (linea discontinua) para los valores de
u = 8,10, 12,14 de arriba hacia abajo con ¢ = 1,1

ooz

aotab S N ci.6.15)

(1,10, 15)
211,12, 18)
----- Z[e, 14, 18)

0.002 -

— £[t,8,15)
£lt, 10, 15]
£t 12, 15]
— Et,14,18)

0.006

0.004 -

0.002 ¢

Se puede apreciar un pequeno salto en la gréfica de £(t;u,15) para el caso
en el que se toma el valor de u = 14

Se procedera ahora a ilustrar algunos casos tales como el ejemplo anterior
donde para £(t;u,15) se presentan saltos por lo que se daran las tablas de
dichos casos y las gréficas para ((t;u,15) las cuales son continuas. Siguiendo
con la distribuciéon de Bohman en los dos siguientes ejemplos tenemos:

para s = 5 se tiene my = 1, my = 26 y ms = 1086 y pardmetros A = 227

32761
S 13 % 18Tl . L
a = {35y ¢ = 15 la tabla de valores y gréficos de la aproximacién para
c

= 1,1 y los mismos valores que en el caso anterior son:
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u=2 u=4 u=6 u=8 u=10 u=12 u=14
.0510471 .0446412 .0390375 .0341357 .029848 .0260978 .00146268
.0510471 .0446412 .0390375 .0341357 .029848 .0260978 .0228695
3 .0399989 .0356338 .031733 0282488 10251383 .00366681 .00103047
.0399989 .0356338 .031733 .0282488 .0251383 .0224979 .0225422
.0319348 .0289529 .0262237 .02373 .00506643 .00257489 .000720906
.0319348 .0289529 .0262237 .02373 .0216515 .0217973 .0218881
7 .0259526 10239165 .0220016 .00582412  .00353833 .00178906 .000497097
.0259526 .0239165 .0220016 .0204482 .0207284 .0209417 .0210575
10 .0196029 .0184668 .00503982  .00333236  .00199949  .000993396  .000269341
.0196029 .0184668 .018448 .0189182 .0192905 .0195468 .0196769
13 .00550333 .00398871  .00275718  .00178195  .00103589 .00049224 .000125118
0155977 .0163367 .0169753 .0174969 .0178912 .0181532 .0182828
16 .00288269 .00202965  .00134822 .000824492 .000443536 .000189935 .0000464566
.0142592 .0150352 .0156845 .0162014 .0165845 .0168351 .0169575
20  .0011084 .000731971 .000449768 .000255367 .000139134 .0000651865 .0000168193
.0128145 .0135558 .0141652 .0146438 .0149948 .0152229 .015334

~

—_

ot

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)

Funcién de densidad del tiempo de ruina con b = 15 (linea discontinua)
para los valores de u = 8,10, 12, 14 de arriba hacia abajo con ¢ = 1,1

¢it, 8, 15)
Zit, 10, 15)
Zit, 12, 15)
cit, 14, 15)

0.020 -

Siguiendo con el ejemplo, tomando s = 6,496012, con momentos m; = 1,
my = 43,1982 y my = 2922.72 y pardmetros A = 0,0424654, a = 0,0443404
y ¢ = 1,05771, de igual manera para los mismos valores de ¢ y u la tabla y
graficas se presentan a continuacion

Aproximacién a la funciéon de densidad de probabilidad &(t;u,15) y
¢(t;u, 15) con valores para u = 2,4, ..., 14 y algunos valores de t (1 <t < 20)
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t u=2 u=4 u=>6 u=8 u=10 u=12 u=14

1 .0357089 .0328015 .0301305 .0276769 0254229 .0233523 .000540698
.0357089 .0328015 .0301305 .0276769 .0254229 .0233523 .0215037

3 .0303287 .0280667 0259718 .0240318 .0222354 .00138809 .000399503
.0303287 .0280667 .0259718 .0240318 .0222354 .020719 .0207799

5 .0259602 .0241988 .0225532 .0210161 .00196512 .0010155 .000289231
.0259602 .0241988 .0225532 .0210161 .0198051 .0199331 .0199988
7 .0223905 .0210186 .0197247 .00231608 00141968 000724245 .000202962
.0223905 .0210186 .0197247  .0187928 .0189909 .0191254 .0191932
10 .018183 0172416 .00207948 .0013683 000815687  .000401443 .00010728
.018183 .0172416 .0173069  .0175784 017783 .0179191 .0179867
13 .00237242  .00168348  .00113531  .000711413  .000396702  .000177371  .0000408364
.0154121 .0158173 .0161556 .0164253 .0166258 0167577 .0168225
16 .00122964 .000819873 .000507068 .000280002 .00012831  .0000424499  9.40996%10~°
.0143663 .0147628 .0150903 .0153489 .0155395 .0156642 .0157251
20 .000422144 .000241193 .00012046 .0000530064 .0000267602 .0000119206 2.92288*10~6
.0131147 .0134853 .0137891 .0140274 .0142024 .0143164 .0143722

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)

0030+

it 12, 18)

0.0z0

Ejemplo 3.3: Ahora se toma otra mezcla de exponenciales como
distribucién del monto de reclamacién individual, distribucién discutida por
Wikstad [15], la cual tiene la forma P(z) = 1 — 0,0039790¢ 0014631z _
0,1078392%:1902062() 8881815754588~ > (. Para la cual los momentos
my; = 0,999977, my = 43,1954 y m3 = 7716,66, tomado ¢ = 1,1, los

parametros para la aplicacién del método de De Vylder son X = 0,00609068,
a = 0,016793 y ¢ = 0,462713, con lo que se obtienen la tabla y gréficas
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t u=2 u=4 u=>6 u=8 u=10 u=12 u=14
1 .00580976 .00561903 .00543455 .00525613 .00508357 .00491667 .00475526
.00580976 .00561903 .00543455 .00525613 .00508357 .00491667 .00475526
3 .0056543 .0054709 .00529345 .00512176 .00495563 .00479489 .0000144288
.0056543 .0054709 .00529345 .00512176 .00495563 .00479489 .00466951
5 .00550404 .00532769 .00515699 .00499175 .00483181 .00467699 .0000131379
.00550404 .00532769 .00515699 .00499175 .00483181 .00467699 .00462671
7 .00535878 .0051892 .00502498 .00486596 .00471196 .000039851  .0000119061
.00535878 .0051892 .00502498 .00486596 .00471196 .00458099 .0045841
10 .00514987 .00498995 .00483499 .00468483 .00453932  .0000343326  .0000101638
.00514987 .00498995 .00483499 .00468483 .00453932 .00451753 .00452062
13 .0049512 .00480038 .00465413 00451233 .0000549252 .0000291904 8.54068*10~6
.0049512 .00480038 .00465413 .00451233 .00444845 .00445463 .0044577
16 .00476221 .00461995 .00448192 .0000737018 .0000464957 .0000244002 7.02893*10~6
.00476221 .00461995 .00448192 .00437694 .00438622 .00439235 .00439538
20  .00452436 00439276  .0000856756  .000058408 .0000361483 .0000185217 5.17422*106
.00452436 .00439276 .00428278 .00429512 .00430429 .00431034 .00431333
Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)
----- £it,8,15)
Zit, 10,15}
e it 12,15)
----- Zit, 14,15)

se tiene una distribucién tipo Pareto(4,3) asi P(z) = 1 — (

Ejemplo 3.4: Finalmente se ilustra el caso en el que dos distribuciones
tienen los mismos valores para los tres primeros momentos, en este caso

3+

)4 y una

distribucién lognormal con parametros p = —% y 0 = log3 y P(x) =

P (log%), donde ® denota la funcién de distribucion normal estandar, en
ambos casos los momentos obtenidos son m; = 1, me = 3 y mg = 27, lo que
hace que tanto la distribucién Pareto (4,3) como la lognormal, en este caso,
tengan los mismos valores de la aproximacion por el método de De Vylder

1

con parametros \ = %, a=zyc= % yc=1,1.

3
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Como en los ejemplos anteriores la tabla y graficas de las densidades son
las siguientes:

t u=2 u=4 u=6 u=8 u=10 u=12 u=14
0671467 .0381876 .0216174 .0121871 .00684547  .00383247  .00213926
.0671467 .0381876 .0216174 .0121871 .00684547 .00383247 .00213926
3 .0443396 0295752 0192377 0122747 .00771288 00478612 .00155888
.0443396  .0295752 .0192377 .0122747 .00771288 .00478612 .00318776
5 .0315487 .0235944 .016874 .0116882 .00790268 .0052421 .00144731
.0315487 .0235944 .016874 .0116882 .00790268 .0052421 .00408193
7 .0237376 0193021 .0147927 .0108829 00776775 .00437173 .00131182
.0237376  .0193021 .0147927 .0108829 .00776775 .00565485 .00476379
10 .0167016 .0148378 0122541 .00963421 .00669307 00372656 .00110653
.0167016 .0148378 .0122541 .00963421 .00742679 .00606351 .00548065
13 .0125203 .0118237 .0103003 .00815683  .00562224 .0031168 .00092132
.0125203 .0118237 .0103003 .00855812 .00716518 .00629722 .00593028
16 .00981209 .00968682 .00859932 .00678542 .00467354 00258599  .000762985
.00981209 .00968682 .00880764 .00777934 .00693654 .00641272 .00619521
20 .00744766 .00751948 .00667514  .00527361 .00363056 .00200703  .000591705
.00744766 .00770461 .00744996 .00703439 .00667047 .00644561 .0063577

—

Sin negrilla £(t;u,15), negrilla {(¢; u, 15)

oozp -7 i

0.010

""" cit, 8, 15)
Cit, 10, 15)
2(4,12,15)
i, 14, 15)

ooozf .




CAPITULO 4

Conclusiones

En la teoria del riesgo, en especial en la teoria de la ruina, muchas de las
expresiones explicitas halladas, ya sea en términos de valores cuantitativos
o probabilidad, para las diversas variables sobre las que se han hecho
estudios han sido para una distribucién del monto de reclamacion de
tipo exponencial, lo que ha generado que diversos investigadores procuren
encontrar aproximaciones para diversos tipos de distribuciones del monto de
reclamacion individual, entre ellas una de las mas conocidas, por su sencilla
aplicacion, es la aproximacion planteada por De Vylder en 1978.

En diversos trabajos se ha encontrado que el método de aproximacién de
De Vylder es buena en especial cuando la funcién generadora de momentos
existe para la distribucién del monto de reclamacion, este trabajo en su
capitulo 3 se desarrolld bajo este supuesto ya que no se encuentra hasta el
momento, punto de comparacion.

La aproximacién muestra que la funcién de densidad de probabilidad del
tiempo de ruina bajo una estrategia de dividendos constante, sin pago de
estos, tiene saltos.

El andlisis hecho en [10] S. Li and Y. Lu estimula nuevas investigaciones,
tal como la obtenciéon de la funcién de densidad del tiempo de la ruina para
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el modelo de riesgo clasico, con una estrategia de pago de dividendos umbral,
haciendo uso de las técnicas y resultados del articulo base asi como lo sugieren
los mismos autores.
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