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Resumen

Un elemento finito lineal con seccién transversal constante puede adoptar cual-
quier orientacién en el plano y sus extremos o nodos lo ligan al resto de los
elementos. La energfa cinética (T") y potencial (V) de un elemento eléstico
dindmico son el basamento en la implementacién del principio de Hamilton
para la definicién de un elemento finito. La definicién de la energia cinética
y potencial es el primer paso para la formulacién variacional preliminar a la
enunciacién por elementos finitos que se utiliza para resolver, digase, los pro-
blemas de mecanismos que se mueven en el plano utilizando la ecuacién de
Hamilton. El objetivo general consistié en definir la ecuacién del movimiento
de un elemento finito lineal plano eldstico dindmico utilizando la ecuacién de
Hamilton, a partir de la lagrangiana (T-V) obtenida con el uso de un poli-
nomio de quinto y uno de primer grados, con ocho grados de libertad, cuatro
en cada nodo, que representaron las deformaciones: axial (u(z)), transversal
(w(z)), pendiente ((dw(z)/dx)) y curvatura ((d*w(z)/dz?)). La deformacién
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Ecuacién del movimiento de un elemento finito lineal plano eldstico dindmico con ocho

grados de libertad

debido al cizalleo transversal, insignificante comparado con la deformacién fle-
xional y la axial, la inercia rotatoria y las fuerzas friccionales en las uniones,
fueron desestimadas con el fin de producir un elemento amigo. Los objetivos
especificos fueron producir: (a) la matriz de masa de traslacién [Mp], (b) la
matriz giroscépica de traslacién [Ap], (c) la matriz de rigidez total de tras-
lacién [Kpl, y (d) el vector de deformacién (S). Como resultado se forjé la
ecuacién del movimiento de un elemento finito lineal plano eldstico dindmico

[Mp](8) — 20[Ap]($) + {[K] — 6°[Mp] — 6[Ap]}(S) = (Q).

Se concluyé que la ecuacién obtenida variacionalmente con la aplicacién del
principio de Hamilton es un modelo cuyo procedimiento puede ser utilizado
cuando se requiera aumentar el nimero de grados de libertad del modelo.

Palabras claves: principio de Hamilton, elemento finito lineal plano elasti-
co dindmico, mecanismos eldsticos de cuatro barras, lagrangiana, matriz de
masas, matriz de rigideces y matriz giroscépica.

Resumo
Um elemento finito linear com sec¢ao atravessada constante, pode adotar qual-
quer orientagdo em seu plano, e seus extremos os ligam aos restos dos elemen-
tos. A energia cinética (T") e potencial (V) de um elemento eldstico dindmico
é o0 s6 é baseado do principio de Hamilton para a definigdo de um elemento
finito. A definicdo da energia cinética e potencial é o primeiro passo para
a formulagdo variacional preliminar para a enunciagdo para elementos finitos
que é usado para resolver, diga, os problemas de mecanismos que se mudam
o usando plano a equagdo de Hamilton. O objetivo geral consistiu em defi-
nir a equacao de movimento de um elemento plano eldstico dindmico linear
finito que usa a equagdo de Hamilton a partir da grangiana (T'— V') por meio
de um quinto e primeiro polinémios de grau, com oito graus de liberdade,
quatro em cada nodo que representou as deformagoes: axial (u(z)), atravesse
(w(z)), rampa ((dw(z)/dx)) e dobra ((d*w(x)/dz?)). A deformacio devido a
tosquiar através, insignificante com respeito a flexional e deformagdes axiais,
a inércia rotatdria e as forgas friccionais nos nodos, foram desestimadas com
o fim da produgdo de um elemento amigavel. Os objetivos especificos eram
acontecer: (a) a matriz de mesma translac¢do [Mp], (b) a matriz giroscépia de
translagdo [Ap], (¢) a matriz de rigidez total de translagao [Kp], y (d) o vetor
de deformacao (S). Como resultado se forjou a equagao do movimento d eum
elemento finito linear plano eldstico dinamico

[Mp](S) — 26[Ap](S) + {[K] — 6*[Mp] - 6[Ap]}(S) = (Q)-
Se concluiu que a equag@o aplicdvel, cujo procedimento pode ser utilizado
quando se requer aumentar o nimero de graus de liberdade.

Palavras chaves: principio de Hamilton, elemento finito lineal plano elastico
dinamico, mecanismos elasticos de quatro barras, grangiana, matriz de massas,
matriz de rigidez e matriz giroscépica.
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Abstract

A lineal finite element with constant traverse section, it can adopt any orien-
tation in the plane, and their ends or nodes tie it to the rest of the elements.
The kinetic energy (T") and potential (V) of a dynamic elastic element are the
basement in the implementation of the Hamilton principle for the definition of
a finite element. The definition of the kinetic energy and potential is the first
step for the preliminary variational formulation to the enunciation for finite
elements that it is used to solve, say, the problems of mechanisms that move
in the plane using the Hamilton equation. The general objective consisted
on defining the equation of the movement of a finite lineal dynamic elastic
plane element using the equation of Hamilton, starting from the lagrangiana
(T — V) obtained with the use of a polynomial of fifth and first degree, with
eight degrees of freedom, four in each node that represented the deformations:
axial (u(z)), traverse (w(z)), slope ((dw(z)/dz)) and bend ((d*w(z)/dxz?)).
The deformation due to traverse shearing, insignificant with respect to flex-
ional and axial deformations, the rotational inertia and the frictional forces in
the nodes, were underrated with the purpose of producing a friendly element.
The specific objectives were to take place: (a) the translational mass matrix
[Mp], (b) the translational gyroscopic matrix [Ap], (¢) the translational total
rigidity matrix [Kp], and (d) the deformation vector (S). As a result the
movement equation of a finite lineal dynamic elastic plane element was forged

[Mp](S) — 26[Ap]($) + {[K] — 6*[Mp] — 6[AD]}(S) = (Q).

On concluded that the equation obtained variationally with the application of
the Hamilton Principle is the state—of-the—art pattern, and that the procedure
can be used when it is required to increase the number of the pattern freedom
degrees.

Key words: Hamilton principle, elastic dynamic planar element, four bar

planar mechanism, lagrangian, mass matrix, rigid matrix and gyroscopic ma-

trix.

1 Introduccion

Este método constituye un método numérico destinado a resolver, mediante
ecuaciones matriciales, las ecuaciones diferenciales que se plantean en sistemas
discretos. En el caso de sistemas continuos, el método consiste en discretizar
el dominio de interés en elementos finitos y resolver, mediante un funcional de
prueba o de aproximacién, la ecuaciéon que rige el sistema en cada elemento
finito para luego sumar todas las soluciones. El método de elemento finito es
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un método numérico que surgié como tal en los anos sesenta [1]. El método fue
propuesto en 1943, pero no fue hasta 1956 que se presentaron los primeros
resultados, y en 1960 se le llamé método de elemento finito [2]. A partir
de la aparicion del método del elemento finito en 1956, se utilizd la idea
de aproximar a las funciones a través de subregiones en que se divide la
regién original previamente seleccionadas, denominadas elementos finitos. El
concepto basico de este método es el de dividir el continuo en un nimero finito
de elementos, es decir, discretizar el continuo y resolver sobre cada uno de los
elementos las ecuaciones del sistema para después ensamblar la solucion total
[3]. Turner (1956), FR obtuvo las matrices de rigidez (armaduras y vigas).
Clough (1960) FR fue el primero en utilizar el término elementos finitos. En
1970 se crean las bases formales del método.

El célculo variacional es un area de la matematica cldsica con aplicacién
en las ciencias e ingenieria. Los primeros trabajos sobre el cdlculo variacional
fueron un intento para extender los conceptos de Newton y Leibniz al pro-
blema de encontrar un minimo de un funcional. Se observé que muchas de
las leyes que gobiernan el fenémeno de la naturaleza emanan del principio de
un recorrido minimo de tiempo entre dos puntos. El principio de Hamilton
(1805-1865) es uno de esos principios, el cual es considerado el punto de par-
tida de los acercamientos variacionales de mecéanica y establece la unién entre
las matematicas del cdlculo variacional y la fisica de los sistemas naturales.
El analisis y diseno de mecanismos con eslabones elasticos han sido investi-
gados por variadas metodologias. Los autores de [4] utilizaron el principio de
Hamilton con aplicacién de la ecuacién de Reissner [5] para obtener un ele-
mento finito basado en deformaciones para el andlisis dindmico de elementos
eldsticos planos. En [6] [7, 8, O, [10] 11l 12} 13| 14] utilizaron tanto el método
de fuerzas como el método de desplazamiento en la teoria de elementos finito
para el andlisis de estructuras y para modelar eslabones eldsticos. El méto-
do por el acercamiento de los parametros indicadores también fue utilizado
mostrando ser un método til [I5]. En [16] describieron, por un acercamiento
general, la derivacién de la ecuacion del movimiento de un mecanismo plano
a altas velocidades; los autores se basaron en el trabajo de muchos investiga-
dores y el método de elemento finito para desarrollar las matrices de masas y
rigideces con la aplicacién de la ecuaciéon de Lagrange en un eslabén elastico
con seis grados de libertad, tres por nodos representando la deformacion de
cada nodo: deformacién axial, deformacién transversal y rotacién; utilizaron
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un polinomio de primer grado para la deformacién axial y uno cubico para
describir la flexién y el desplazamiento transversal.

En la sintesis de mecanismos flexibles, en orden histérico, estan los tra-
bajos de Avilés, [10] [I7, [I8, 19]. Ellos generaron ecuaciones globales de me-
canismos con miembros axialmente rigidos. El procedimiento fue ilustrado al
emplear un mecanismo plano de cuatro barras con un elemento por barra; en
el proceso algebraico utilizaron un polinomio de quinto grado para un total de
tres grados de libertad por nodo: deformacién transversal, pendiente o rota-
cién y curvatura; generandose una matriz de 7x 7 al considerar la deformacion
axial constante. Saggere y Kota [20] emplearon, en su modelo, polinomios de
segundo y tercer grado para un elemento cortante para la sintesis de me-
canismos con uniones flexibles o de segmentos flexibles relativamente largos
aplicados a mecanismos de cuatro barras.

En este trabajo se consideraron cuatro grados de libertad por nodo con el
uso de un polinomio de quinto grado y uno de primer grado, lo cual produjo
matrices de 8 X 8 que, con uso del mismo procedimiento, podrian introducir
més variables. Se desestimaron la deformacién por cortante, inercia rotatoria
y las fuerzas friccionales. Los objetivos fueron: (a) presentar, a partir de la
energia cinética y potencial de un elemento plano eldstico dindmico, por apli-
cacién de la ecuacion de William Hamilton, con técnicas de elemento finito,
una ecuacion de movimiento de un elemento finito lineal dindmico elastico
con ocho grados de libertad conformados por dos polinomios, uno de quinto
grado para representar las deformaciones transversales y uno de primer grado
para representar las deformaciones axiales y (b) ilustrar el procedimiento de
aplicacion en un mecanismo de cuatro barras con uno y dos elementos por
barra.

2 Metodologia

La figura[ll muestra la idealizacién del elemento finito lineal eldstico dindmico
utilizado, en donde q1, g2, g3 ¥ g4 representan las deformaciones axial (u(x)),
transversal (w(x)), pendiente ((dw(z)/dx)) y curvatura ((d?w(x)/dxz?)), res-
pectivamente.

El problema variacional fue expuesto por lo que es conocido en mecanica
clasica como el principio de Hamilton. El sistema fue considerado conservador,
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Figura 1: elemento finito lineal elastico dindmico con ocho grados de libertad

es decir, cada fuerza que actia es derivable de un potencial. Permitase a T
representar la energia cinética total y V' la energia potencial. La lagrangiana
LF = (T-V) de un elemento finito plano eldstico dindmico con ocho grados
de libertad fue definido por [2I]. Los métodos variacionales transforman el
problema de integracion de una ecuacién diferencial por el de calcular el valor
extremal de un funcional. El funcional de la ecuacion diferencial se construye
de tal manera que al sustituir la funcién solucién de la ecuacién diferencial se
obtiene un valor extremal. El principio de William R. Hamilton por el cédlculo
variacional [4, 22, 23] establece que el movimiento actual que conecta dos
estados del sistema, digase en tiempo t; y t2, es el que minimiza la integral

l2y to
/(T —V)dt = /Lth.
t1 t1

El tipo general de la lagrangiana tiene la forma de
LF = L(Q1,Q2,... ’qn;q.l’q.%---’q.n;t)a

tiene un extremal

to

/La(LF)(Qh(D, <5 4n; (jl)(j2) e )qna t)dta

t1
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en donde O(LF') denota la variacién en LF de su valor en el movimiento actual
en el instante ¢ a su valor en el mismo instante en el camino recorrido. Del
trabajo de [2I] se conoce a T'y a V, entonces LF se obtiene por diferencia
igual a

LF = %m {Lﬁ + Ly? + L0 + lL?’éQ +2iy (E)T (S)
+(8) 181 (8) ~ 26 (s) [41(5) — 2i48(G)" () + 6%(5)"
1 200(E)T(S) + 2016(E)T(S) + 251 (G S) +20%(N (1)
+20(1)" ($) +6*(S)[BI(S) +20(5)" 4] ($) + (5) ( )}

- %(S)T[K](S) - %mg(le + Lsing).

Para poder aplicar el principio de Hamilton se tomé variacién (6) a ()
con respecto a la deformacion (5), ecuacién (@), obteniéndose

A(LF) = %m {2¢1(E)Ta (5)+ (S)T B9 ($) +o (S)T 8] (9)
— 2 (S)T [4]3(S) — 26 (S)T [4](S) — 24:,6(G)7a(S)
+62(9)T[M]O(S) + 6%8(S)T [M](S) + 2010(E)TA(S)
+2(Q)70 (S) +20°(N)TO(S) + 26(L)T (S) @)
+6%(S)T[BIA(S) — 620(S)T[B]A(S) + 26(S)T[A]9 (S)
+2(0) a9)14) ($) + (8) 110 ($) +0(8) " [ (S)}
1 1

= 5(9)T[K12(S) = 50(5)" [K](S) -

Al sumar términos iguales y arreglo en (2)), se obtuvo
O(LF) = gm {zj:l(E)Ta (8) +2(3) B9 (5) ~ 20 (%) (Al0(5)
—20(8)7[A] a( ) —2i46(Q)"D (s) +262(8)" [M]8(S)
+ 20:10(E) " 9(S) + 241(G)7 0 ($) + 26°(W)7(S) (3)
+20(L)" ( ) +20%(5)T[BJ(S) + 26(S)T[A]9 (S)

120 ($)" a(s) +2(3) (1o (s)} — (S)T[K]A(S)
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Para poder aplicar el principio de Hamilton, los términos de (B]) con las va-
riaciones del tipo 0 (S) tuvieron que ser transformados a 9(S). Para lograrlo

se aplicé integracién por partes [24] 25]; utilizando (4))

d[ (W) (v)] /dt = d[(w) (v)] /dt + ()" [d(v)/dt], 6
d[ (W) (v)] /dt = [d(u)" /dt] (v) = ()" [d(v)/dt] .

Que por integracion se obtiene
[ [ @w/an] it = @) - [ a@ @y a. @

Se realizaron un total de siete trasformaciones, que no se anadieron, con ()
a los términos de (@) con d (S ), transformandolos a d(S). Luego, aplicando

el principio de Hamilton se obtuvo:

/26(LF)dt - /2 {% <2¢1(E)Ta (5) +2 (S)T (B]o (S) 26 (S)T [A]8(S)

ty

—20(8)"[A] a( )—ma A(S) + 262(8)"[M]A(S) + 251 0(E)T9(S)
+20(C ( )+ S) + 26(L) 8(S)+202(5)T[B]8(S)
+20(5)71410 () +2 ( ) (S) + 2 (S)T[M]a (s)> - (S)T[K]a(S)}dt.

ta ta

/ S(LF)dt = / {%m <72:’v'1(E)T8 (S) -2 (S)T (BJO(S) — 26 (S)T [419(S)

+20(S)"1A]79(S) + 26 (s) [A]T8(S) — 2210%(G)T(S) + 20 (S)T[M]d(S)
+2§10(E)"0(S) — 2ij1(G)TA(S) + 26°(N)T9(5S) ,25( )7 o(S)

T

+26%(8)7[BlA(S) — 26(S)"[A]A(S) — 26 (s

120 ($)" 1410(5) 2 (3)" (ma(s )> ()" [K]o(s )}
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Ordenando

ta ta

/6(LF)dt = / {%m <—25r31(E)T _9 (S)T [B] — 26 (S)T [A] +26 ()" [A]"

ty ty

+20 (s) [A]" — 2316%(G)T + 26%(S)T[M] + 251 6(E)" — 251 (G)"
+202(N)T = 20(L)T + 26°(S)7[B] — 20(8)T[A] — 26 (S)T [A]
+20 (S)T [A] -2 (s)T [M]) - (S)T[K]} dt.
Aplicando la integral de Hamilton
—mi(B)T —m (S)T (B] — mf (S)T [A] + mb(S)T[A]T + md (S)T (A — mi(G)T

+mb?(8)" [M] + min8(E)" — mi ()" +mb® — mb(L)" +mé*(S)"[B]
—m(S)[A] ~md ($)" 14+ mb (3)" (4] —m (8)" [(M] ~ ($)T[K] = 0.

Primer ordenamiento
m (8)" )+ m (8)" (B4 md (8)" 14— mé (3)" [AI" +mb (3)" 4]

—mf (S)T [A]T — mb(9)T[A]" — mb2(8)T [M] — mb*(S)T[B] + mb(S)T[A]
+(S)K]) = min0(E)" —mir(E)" — mii0(G)" — miji (G)" +mb*(N)" —md(L)".

Segundo ordenamiento
(8)" {mi)+ miB)y + (3) {mbL) — mélAT + mblA)] — méfA]"}

+(8)" {[K] = milA)" = m0*[M] = m6?[B] + milA]} = mind(E)" (6)
—mir (E)" —mir0(G)" — mijn(G)" +mb*(N)" —mb(L)".

En el proceso matematico las transformaciones se hicieron considerando
que las deformaciones son pequenas y los cambios a coordenadas globales se
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llevaron a cabo, utilizando la matriz

cos(f) —sin(@) 0 0O 0 0 00
sin(f) cos(d) 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 00
0 0 01 0 0 0 0
0 0 0 0 cos() —sin(d) 0 O
0 0 0 0 sin(#) cos(d) 0 O
0 0 00 0 0 1 0
0 0 00 0 0 01

3 Resultados y discusiones

Introduciendo en (@) las substituciones:

[Mp] = m[M] +m[B],
[Ap] = m[A] — m[A]",
[Kp] = [K] - 6°[Mp] + 6[Ap],
(@7 = minb(E)" — mi(B)" — ma1(G)" — mij(G)" +mb*(N)" —mb(L)",
resulté
(§>T [Mp] + (S>T29[AD] + (S)T[KD] — (Q)T. (7)

Finalmente, tomando transpuesta en (), se forjé la ecuacién del movi-
miento de un elemento finito lineal plano elastico dinamico

(Mp] (8) = 20[4p] ($) + [KD)(S) = (@) ®)

Al reemplazar [Kp] = [K] — 62[Mp] — 6[Ap] en &), se obtuvo

[Mp)] (s) — 20[Ap] (s) n {[K] — *[Mp] — e[AD]} () = (Q).

La matriz [Mp], anexo [, se le definié como la matriz de masa de tras-
lacién; la matriz [Ap], anexo [Bl como la matriz giroscépica de traslacion; la
matriz [Kp], anexo 5 como la matriz de rigidez total de traslacion; y el vector
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(S), ver (@), representa el vector deformacién. En el modelo presentado por
[19] utilizaron un polinomio de quinto grado para un total de tres grados de
libertad por nodo: deformacién transversal, pendiente o rotaciéon y curvatura,
generandose una matriz de 6 x 6, y al introducir como constante la deforma-
cién axial generaron matrices de 7 x 7. El avance de este trabajo consistié en
introducir la deformacién axial como variable y para ello se utilizaron dos
polinomios: uno de quinto grado para representar las deformaciones transver-
sales y uno de primer grado para representar las deformaciones axiales, que
generaron matrices de 8 x 8. Este procedimiento permitiria introducir otras
variables al utilizar mayores o méas polinomios.

Por ejemplo, en la aplicacién del elemento definido, la figura Pl muestra un
mecanismo de cuatro barras idealizado con uno y dos elementos por barra.
Un total de 20 y 48 incégnitas. Al mecanismo de dos elementos por eslabon
se reducirfan las incégnitas al aplicar las condiciones de bordes.

Figura 2: mecanismo de cuatro barra idealizada con uno y dos elementos finitos por
barra. A los soportes se le aplicaron condiciones de bordes
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4 Conclusiones

Por via geométrica y algebraica, a partir de la energia cinética y potencial
producto de dos polinomios representando ocho grados de libertad, se defi-
nié variacionalmente, con la aplicacion del principio de Hamilton, la ecuacién
de movimiento de un elemento finito lineal plano elastico dindmico. El modelo
podria ser aplicado considerando uno o mas elementos por eslabones de un
mecanismo.

Con la metodologia utilizada se podrian definir modelos con un mayor
numero de grados de libertad, representando asi otras deformaciones y con la
posibilidad de definir un elemento espacial para el anélisis de mecanismos en
tres dimensiones.

5 Anexos

A:E—A—HZ—LmB:M—LmD:&LZm :0_L3mF:E_A+02_Lm
L 3 14 210 210 L 6
I %m I 40L2m I 0_L3m K- 120E7 18102Lm
7 105 208 7Ls 462
; _ G0BI 3110'2L2m _3EI 28192L3m _ 12081 N 250'2Lm
7L2 4620 7L 55440 7L3 231
p_ G0EI N 1510'2L2m _3BI N 1810'2L3m _ 19281 529’2L3m
7L2 4620 7L 55440 35L 3465
g UBL 239’2L4m y_ 108EI 1992L3m , _ AEI N 139’2L4m
35 18480 35L 1980 35 13860
12715 12715
K = % + 092[(1) m Y = % — fl(i%Sm C =cos(f) S =sen(h).
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Ecuacién del movimiento de un elemento finito lineal plano eldstico dindmico con ocho

grados de libertad

Q1 Unidad de longitud
q2 Unidad de longitud
qs3 Radianes
(S) = g4 | Radianes/unidad de longitud ()
qs Unidad de longitud
s Unidad de longitud
q7 Radianes

gs/ Radianes/unidad de longitud .
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