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Resumen

En este articulo se propone encontrar una solucién aproximada para problemas
de valor en la frontera y problemas de valor inicial de un sistema diferencial
utilizando el método de los desarrollos de Fer.

Palabras claves: ecuaciones diferenciales, problemas de valor inicial, solucién
aproximada, desarrollos de Fer.

Resumo

Neste artigo propomos-nos encontrar uma solugéo aproximada para problemas
de valor na fronteira e problemas de valor inicial de um sistema diferencial
utilizando o método dos desenvolvimentos de Fer.

Palavras chaves: equacgdes diferenciais, problemas do valor inicial, solucéo
aproximada, desenvolvimentos de Fer.
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Abstract

In this paper we propose to find an approximate solution to boundary value
problems and initial value differential system problems using the method of
Fer developments.

Key words: differential equations, problems of initial value, approximate

solution, developments of Fer.

1 Introduccién

El problema de encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales
con coeficientes matriciales aparece en la formulacién de modelos matematicos
de diversos problemas tecnoldgicos.

En este articulo se utilizard el método de los desarrollos de Fer para en-
contrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales.

Los desarrollos de Fer fueron obtenidos originalmente en la década del
50 para la soluciéon de ecuaciones diferenciales lineales no auténomas. En
estudios posteriores se aplicaron para la resoluciéon de la ecuacién diferencial
de un operador lineal A(t) en mecdnica cudntica y la ecuacién diferencial
correspondiente al operador no lineal en mecanica clasica.

El método en mencién tiene la ventaja de exigir un minimo de condiciones
a los coeficientes matriciales, tan solo se exige continuidad en ellos, frente
a otros métodos que exigen condiciones mucho mas fuertes, tales como la
diferenciabilidad y la analiticidad, entre otros. Con respecto a las desventajas
que puede presentar el método, se destaca el elevado costo computacional,
debido a la presencia de funciones exponenciales matriciales.

En este articulo se considerard el problema mixto

e ):A(t)um(x t) O<z<p, t>0 (1)
u(0,t) = u(p,t) = t>0 (2)
u(z,0) = f(x) 0<z<p, (3)

donde u(uy,ug,...,u,)y f(x) son vectores de C" y A(t) es una matriz en C"™*"
cuyas entradas son funciones continuas y ademds existe un nimero positivo
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¢ tal que para todo valor propio z de la matriz

1
3 [A(t) + A"(t)]  se verifica que 2z >4, (4)

donde A (t) denota la transpuesta conjugada de la matriz A(t).

A través de este trabajo, el conjunto de todos los valores propios de una
matriz A se denotard por o(A) y el radio espectral de A, denotado por p(A),
es el méximo del conjunto {|z|;z € o(A)}

Se denotara por || Al la 2-norma de A:

A
) = sup 1221

= méx{|w|%; w e O'(AHA)} ,
y#0 [[Yll2

donde para un vector y € C, ||y|l2 = (v y)% es la norma euclidea usual.

De acuerdo con [l], pagina 110], la norma logaritmica estd dada por

, I +hA| -1
A) = lim ———L —
p(4) = lim T,

donde I es la matriz identidad.

Ademids, la norma logaritmica cumple las siguientes propiedades

u(A) < [l A]l
o u(aA) =au(A) para « >0

e (A) > Re(z) para todo valor propio z de A

u(A) = méx {w; w e U(#)} .

2 Solucidén en series infinitas

Usando el método de separacion de variables clasico, una candidata a la so-
lucién en serie del problema ([[)—(f), es de la forma

u(z,t) = TiTn(t) sin (@> :

b
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donde T,,(t) es la solucién del problema

T(0) = | - (%”)ZA@)

T,(0)=C,, t>0,

T(t) ()

y C), es el enésimo coeficiente de la serie de Fourier para f(z),
9 [P
Cn——/ f(x)sin(@)dx n>l1.
P Jo p

Considérese la sucesion {u, (x,t)}n>1 definida por

nmx

un(x,t) = T, (t) sin (—) .
p
Es de notar que u,(0,t) = u,(p,t) =0,t >0y para0 <z <p

sin (W) =0,
p

donde u,, = uy,(z,t). La solucién exacta T,,(t) de ([J) no es conocida, ademds
de [, se sigue que

ou, &%u,

A2 =

T'(¢) + (T)QA(t)Tn(t)

b

2t
||Tn<t>||<||cnuexp[<%) / u(A(s))ds], £>0.

Lo anterior se puede resumir en el teorema

Teorema 2.1. Dado el problema ([)~(B), donde A(t) € C™" es una fun-
cion continua para todo t > 0 tal que se cumple la condicion () y sea f(x)
una funcion continua en [0,p] tal que f(0) = f(p) = 0 y cada una de sus
componentes f; para 1 < j < r satisface una de las dos condiciones:

1. fj(x)es localmente de variacion acotada en algin punto x € [0,p],

2. fij(xz) admite una derivada (f;-)R(x) y (f;-)L(x), donde (f]’)R(x) re-
presentan las derivadas por la izquierda y la derecha en todo punto
z € [0, p].
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Entonces la funcion u(z,t) definida por
u(z,t) = ZTn(t) sin (@)
n>1 p

es solucion del problema ([[)—(f).

Obsérvese que la solucién del problema vectorial se puede escribir de la
forma

T,(t) = Uy, (t)C, (6)

donde U, (t) es la solucién del problema

UL(t) = [— (%)QA@)

Un(0) = 1.

Un(t) (7)

Para encontrar una solucién aproximada a T,(t), se utilizard el desarrollo
de Fer y de esta forma se tendra una soluciéon aproximada para el problema

@-@-

Antes de abordar este trabajo, se considerd el siguiente teorema y algunos
otros resultados.

Teorema 2.2. Bajo la hipétesis ({]), sea

H
alag,a1) = mz’n{z €Eo (w) ,a0 < t < al},

entonces la solucion V (t) del problema
VI(t) = [-XNABD] V() V(a)=Vo ar<t<a, A>0

satisface

V@) < [ Vollexp [~(t — ao)N*a(a, a1)]

con ag <t <ag.
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Demostracion. Por [[ll], se sabe que

t
IVl < [Vl exp [ / u(—m(s))ds} C a<t<an
ag

Sea 7 cualquier valor propio de
entonces

Como A\? > 0, entonces

H H
_)\2Tméx (%) <7< _)\27—m1'n (u) 5

en consecuencia
u(—)\QA(s)) < —)\2a(a0,a1) ap < s<ay,

por lo tanto

Vol < vallewp | [ t(—va(ao,al))ds]

ao
V@) < [Vollexp [~ (t — ao)A\*alag,a1)]  ag <t <ar.
|

Se sabe que por ser integrable, en el sentido de Riemann—Lebesgue, ver
[H], existe una constante M tal que ||Cy| < M, n > 1. Aplicando el teorema
.2, la solucién de (H) satisface

2
HTn(t)” < MeXp[—to (%) Oé(O,tl)] O<top<t<tr. (8)

Ahora, dado € > 0, se estd interesado en determinar ng tal que

3" T()sin (@) < % 9)

n>ng p
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con (z,t) € D(ty,t1), siendo
D(to,tl):{(Cc,t)/0<$<p,0<t0<t<t1}. (10)

De (B) se considera que

3 exp [—to (%)Qa(o,tl)] < /: exp [—to ( (0, ] d

n>no
— —p(Ot)erfc< \/tooz()tl)
s U1

2/ Tty
donde

erfe(t) \/_/ e~ dx

es la funcién de error complementaria. Luego, a partir de (f]), se tiene que

Z 1T ()] < M—p()tl) fc( toa(0, t1)>

n>no 7Tt00¢( s

Tomando el primer entero positivo ng tal que

nim Wtoa(o,tl)
erfe toar(0,t > _ 11
(2 Va0 o (1)
la desigualdad (f]) se tiene
no
u(z,t) — ZTn(t) sin (@) < % con (z,t) € D(to,t1)- (12)
p
n=1

Con los desarrollos anteriores, se puede establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Sea A(t) una funcién continua en C™*" tal que se cumple la
condicion ([). Sea f(z) continua en [0,p] con f(0) = f(p) =0 y tal que cada
una de las componentes f; de f(x) satisface una de las condiciones dadas en
el teorema B4 Ademds sea t1 > to > 0, € > 0 y sea D(to,t1) definido como
en ([Q). Si u(x,t) es la solucion exacta del problema ([I)-(), definida en el
teorema @ y ng es el primer entero positivo que satisface (), entonces

ZT " (mrx)

p

es una aprozimacién que satisface ([[J).
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3 Solucion aproximada

El interés de los autores radica en encontrar una solucién aproximada al pro-
blema () mediante desarrollos de Fer en el intervalo [ty,#;]. Para garantizar
la convergencia del método, se divide el intervalo en pequenos subintervalos
donde el algoritmo de Fer sea convergente.

Dado € > 0,0 < tg < t1 y ng dado por el teorema P.3), se trata de encontrar
el orden m de la aproximacién de Fer T)"(¢) a la solucién exacta T),(t) del
problema (f) tal que

€
IT.(6) =T (0] < 5
donde 0 <ty <t <t1, 1 <n < ng.

Considérese una particién 0 = hy < hy < --- < hy = t1 donde h; = jh
y Nh = t; con h > 0, entonces en cada uno de los subintervalos se aplica el
método de Fer a ([]). De esta manera se puede escribir

T, (t) = Up(t,0)Cy
nm 2
— (X)) a@
() a0
Un(hj, h]) =1 hj <t < hj+l
Un(t,0) = Up(t, hi)Un(hiy hi—1) ... Un(h,0), h; <t < hjyr.

Un(t, hj) (13)

Ahora, se trata entonces de encontrar una solucién aproximada U,*(t) para
el problema ([[J) por medio de los desarrollos de Fer.

Considérese la notacion
Un(t, hy) = Unj(t),  UR(t.hy) = U (1)
con 0<j<N -1, hj <t < hjy1 donde, por comodidad, se escribira

Unyj(hjs1) = Unj(h), U (hjer) = U ().

n?j
Asi, para h; <t < hiy1, 0 <7< N — 1, se tiene que

Up(t,0) — U™ (t,0) = Upni(t)Upni_1(R)...

)
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~Uno(h) — U“" tU 1< ) Ul (h)
- (U t)Un Uno(h)
+U (8) (Un Li(h) = U )
Un.ia(h) ... Upo(h) + - U,§7 (1)
U () (Un,z-fjm) U ()
Unsiej—1(h) ... Uno(R) + - + U (1)
OB (R) (Unolh) = US (1))

entonces
W(£,0) — U,gm>(t,0)H < Z ( U,gf?(t)H X% ‘ Ug;.lljﬂ(h)H (14)
|Uni-stny =05 H Ui a ()] % - % [Tno(B)]
con h; <t < hitr.
Por [, para hj <t < hjy1 se consigue que
[oim | < 1wns @l e [ . 1,)] (15)
ademas
i) = O 0| < W0 s @ BT 0 exo [0 (8 m )]
Por ([5) y ([[§) se tiene que 1o
i@ x o< ol || [Uni-st - 05w <

[Uni ()] > X NUn i jia (W) |Uni— (R nz ]( i—j+1,hi—j)
exp [Kff,’;)( t, hi) + Kf”) 1(hiyhioa) + - + Kfln:)](hifjJrlahifj)] . (17

Obsérvese que, por el teorema R.3, para 0 < ty <t < ¢4, se tiene que

nm 2
[Uni@) > x |Uno(8)]] < exp [—to (?) Oz(O,tl)] : (18)
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Por ([4)-([7) y (18) se sigue que

nm

a(t,0) = UL (£,0)|| < exp [—to (;)2 a(o,tl)]

Z nz ] hi— J+1, hi— J)exp [K( )(t h) +K1(1nz)](hi—j+lvhi—j)}v
(19)

donde h; <t < hip1, No=% <i<N-1.
Sea 0 < § < 1y seang dado en el teorema P.3, témese h > 0 y selecciénese
el entero positivo NV tal que

N a(tl) nom 2 _ t1
> tl 55 7 con h = N (20)

donde ¢ = 0,8604065 (ver [{]) y a(t;) = max|A(t)|, 0 <t < t, entonces

tomando

nm 2
_am ()
Op = 56 1<n<ng (21)

o) (32)

donde 6, < 9 y 0y, = d, se puede considerar

¢ nr\ 2
[ () ae
Jn p
con j, <t<(j+1h 0<j<N-1,1<n<ny.
Por (R1) y (BJ) se sigue que:

(0)(75 hi) < K\ )(hj+1a <

) K(O Kyt hy)
Kn,j (tv h])

(m) (m) K g(hjs1s hy
Kn,j (t7 hj) < KTL,] (hj+17 h]) = 5 - ¢ < 5n,m(§)7

nm

ds < KO, h;) =h [(—)2a(t1)] <6 (22)
n,J\" "] P n

§
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donde
Sam(€) = 0276, lim K" (t,h;) = 0. (23)

Bajo la hipétesis (RQ) v por (19) y () se sigue que

W(£,0) = U1, O)H

2
< exp [—to (%) oz((),tl)] dn.m(§)exp [0 Zej5nm

2 <z+1>6n,m<s> 1
nm e
= €exXp [_tO <?) a(O, tl)] 5n,m(§) exp [&L,m(f)] 65n,m(§) 1 (24)

conith<t(i+1)hy Ng<i<N -1
Obsérvese que si a > 0y z > 0, por el teorema del valor medio e** —1 =
aze® para algin s € (0,z). Por lo tanto, como e* — 1 > z, se tiene que

ar _ 1

et —1

<ae® <ae™ a>0, x>0, (25)
luego, por (4)) y (BF) se tiene que
2
|Ua(t.0) Ui (1, 0)|| < exp [—to (%”) a<o,t1>] x

S (€) (i + 1)eli+2onm (€)

y por (f) se sigue que

2
L,(t) - T 0| < G IN exp [—to (™) a<o,t1>]
X3 (€N ©

con 0 <tgp <t <t y1<n<ng.

Sea ahora p, la raiz unica de la ecuacion

2
exp [—to (%) oz((),tl)]
xe(NJrl)x —¢
2||Cy || Nng
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y sea m,, el primer entero positivo m tal que satisface
Pn
o (%)
In(d,,) ’

entonces
p

2" In(6,) < In <?n> ; Onm(§) = &ﬁm < Pn
|7utt) - T )| < o

con 0 <t <t y1l<n<ng. De esta forma bajo la hipdtesis () se tiene que

u(z,t) — f: T (¢) sin <@)

p

y en consecuencia
€

<e€ (l‘,t) € D(to,tl),

n=1

vedse [t], con lo cual se garantiza la convergencia del método.

Referencias

[1] T. M. Flett. [Differential Analysid, ISBN 9780521224208. Cambridge University
Press. Cambridge 1980. Referenciado en Referenciado en , ,

[2] P. Henrici. |[Discrete variable methods in_ordinary differential equations, ISBN
0471372242. John Wiley & Sons Inc, New York, 1962. Referenciado en

[3] Sergio Blanes Zamora. |[Estudio de la_evolucion de sistemas dindmicos cldsicos 1
[ cudnticos utilizando métodos algebraicod, Tesis doctoral Universidad de Valencia,

1998. Referenciado en [179,

4] E. Hairer, S. P. Norsset and G. Wanner. [Solving ordinary differential equationd
, ISBN 3540566708. Springer, 2009. Referenciado en

|182 Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165


http://www3.cambridge.org/uk/catalogue/catalogue.asp?isbn=9780521224208
http://www.amazon.com/Discrete-Variable-Ordinary-Differential-Equations/dp/0471372242
http://www.cibernetia.com/tesis_es/FISICA/FISICA_TEORICA/2
http://www.cibernetia.com/tesis_es/FISICA/FISICA_TEORICA/2
http://www.amazon.com/Solving-Ordinary-Differential-Equations-Computational/dp/3540566708
http://www.amazon.com/Solving-Ordinary-Differential-Equations-Computational/dp/3540566708
https://www.researchgate.net/publication/43693285

