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Introduccion

Las fibraciones localmente holomorfas han recibido mucha atencion recientemen-
te por la relacion intima entre el hecho de que una 4—variedad suave X admita
una estructura simpléctica y el hecho de que exista una fibracién localmente
holomorfa cuyo dominio sea X, ver [, 2].

Definicidén 1. Una fibracion localmente holomorfa es una funcién suave f : X —

¥, tal que:

1. f es sobreyectiva;

2. X (respectivamente ¥.) es una 4—variedad (respectivamente 2—variedad)
suave con frontera (posiblemente vacia) y que es compacta, orientada y
conexa;

3. f(intX) =int¥ y f(0X) = 0%;

4. f tiene un ndmero finito (posiblemente cero) de valores criticos
qi,---,qk, vy todos estan en intd;

5. f es localmente holomorfa, es decir, para cada p € intX existen cartas
orientacién preservantes alrededor de p y f(p), que van a abiertos de C2
y de C (dotados de la orientacién estdndar) respecto a las cuales f es
holomorfa;

6. la preimagen de cada valor regular es una 2—variedad suave cerrada, orien-

table y conexa, de género g > 0.

Definicién 2 (Fibracién eliptica sobre D? de Lefschetz estricta). Una fibracién
eliptica sobre D? de Lefschetz estricta es una fibracién localmente holomorfa
cuya base ¥ es D? = {z € C : |z| < 1}, el género de las preimdgenes de valores
regulares es uno, cada fibra singular tiene un tinico punto critico y es de tipo
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nodal, y ninguna fibra contiene una esfera embebida cuya auto—interseccién es
—1.

El problema de clasificacién de fibraciones elipticas sobre D?, que sean de
Lefschetz estrictas, salvo equivalencia topoldgica, es equivalente al problema de
estudiar el conjunto

{(gl,...,gn):n}Ong-ESL(Q,Z) conjugado de [é ﬂ}/H—f—C’,

donde H + C es la relacién de equivalencia Hurwitz més conjugacién, ver [1].

Buena parte de este problema seria satisfactoriamente resuelto si se tuviera:

1. Un método que, dado un B € SL(2,Z), produzca una subcoleccién del
conjunto F(B) de todas las factorizaciones especiales de B, con la propie-
dad de que todo miembro del conjunto F(B)/ =g, formado por las clases
de equivalencia determinadas por la relacién de equivalencia =g (Hurwitz
equivalencia), sea representado por al menos un elemento de dicha subco-
leccién; y

2. Un método que, dado un B y dos factorizaciones especiales suyas decida si
éstas son o no Hurwitz equivalentes.

Se obtiene en el presente trabajo un algoritmo que lleva a cabo la tarea propues-
ta en 1. Este algoritmo no aparece en la literatura revisada. La parte 2 no es
desarrollada en este trabajo.

En [3] y [] se estudia el problema anélogo al que se propone estudiar aca,
pero en el caso en que la base es cerrada, es decir, carece de frontera.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma: la unidad [ trata de los
elementos necesarios de la Teoria de Grupos para la comprensién del problema,
en la unidad ] se enuncia el problema y se reduce éste a un grupo en el cual
es practico de resolver. En la unidad [ se muestra el algoritmo solucién del
problema, el cédigo en Maple y se da un ejemplo de la ejecucién del codigo.



Unidad 1

Elementos de Teoria de grupos

En matemadticas, la Teoria de grupos estudia ciertas estructuras algebraicas co-
nocidas como grupos; estas estructuras aparecen naturalmente en diversas situa-
ciones matematicas y fisicas, entre otras.

En esta unidad se enunciaran algunas definiciones y teoremas de la Teoria
de grupos necesarios para la comprension de la unidad 2l La presente unidad es
incluida en aras de la completitud de este trabajo; para una comprensién mas
profunda de cada aspecto se recomienda al lector consultar [5] [6, [7], 8, O] 10 11,
121 13].

Comencemos por recordar las nociones fundamentales de operacién binaria
y grupo.

Definicién 3 (Operacién). Sean X,Y conjuntos. Una operacion n—aria en X
con valores en'Y es una regla que le asigna a cada elementode X x X x --- x X =

n—veces
X"™ un elemento de Y, es decir, es una funciéon f: X™ — Y. Cuando Y = X se

dice que tal operacion es interna. En caso contrario se dice que la operacion es
no interna. Llamaremos operacion binaria a una operacién interna 2-aria. Si *
es una operacién binaria en X entonces * ((z1,22)) se denotard por xj * .

Ejemplo 1. En los enteros Z, la operacién de multiplicacién entre estos es una
operacién binaria. En simbolos es - : Z x Z — Z.

En R™ n > 2, el producto punto entre elementos es una operaciéon no interna,
pues el resultado es un real. En simbolos es - : R" x R" — R. o

Definicién 4 (Homomorfismo). Sean A y B conjuntos no vacios con operaciones
binarias - : AX A — Ay *: Bx B — B. Entonces, una funcién f : A — B es un
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homomorfismo siy sélo si V a1, as € A se cumple que f(ay-az) = f(a1)*f(az). El
hecho de que f sea un homomorfismo equivale a la conmutatividad del diagrama

Ax A —— A
fxf f

BxB—— B
es decir, equivale a fo-=xo (f x f).

Un homomorfismo inyectivo es llamado monomorfismo; uno sobreyectivo es
llamado epimorfismo; y si es biyectivo, isomorfismo. Decimos que las estructuras
(A,-) v (B, *) son isomorfas (o también, (A4,-) es isomorfa a (B, *)) si existe un
isomorfismo f : A — B. Abreviadamente, siempre y cuando no se presente
confusién, diremos que A y B son isomorfas (o también que A es isomorfa a B).

Un homomorfismo f : A — A es llamado endomorfismo, y si es biyectivo
automorfismo.

Proposicién 1. Sean (A,-) y (B,*) conjuntos dotados de operaciones binarias.
Si f: A— B es un isomorfismo entonces f~' : B — A también lo es.

Prueba.
@D f:A— B es un isomorfismo, hipdtesis

@ fla1-a2) = f(a1) * f(az) Yai,a2 € A, por [T
@ f~':B — A existe y es biyectiva, por
@ Vbyi,bs € B, day,as € A tales que :
by = fa1) y by = J(as), deld)
® [ by xba) = f71 (far) * flaz)), por [@)]

©) = 1 (f(a1 - a2)), por [2]

@ =a - as, fil o f =17 (1dent1dad)

® = f71(by) - f(b), por [@)]y definicién de f~1

Luego, por [3)]y [D)] a f~! es un isomorfismo. O

Definicién 5 (Grupo). Un grupo (G, *) es un conjunto G # @ dotado de una
operacion binaria x que cumple los siguientes axiomas:

1. Yg1,92,93 € G, (91 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).

2. dh € G tal que Vg € G, se cumple que g x h = h * g = g. Se puede ver
que un h con esta propiedad es unico. Este elemento se denotara por e y
se llamara el elemento identidad del grupo (G, *).
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3. Vg € G, dh € G con la propiedad g * h = h * g = e. También se puede ver
que un h con esta propiedad es unico. Este elemento se denotard por g—!
y se le llamara el inverso de g.

Nota. Siempre que no dé lugar a confusién, se denotard (G, *) por G y g1 * go
por giga.

Ejemplo 2. El conjunto R* = R — {0} con la operacién multiplicacién - confor-
man un grupo. Veamos:

1. La multiplicacién de dos reales distintos de cero es otro real distinto de
cero, y por tanto - es una operacién binaria en R*.

2. Vry,rg,r3 € R* se cumple que (ry - r3) - 173 =11 - (r2 - 73), pues la multipli-
cacién de reales es asociativa.

3. El 1, perteneciente a R*, es tal que Vr € R*, se cumple quer-1=1-r =r.
Asi, el elemento 1 es el elemento identidad para la multiplicaciéon sobre R*.

4. Vr e R*, ds = % € R* tal que - s = s -1 = 1. El elemento % es el inverso
de r respecto a la multiplicacién sobre R*. o

Definicién 6 (Grupo abeliano). Si en un grupo (G, *) su operacién binaria es
conmutativa, es decir, Vg1, 92 € G, g192 = 9201, entonces se dice que es un grupo
abeliano.

Ejemplo 3. Se puede probar que (R, +) es un grupo y ademads es abeliano pues
Va,b e Rja+b=0b+a.

También se puede probar que (Z,+) es un grupo abeliano. o

El conjunto de enteros nZ = {...,—2n,—n,0,n,2n,...}, n € Z, junto con la
operacion suma usual de enteros conforma un grupo abeliano y lo escribiremos
como (nZ,+). Por ejemplo, el conjunto 3Z = {...,—6,-3,0,3,6,...} junto con
la operacién suma usual es un grupo abeliano.

El conjunto de enteros Z,, = {0,1,...,n — 1} junto con la operacién suma
mddulo n, 4+, definida por a4+, b := residuo no negativo de dividir a + b entre n,
conforma un grupo abeliano. Por simplicidad denotaremos +, como + siempre
que no dé lugar a confusién. Por ejemplo, el conjunto Z5 = {0,1,2,3,4} junto
con la operaciéon suma modulo 5 es un grupo abeliano.

El conjunto de matrices de dimensién dos por dos, con entradas enteras y
determinante igual a uno, junto con la operacién multiplicacién de matrices,
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forma un grupo no abeliano, el cual escribiremos como SL(2,7Z). En la seccién
profundizaremos en el estudio de este grupo. También se puede ver que SL(2,C),
es decir, el conjunto de matrices de dimensién dos por dos, con entradas complejas
y determinante igual a uno, junto con la operacién multiplicacion de matrices,
forma un grupo.

Definicién 7 (Orden de un grupo). El orden de un grupo (G, *) se refiere a
la cardinalidad del conjunto G; asi, los grupos, pueden clasificarse en grupos de
orden finito y grupos de orden infinito.

Por ejemplo, el orden de los grupos (R*, ), (R, +) y (Z, +) es infinito, mientras
que el orden de (Z,,,+) es n, en particular, finito.

A manera de ilustracién, veamos a continuacién dos grupos finitos:

El grupo cuaternidnico es aquel grupo no abeliano de orden ocho (Q, -), donde
Q = {£1,+i,£j,+k} y - es la operacién binaria z - y indicada en la tabla [[1]
x leido de la primera columna y y de la primera fila, y x - y es el elemento de
la interseccion de la fila en la que se encuentra x con la columna en la que se
encuentra y; por ejemplo i - j = k. El elemento identidad es 1.

Tabla 1.1: operacién binaria en el grupo cuaterniénico

Note que este grupo no es conmutativo; por ejemplo, 1j = —ji.

Se puede ver que la funcién f: Q — SL(2,C) definida como

f(l):((l) (1)) f(i)=(é _01> f(j):<—01 (1)> Yf(k):@ 6)

es un monomorfismo.

Definicién 8 (Permutacién). Dado un conjunto A diferente de vacio, una per-
mutacién de A es una funcién p : A — A biyectiva.
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Ejemplo 4. Sea A = {0,1,2} con p1(0) =1, p1(1) =2, p1(2) =0y p2(0) =2,
p2(1) =0, p2(2) = 1; entonces p; y p2 son permutaciones de A. o

Es claro que la composicién (como funciones) de dos permutaciones de A es
nuevamente una permutacién de A, y la inversa (como funcién) de una permuta-
cién de A es también una permutacién de A. El conjunto formado por todas las
permutaciones posibles de A, S4, dotado de la operacién binaria composicién,
es un grupo, cuyo elemento identidad, e, es aquella permutaciéon que envia cada
elemento a € A en si mismo.

Un elemento p perteneciente a S, se acostumbra representar como

7= (o o o)

Ejemplo 5. Sea A ={1,2,3,4,5,6} y p la permutacién dada por

entonces 7p, componiendo de derecha a izquierda, como en la composiciéon de

funciones, es
S 1 2 5 6
P=\5 4 2 1)

La permutacion inversa de 7p es

3 4
3 6

3 4
3 2

12 5 6
-1 _ —-1_-1 __
(o) =pr _<6 5 1 4)' o

Definicién 9 (Grupo simétrico). Sea A el conjunto finito {1,2,...,n}. El grupo
S4 se llama grupo simétrico en n simbolos, y es denotado por 5.
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Ejemplo 6. El grupo simétrico Ss es {po, p1, p2, p3, pa, p5} con
(123 (123 (123

pPo=14 3/ PL=11 9] P2= |9 3/
(1 2 3 (1 23 (12 3

P3 =19 1) PA= 3 9] P5= 3 e

Note que S3 tiene 3! elementos. En general, S,, contiene n! elementos, es decir,
n! es el orden de S,,. o

W N NN
N W
NN =N

Definicién 10 (Subgrupo). Sea (G, *) un grupo. Si H C G, H # ), es un
grupo bajo la operacion *, entonces decimos que H es un subgrupo de G y lo
denotamos como H < G.

Ejemplo 7. El grupo (Z,+) es subgrupo de (R,+), pues ZC R y en (Z,+), la
operacién suma es la restriccién de la operaciéon suma en (R, +). o

De acuerdo a la definicién Bl se puede mostrar que todo grupo G tiene al me-
nos dos subgrupos: {e} y G mismo. También se puede probar que la interseccién
de una coleccion de subgrupos de G es un subgrupo de G.

Teorema 1. Si H C G, H # O, entonces H es subgrupo de (G, %) si y sdlo si

i) Yhi,ho € H, entonces hy x ho € H.
ii) Si h € H, entonces h™! € H.

Prueba. Dado un grupo (G,*) y H C G se tiene que:
Sea H subgrupo de (G, %), hipdtesis.
Puesto que H es grupo, entonces yse cumplen, por definicion.

Sean hi,ho € H, entonces hy x hg € H por
Sean hi, ho,hs € H. Puesto que hy x ho € H'y hy x h3 € H por
H C G,y (G,x*) es grupo, entonces (hy * ha) * hg = hy % (hg * hg).
Puesto que H # (), entonces existe un h € H, y también existe
hteH por tales que hxh ™' =e € H, por

® Paratodo h € H, existe h~* € H por [ii)
Entonces, por [3) [@)] [®)]y [®)] H es un grupo y por tanto subgrupo de (G, ). O

® ©61eol

El conjunto nZ = {...,—3n,—2n,—n,0,n,2n,3n,...} = {zn : z € Z} junto
con la operacién suma de enteros es subgrupo de (Z,+). En efecto, nZ C Z,
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nZ # O,y Vz1,z2 € Z se cumple que z1n + zon = (21 + z2)n € nZ, y Vz € Z el
inverso de zn es (—z)n.

Definicién 11 (Subgrupo generado y conjunto generador de un grupo). Sea
(G,*) un grupo y S C G. Definimos (S) como la interseccién de todos los sub-
grupos de G que contienen a .S; en simbolos

(S) = m H.
H<G
SCH

Decimos que S es generador de G, si (S) = G.

Se puede demostrar que un elemento de G esta en (S), si y sélo si se puede
obtener como un producto finito de elementos de S U S~!, donde S~! := {g~!:
g € S}. SiS =0, entonces (S) resulta ser el grupo trivial {e}.

Definicion 12. Un subgrupo H de G se dice que es ciclico si existe a € H tal
que H = ({a}). En este caso H = {a" : n € Z}.

Ejemplo 8. El grupo (Z,+) es ciclico pues Z = (1). Este grupo también puede
ser generado por el conjunto {2, 3}.

Otro ejemplo de grupo ciclio es (Zs,+). En efecto, Z3 = (1) = (2). o

Definicién 13 (Producto entre conjuntos). Dados dos subconjuntos S y 7' de
un grupo G, definimos su producto ST" como

ST ={st:seSyteT}.

Si S, R, T son subconjuntos de un grupo G, entonces S(RT') = (SR)T, pues
para todo s € S, r € Ryt € T se cumple que s(rt) = (sr)t; luego el producto
entre conjuntos es asociativo. Si S = {g} entonces escribimos gT" y T'g en vez de
{g}T y T{g}, respectivamente.

Es importante observar que si H es subgrupo de G entonces HH = H.

Definicién 14 (Clase lateral). Dado un grupo G, H subgrupo de G y un g € G,
decimos que:

1. gH ={gh : h € H} es una clase lateral izquierda de H en G.

2. Hg=1{hg:h € H} es una clase lateral derecha de H en G.
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Ejemplo 9. H = {0, 3} es un subgrupo de (Zg, +). Las clases laterales izquierdas
de H son:

¢ 0+H=1{0,3=H
o 14+ H={14)
e 2+ H=1{2,5}

3+H={30=H
e 4+ H={4,1} =14+ H
e 5+H=1{52}=2+H.

Se puede observar que realmente hay tres clases laterales izquierdas dife-
rentes: H,1 + H y 2+ H. Observe también que las diferentes clases laterales
izquierdas particionan a Zg. Ademds, como (Zg,+) es un grupo abeliano, en-
tonces cada clase lateral izquierda, es igual a su respectiva clase lateral derecha:
0O+H=H+0,1+H=H+1y2+H=H+2. o

Definicién 15 (Conjugado). Dado un grupo Gy z,a € G, decimos que el

conjugado de z bajo a es a"'za.

Definicién 16 (Subgrupo normal). Un subgrupo N de un grupo G, es llamado
normal, lo cual se representa por N < G, si es invariante bajo la conjugacién, es
decir, Vn € N y Vg € G,g 'ng € N o, equivalentemente, Vg € G, Ng = gN.

Ejemplo 10. Si G es un grupo, entonces los subgrupos {e} y G son subgrupos
normales. Ahora, si G es abeliano, todos sus subgrupos son normales puesto que
VneNyged, glng=glgn=en=n.

El conjunto {*l}, siendo Iy la matriz identidad de dimensién dos, es un
subgrupo normal de SL(2,Z). o

Definicién 17 (Grupo cociente). Dado un subgrupo normal N de un grupo G,
definimos el grupo cociente, G/N, como el conjunto de todas las clases laterales
izquierdas de N en G, es decir, G/N = {gN : g € G}, con la operacién de grupo
dada por el producto de estos subconjuntos.

Teorema 2 (Grupo cociente). Dados G un grupo y N un subgrupo normal,
entonces G/N es un grupo.

Prueba. Sean alN,bN y cN clases laterales izquierdas de N en G, entonces:
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@ Veamos la clausuratividad
(aN)(bN) = (a)(Nb)
=a(NN)b
=alNb
= a(Nb)
= a(bN)
= (ab)N .

Como ab € G, entonces (ab)N es una clase lateral izquierda de N en G.

2 Ahora la asociatividad

S
=
SN—
—
—~
S
&
=
~—

= (alN) [(BN)(eN)] .

@ N juega el papel de elemento neutro de G/N, pues
N(aN) = (Na)N
= (aN)N
=a(NN)
=alN .

@ VYaN € G/N,3bN € G/N tal que (aN)(bN) = N; tal elemento es a~ ' N
pues (aN)(a"!N) = (aa"')N = N. O

Ejemplo 11. Considere el grupo (Z,+) y el subgrupo (nZ, +), con n un entero
positivo; es obvio que nZ es normal puesto que (Z,+) es abeliano. Entonces, el
conjunto de las clases laterales izquierdas {0 + nZ,1 + nZ,...,(n — 1) + nZ},
forman el grupo cociente Z/nZ. Este es un grupo ciclico de orden n. El grupo
(Z/nZ,+) es isomorfo a (Zy, +).

Otro ejemplo es el cociente entre el grupo SL(2,Z) y el subgrupo normal
{zly}, donde cada elemento resulta ser {+A}, A € SL(2,Z). Este grupo es
denotado como PSL(2,Z) y es objeto de estudio en la seccién o
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Definicién 18 (Nicleo de un homomorfismo). Sea ¢ : G — H un homomorfismo
entre grupos. Al conjunto {g € G : ¢(g) = e} se le llama nicleo de ¢.

Resulta inmediato verificar que el nticleo de un homomorfismo es subgrupo
normal.

Teorema 3 (Teorema fundamental de homomorfismos). Dados los grupos G y
H, y un epimorfismo ¢ : G — H, existe un tnico isomorfismo @ : G/N — H,
donde N es el nicleo de ¢ tal que el diagrama

N

G/N

H

conmuta, es decir, ¢ = Tomw. Acd m denota al homomorfismo candnico, o sea, el
que envia cada elemento de G en su clase lateral izquierda.

Definicién 19 (Alfabeto, letras, silabas, palabras). Sea el conjunto A = {a; : i €
I}, I un conjunto finito o infinito; a A le llamaremos el alfabeto, a sus elementos

1

a; letras, a los elementos de la forma af, n € Z, silabas con a; = a;, y a las

cadenas finitas de silabas de la forma a’'a;? ... a;™ palabras.

niy n2 Nm . o , .
Note que en una palabra a;, a.?...a;™ se permite que a;; = a;;,, para algin j.

Escribiremos la palabra vacia como e.

Ejemplo 12. Dado un alfabeto A = {a1, as, a3} entonces
® a1,a9,a3 son las letras de A,
° ai”,al,agz son silabas,
2

e a?az?a2,azalara; " son palabras. ©

Sea w = a;'ay? ...a;™ una palabra tal que a;; = a;;,, para algin j. Enton-
M1 T+2

. .. ni_1 mn;
ces, diremos que la palabra que resulta de sustituir a a;”" "a;”a;’" "a; """ en w
J— J J J
nj—1 nj+nj+1 nj4+2 . ) ) , nj—1 Nj+2 . . . _
por a; ' a; a; '’y sing+nj =% 0, 6 por a; ' a; st ng g = 0, fue

obtenida de w mediante una contraccion. Si w = a;'a;? ...a;™ es una palabra

tal que n; = 0 para algin j, entonces diremos que la palabra que se obtiene de

Y en w fue obtenida también por una contraccion.

suprimir a ai],
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Definicién 20 (Palabra reducida). Una palabra donde no hay contracciones
posibles es llamada palabra reducida. En caso contrario decimos que no es redu-
cida.

Ejemplo 13. En el alfabeto B = {b1, by}, la palabra bgb%blbflbgb:f es no redu-
cida, pero, por contracciones lo puede ser a

bab3biby 1 bob? = b3bi by bob?

_ 133 3
_ 1433
= byby . o
La yuxtaposicion entre dos palabras reducidas w = si'sf?...s¢™ y 0 =
i1 “lg im
3?1 3;’; e sl]’-:, que denotaremos por w * 0, se realiza de la siguiente forma: se
toma la palabra wf := sfls;? ... 5™ ?i 523 . 5?: que se obtiene de colocar 6 a la
. A . 7 Ay —
derecha de w y se suprimen las ultimas k silabas de w tales que s;™ :j: e f:: =
—
sj_kbk o 5]-_1b1 junto con las primeras k silabas de 6, donde k£ es maximal respecto

a esta propiedad. Entonces se tiene que:

e Sim =mn, yen el caso que k = m, w *x 6 se define como la palabra vacia,

. b
e Sim < n,yen el caso que k = m, entonces w * 0 := sjmﬁ .. sg’.:;
m
. Am, —
e Sim >n,yen el caso que k = n, entonces w * 0 := s/ ...5, " ";
1 tm—n
e Pero si k < min{m,n}, pueden ocurrir dos situaciones:
< s ] a1 Om—k bkt b .
Si s;,,_, es distinto de s;,_,, entonces w * 6 := s; ... im e Sjeis  Sin
Y ; ) . Q01 Ok tbpr1 bry2 by .
Si s;,_, esigual a sj;,_,, entonces w6 :=s;' ... PN FAODEERE i

Ejemplo 14. Las palabras reducidas w = a4a§aiag2 y 6= CL%CLZ4CL3 construidas

sobre el conjunto S = {a1, a9, as, as,as}, al ser yuxtapuestas se obtiene a4a§. o

Al conjunto formado por todas las palabras reducidas de un alfabeto S, lo
denotaremos como Fyg.

En la categoria de los grupos existen objetos libres llamados grupos libres,
veamos su definicién.

Definicién 21 (Grupo libre). Un grupo (G, *) es libre si existe S C G — {e} tal
que:
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Todo g € G — {e} puede escribirse en forma tnica como

g=sy'sqr .. s (1.1)

donde n > 1, cada s; € S, a; € Z — {0}, y los s; adyacentes son diferentes
entre si.

Ninguna expresién de la forma () que tenga las cuatro propiedades da
la identidad en G.

Teorema 4. El conjunto de todas las palabras reducidas, denotado como Fs, de
un alfabeto S = {s; : i € I}, junto con la operacion yuztaposicion, forma un

grupo.

Prueba.

@

@

6

Por la definicién misma de yuxtaposicién, el producto de dos palabras
reducidas produce una palabra reducida.

La palabra vacia e es tal que Vw € Fg se cumple que w*e = exw = w. Por
lo tanto e es el elemento neutro en Fy.

Siw; = 3?11 sf:n” es una palabra reducida, entonces la palabra w; .=
am —aq
S 08y

es también reducida y claramente es inverso de w.
Para cada s € Fg y a = %1, sea

lsa‘ : FS — FS

al an a ail Qan
S -8, =S *81 ... S

an
Puesto que |s|o|s™t = idpy = |s71|ol|s|, cada |s%| es una permutacién de Fg
(con inversa |s™?|). Sea A(Fyg) el grupo simétrico de Fg, definicién [0 y Fy
el subgrupo generado por {|s| : s € S}. Definimos la funcién ¢ : Fs — Fy
dada por e — idpg y s ...s{" = \sffgm(al)]"‘“l‘ 0.0 \sfzgng(a")\"'a"',
donde signo(a) es igual a 1 si a es positivo y —1 si a es negativo, y f"
significa la composicién de f consigo misma n veces. Es claro que ¢ es
sobreyectiva y que satisface ¢(wq * wa) = ¢(w1) o Pp(we) para todo wy,ws €
Fs. Puesto que la funcién ¢(sj! ... si") envia la palabra vacia en s7" ... sp"
se deduce inmediatamente que ¢(s;! ...s;") = idpg siy sélosisi|...si" es
la palabra vacia. Como ¢(w; *w2) = ¢(w1)op(we), lo anterior implica que ¢
es inyectiva. El hecho de que (Fp, o) es un grupo y que ¢~ ! transforma o en
* muestra que la asociatividad se preserva en Fg y que ¢ es un isomorfismo

de grupos. Obviamente Fg = (S5).
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Entonces, por y Fs es un grupo. O

Es facil ver que el grupo Fs descrito en el teorema M es un grupo libre. Note
que Fs es infinito para todo conjunto S # 0.

Ejemplo 15. Si S = {a} entonces el grupo libre Fg es ciclico y por tanto
abeliano.

El conjunto S = {a,b} genera el grupo libre Fs donde algunos elementos
pertenecientes a Fg son w; = a?b3, wy = ba?b?, w3 = a~2b%a, wo = , (wp es la
palabra vacia), etcétera. Es interesante observar que dos elementos wy,ws de Fyg
conmutan si y solo si existe w en Fg tal que w1 = W™ y wo = w" para algunos
enteros m,n. <o

Un modo de definir un grupo es por una presentaciéon: se especifica un con-
junto S, y un subconjunto R de Fg. Luego se toma la interseccién de todos los
subgrupos normales de Fs que contienen a R, que denotamos por N(R). Forma-
mos el grupo Fg/N(R) al cual denotamos por (S|R). El grupo (S|R) se puede
interpretar como el grupo mas grande posible en el que se cumplen cada una de
las relaciones r = e, r € R. De manera precisa, el que se satisfagan las relaciones
significa que si r = s{ ... s{™, entonces en el grupo (S|R) se cumple la igualdad
(siy N)™ ... (s4,,N) = N, donde N denota N(R). El que sea el grupo més
grande con esta propiedad quedard aclarado por el teoremafll En la préactica, en
lugar de escribir p/N, donde p € Fg, se escribe simplemente p. El hecho de que
(pN)(gN) = (p* q)N se refleja en la nueva notacién como pg = p * q.

Definicién 22 (Presentacién de un grupo y grupo finitamente presentable).
Formalmente se dice que un grupo G admite la presentacién

(S|R)

si G es isomorfo a (S|R). Se dice que G es finitamente presentable si existe una
presentacién (S|R) suya en la que S y R son finitos.

Normalmente, cuando S y R son finitos se omiten las llaves en la notacion
(S|R).

Ejemplo 16. El grupo ciclico Z,, tiene la presentacion
{a}{a"}),
la cual, de acuerdo a la convenciéon anterior, puede ser escrita como

(ala™). o
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Todo grupo admite una presentacion, y de hecho diversas presentaciones; una
presentacién es a menudo la forma mas compacta de describir la estructura de
un grupo.

Ejemplo 17. Recordemos que el grupo simétrico S3 es {po, p1, p2, p3, p4, P5} con
(1 3 (1 3 (1 2 3
PO = 1 3/ P1L = 1 y P2 = 92 3/
(1 3 (1

Este admite la presentaciéon

W N NN
— N W N
[\

N W
~_
)
ot
Il
N\
W =
NN =
—_ W
~_

(a,bla®,b®, bab"2a™1) .

En efecto, se puede ver que existe un isomorfismo ¢ : {(a, b|a?, b3, bab=2a~1) — 53,
que envia a alN en ps y a bN en p3, donde N es N(a?, b3, bab=2a71). o

Teorema 5 (Van Dyck). Sea G un grupo y A C G tal que G = (A), y sea

: S = A una biyeccion entre A y un conjunto S. Supongamos que R es un
con]unto de palabras en S con la propiedad de que si s"lsln2 e 7” € R, entonces
L(si )™ e(s1,)™2 . 1(s;,, )™ = eq. Entonces existe un epimorfismo f : (S|R) — G

que envia SN — f(sN) =(s), Vs € S. Acd N denota N(R).

Ejemplo 18. Tomando G = S3, y S = {p2, p3} se puede ver que el generado de
S es S3. Ademss, se puede verificar directamente que p3, p3, pP3p2P3 2p2_ L son la
permutacion identidad. El teorema de Van Dyck nos dice que existe un epimor-
fismo ¢ : (pa, p3lp3, p3, p3papspy ') — Ss que envia a poN en py y a psN en ps.
Se puede ver que ¢ es de hecho un isomorfismo, verificando que el nicleo de ¢
es {N}.

Definicién 23 (Producto libre). Se define el producto libre G x H entre dos
grupos G y H como el grupo conformado por:

1. El conjunto de todas las palabras de la forma sisq...s,, s; ¢ {eq,en},
n > 1, y la palabra vacia notada como e; donde, si s; € G (respectivamente
H), entonces s;—1 € H (respectivamente G), 2 < i < n, es decir, cada
elemento en GG * H corresponde al producto alternado de elementos de G
y elementos de H.

2. La operacién definida sobre G * H corresponde a la multiplicacién de las
palabras de dicho grupo definida como:
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La multiplicacion entre dos palabras w = s;,8;,...5;, ¥ 0 = 55,8, ... 5j,,
que denotaremos por w*#, se realiza de la siguiente forma: se toma la pala-
bra w6 := s;, 8, ... S;,,5j,5j, - - - S5, que se obtiene de colocar # a la derecha
de w y se suprimen las ultimas k silabas de w tales que s;,_, . ..., =

m
-1 -

TREREE ]11 junto con las primeras k silabas de 0, donde k es maximal res-

pecto a esta propiedad. Entonces se tiene que:

S

e Sim =mn,y en el caso que k = m, w x 0 se define como la palabra
vacia;

e Sim < n,yenel caso que k = m, entonces w * 6 :=5;_ ., ...5;.;

e Sim >mn, yen el caso que k = n, entonces w * 6 :=s;, ...8;, 3

e Pero si k < min{m,n}, pueden ocurrir dos situaciones:
-Sis;, ,€Gy Sjny1 € H 0 vicecersa (de donde se deduce que k es
igual a cero), entonces w * 6 := s;; ... i, 8, .- Sj.;
- Si s, 4y Sj € GO s 185, € H (en este caso k es mayor o
igual a cero), entonces w * 6 := s, ... Sim——158j44a - - - Sjn, donde s es
la subpalabra obtenida de la yuxtaposicién de s;,_, y sj,_, tal como
fue definida en la pagina [I1}

En esta definicién se supone implicitamente que los grupos G y H son dis-
juntos. Esto no constituye pérdida alguna de generalidad puesto que siempre es
posible forzar esta condicién mediante un simple truco conjuntista.

Note que los grupos G y H son subgrupos de G x H.

Si G tiene presentacién (Sg|Rqg) y H tiene presentacion (Sg|Rp), entonces
una presentacion de G « H es (Sg U Sy|Rg U Ry)

Ejemplo 19. El grupo Zs tiene presentacién (ala?) y el grupo Zs tiene presen-
tacion (b|b3), entonces Zg * Zg3 tiene presentacién (a,bla?, b?). o

Con la siguiente discusion, acerca de factorizaciones en un grupo y su clasi-
ficacién, concluimos la introduccién de los elementos necesarios de la teoria de
grupos para abordar el estudio del tema central de este trabajo: el problema de
clasificacién de factorizaciones especiales en SL(2,Z).

Definicién 24 (Factorizacién en un grupo, producto de una factorizacién y
factorizacién de un elemento). Sea (G,-) un grupo. Una factorizacién en G es
una n-tupla (g1,...,¢g,) (con n > 0) de elementos de G. Hay una tnica 0-tupla
que es el conjunto vacio. Llamamos producto de la factorizacién (gi,...,¢g,) al
elemento ¢ --- g, de G. El producto de la factorizacién vacia se define como el
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elemento identidad de G. Decimos que (g1, ...,¢,) es una factorizacién de g si
su producto es g.

Definicién 25 (Cambio de Hurwitz). Dado un grupo (G, ) y una factorizacién
en G, (91,92, ---,9n), decimos que se efectiia un cambio de Hurwitz si

(91,- s 90 941, - - agn) — (gla' .- )gifl)gigi+lg;15.giagi+2a cee )gn)

(G132 Gis Git 1o n) = (L Gim1s Git1s G 1 9iGi4 15 Git2s - - > Gn) -

En el primer caso diremos que se efectué un cambio de Hurwitz a la izquierda,
y en el segundo que se efectué un cambio de Hurwitz a la derecha en el i—ésimo
par.

Note que cada uno es el inverso del otro. Es importante observar que si
(g1,---,9gh,) se obtiene de (g1, ..., gn) por aplicacién sucesiva de cambios de Hur-
witz, entonces n =my gj...g, = g1 ...gn, es decir, su producto es igual.

Ejemplo 20. En el grupo (a,bla?,b3), dada la factorizacién (a,b?, a,b,a?,b),
al realizar un cambio de Hurwitz a la derecha sobre el tercer par, se obtiene
(a,b?,b,b%ab, a®,b).

Note que si g = ab®aba®b y ¢ = ab?[(b)(b%ab)]a®b = ab?[(bb?)abla’b =
ab®(ab)a®b, entonces g y ¢’ son iguales. o

Existen dos relaciones de equivalencia muy naturales que se pueden definir
en un conjunto de factorizaciones de un grupo.

Definicién 26. Sean (g1,...,9,) vy (¢,-..,9,) dos factorizaciones en un gru-
po G. Decimos que éstas son Hurwitz equivalentes, lo cual denotamos como
(915---,9n) =1 (9}, -, g,), si existe una secuencia finita de cambios de Hurwitz
que transforma la primera en la segunda. Decimos que éstas son equivalentes, lo
cual denotamos como (g1,...,9,) = (g],-..,4,), si existe un elemento de g € G

tal que (g},...,gl,) es Hurwitz equivalente a (gg197 %, ..., 99,97 1)

Proposicion 2. Las relaciones =g y = son relaciones de equivalencia.

Prueba. Sea F = {«a : a es una factorizacién de un g € G} y permitase a H; :
F — F denotar un movimiento de Hurwitz a la derecha sobre los factores i e
7+ 1, entonces:



Elementos de Teoria de grupos 17

e Si a cualquier factorizacién « de g se le realiza un H; y seguidamente un
H;” 1 donde H;” ! denota un cambio de Hurwitz a la izquierda, se obtiene
la factorizacién original, por lo tanto, a =g «.

e Si oy es Hurwitz equivalente a as mediante una secuencia finita de movi-
. . 01 1702 on . 1 _ .
mientos de Hurwitz H;' H;> ... H;",con §; € {—1,1} y H; = H;;, entonces
la secuencia H; o H;‘SQ Hi:‘sl sobre aip, convierte oo en . Por lo tanto,
si o =g a9 entonces oy =g 7.

e Sean o, a9, ag tres factorizaciones de g tales que a3 =g ao mediante una
secuencia finita de movimientos de Hurwitz Hflle; . Hf:, y Qo =f ag
mediante una secuencia finita de movimientos de Hurwitz H ;‘11 H j’\22 ...H ])‘7;”,
entonces oy =g 3 mediante la secuencia Hfll Hf; . Hf:Hj‘llHj’f e Hj‘g
Por tanto, si a; = as v g =g a3 entonces a; =g as.

Luego, la relacion =g es reflexiva, simétrica y transitiva, lo que implica que es
una relacién de equivalencia.

De manera similar se puede verificar que = es relacién de equivalencia. [

Es importante observar que si dos factorizaciones son equivalentes, entonces
son Hurwitz equivalentes.

Concluimos esta unidad diciendo que, de ahora en adelante, siempre que no
se presente confusién, al elemento identidad de un grupo lo denotaremos como
1.
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Unidad 2

Problema de clasificacion de
factorizaciones especiales en
SL(2,7Z) y su reducciéon a un
problema analogo en G

2.1

Motivacion y enunciado del problema

Sea D? el disco cerrado {z € C : |z| < 1} dotado de su orientacién estdandar.

Definicion 27. Una fibracion eliptica topoldgica sobre el disco es una funcién
suave f: X — D?, tal que:

1.

2.

f es sobreyectiva;
X es una 4—variedad suave con frontera compacta, orientada y conexa;

f(intX) = intD? y f(0X) = 0D?;

. [ tiene un numero finito (posiblemente cero) de valores criticos

Q- --,qk, v todos estdn en intD?;

f es localmente holomorfa, es decir, para cada p € intX existen cartas
orientacién preservantes alrededor de p y f(p), que van a abiertos de C?
y de C (dotados de la orientacién estdndar) respecto a las cuales f es
holomorfa;
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6. la preimagen de cada valor regular es una 2—variedad suave cerrada, orien-
table y conexa, de género 1.

Definicién 28. Dos fibraciones elipticas topolégicas sobre el disco f : X — D?
y g : Y — D? se dice que son topoldgicamente equivalentes si existen difeo-
morfismos H : X — Y y h : D> — D? que preservan orientacién, tales que
hof=goH.

Definicién 29. Una fibracién eliptica topoldgica sobre el disco f : X — D? se
dice que es:

1. Relativamente minimal si ninguna de sus fibras contiene una esfera embe-
bida cuya auto—interseccién es —1.

2. De Lefschetz estricta si es relativamente minimal y para cada punto critico
p (necesariamente contenido en intX) de f existen cartas alrededor de p
y f(p) como en la condicién [ de la definicién 27 en las que f toma la
forma (z1,22) — 22 + 23 y, ademés, f es inyectiva cuando se restringe al
conjunto de todos los puntos criticos. A una fibracién eliptica topoldgica
sobre el disco que es de Lefschetz estricta la abreviamos por FETLE.

Es importante observar que estas dos propiedades, la relativa minimalidad y
el ser de Lefschetz estricta, son preservadas por la equivalencia topoldgica.

Consideremos ahora el grupo SL(2,Z) formado por las matrices 2 x 2 con
entradas enteras y determinante uno. Sea

11
=0 1)

y sea S el conjunto de todas las matrices conjugadas de T, es decir, el conjunto
de todas las matrices de la forma A™1TA con A € SL(2,Z).

Definicién 30. Llamaremos factorizacion especial a cada factorizacién en SL(2,7Z)
cuyas entradas pertenecen a S, es decir, a cada elemento de

F = U@OS’" ,

donde S” denota el producto cartesiano de S consigo mismo 7 veces, y S° se toma,
por definicién, como el conjunto cuyo tnico elemento es J. Una factorizacién
especial (Gy,...,G,) se dice que es una factorizacion especial de B € SL(2,7)
si ademds satisface Gi...G, = B. Por definicién, a @ se le considerard una
factorizacién especial de la matriz identidad ls.
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Recordemos, por la proposicion 2] que en cualquier conjunto de factoriza-
ciones de un grupo dado G se pueden definir dos relaciones de equivalencia, las
cuales denotamos como =g y =. Entonces podemos considerar los conjuntos de
clases de equivalencia F/ =g y F/ =.

Proposicion 3. Eziste una regla que asigna a cada fibracion eliptica topolégica
sobre el disco de Lefschetz estricta (FETLE) un unico elemento de F/ =. Dicha
regla es sobreyectiva y tiene la propiedad de que dos FETLE son topologicamente
equivalentes si y sdlo si tienen la misma imagen en F/ =.

Lo que esto significa es que el problema de clasificacién, excepto por equiva-
lencia topoldgica de las FETLESs, es equivalente al problema de describir a F/ =.
Un subconjunto R de F con la propiedad de que cada elemento de F/ = es
representado por exactamente un elemento de R, junto con un mecanismo que,
para cada elemento de F nos diga a cudl de los elementos de R es equivalente,
serfa una descripcién completa de F/ =. El problema correspondiente para el
conjunto F/ =g puede ser considerado como parte sustancial del problema de
describir a F/ =.

Consideremos ahora la funcion producto p : F — SL(2,7Z) definida por
p(G1,...,G;) = Gi...G, que le asigna cada factorizacién su producto, es de-
cir, el elemento de SL(2,Z) del cual es factorizacién. La funcién p es claramente
constante en cada clase de equivalencia bajo =p. Esto hace que la funcién p
determine una funcién p : ¥/ =g— SL(2,Z). El problema de describir a F/ =g
puede entonces organizarce de la siguiente forma: para cada B € SL(2,Z) se
define F(B) := p~!(B) y entonces

F =] *®

BESL(2,Z)

Fl=za = [ (F®)/=xu).

BESL(2,Z)

Esto significa que para describir a F/ =g basta describir F(B)/ =g para cada
B e SL(2,Z).

El problema al que damos solucion en este trabajo es el de dar una descrip-
cion parcial de F(B)/ =g para cada B € SL(2,7Z). Especificamente, se propone
un algoritmo que para un B € SL(2,Z) dado, encuentra una coleccion R(B)
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de factorizaciones especiales de B con la propiedad de que toda factorizacion es-
pecial de B es Hurwitz equivalente a al menos una de las factorizaciones en R(B).

El siguiente resultado, debido a Livne [4], provee una descripcién completa
de F(l2)/ =m, donde Iz es la matriz identidad 2 x 2.

Teorema 6 (Livne). Sean

10 11
() 6

entonces toda factorizacion especial de lo es Hurwitz equivalente a una, y solo
una, de las factorizaciones

R(ly) = {(V,T,...,V,T) s> o}.
—_——
6s pares V,T

Ademds, existe un algoritmo que toma una factorizacion especial de ls y encuen-
tra una secuencia de movimientos de Hurwitz que la transforma en una de estas
factorizaciones especiales particulares.

Para un conocimiento mas profundo de lo tratado en las siguientes secciones,
puede consultarse [3| 14}, [15] 16} [17), 18, 19} 20} 211, 22l 23] 24].

2.2 El grupo SL(2,7)

En algebra, geometria y teoria de niimeros, entre otras areas de las matematicas
avanzadas, aparece de forma natural la necesidad de estudiar el grupo de matrices
llamado Lineal Especial de grado dos, SL(2,Z) (Special linear), que consiste en
el conjunto de matrices invertibles de dimensién 2 x 2 con entradas en los enteros
y determinante igual a uno.

Teorema 7. SL(2,7) es un grupo bajo la operacion multiplicacion de matrices.
Prueba. Sean A,B,C € SL(2,7Z), entonces:

(D Puesto que det(AB) = det(A)det(B) =1 x 1 =1, y puesto que cada entra-
da de AB, que es de dimensién 2 x 2, es entera, entonces AB € SL(2,7).
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@ Por las propiedades de multiplicacién de matrices, sabemos que A(BC) =
(AB)C.

@ Junle SL(2,Z) tal que YA € SL(2,7Z) se cumple que Al = 1A = A. Tal

elemento es |y = ((1) (1))

@ VA = (‘C” Z) € SL(2,7),3A"! € SL(2,7), tal que AA~* = A—1A = I,

Tal elemento es < d _b).
—c a

O

Discutiremos ahora la estructura del grupo SL(2,Z), mostrando que él es
generado por dos elementos particulares.

01
atun, cada elemento en SL(2,7) puede expresarse como un producto de potencias
positivas de S y T.

Teorema 8. Las matrices S = <(1) _01) yT = <1 1> generan a SL(2,7). Mds

Prueba. Sea G el subgrupo de SL(2,7Z) generado por S y T. Probaremos que
G =SL(2,72).

D SiA= <CCL Z) se tiene:

_(—c —d n_ (1 n nr _ [a+nc b+nd
sa= (000 (o)) v T (e ),

Observe que la premultiplicacién por S intercambia las filas de A cambiando
el signo de la primera fila para preservar el determinante; y la premultipli-
cacion por T™ suma n veces la fila 2 a la fila 1 en A.

Si ¢ = 0 entonces A = Lo =TC6 A= —Lb = S2T-t y queda
0 1 0 -1

probado.

@ Si ¢ # 0 entonces ejecute el algoritmo de division de Euclides sobre la
primera columna de A hasta obtener en ella (£1,0)%, de la siguiente forma:

140 donde el simbolo « significa asigne a

A+ A con A; = (CCLZ Cb;)
(2 (2
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Si |ag| < |co| entonces

AO — SAO
Fin si
Mientras que A;(coll) # (+1,0)" haga

Determine un ¢; tal que a; = ¢;¢; + r;, donde 0 < r; < |¢;l;

Aipr < TTEA;

Ait2 < SAit1;

14— 1+ 2
Fin mientras que
El algoritmo siempre termina en (£1,0)! en la primera columna puesto
que si z|a y x|c entonces x|ad — bc = 1, luego x = +1, es decir, el méximo
comun divisor entre a y ¢ es £1 porque el algoritmo de Euclides produce
el méximo comun divisor de a y c. Esto se cumple no solamente en A sino
también para cada A; por haber sido obtenida mediante otra matriz con
determinante igual a uno.

Al concluir el paso [3)] se tienen las condiciones dadas en es decir: A; =

L b . = TbA. = |- 6 A, = -1 b
<0 1>, luego Ajy1 = T7%A; = 1y 6 A; = ( 0 —1
Aiy1 = TOA; y Aipo =S?Aiy = o,

>, €n cuyo caso

Puesto que lo que se realiz6 fue transformar la matriz A en la matriz identidad

mediante una serie de operaciones elementales fila, entonces, la multiplicaciéon de

los S,S% y T en orden inverso al que fueron determinados en el algoritmo, es igual

a A=l Luego A es igual al inverso de dicha multiplicacién.

Ahora, considerando que S™' = S3, y que T~! = S3TSTS, cualquier A €

SL(2,7Z) puede ser expresada como un producto de potencias positivas de S y

T.

Ejemplo 21. Tomemos A = < o

O

17 7) y expresémoslo en términos de potencias

(positivas y negativas) de S, T.

Solucién. El algoritmo aplicado a A tomaria las siguientes acciones:

0 -1\ /5 2 17 7
AO_SA_(l 0)(17 7)_(5 2)
Can (1 4\ (17T =T\ (31
Al_TAO_(o 1>(5 2)_(5 2>
0 -1\ /3 1 -5 -2
AQ:SAl:(l 0)(5 2):(3 1>
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(5 )= 1)

Lo anterior implica que
ly = S?Ag
= S*SA;
= S?ST?A4
= S®ST3SA;
= S2ST?ST?A,
= S*ST?ST?SA,
= S®ST3ST?ST*A,
= S®ST3ST?ST*SA.
Como A~'A = |y, entonces A~! = S2ST3ST2ST4S = S3T3ST2ST4S, luego
A=S"1T-45-1 T-25- 173573, o

Corolario 1. El grupo SL(2,7) es generado por dos matrices de orden finito.

Prueba. SL(2,Z) = (S, T) = (S,ST) donde
S= (0 _1) es de orden cuatro y
1 0
0 -1 .
R=ST= <1 1 > es de orden seis. O

2.3 El grupo modular y reduccion del problema a este grupo

El problema objeto de este trabajo serd resuelto inicialmente no en SL(2,7Z),
sino en un cociente muy simple de este grupo al cual se le llama grupo modular.
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Definicién 31 (Grupo modular). Se llama grupo modular al cociente SL(2,7Z)/
{l2,—l2}. Al grupo modular se le denota usualmente como PSL(2,7Z), pero en
el texto lo denotaremos como G,.

Pasamos ahora a ver cémo el problema se puede reducir a un problema analo-
go en el grupo modular.

Denotemos por 7 : SL(2,7Z) — G,, al homomorfismo candnico, es decir, el
que envia a cada elemento A € SL(2,Z) en su clase de equivalencia A = {A, —A}.

Definicién 32 (Levantamiento de una factorizacién especial). Sea o = (g1,...,gn)
una factorizacién especial en G,,, es decir, tal que cada g; es conjugado de T,

con
11
T= (0 1) .
Una factorizacién especial (Aq,...,A,) en SL(2,Z) se dice que es un levan-

tamiento de (g1,...,9n), si m(A;) = g; para cada i. Al levantamiento de una
factorizacién especial « lo denotaremos como lev(a).

Observemos que si cada g; € G,,, es conjugado de T entonces exactamente una
de las dos preimégenes bajo w de g; es conjugada de T. En efecto, supongamos
que g; = h~1Th. Como T es sobreyectivo existe B € SL(2,7) tal que 7(B) = h.
Por tanto g = 7(B)~!7(T)n(B) = 7(B~'TB) y vemos que g tiene al menos una
preimagen que es un conjugado de T. La otra preimagen es —B~'TB, la cual
no puede ser conjugado de T debido a que matrices conjugadas tienen trazas
iguales, y

traza(—BTB™!) = —traza(BTB™!) = —traza(T) = 2.
Esto nos permite hacer la siguiente afirmacion.

Proposicion 4. Cada factorizacion especial en Gy, tiene un unico levantamien-
to.

Teorema 9. Sean (T1,...,Ty) y (T,...,T,,) dos factorizaciones especiales en
SL(2,7Z), es decir, tales que cada T; y cada T;- es conjugada de la matriz

()
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Entonces estas factorizaciones son Hurwitz equivalentes si y sélo sin = m y
las factorizaciones (w(T1),...,7(Tyn)) y (7(TY),...,7n(T.,)) en Gy, son Hurwitz
equivalentes.

Prueba. Empecemos demostrando la necesidad de las dos condiciones. Si
(T1,...,Tp) y (T},...,T,,) son Hurwitz equivalentes, entonces, como se habia
observado inmediatamente después de la definicién 28] se cumple la primera con-
dicién. Para ver que la segunda condicién también se cumple basta observar que
los cambios de Hurwitz conmutan con tomar la imagen bajo 7. De manera preci-
sa, si (A1,...,A,) es una factorizacién en SL(2,7Z), entonces se obtiene la misma
factorizacién en G, aplicando un movimiento de Hurwitz H y luego tomando m
a cada entrada, que tomando primero 7 a cada entrada y luego aplicando el mo-
vimiento H. En efecto, si tomamos por ejemplo H como H;, la primera manera
transforma a (A,...,A,) en

(A17 cee 7A’i—17A’i+17 A_l

i+1AiAi+17 A’i+27 R 7An)

y a ésta en

(W(Al), e ,W(Ai_l), 7T(AZ‘+1), W(A;JrllAz‘AH_l), 7T(AZ‘+2), e ,W(An))
= (W(Al), e ,W(Aifl), 7T(AZ'+1), 7T(Ai+1)_17T(Ai)7T(Ai+1), 7T(AZ'+2), e ,W(An)) .

La segunda manera transforma a (Ay,...,A,) en (m(A1),...,7(A,)) v a ésta en

(W(Al), PN ,7T(Al',1), 7T(AZ'+1), 7T(AZ'+1)717T(AZ‘)7T(AZ'+1), 7T(AZ'+2), PN ,W(An)) .

De manera similar se verifica en el caso en que H es un movimiento de Hurwitz
izquierdo.

Pasamos ahora a demostrar la suficiencia de las condiciones. Supongamos que
tenemos dos factorizaciones o = (Tq,...,T,) y o = (T},...,T}) en SL(2,7Z),
que suponemos tienen la misma longitud por la primera condicién. Supongamos
que 8= (n(T1),...,m(Tn)) y 8 = (x(T}),...,n(T,)) son Hurwitz equivalentes.
Entonces existe una sucesion de movimientos de Hurwitz H fll,H f;, . ,Hf : con
cada ¢; € {—1,1}, tal que HZ‘S: ) ..Hf;Hfll (8) = B'. Como vimos en la demostra-
cién de la necesidad de las condiciones, si hacemos un movimiento de Hurwitz
H a una factorizacién (Aq,...,A,) en SL(2,Z), obtenemos una nueva factori-
zacién cuya imagen bajo m es precisamente la factorizacién que se obtiene ha-
ciendo el mismo movimiento de Hurwitz H a la imagen bajo 7 de (Ay,...,A,).
Esto nos dice que la imagen bajo 7w de la factorizacién Hf: . H?;Hfl '(a), es
B = (m(T}),...,m(T})). Si denotamos como (TY,...,Th) a H)* ... HZ?H (a),
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tenemos entonces que 7w(T/) = w(T,) para cada i. Esto a su vez dice que
T7 € {T],—T,} para cada i. Ahora, como cada una de las entradas de a es
conjugada de la matriz T, y los movimientos de Hurwitz no alteran este hecho,
cada una de las entradas de (TY,...,T/) es también conjugada de T. Pero se
tiene que en el conjunto {T;, =T/} sélo la matriz T, es conjugada de T, debido
a que traza(—T,) = —traza(T,) = —traza(T) = —2. Concluimos que T = T
para cada i, y por tanto que o y o son Hurwitz equivalentes. ]

Teorema 10. Sea B € SL(2,Z) arbitraria. Si C(w(B)) es una coleccion Hurwitz
completa de factorizaciones especiales de m(B), entonces la coleccion

C'(B) := {lev(a) : a € C(7(B))} N F(B)
es una coleccion Hurwitz completa de factorizaciones especiales de B.

Prueba. Sea o = (Ty,...,T,) una factorizacién especial de B. Entonces o/ =
(m(T1),...,m(T,)) es una factorizacién especial de 7(B). Hay al menos una facto-
rizacién ' en C(m(B)) que es Hurwitz equivalente a /. Por el teorema [d resulta
que « es Hurwitz equivalente a lev(3’), y esta tltima claramente pertenece a
C'(B) puesto que el producto de lev(3') es B debido a que lev(f’) es Hurwitz
equivalente a « y el producto de « es B. O

2.4 Presentacion del grupo modular

Mostraremos ahora que Gy, admite la presentacién (w, blw?, b3).

Teorema 11. El grupo modular G, es isomorfo al grupo {w,blw?, b3).

Prueba. Sean S y R las matrices definidas en la prueba del corolario [Il y sean
S y R sus imégenes bajo el homomorfismo canénico SL(2,Z) — Gp,. Resulta
inmediato verificar que S2 = R? =1, y (S,R) = G,p,.

Aplicando el teorema de Van Dyck, teorema B con G = G,,, A = {S,R},
S = {ui, b}, donde w y b se toman como simbolos, ¢ : S — A definido como
L(w) =Sy i) =R,y R={w? b}, obtenemos la existencia de un epimorfismo
[ {w,blw? b3) = Gy, tal que f(wN) =Sy f(bN) =R.

A continuacién demostramos que f es inyectiva y por tanto que es un iso-
morfismo, obteniendo asi el resultado deseado.

En el resto de la demostracién al elemento p/N, donde p es una palabra en
{w, b} lo representaremos como p. Observe que si p, q € Fyg, entonces pg = pq.
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Es facil ver que todo elemento del grupo (w, blw?, b®) que no sea el elemento
identidad se puede escribir como un producto ui...u, con n > 1, donde cada
u; € {@,b,0%} y, si n > 2, cada par (u;,uir1) € {(@,b), (@,0?), (b,@), (b?,©)}. Al
elemento identidad del grupo modular lo llamaremos palabra vacia y lo denota-
remos como 1.

Para ver que f es inyectiva basta ver que f(uj ...u,) # lo para cada producto
u1 ... Uy, de los descritos en el parrafo anterior. Esto equivale a verificar que un
producto de la forma U;...U, con n > 1, donde cada U; € {S,R,R?}, y si
n > 2, cada par (U;,Uir1) € {(S,R), (5,R?),(R,S), (R%,S)}, no puede ser igual a
Iy. Como R, R? # I, basta verificar que ningtin producto de la forma

P — RMSRMS. . SRM 1SR (2.1)

donde n > 2, A, A\, € {0,1,2} y \; € {1,2} para 1 < i < n, es igual a lo.
Entonces:

e Si 1 = 2 las posibilidades son R'SR?, RSR!, R'SR?, RISR?, RSR!, R'SR?,
R2SR?, R?SR! 6 R?SR?. Se ve directamente que ninguno es igual a .

e Supongamos ahora que existe algin producto R*SR*2S .. SRM~1SRM co-
mo en (2I) con n > 2 necesariamente, que es igual a I5. Supongamos
que n es minimo con esta propiedad, es decir, que no existe un producto
RMSRA2S .. SRM-1SRM como en (1) y que sea igual a lo, con k < n.

Asi

RMSRM2S .. SRM-1SRM =1,

con n > 2. Tenemos que

Ahora, A\, + A1 debe de ser diferente de cero médulo tres, puesto que si lo fuera
se tendrfa que SSR*S ... SRM-1SS = SIS, luego R*S...SRM-1 = [y, lo cual
contradice la suposicién acerca de la minimalidad de n. Concluimos que A, + Ay
es igual a 1 o a 2. En ambos casos resulta que |y se puede escribir como un
producto de la forma

gi1.--9r (2'2)

con r > 1 en el que cada g; € {SF_Q, §I§2}. Veamos que esto también es imposible.
El que exista un producto como en ([Z2)) es equivalente a que algin producto de
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la forma Gj ... G, con 7 > 1 en el que cada G; € {SR,SR?}, sea igual a la matriz
Iy 0 a la matriz —Is.

Recordemos que las matrices S y R son

G ()

respectivamente, y por tanto

_ 1 2_ (1 0
SR = — 0 > y SR* = (1 1).

Tenemos entonces que Gj...G, = (—1)"G] ... G, donde cada matriz G, es

11 5 10
01 1 1)
Concluimos la demostracién observando que el producto G ...G.
ser igual ni a lo ni a —ly. Esto se debe a que si

(¢ )

es una matriz cuyas entradas son enteros no negativos, y en la que las entra-
das que no estan en la diagonal principal no son ambas cero, entonces los dos
productos

Ca))=(at) v a6 )=(5 0

son también matrices cuyas entradas son no negativas y en que las entradas que
no estan en la diagonal principal no son ambos cero.

—_ =

no puede

Se concluye que G, tiene presentacién {(w, blw?, b3). O

2.5 Replanteamiento del problema en G = (w|w?) * (b|b?)

El grupo (w,blw?,b3) es isomorfo al producto libre (w|w?) * (b|b3). Al grupo
(w|w?)*(b]b3) 1o denotaremos, de ac4 en adelante, como G. El grupo (w|w?) consta
de dos elementos, @ y @?. Si denotamos a estos como w y 1, respectivamente, su
tabla de multiplicacién es
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*I11|w

11 |w
1

W |w

De forma similar, el grupo (b|b?) consta de tres elementos, b, b> y b3. Si
denotamos a estos como b, b y 1, respectivamente, su tabla de multiplicacién es

1] b b2
11156 |0?
bbb 1
21210

De la definicién de producto libre, definicion 23], resulta que cada elemento
de G es una palabra de la forma t; ...t, con n > 0, donde cada t; € {w,b,b*} y,
sin > 2, cada par t;t;11 € {wb,wb?, bw,b?w}. Cuando n = 0 se tiene la palabra
vacia que es el elemento identidad de G.

El isomorfismo f : (w,blw?,b%) — G,, obtenido en el teorema [} induce
un isomorfismo f : G = (w|w?) * (b|b?) — Gy, via el isomorfismo obvio entre
(w,b|w?,b%) y G. Como f envia a @ en Sy a b en R, entonces f envia a w
en Sy aben R Como T = SR, entonces f envia a wb en T. Esto nos dice
que el problema de encontrar una coleccién Hurwitz completa de factorizaciones
especiales de un elemento de G,, dado es equivalente al problema de encontrar
una coleccién Hurwitz completa de factorizaciones en términos de conjugados de

wb de un elemento de G dado.

Ahora, por razones técnicas, el problema en G debe ser traducido de nuevo en
otro problema equivalente en G. Especificamente, sea ¢ : G — G el automorfismo
que envia a w en w y a ben b?, y sea ¢y : G — G el automorfismo que envia
a cada elemento g € G en bgb~! = bgb?. La composicién h = ¢, o ¢ de estos
automofismos es un automorfismo que envia a wb en bwb. Entonces el problema
de encontrar una coleccién Hurwitz completa de factorizaciones, en términos
de conjugados de wb, equivale al problema de encontrar una coleccion Hurwitz
completa de factorizaciones en términos de conjugados de bwb. Es este 1ltimo
problema el que abordaremos a continuacion.

2.6 Estudio del problema en G

Definicién 33 (Longitud de g). Sig =t; ...t,, entonces decimos que la longitud
de g, denotada por £(g), es n. Por definicién, la longitud para la palabra vacia
es ((1) = 0.
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Ejemplo 22. Si g = wbwb?wb’w entonces £(g) = 7.

De la definicién de producto libre, definicién 23] resulta que si g =t ...t y
g =1t} ...t son elementos de G, entonces su multiplicacion g * g’ es la expresién
reducida

99 =tg .. b1ty

donde m > 0 es la cantidad de silabas, definicién [[9 de g que intervienen en
la multiplicacién, es decir, ¢; = t;_l para 0 < i < m,yr =0,8 € {0,1,2}.
§ = 0 cuando no ocurren cancelaciones (b = 1), es decir, g’ = tj... 1t} ... 1], 0

cuando m = min{/(g),£(g')}, en cuyo caso gg' =ty ... 1131 6 g9’ =t} ... 1.

Definicion 34. Cuando m = 0 se dice de cada elemento del conjunto
{tr,... . t1,t], ...t} que no interviene en la multiplicacion. Si 0 < m <
min{/(g),£(g’)}, se dice de cada elemento del conjunto {tx, ..., tmi1,t,41,---,8}

que no interviene en la multiplicacion. Si m = min{l(g),4(¢')} decimos de ca-

a elemento del conjunto Sy cuando < , el conjunto
da el del conj st do £(g) < £(¢), v del conj
{tky- .- tms1} cuando £(g) > (¢'), que no interviene en la multiplicacion.

Ejemplo 23. Veamos algunas posibles situaciones:

e Sea g = brwbwbwb’w v ¢’ = wbwb?wbwbw. En este caso m = 6, £(g) = 8,
¢(¢g') = 9. Entonces 0 < m < min{¢(g),¢(¢')} = 8. Tenemos entonces que

g% g = (FPwbwbwb®w) * (whwb’wbwbw)
= b2w (b * b)wbw
= b2w(b?)whw .
En este caso r = b%.
e Sean g = wb’w y ¢’ = wbwb?w.

En este caso m = 3, £(9) = 3, ¢(¢) = 5. Entonces ocurre que m =
min{¢(g),4(g")} y £(g) < £(¢), y por tanto g x g’ = b*w.

e Sean g = wb’w y ¢ = bwb.
En este caso m = 0 y entonces ¢ * ¢’ = wb’wbwb. o
Afirmacién 1. Si se multiplican g,g' € G, entonces su longitud es
Ug*g') =lg) + () —2m +L(r),

donde m y r se definen como en la discusion anterior.
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Prueba. Sean g =t...t1 y ¢ =t} ...t,. Hay tres posibilidades:

e m = 0: ocurre cuando no hay alguna cancelacién. En este caso r = 1y
entonces £(r) = 0. Por un lado £(g*¢') = k+1y l(g)+£(g) —2m+L(r) =
E+1—-20)+0=Fk+1.

e m = min{k,l}: si k < entonces m =k y r = 1. De aqui que £(g) + £(¢') —
2m+L(r) = k+1—-2k+0=1—k = l(g*g') = L(txy1 ... t;). Si k = [ entonces
m =k yr = 1. Se tiene que £(g9) + £(¢') —2m + {(r) =k +1—-2k+ 0=
l—k=0=1/{(gx¢). Finalmente, si I < k la demostracién es similar a la
del caso k < [.

e 1 < m < min{k,l}: en este caso g *x ¢’ = tk...tm+1b6t;n+1...t2, con § €
{1,2}. En este caso £(r = b%) = 1y por tanto £(g*¢) =k +1—2m+ 1=
Ug) +L(g") —2m + £(r). 0

Definicién 35 (Junta bien). Un producto g; * --- * g, (o una factorizacién
(g1, ---,9n)) de elementos de G, se dice que junta bien, si para todo 1 <i<n—1
se tiene que £(g; * g;+1) = max{l(g;),£(gi+1)}. Los productos (o factorizaciones)
conn =16n =0 (producto vacio o factorizacién vacia) se declaran como que
juntan bien. En caso contrario, se dice que el producto (o la factorizacién) junta
mal.

Ejemplo 24. En el ejemplo23] en el tercer caso ¢(g*g') = 6 > max{l(g),1(¢')} =
3; por lo tanto el producto g * ¢ junta bien. En cualquiera de los otros dos casos
g * ¢ junta mal. o

Denotemos como s; a bwb € Gy como S al conjunto {g~! s %g:g € G}

formado por todos los conjugados de s;. Tres conjugados especiales de s; son
so = b x 51 * b = wb?, 57 mismo, y S2 = b« sy % b% = bw.

Definiciéon 36. Los conjugados sg, s1 y sz son llamados cortos. Cualquier otro
conjugado de s; es llamado largo.

Note que £(sp) = l(s2) =2y l(s1) = 3.

Proposicion 5. Todo conjugado largo se puede escribir de manera unica en la
forma Q™' x s1 x Q donde Q empieza por w.

Prueba. Dado un g = ¢y ... g, € G, entonces:

@D Sea s = g~ lsyg.
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@ Sif(g) =0 entonces g =1=Q y s = sy, asi queda probado.

@ Ahora, si ¢(g) > 1, observe los posibles conjugados de s;, j € {1,2,3},
gi € {w,b,b}, 1 < i < n

wWSow = 89 b2s0b = s bspb? = 51
WSIW = WS1W b%s1b = 59 bs1b? = s
wSow = 8o b2s9b = 51 bsab? = s ,

es decir, los posibles conjugados de g;lsjgi € {s;}, excepto si s; = 51y

gi = Ww.

@ De esta forma, si tenemos s; = s; y ¢; = w entonces Q = g;...gn. Asi,
s = Q7 '51Q y queda demostrada. Si no ocurre esto, entonces obtenemos
un nuevo s; y si¢ = n, queda demostrado; pero si i < n se vuelve a ejecutar
el paso[3) con el nuevo s; y el siguiente g;. Puesto que n es finito, el proceso

. |
acaba en algin s; o con s = Q7" 51Q.

Para probar la unicidad, suponga que s puede ser escrito en forma reducida
de dos formas diferentes de igual longitud, es decir, s = Q@ 's;Q = R~ 's; R con
Q # R, entonces 1 = 5571 = (Q7's;Q)(R's1R)' = (Q 's1Q)(R's;'R). Lo
que implica que QR™! = 1, es decir, Q@ = R. Luego, la forma reducida de s es
Unica. O

1

Ejemplo 25. Si g = b*wbwb?wb entonces g~ = b*wbwb’wb, luego

s=g 'sig
= b?wbwb®wbsi b wbwbwb
= b2wbw62w32wbw62wb
= b2wbwb? sgbwbwb
= bPwbwsswb’wb
= b2wbsgb*wb

= b2ws wb.
De esta forma Q = wb y se verifica que s = Q@ 1s;Q. o
Esto nos dice que

S = {s0,51,52} U{Q 1 x 51 xQ: Q € G, donde Q empieza por w} .
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Note que cuando el conjugado largo estd escrito de esta manera, su longitud es
20(Q) + 3. En particular, la longitud de cualquier conjugado largo es un impar
no menor que H.

Definicién 37 (Factorizacién especial). Una factorizacién (gi,...,g,) de g (o
un producto g * - -+ * g, = g ) es especial si cada g; € S.

La factorizacion vacia es entonces una factorizacion especial de 1.

Ejemplo 26. La 3—tupla (h*w, wbwbw, wb?wbwbwbw) es una factorizacién espe-
cial de g = bwbwbw, pues (b*w) * (Wbwbw) * (Wb?wbwbwbw) = g. o

Observe que sy * 59 = b2wb?w, s1 % 51 = bwb?wb, s¢ * Sg = wWb?wWb?, s9 % 51 =
b2wbwb, s1 % s = bwbwb?® y sg * so = wbw, lo que muestra que estos productos
juntan bien; y que sp*xs1 = S1%So = So*xSg = b, lo que muestra que estos productos
juntan mal. Veamos a continuacién otros casos donde (g,¢'), con g,¢' € S,
también juntan bien.

Proposicién 6. Dados g,g' € S, si l(g) = l(g') = k, con k impar, entonces
g * g junta bien.

Prueba. Seang= P~ 's;Py g = Q '51Q, puesto que £(g) = £(g') = k entonces
UP)=14(Q) = 3. Se pueden presentar dos casos:
e Si P=Qentonces PQ ' =1y g9 = (P '51P)(Q '51Q) = _1bwb2wa;

luego £(gg’) = 552 + 5+ 553 = k + 2. Asf, £(gg') > k = méx{/(g),4(¢")}.

e Si P # (@ entonces PQ~! =t;...t, # 1, con t; = t, = w; luego g¢’ =
(P7151P)(Q7'51Q) = P lsyty ... tps1Q con £(ty ... t,) > 2; luego £(gg’)
B3 4340ty ty) +34+ 52 =k +3+4(t1...t,) > k+5. Asi, £(g9")
k = max{l(g),£(g')}.

Corolario 2. Sea (g1,92,...,9n) con cada g; € S, si £(g1) = l(g2) = -~
U(gn) =k, con k impar, entonces cada par (gi,git+1), @ € [L...n — 1], junta bien.

Vv

Ejemplo 27. Dados g; = bwb?wbwbwbwb?, go = bwbwbwbwb?wb? v g3 = b*wb’w
bwbwbwb, tenemos que g1 ga = bwb?wbwbwb?wbwbwb?wb? v gags = bwbwbwbwb?wb
wb?wbwbwbwb, y que g1g293 = bwb?wbwbwb?wWbwbwb?wWbwb?wbwbwbwb. Para una
mejor lectura, se ha subrayado s; en cada g;. o

Definicién 38 (Centro de un conjugado). Para cada g € S de la forma Q~!51Q,
donde ¢(Q) > 0, es decir, ¢(g) impar, diremos que su centro es la silaba w € s;.
Los conjugados sg y s2 se considerardn sin centro. Note que si £(g) = k, entonces
la posicién del centro en g es %
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Proposicién 7. Dados g,g' € S con (g) y £(g') impares. Los conjugados g, g’
Juntan bien si y solo si ninguno de sus centros intervienen en la multiplicacion

/

99 -
Prueba Sean ( Y=kylg)=1g=P's1Pyg =Q 's51Q donde {(P) =
R yu) =%
=
D 4(gg') = max{k,l} por hipitesis.
2 Suponga que k < Iy que, por contradiccién, el centro de g interviene en la
multiplicacién de g y ¢'.
@ Sea m la cantidad de silabas que intervienen en la multiplicacién, entonces
m > k+3
@ Sim =43 entoncesé(gg)—k+l—2(%)+1—l—2<max{k I} =1
(en el caso m < k), 6 £(gq') =k +1—2(53) =1 -3 <max{k,1} =1 (en
el caso m = k), lo que, en ambos casos, 1mphca una contradiccion.
Se concluye que el centro de g no interviene en la multiplicacion, y con
mayor razon el centro de ¢’ tampoco interviene puesto que % H‘l . Si
k > [, el analisis es similar.
P
® Por hipdtesis los centros de g y ¢’ no intervienen.
®) Suponga que k < [, entonces, si m es la cantidad de silabas que intervienen
en la multiplicacién, m < L
@ Sim =55 entonces £(gg') =k +1—2(EL) +1 =142 >1=max{k,}.

Se concluye que ¢g y ¢’ juntan bien. Si k > [ el andlisis es similar. Si k =,
en la proposicién [6] se probé que juntan bien. ]

Corolario 3. Sean ¢1,g2,...,9n, € S cuyas longitudes £(g1),4(g2),...,L(gn) son
todas impares. El producto g1 * go * ... * g, junta bien si y sélo si ninguno de los
centros de los g; intervienen en la multiplicacion.

Ejemplo 28. Dados g1 = bwb?wbwbwbwb?, gs = bwbwbwb? v g3 = wh?wbwbwbw,
tenemos que g1 * ga * g3 = bwb?wbwbwb?wbwb?wb?wbwbwbw. Para una mejor lec-

tura,

O

se ha subrayado s; en cada g; y el centro de cada uno en g; * g2 * g3.
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Proposicién 8. Dados g,g' € S con al menos uno de ellos de longitud par,
g*g' junta bien si y sdlo si m € {0,1}, siendo m la cantidad de silabas en g que
intervienen en el producto g * ¢'.

Prueba. Sean g,¢g' € S con ¢(g) =k y £(g') = [, entonces:

=
D ¢ * ¢ junta bien por hipétesis
@ Suponga que k es par y que ¢’ = t1ty...1t;, entonces max{k,l} = I:

e Sig=sy= wb?, entonces t;ts # bw puesto que si lo fuera, g x ¢/ =
(wb?)(bwts .. .t,) =t3...t,, luego £(g* g') = | — 2, lo cual contradice
[@)y[@) (en este caso m = 2). Luego, tits € {wb, wb?} 6 t1ty = b?w. En
el primer caso £(g*g') =142y m = 0; y en el segundo ¢(gx¢g') =1+1
ym=1.

e Si g = sy = b%w, entonces t; # w puesto que si lo fuera, ¢(gxg') =1—1
6 £(gxg') = 1—2, lo cual contradice[D]y[@)] (m = 2). Luego, t; € {b,b*}
en cuyo caso L(gx g ) =1+2y m=0.

@ Suponga que [ es par y que g = tqito...tx, entonces max{k,l} = k: el
andlisis es similar.

=
@ m =06 m =1 por hipétesis
® Suponga que k es par y que ¢’ = tyty...1t;, entonces max{k,l} = I:

e Sig=s9=wb?>ym =0, entonces t; = w (t; ¢ {b,b*} puesto que,
entonces m > 0), luego l(gx¢') =2+1> 1.

e Sig=s=wb>ym =1, entonces t; = b? (t; # w puesto que,
entonces m = 0; y t1 # b puesto que, entonces m = 2), luego ¢(g*g’) =
1+1>1L

e Sig=sy=0b%wym=0, entonces t; € {b,b?} (t; # w puesto que,
entonces m = 2), luego l(gx¢') =2+1> 1.

e Si g= sy =0b%wym=1no es posible puesto que se requiere t; = w,

lo que implica m = 2.

©® Suponga que [ es par y que g = tito...t, entonces max{k,l} = k: el
andlisis es similar. U
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Corolario 4. Bajo las condiciones de la proposicion [8, se deduce que el centro
del conjugado de longitud impar no interviene en la multiplicacion.

Corolario 5. Bajo las condiciones de la proposicion[8, g y ¢’ juntan mal si y
solo st m = 2.

Definicién 39 (Extremo izquierdo). Para cada s € S definimos su extremo
izquierdo, el cual denotaremos por izq(s), de la forma: izq(sg) = w, izq(s1) = b,
izq(s2) = b% y si s es largo y de la forma Q~'s1Q, entonces izq(s) = Q~'b.

Definicién 40 (Extremo derecho). Para cada s € S definimos su extremo de-
recho, el cual denotaremos por der(s), de la forma: der(sg) = b2, der(sy) = b,
der(se) = w y si s es largo y de la forma Q~'s1Q, entonces der(s) = bQ.

Proposiciéon 9. Sean g,g' € S, si g y g’ juntan bien entonces gg' tiene la forma
reducida izq(gi)t1 . . . tpder(g') donde cada t; € {w,b,b*}.

Prueba. Sean g,¢' € S, entonces

e Si /(g) y £(¢') son impares, entonces, por la proposicién [1 sus centros
no intervienen en la multiplicacién, luego g¢’ tiene la forma P~'bwb?wbQ
6 P~ lsity...t,51Q; en ambos casos se cumple la proposicién.

e Si 4(g) y £(¢') son pares, entonces, debido a que g y ¢ juntan bien, se
presentan tnicamente los siguientes tres casos: sgpsg = wb’wb?, sgse = wbw
y 8289 = b2wb’w; se observa que se cumple la proposicion.

e Si /(g) es par y £(¢') es impar, entonces, por la proposicién § y porque
juntan bien, si m es la cantidad de silabas del elemento corto que inter-
vienen en la multiplicacién, m € {0,1}, luego la parte izquierda de g no
interviene y con mayor razén el extremo derecho de ¢’ tampoco interviene
porque 2 < £(¢'). Otra forma de analizar esta situacién es la siguiente:

i) si ¢ = so, por hipétesis, ¢ debe comenzar con w 6 b%; por lo tanto

gg wtq...tp81Q. Se cumple la proposicion.
S9, por hipdtesis, ebe comenzar con b 6 b°; por lo tanto
ig = por hipdt g deb b 6 b?; por lo tant
g9 = b*wQ 's1Q. Se cumple la proposicién.

e Si/(g) es impar y £(¢’) es par, se analiza en forma similar al caso anterior.
O

Proposicion 10. La forma reducida de un producto gi ... g, de elementos de S,
que junta bien, tiene la forma izq(g1)t1 ... tmder(gn) donde cada t; € {w,b,b?}.
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Prueba. Para todo g; de longitud impar, por la proposicién [y por los coro-
larios Bl y [, se cumple que su centro no interviene en la multiplicacién por la
izquierda y tampoco en la multiplicacién por la derecha. Pero si g; es de lon-
gitud par, entonces, por la proposicién [, si alguna silaba de g; interviene en
la multiplicacién, es aquella igual a b®> convirtiéndose en b; la otra silaba, w,
no interviene porque contradeciria la hipdtesis; en particular, lo anterior ocurre
con g1 v gn- De esta forma se concluye que la forma reducida de ¢y ...g¢, es

izq(g1)t1 - . . tmder(gn). O

Proposicién 11. Dados g,g' € S tales que £(g) y £(g’) son impares, si g y ¢
Juntan mal, entonces el centro del mds corto interviene en la multiplicacion de
ambos.

Prueba. De la proposicién [1 se desprende que si el centro de g y el centro de ¢’
no intervienen, entonces juntan bien. Luego, si g y ¢’ no juntan bien, entonces
el centro de g interviene o el centro de ¢’ interviene.

Ahora, suponga que £(g) = k < | = £(g'), entonces si el centro de ¢’ interviene,
con mayor razén interviene el centro de g, puesto que % < ”Tl Esto implica
que cuando menos, el centro de g interviene. Si ¢(g) = k > | = £(g’) entonces el
anélisis es similar.

Se concluye que el centro del mas corto interviene en la multiplicaciéon. [J

Afirmacién 2. Dados g,g' € S tales que ((g) y €(g') son impares, si g y ¢
Juntan mal, entonces el centro del mds largo no interviene en la multiplicacion
de ambos.

Proposicién 12. Dados g,¢' € S tales que £(g) y £(g") son impares con £(g) <
g, si gy g juntan mal y m es la cantidad de silabas de g que intervienen en
la. multiplicacion gg' y si m' es la cantidad de silabas de g~' que intervienen en
la multiplicacién (gg')g™!, entonces m' > m.

Prueba. Sig=1t...t1 y ¢ =t,...t, entonces ;' =t parai € [1...m — 1];
puesto que, por la afirmacién 2, el centro de ¢’ no interviene en la multiplicacién
de gg’, entonces, ya que las tltimas m — 1 silabas de ¢’ son iguales a las de g y
las primeras m — 1 silabas de ¢! son iguales a las de ¢/, las cancelaciones m’ en
(99')g~! son, cuando menos, m. Luego, m’ > m. d

Afirmacion 3. Dados g,g' € S tales que £(g) y £(g') son impares con £(g) >
g, si gy g juntan mal y m es la cantidad de silabas de g que intervienen en
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la multiplicacion gg' y si m’ es la cantidad de silabas de ¢! que intervienen en
la multiplicacion g'~*(gg'), entonces m' > m.

Proposicién 13. Dados g,g' € S tales que €(g) y £(g') son impares, si g y
g juntan mal, entonces existen h,h' € S tales que hh' = gg' y ¢(h) + L(h) <

t(g) +€(g)-
Prueba. Sean g,¢' € S, tales que £(g) = k y £(¢') = [, entonces:

@D Si k < I, entonces, por la proposicién [[1] el centro de g interviene en la
multiplicacién.

@ Sean h = (g¢')g~' y ' = g. Se verifica que hh/ = ((9¢')97') g = 99’

@ Si m es la cantidad de silabas de g que intervienen en la multiplicacién de

gg', entonces, por m = @ (pues si el centro, que se encuentra en la

posicién %, interviene, también interviene la silaba siguiente que es b).

@ Sim' es la cantidad de silabas de g~! que intervienen en la multiplicacién
(g99')g~!, entonces, por [D]y por la proposicion M2 m' > m.

® Sim = % ym = % (son los valores minimos que pueden tomar), y
asumiendo que 4(r;) = {(rg) = 1, (recuerde que #(r;) € {0,1}, entonces,
por la afirmacién (D, £((g9')g 1) = [k +1—2 (&) + £(r)] +k—2 (E2) +
{(r9) =1 — 4; lo que en realidad implica que ¢((gg')g~!) <1 — 4.

® Se concluye que £(h) +0(h) < (I—4)+k<k+1=140(g)+ ).

Observe que lo realizado fue un cambio de Hurwitz a la izquierda, definicién
Ahora, si [ < k, entonces hacemos h = ¢’ y b’ = (¢')"!(g9¢’) y calculos
equivalentes: asi queda probado.

No se analiza el caso k = [, puesto que, por la proposicién [l g y ¢’ juntarian
bien O

Proposicién 14. Sig, g’ € S son tales que gxg’ junta mal y a lo mds uno de ellos
tiene longitud par, entonces existe un movimiento de Hurwitz que transforma el
par (g,9") en un par (h,h') tal que £(h) + £(R") < £(g) + ¢(¢').

Prueba. Sean g,¢g' € S con ¢(g) =k y £(g) =, entonces:

1

D Sean k = 2, | impar, h = (g¢')g~ " y b’ = g. Se verifica que hh' =

((99)97") g =y9g.
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@ Sim es la cantidad de silabas de g que intervienen en la multiplicacién gg’
y m’ es la cantidad de silabas de g~! que intervienen en la multiplicacién
(99/)971, tenemos entonces dos casos:

e Si g = sg = wb? entonces, por el corolarioBl m =2y r =0;m' =1y
ro=1sil=3(m'=2yry=0sil>5). Entonces, por la afirmacién
M e((gq)g™ ) =[k+1—2m+L(r1)]+k—2m'+€(re) =1—15sil=3
(I —4sil>5); lo que en realidad implica que £((gg')g™!) <1—1. Se
concluye que £(h) + (W) < (I — 1)+ k<k+1=4L(g)+£(J).

e Si g = so = b’w entonces por el corolario B, m = 2 y £(r1) € {0,1};
m' =2y {(ry) € {0,1}. Entonces, por la afirmacién [l £((gg’)g~!) =
[k+1—2m+L(r)]+k—2m +L(r2) =1—261—4; lo que en
realidad implica que £((gg')g~!) < 1—2. Se concluye que £(h)+£(h') <
I=2)+k<k+1=1Llg)+Ld).

Observe que lo realizado fue un cambio de Hurwitz a la izquierda, definicién
20)

® Si k es impar, | = 2, h = ¢y h’ = (¢") 7! ) y realizamos célculos

)"
equivalentes, vemos que hh' = ((99' )97 1) g = gg y que £(h) + £(h) <
t(g) +£(g")- 0

Definicién 41 (Factorizacién en cortos). Una factorizacién de un elemento g €
G es en cortos si todos sus factores son cortos; esto incluye a la factorizacién
vacia.

Proposicién 15. Toda factorizacion (g1,...,gr) en cortos de un g € G es Hur-
witz equivalente a otra en cortos de la forma (g, ..., gk, S0, 51, - -, S0, 81), donde
0<s<ryl(dgy,...,q%) junta bien.

Prueba. Supongamos que (g1,...,g,) es una factorizacién en cortos de g € G
donde ningin par junta mal, »r = s y queda probado.

Suponga que existe al menos un par g;¢;+1 tal que juntan mal. Como se
vio antes de la proposicién [6 los tnicos pares de cortos que juntan mal son
8081 = 8189 = S99 = b, los cuales son Hurwitz equivalentes. Por simplicidad en
la explicacién de la prueba, convirtamos los sis9 a sps1 mediante Hurwitz a la
izquierda y los sosp a sgs; mediante Hurwitz a la derecha, entonces, entre los
varios pares g;g;+1 que juntan mal, escojamos el par sos; de la derecha. Si este
par g;gi+1 es gr—19gr, es decir, ya estan al final, entonces no hay nada que hacer,
sino lo es, proceda de la siguiente forma:
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e Si g;+2 = sg, entonces, mediante Hurwitz a la derecha, convirtamos sgs; en
51592, de esta forma tendremos g;+1g;12 = S250, es decir, un par que junta
mal més a la derecha. Convierta este par a sgsy.

e Si g;1o = s1, entonces, mediante Hurwitz a la izquierda, convirtamos sgs;
en s98p, de esta forma tendremos g;1+1g;+2 = soS1, es decir, un par que
junta mal mas a la derecha.

Repita el anterior paso hasta situar el par que junta mal en las posiciones r — 1
y 7 o hasta que esté contiguo a otro par que junta mal situado al final.

Cuando sitie un par que junta mal, en el extremo derecho, continte con el
anterior par de méas a la derecha y asi sucesivamente hasta que todos los pares
que juntan mal estén situados en el extremo derecho. Asi queda probado. O

Proposicién 16. Toda factorizacion especial (g1, ..., gn), de un elemento g € G,
puede ser transformada, aplicando una secuencia de movimientos de Hurwitz, en
una factorizacion (necesariamente especial y con el mismo niumero de factores)
(g1,---,9,), que satisface al menos una de las siguientes dos propiedades:

i) cada g} es corto
i1) junta bien.

Prueba. La demostracién sera por induccién sobre la cantidad
n
L(gr,--- gn) = Y_méx{0,£(g;) — 3}
i=1

Si L(g1,...,9n) = 0, entonces se tiene que £(g;) — 3 < 0 para cada i. Pero esto
equivale al hecho de que cada g; es corto. Concluimos que en este caso (g1, ..., 9n)
ya satisface la propiedad i). Supongamos ahora que L(gi,...,g,) > 0, y que el
resultado es cierto para toda factorizacién cuya L es menor que L(gi,...,gn)-
Si (g1,...,9n) junta bien, no hay nada que probar. Supongamos entonces que
(g1,---,9n) junta mal, es decir, que existe i tal que (g;,g;+1) junta mal. Por
otro lado, que L(gi,...,9n) > 0 nos dice que existe j tal que ¢(g;) —3 > 0,
es decir, g; es un conjugado largo de s1. Si g; es largo o g;41 es largo, enton-
ces sabemos que haciendo un cambio de Hurwitz adecuado logramos cambiar
el par (g;,gi+1) por un par (g;,g;41) tal que £(g;) + £(git1) > £(g;) + £(giy1)-
Entonces L(g1,.--,8i9it1,---+9n) > L(g1,---,9;,9i11,---,9n), POr las propo-
siciones [I3] y [4l Tenemos entonces que (g1, .-, gi,Jit1,---,9n) S€ transforma
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por un movimiento de Hurwitz en (g1,...,9},9i11,---,9n), y como esta tlti-
ma satisface la hipétesis de induccidn, existe (¢7, ..., g/)) Hurwitz equivalente a
(915,95 9ix15- -+ 9n), ¥ que satisface i) o ii). Entonces (g1, ..., 9n) es Hurwitz
equivalente a (¢7,...,q)), la cual satisface i) o ii). Podemos entonces suponer
que g; v gi+1 son cortos. Supongamos que j > i, y que j es tomado de tal mane-
ra que todos los elementos g;, giy1,...,gj—1 son cortos. Ahora, los tinicos pares
de conjugados cortos que juntan mal son (sg,s1),(s1,52) v (s2,50), y existen
movimientos de Hurwitz que transforman el par (s1,s2) en (sg,$1) y a (s2,S0)
en (sg,s1). Ahora, se verifica directamente que g=! * h * g € {s0, 51,52} siem-
pre que h € {sg,s1,52} y g € {30,351,31,31_1,32,32_1}. Esto hace posible hacer
J — 1t — 2 movimientos de Hurwitz que llevan a g¢;; hasta la posiciéon j — 1.
Luego se pueden hacer otros j — ¢ — 2 movimientos de Hurwitz que llevan a
g; a la posicién j — 2. Obtenemos asi una nueva factorizacién (gi,...,q,) tal
que g; es largo, gj—2 = so, gj—1 = 1y L(g1,---,9,) = L(g1,...,9n). Ahora,
es facil ver que existe al menos un conjugado corto s, tal que (so,g;) junta
mal. Entonces, haciendo, si fuera necesario, un movimiento de Hurwitz extra
al par (¢}_5,9;_1), se obtiene una factorizacién (g7,...,9,) tal que gj = g; ¥
g;—1 = sa- Note que L(g7,...,95) = L(d},---,95) = L(g1,---,9n). Entonces el
par (g7_y,gj) satisface las condiciones de la proposicién [[4l Entonces se puede
hacer un movimiento de Hurwitz a este par, de tal manera que el nuevo par

(9721, 97") satisfaga £(g7") +€(g]") < £gf_1) + €(gj), ¥ entonces

L(gila cee )g‘;ll—lagg'”a cee ag;{) < L(gllla s )g‘;'lflag}/)' . ,QZ) = L(gla cee agn) .

De acuerdo a la hipétesis de induccién, la factorizacion (g7, ...,9;" 1,9} s, 9n)
puede ser transformada por medio de movimientos de Hurwitz en otra que es en
cortos o que junta bien. Esto concluye la demostracién. O

Definicién 42 (Coleccién Hurwitz completa). Una coleccién de factorizaciones
especiales de g € G se dice que es Hurwitz completa si por cada clase de equi-
valencia existe por lo menos una factorizacién en la coleccién que representa a
dicha clase. Esto es equivalente a decir que por cada factorizacién especial de g,
hay al menos una en la coleccién que es equivalente a ella.

Por las proposiciones[I5]y[I6], para obtener una coleccién Hurwitz completa de
factorizaciones especiales de un g € GG, basta encontrar todas las factorizaciones
especiales de g que juntan bien, y todas las factorizaciones especiales de g en
cortos de la forma (g1, ..., gs, S0, S1,---,50,51), con s = 0y en la que (g1,...,9s)
junta bien.
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Unidad 3

Algoritmo, cédigo en Maple y
ejemplo

A continuacién se presenta un algoritmo modular recursivo tal que dado un
g € G, determina todas sus posibles factorizaciones especiales de la forma

(h1, ...y he)(s0,81)7 T3,

donde 7 € {0,1,2}, k > 0, r > 0, y si r > 2 cada par (h;,hit1), 1 < i <
r — 1, junta bien. Segun lo discutido en las tultimas secciones de la unidad ],
estas factorizaciones forman una coleccién Hurwitz completa de factorizaciones
especiales de g. Algunas de estas factorizaciones pueden ser Hurwitz equivalentes
entre si.

Para comprender el funcionamiento del algoritmo suponga que construiremos
un arbol n—ario donde el nodo raiz, numerado como 0, estd compuesto por el
g € G a factorizar. El siguiente nivel, nivel 1, estd compuesto por n; nodos
donde el primer nodo contiene a s;” ly=ygo, i€ [0, 1,2]; el segundo posible nodo
contiene a hfl g = g1, el tercero contiene hy Ly = ¢o, v asf sucesivamente. Cada
h; es un posible factor especial largo de g. La cantidad de factores especiales
largos es determinada por la longitud de g. El algoritmo busca todos los posibles
hasta la mitad de dicha longitud. Entonces, en el nivel 1 se ha determinado un
numero finito de nuevos g;, cada uno de los cuales es de menor longitud que el g
contenido en el nodo padre.

Con cada g; obtenido en el nivel 2, se genera el nivel 3 tal como se obtuvo el
nivel 2 y asi se avanza sucesivamente de nivel en nivel hasta que la longitud del
elemento a factorizar en un nodo es cero, uno o dos.
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Cada ruta desde el nodo raiz hasta cada hoja del arbol indica una factori-
zacién de g compuesta por los s; y los h; empleados para reducir g a longitud
cero, uno o dos. Cuando en una hoja su longitud es cero, ello indica que todos los
factores juntan bien; si es diferente de cero, entonces los factores no juntan bien
y esa factorizacion es ignorada en la ejecucion del algoritmo, excepto si todos
los factores son cortos, tal como se puede observar en el ejemplo dado luego del
cédigo.

El siguiente arbol ejemplariza la anterior descripcion.

Notas: el g a factorizar es generado aleatoriamente; por cada nodo en cada nivel,
el algoritmo se invoca a si mismo, por ello es recursivo; y el algoritmo funciona
para un g de longitud mayor o igual a cero, la longitud esta limitada sdlo por la
capacidad de la maquina donde se ejecute.

Algoritmo Factorizar
Generar(g € (w,b: w?,b*));
FactorizaciénCortosLargos (g, [],[]);
Fin Factorizar

FactorizaciénCortosLargos(CadenaAn4lisis, UltimoFactor, Factorizacion)
Si CadenaAnalisis = [] entonces
Factorizacién < Factorizacién+(sos1)
Escriba(Factorizacién);
sino
# Primero suponemos que hay un factor corto

3k,
b
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Dependiendo de long(CadenaAnélisis) haga
1: Dependiendo de CadenaAnilisis[1] haga

w: Factorizacién «+ Factorizacién+sg + (sosl)HBk;
b': Factorizacién < Factorizacién+(sgs1)*"3";
Fin dependiendo
Escriba(Factorizacién);
2: Dependiendo de CadenaAn4lisis[1, 2] haga

wb: Factorizacién < Factorizacién+sg + (3031)2+3k;

wb?: Factorizacién < Factorizacién+so + (s0s1)%;
. s . .2 2
bw: Factorizacién < Factorizacién+si + (sos1)*T3%;
3k.

b%w: Factorizacién < Factorizacién+ss + (s0s1)°";
Fin dependiendo
Escriba(Factorizacién);
>38: FactorCorto < DeterminarFactorCorto(CadenaAnélisis);
Si PeganBien(IjltimoFactor, FactorCorto) entonces
Factorizacion < Factorizacion+FactorCorto;
InversoFactorCorto < Inverso(FactorCorto);
NuevaCadena < Multiplicar(InversoFactorCorto, CadenaAnAlisis);
FactorizaciénCortosLargos(NuevaCadena, FactorCorto, Factorizacién)
Fin si

# Ahora suponemos que hay uno o varios factores largos
> 5 : ListaFactoresLargos <— DeterminarFactoresLargos(CadenaAnalisis);
Para i < 1 hasta ¢(ListaFactoresLargos) haga
FactorLargo «+ ListaFactoresLargos [i];
Si PeganBien (UltimoFactor, FactorLargo) entonces
Factorizacion <+ Factorizacién+FactorLargo;
InversoFactorLargo « Inverso (FactorLargo);
NuevaCadena <— Multiplicar(InversoFactorLargo, CadenaAnalisis);
FactorizacionCortosLargos(NuevaCadena, FactorLargo,Factorizacién);
Fin si
Fin para
Fin dependiendo

Fin si
Fin FactorizaciénCortosLargos

DeterminarFactorCorto(Cadena)
Dependiendo de Cadena[l] haga

w : Retorne (so);
b : Retorne (s1);
b% : Retorne (s2);

Fin dependiendo
Fin DeterminarFactorCorto

PeganBien(g1, g2)

47
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g < Multiplicar(gi, g2)
Si l(g) = €(g1) NL(g) > £(g2) entonces
Retorne(verdadero);
sino
Retorne (falso);
Fin si
Fin PeganBien

Multiplicar (g1, g2)
Terminar<—falso;
Mgq 4(g1) # 0 A £(g2) # 0N ~Terminar haga
Si (g1[6(g1)] = w A g2[1] = w) V (g1[€(91)] = b A ga2[1] = b?) v
(91[¢(g1)] = b® A g2[1] = b) entonces
g1 < g1 — qi[l(g1)];
g2 < g2 — g2[1];
sino
Si g1[¢(g1)] = b A g2[1] = b entonces
91[0(g1)] « b%;
g2 < g2 — g2[1];
sino
Si g1[£(g1)] = b* A g2[1] = b* entonces
91[l(g1)] < b;
g2 < g2 — g2[1];
Fin si
Fin si
Terminar<—verdadero;
Retorne (g1 + g2);
Fin si
Fin mq
Si ~Terminar entonces
Retorne (g1 + g2);
Fin si
Fin Multiplicar

Inverso(g);

Tamaio <+ £(g);
1

g« [;
Para i < 1 hasta Tamano haga
Dependiendo de g[Tamano—i + 1] haga
w: g7 i) + w;
b: g7 [i] « b
b2 g7 Q] < b;
Fin dependiendo
Fin para
Retorne (g71);
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Fin Inverso

DeterminarFactoresLargos(Cadena)
LongitudCadena < long(Cadena);
ListaFactoresLargos « [J;
ContadorFactoresLargos < 0;
© 4 2;
Mientras que i < (LongitudCadena/2) haga
Si Cadenali] = b A Cadena[i + 1] = w entonces
ContadorFactoresLargos < ContadorFactoresLargos+1;
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ListaFactoresLargos [ContadorFactoresLargos] < ArmarFactorLargo(Cadena, i—1);

Fin si
141+ 1
Fin mientras que
Retorne(ListaFactoresLargos);
Fin DeterminarFactoresLargos

ArmarFactorLargo(Cadena, )
Q7"+ [k
Para j < 1 hasta ¢ haga
Q7 '[§] + Cadenal[jl;
Fin para
Q + Tnverso(Q™1);
Retorne (Q'51Q);

Fin ArmarFactorLargo

El algoritmo fue implementado en Maple 12. A continuacién el cédigo.

> DeterminarFactorCorto := proc (Cadena::list)

description "Procedimiento que determina el primer factor corto de un
g=gl1]...glr] \in <w,b| w~(2)=b~(3)= 1>, recibido en el parametro ’Cadena’

de acuerdo a g[1]. El proceso retorna el correspondiente s[0],s[1] 6 s[2],
indicado como [’w’,’b"2’], [’b’,’w’,’b’] 6[’b"2°,’w’], respectivamente.";

if nops(Cadena) = O then
return "La cadena esta vacia"

else
if Cadena[1] = "w" then
return ["w", "b"2"]
elif Cadenal[l] = "b" then

return [Ilbll’ n n’ "b"]
elif Cadena[l] = "b"2" then

>
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return ["b~2", "w"]
else
printf ("E1l dato %s es malo", Cadenal1])
end if
end if

end proc;

> GenerarG := proc (longitud::integer)

local i, g, anterior, generado;

description "Construye un g reducido \in <w,b| w~(2)=b~(3)= 1>, de la longitud
indicada en la variable de entrada ’longitud’. ";

i:=0;g:=101;

if 0 < longitud then

anterior := ‘mod‘(rand(), 3);
while i < longitud do
generado := ‘mod‘(rand(), 3);

if anterior = 0 and generado = 1 or anterior = 0 and generado = 2 or
anterior = 1 and generado = 0 or anterior = 2 and generado = O then

i = i+1;
g := [op(g), generado];
anterior := generado
end if
end do
end if;

for i to longitud do
if g[i]l = O then
glil := "w"
elif gl[il = 1 then
glil := "b"
elif gl[i] = 2 then
glil := "b~2"
end if
end do;

return g
end proc;

> Multiplicar := proc (g::list, h::list)
local Terminar, gl, g2;
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description "Dados g,h \in <w,b| w~(2)=b~(3)= 1>, se multiplican estos de
tal forma que se obtiene un g=gh el cual es retornado. ";

gl = g;

g2 := h;

Terminar := "falso";

while nops(gl) <> 0 and nops(g2) <> 0 and Terminar = "falso" do

if gllnops(gl)] = "w" and g2[1] = "w" or gllnops(gl)] = "b" and
g2[1] = "p"2" or gll[nops(gl)] = "b 2" and g2[1] = "b" then
gl := [op(1 .. nops(gl)-1, g)l;
if 1 < nops(g2) then
g2 := [op(2 .. nops(g2), g2)]
else g2 := []

end if
else
if gilnops(gl)] = "b" and g2[1] = "b" then
gllnops(gl)] := "b"2";

if 1 < nops(g2) then
g2 = [0p(2 .. nopS(gQ), 82)]
else g2 := []

end if

else

if gilnops(gl)] = "b"2" and g2[1] = "b"2" then
gl[nops(gl)] := "b";

if 1 < nops(g2) then
g2 := [op(2 .. nops(g2), g2)]
else
g2 := [1]
end if
end if
end if;

Terminar := "verdadero";
return [op(gl), op(g2)]
end if
end do;

if Terminar = "falso" then
return [op(gl), op(g2)]
end if
end proc;

> PeganBien := proc (gl::list, g2::list)
local g;
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description "Verifica si gi, g2 \in <w,bl w~(2)=b"(3)= 1> juntan bien. Retorna
’verdadero’ en caso afirmativo. Retorna ’falso’ en caso negativo.";

g := Multiplicar(gl, g2);

if nops(gl) <= nops(g) and nops(g2) <= nops(g) then
return "verdadero"

else

return "falso"
end if
end proc;
> Inverso := proc (g)

local Tamafio, i, Inv;

description "Recibido un ’g’ \in <w,b| w~(2)=b"(3)= 1> el procedimiento
retorna el correspondiente inverso. ";

Tamafio := nops(g);
Inv := [];

for i to Tamafio do
if g[Tamafio-i+1] = "w" then
Inv := [op(Inv), "w"]
elif g[Tamafio-i+1] = "b" then
Inv := [op(Inv), "b"2"]
elif g[Tamafio-i+1] = "b"2" then
Inv := [op(Inv), "b"]
end if
end do;

return Inv
end proc;
> DeterminarFactoreslLargos := proc (Cadena)
local LongitudCadena, ListaFactoresLargos, ContadorFactoresLargos, ij;
description "Dado un g \in <w,b| w"(2)=b"(3)= 1> recibido en el parametro

Cadena, se determina una lista de posibles factores largos de dicho g.
Cada factor largo \in S. ";
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LongitudCadena := nops(Cadena) ;
ListaFactoresLargos := [];
ContadorFactoresLargos := 0;

i = 2;

while i < (1/2)*LongitudCadena do

if Cadenal[i] = "b" and Cadenal[i+1] = "w" then
ListaFactoresLargos := [op(ListaFactoresLargos), ArmarFactorLargo(Cadena, 1i)]
end if;
i =i+l
end do;

return ListaFactoresLargos

end proc;

> ArmarFactorLargo := proc (g::list, i::integer)
local Qi, j, Q;
description "Recibido un g=g_1...g_n \in G, se toman los primeros i-1 componentes

de g, y se determina que g_1...g_{i-1}=Qi. Luego se construye un s=QiS_1Q \in S.
Se retorna s. ";

Qi := [1;
for j to i-1 do
Qi := [op(Qi), gljl]

end do;

Q := Inverso(Qi);
return [op(Qi), "b", "w", "b", op(Q]

end proc;

> Convertir := proc (Factores::list)

local i, Conversion;

description "Dado un g=g[1]...g[n] \in <w,b| w"(2)=b"(3)= 1>, recibido en
’Factores’, donde cada gl[il\in [[w, b~2],[b,w,b], [b"2,w],

(s[01s[1])~(j+3k),largo]l, se convierte cada factor a [s[0],s[1],s[2],
(s[01s[1]1)~(j+3 k),largo], respectivamente. ";
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Conversion := [];

if 0 < nops(Factores) then
for i to nops(Factores) do
if Factores[i] = ['w", "b"2"] then

Conversion := [op(Conversion), s[0]]

elif Factores[i] = ["b", "w", "b"] then
Conversion := [op(Conversion), s[1]]

elif Factores[i] = ["b"2", "w"] then
Conversion := [op(Conversion), s[2]]

else Conversion := [op(Conversion), Factores[i]]

end if

end do
end if;

return Conversion
end proc;
> VerificarRespuesta := proc (Factores::list)

local Concatenacion, i;
global gOriginal;

description "Se compara el parametro ’Factores’ con el g original que fue
dado a factorizar, el cual estd contenido en la variable ’gOriginal’ que
es global. El procedimiento informa si son diferentes";

Concatenacion := [];

if nops(Factores) = O then
print ("Error: la factorizacién estd vacia")

else

for i to nops(Factores)-1 do
Concatenacion := Multiplicar(Concatenacion, Factores[i])

end do;

if Factores[nops(Factores)] = (s[0]*s[1])~(1+3xk) then
Concatenacion := Multiplicar(Concatenacion, ["b"])

end if;

if Factores[nops(Factores)] = (s[0]*s[1])~(2+3xk) then
Concatenacion := Multiplicar(Concatenacion, ["b~2"])

end if;

if nops(Concatenacion) <> nops(gOriginal) then
print ("Error: La cantidad de factores es diferente");
return

else



Algoritmo, cédigo en Maple y ejemplo

for i to nops(Concatenacion) do

if gOriginal[i] <> Concatenacion[i] then

print("Error: la factorizacién es diferente del g original');

return
end if
end do
end if
end if

end proc;

> FactorizacionCortosLargos

ResultadoAnteri

or::list)

:= proc (CadenaAnalisis::list, UltimoFactor::list,

local FactorCorto, InversoFactorCorto, NuevaCadena, ListaFactoresLargos, 1i,

FactorLargo, Inve
global YaImprimioC

rsoFactorLargo, Resultado;
ortos;

description "Algoritmo recursivo que recibe un g=g[1]...g[n] \in G=<w,b|
w™(2)=b~(3)= 1> en el parametro ’CadenaAnalisis’, y detemina su primer
factor corto y posibles primeros factores largos. El factor encontrado es
agregado a la variable Resultado junto con la factorizacién recibida en el
parametro ResultadoAnterior. El llamado a este proceso es finalizado luego

que se ha determinado que

la longitud del pardmetro ’CadenaAnalisis’ es

menor que tres. Entonces la factorizacién se convierte a forma legible, se
imprime y se verifica el resultado con el g original contenido en la variable

global gOriginal.

if CadenaAnalisis
Resultado :=
if YaImprimioCo
print (Convert

YaImprimioCortos :=

else

print (Convert
end if;
VerificarRespue
else

if nops(CadenaAnalisis) =

if CadenaAnal
Resultado

Resultado

Resultado
else

[op(ResultadoAnterior),

:= [op(ResultadoAnterior),
elif CadenaAnalisis[1] =
:= [op(ResultadoAnterior), (s[0]*s[1])~(1+3%k)]
elif CadenaAnalisis[1]
:= [op(ResultadoAnterior),

n.
s

= [] then

rtos = "falso" then
ir(Resultado), nops(Resultado)-1);
"verdadero"

ir(fop(1
sta(Resultado)

1 then

isis[1] = "w" then

["W" s ub'~2u] s
"b" then

= "b"2" then

(s[0]1*s[1]1)~(3*k)];

(s[0]*s[1])~ (1+3%k)]

(s[0]1*s[1]) " (2+3%k)]
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. nops(Resultado)-1, Resultado)]), nops(Resultado)-1)
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print (Error*enxlaxdeterminacién*del*iltimo*factor*cortoxdel*gxdexentrada)
end if;

if YaImprimioCortos = "falso" then
print (Convertir(Resultado), nops(Resultado)-1);
VerificarRespuesta(Resultado);
YaImprimioCortos := "verdadero"
end if
end if;

if nops(CadenaAnalisis) = 2 then

if CadenaAnalisis[1] = "w" and CadenaAnalisis[2] = "b" then

Resultado := [op(ResultadoAnterior), ["w", "b~2"], (s[0]*s[1])~(2+3%k)]
elif CadenaAnalisis[1] = "w" and CadenaAnalisis[2] = "b"2" then

Resultado := [op(ResultadoAnterior), ["w", "b"2"], (s[0]*s[1])~(3%k)]

elif CadenaAnalisis[1] = "b" and CadenaAnalisis[2] = "w" then

Resultado := [op(ResultadoAnterior), ["b", "w", "b"], (s[0]x*s[1])~(2+3%k)]
elif CadenaAnalisis[1] = "b"2" and CadenaAnalisis[2] = "w" then

Resultado := [op(ResultadoAnterior), ["b~2", "w"], (s[0]xs[1])~(3*k)]

else

return Error*enxlaxdeterminacidén*del*tdltimo*factor*cortoxdel*gxdexentrada
end if;

if Resultado[nops(Resultado)] = (s[0]*s[1])~(3%¥k) or YaImprimioCortos = "falso" then

if YaImprimioCortos = "falso" then
print(Convertir(Resultado), nops(Resultado)-1); YaImprimioCortos := "verdadero"
else
print(Convertir([op(1 .. nops(Resultado)-1, Resultado)]), nops(Resultado)-1)

end if;

VerificarRespuesta(Resultado)

end if
end if;

if 3 <= nops(CadenaAnalisis) then

FactorCorto := DeterminarFactorCorto(CadenaAnalisis);

if PeganBien(UltimoFactor, FactorCorto) = "verdadero" then
Resultado := [op(ResultadoAnterior), FactorCortol];
InversoFactorCorto := Inverso(FactorCorto);
NuevaCadena := Multiplicar(InversoFactorCorto, CadenaAnalisis);
FactorizacionCortosLargos(NuevaCadena, FactorCorto, Resultado)

end if

end if;

if 5 <= nops(CadenaAnalisis) then
ListaFactoresLargos := DeterminarFactoresLargos(CadenaAnalisis);
for i to nops(ListaFactoresLargos) do
FactorLargo := ListaFactoresLargos[i];
if PeganBien(UltimoFactor, FactorLargo) = "verdadero" then
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Resultado := [op(ResultadoAnterior), FactorLargol];
InversoFactorLargo := Inverso(FactorLargo);
NuevaCadena := Multiplicar(InversoFactorLargo, CadenaAnalisis);
FactorizacionCortosLargos(NuevaCadena, FactorLargo, Resultado)
end if
end do
end if

end if

end proc;

> Factorizar := proc ()

global gOriginal, YaImprimioCortos;

description "Algoritmo que genera un g=g[1]...g[n] \in G=<w,b| w~(2)=b"(3)= 1>,
lo factoriza en g=g’[1]...g’[n],con cada g’[i] \in S={s[il: s[i]=Q"(-1)hQ,

Q \in G}, de tal forma que cada par g’[i]lg’[i+1] junte bien, excepto
posiblemente al final de cada factorizacién. A cada factorizacidén se le agrega
al final (s[0]s[1])"(j+3 k), representando asi un conjunto de clases de
factorizaciones de g. Si al final de cada factorizacién se obtiene ’b’ 6 ’b~(2)’,
quiere decir que la factorizacién no junta bien. Solamente son mostradas
aquellas factorizaciones que juntan bien, excepto la primera factorizacién
encontrada que corresponde a aquella que es en cortos y que tal vez junte mal.";

YaImprimioCortos := "falso";

gOriginal := GenerarG(35);

lprint("Las factorizaciones de g = ");

print (gOriginal) ;

lprint("donde la primera es en cortos (que consiste en el conjunto de representantes
de todas las clases de factorizaciones posibles en cortos de g, k>=0), y las
siguientes son las que juntan bien, que contienen al menos un factor largo, son:");

FactorizacionCortosLargos(gOriginal, [], []1)

end proc;

A continuacion un ejemplo de un g de longitud 35 generado aleatoriamente

> Factorizar();

"Las factorizaciones de g = "

[Ilwll’ llbll’ "W", llbll’ "W", llbll’ llwll’ llbll’ Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ Ilb“2ll’ llwll’
Ilbll’ Ilwll’ Ilb“2ll’ "W", llb“2|l’ "W", llb“2|l’ Ilwll’ Ilb“2ll’ "W", llbll’ "W", llbll’
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IIWII llb"2ll llwll llbll llwll Ilbll IIWIl]
"donde la primera es en cortos (que consiste en el conjunto de representantes
de todas las clases de factorizaciones posibles en cortos de g, k>=0), y las
siguientes son las que juntan bien, que contienen al menos un factor largo, son:"
[
[s_0, s_2, s_1, s_0, s_2, s_1, s_0, s_0, s_2, s_2, s_2, s_2, s_2,

s_1, s_0, s_0, s_2, s_1, (s_0 s_1)"(2 + 3 k)], 18

[s_0, s_2, s_1, s_0, s_2, s_1, s_0, s_0, s_2, s_2, s_2, s_2, s_2,
s 1 s O ["W" nbn an nbn an]] 16

[s_0, s_2, s_1, s_0, s_2, s_1, s_0, s_0, s_2, s_2, s_2, s_2, s_2,
["b" " npn " npn " nb—~2n]
["b", Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ |lb*2ll] , S 2] s 16

[s_0, s_2, s_1, s_0, s_2, s_1, s_0, s_0, s_2, s_2, s_2, s_2,
[nb*2n’ "W", "b", "W", "b", "W", "b"], S_l, S_O, S_2], 16

[s_0, s_2, s_1, s_0, s_2, s_1, s_0, ["w", "Db", "w", "b", "w"],
["W", "p, "y, "b", Ilwll]’ ["W", "o, "w", "b", "W"],
["W", "p, My, "b", Ilwll]’ ["W", "o, "w", "b", "W"], s_1, s_1, s_0, s_2
1, 16

[S_O, S_2, S_l, S_O, S_2, ["b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*2n]’
[an gt npn gt npn et nb*zn] s 0 s 0 s 0 s 0 s 2 s 1
s_1, s_0, s_2], 16

[S_O, S_Q’ S_1, S_O, 5_2’ ["b" s Ll s npn R " s npn , " , nb—~2n] ,
[Ilbll’ Ilwll’ Ilbll’ llwll’ llbll’ "W", lIb“2ll] , S_O,
[Ilwll’ Ilb“2ll’ llwll’ llb“2ll, Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ Ilbll’ Ilwll’ llbll’ IIWII] ,
[IIWII’ Ilb“zll’ llwll’ llbll’ llwll’ llbll’ llwll’ Ilbll’ Ilwll]] , 10

[S 0’ S 2’ S 1’ S O’ ["b‘2||’ ||w||’ ||b||’ ||w||’ ||b||’ ||w||’ ||b||] s S 1’ S O’
s_0, s_0, s_0, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_2], 16

[S 0, s 2’ s 1’ s O, ["bA2", "W", "b", "W", "b", "W", "b"], s 1’ s O,
s 0 ["W" npron ot npron gt npn gt npn gt npn gt npn "W"]
["W", nb*2n’ "W", "b", "W", "b", "W", an’ "W"]], 10

[s_0, s_2, s_1, s_0,
["bAQ", 'w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b"],
["bAQ", "y, o "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b"], s_1, s_1,
["b", "W", "b", "W", "b", an’ ||b~2n]’ ["W", "b", "W", "b", "W"]], 10

[s_0, s_2, s_1, s_0,
[Ilb“zll llwll llbll llwll Ilbll IIWII Ilbll n
["b"2||’ "w"’ "b"’ "w"’ ||b||’ ||w||’ ||b||’ n
[Ilbll llwll llb"2|l llwll Ilbll IIWII Ilbll n

n npron et an]
n’ nb*2n’ "W", an]’ s 1’
n npn eyt nb~2n]

s 5 =



["b", an’

[s_0, s_2, s_1, ["w

"b", an’
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"b", an, "bh2"], S_2], 10

n’ "b", "W", "b", "W"], S_l, S_l, S_O, S_O, S_O,

s_0, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_2], 16

[s_0, s_2, s_1, ["w

"ooMpt, ty", b, "W"], s_1, s_1, s_0, s_0,

["W", "pron, an, nb~2n, g, "pM, "w", "b", "w", "b", an, "b",
[nwn’ "M, "y, "b", "w", "b", "w", "b", "W"]], 10
[S_O, 3_2’ S_1, ["W", "b", an, "b", "W"],
["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", nbA2n]’
["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", nbA2n]’
["b", an’ nb~2n’ an’ "b", N, MR, Mt b, My, "bh2"],
["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", nbA2n]’
["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", nbA2n]’
["W", "b", an’ "b", "W"]], 10
[S_O, S_2, S_1, ["W", "b", "W", "b", "W"],
["b" gt npoon et npn " npn " npn gt nb~2n]
["b", "y, "bT2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", nbA2n]’
["b", "y, "bT2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", nbA2n]’
["b" gt npoon et npn et npn " npn gt nb~2n] ["b"
"2, "y, "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b", "w",

1, 10

[S_O, s_2, s_1, [nwn’ ", "y, "b", "w", "b", "w", "b"2", nwn]’ s_1,
s_1, s_1, s_1, ["b", "W, "p", "w", "b", "w", "bA2"],
["W", "b", an’ "b", "W"]], 10

[S_O, s_2, s_1, [nwn’ ", "y, "b", "w", "b", "w", "b"2", nwn]’ s_1,
s_1, s_1, ["b", "y, "bT2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w",
["b", an’ "b", "W", "b", "W", "bh2"], S_2], 10

[s_0, s_2, s_1,
["W" npn et npn et npn " npn " npron gt npoon
[nwn’ "o, "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b~2",

s_2, s_1, s_0, ["

[s_0, s_2, s_1,

W", "b", "W",

"b", "W"]], 10

["W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*2n’ "W", "bA2",
["W", an’ "W", an’ "W", "b", an, "b", an, nb~2n, "W", Hb~2n’
s 2’ ["b", an’ "b", "W", "b", "W", nb*2n]’

["b", "W",

[s_0, s_2, s_1,
[llwll llbll llwll
[llwll llbll llwll
[Ilb“2||’ "w"’ ||b||’

"b", "W",

an’ "W",
an’ "W",

"b", "W", nb*2n]’ s 2]’ 10

"b", an, "b", an, nb~2n, "W",
"b", an, "b", an, nb~2n, "W",
"b"], s_1, s_0, s_2], 10

Hb~2n’
Hb~2n’
"W", "b", "W",

nb*2n]’

"W"],
"W"], s 2’

"W"],
"W"], s 2’

"W"],
"w"l, s_2,
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nb*2n]’ S_2
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[s_0, s_2,
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["b" s " s

an’ "W", an’

"W",

s_0, s_0, s_0, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_21, 16

[s_0, s_2,

s_O,
[an’

[s_0, s_2,

[s_0, s_2,

["ob",
["o",
["ob",
["o",
"p2n,
1, 10

"bU2", "w",
["b",
["b",
["b",
["b",
["b",
["b",
[w",

"W
"W",
an,
"W",
"W",

an,
"b",

"W", "b*2u’
"W", "b*2u’
an, nb~2n,
"W", "b*2u’

"W", "b",

["b", "W",
["W", ||b~2||,

["b" s " s

an’ "W", an’
Hb~2n’ "W",
an’

"W",
"b", "W",

n s llb n s Neatt
"b 2",
"b2",
"b2",
"b2",
"b2",

w", "b",
W, b,
", b,
"W, b,
"W, DY,
", b,

an’

"o, MW",
"o
"
llbll s
"
"

npn
>
an’ 'W",
an’ 'W",
"W", "W",
w" npn
>
np"
)

an’

an’ "W",

"W",
an’
an’

wo,
IW",
"W",
an’
IW",
"W",

"W",
an’
an’
an’

an, npn
"b", "W"]]

b2,
Ilbll ,
Ilbll ,
Ilbll ,
Ilbll ,

"
gt
"
"
"b", gt

"b", "W"]], 10

"b2"],
"
"
llbll s
"
"bo2",

an’
IW",
"W",
> nwn’

"W",

[s_0, s_2,

[Ilbll’

"W s

"b", an’ "b",

w" s ||b*2||] s

s an,
, 10

"b",

s_2,

s "b", "W",
s "b", an,
s "b", "W",
s "b", "W",
s "b", gt

s_2,
||b—~2||] s
||b—~2||] s
ub'~2u] s
||b—~2||] s

llb" s

|;n’
IW",
"W",
IW",

an’

an’

"p2"], s_2, s_1, s_1, s_0,

"p-2"], s_2, s_1, s_1, s_0,

" s npn s "W"] s
||b*2||] s
||b~2n] s
||b*2||] s
||b*2||] s
||b~2n] s
[Ilbll s nw" s

||b—~2||] s S_2

[Hb~2n et npn
["bA2", "W", "b",
["b", "b",

an, "b",
"W", "b",
"b",

an, "b"],

"W, "b"], s_1, s

"W", "W", "W", "bA2"], ["W",

[s_0, s_2, ["b",
[ub*2u’

"W", "b",

an’

an’
an’

||b*2||] s

", W',
"W", "W", 'W", "b"] s
", ",
W', W',

-1, s_1,

"b", "W",

"b", "W"]], 10

[nb~2n Ll npn npn nbn] s 1 s 1
["b", "W", nb*2n’ "b", "b", "W", "b", "W", nb*2u]’
["b", "W", "b", "W", "b", "W", nbA2n]’ s 2]’ 10
[S_O, S_2, ["b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*2u]’ [ub*2n’ "W", "b", "W",
ub*2n’ "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", ub*2n’ "W", "b"], [nb*2n’ "W",
"b", "W", "bh2", "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", nb~2n, "W", "b"], [
ub*2n’ "W", "b", "W", nb*2n’ "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*2n’ "W",
"b"], [nb*2n’ "W", "b", "W", ub*2n’ "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W",
npron Ll ubu] [nb~2n " npn Ll npon Ll npn " npn "
"b", "W", "bA2", "W", "b"], S_O, S_2], 10
[S_O, 3_2’ ["b", "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", nb~2n, "W", "bh2"], [
"b", "W", nb*2n’ "W", nb*2n’ "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W",
nb~2n] ["b" " npron " npron eyt npn et npn " npn "
"b", "W", "bh2"], ["b", "W", nb~2n, "W", "bh2", "W", "b", "W", "b", W",
"b", "W", "b", "W", nb*2n]’ ["b", "W", ub*2n’ "W", nb*2n’ "W", "b", "W",
"b", "W", "b", "W", "b", "W", "bh2"], ["b", "W", "bh2", "W", "bh2", "W",



"b", an’ "b",

an’
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"b",

an,

"b", "W",

ub'~2u] s

["b" " np" " np" "t ||b~2n] s 2] 10

[S 0, s 2 ["b" " npn " npn gt npn et npn
npon " npron gt npoon " nb—~2n] ["b" gt
", Mw", "B, "w", "b", "w", "b"2", "w", "b"2", "w",

s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_2], 10

[S_O, [llb*2ll s " s

an’

HWH’

"b", "W",

s_0, s_0, s_0, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_2], 16

[s_0,
s_0,
[an’

["b~2", "w",
["w", "b"2",
"pn, gt
[s_0, ["b2",
["ob",
["ob",
["ob",
["ob",
["ob",
["w",

an’
"W",
"W",
an’
"W",

"W",
"b",

[s_0, ["b~2",
["b",
["b",
["b",
["b",
"br2",
1, 10

Ilwll ,
"b2",
"b 2",
"b 2",
"bo2",

Ilbll ,

"W",
IW",
IW",
"W",
"W",

[S_O, [llb*2ll s
[llb*2ll s
[nb~2n s
[Ilbll s

"W",
HWH’
"W",
"W", np"

[S_O, [nb~2n s an s

an’
an’

an’
eyt
"b",

llbll s
"bo2",
"bo2",
"bo2",
"bo2",
"bo2",

an’ "b", an]]’

HWH’
nb*zn’
"W",

"W",

"o, Mw",
N, b,
", b,
", DY,
", b,

LI N

an’

[[=]
> wo,

an’

HWH’
"W",

HWH’

np"

"W",

"W",
"W",
an’
"W",
"W",

"b",
"b",

an’
eyt
"b",

an’
an’
"W", np"
an’ "W",
"b", 'W",
"b", 'W",
"b", "W",
"b", 'W",
"b", 'W",

10

"o, Mw",
"w", "b", "w"
"W", "b", "w"
"W", "b", "w"
"w", "b", "w"

"W", "b", "W",

"b", "W",

Ilwll’ Ilbll] s
"
s "W", nb*2n]’

an’ "W",

an’

"W",

s Ilwll]]’ 10

"b"1, s_0,
, "B,
. "o,
, ",
, "B,
"b2",

nbn] , S O,

"b"] s S_O,

IW",
IW",
"W",
IW",
IW",

"W",
IW",
IW",
"W",

an’

["bAQ", W', "B, "w", "b", "w", "b"] s

["bAQ", W', "b, "w", "b", "w", "b"] , s_1,

["b" " npron gt npn gt npn et

["b" s " s np" s " s np" s " s |lb*2ll] , S 2]
[S 0 [nb~2n "t np" " np" " "b"] s 0

"bo2", "w", "b",
"o, "w", "b"2",
"b2", "w", "b",
"], ["b2",
"b2", "w", "b"],

HWH’

iy
llwll s
llwll s

e
["b~2"

"
llbll s
"b2",

—
IIWII ,

>

"W", "b", "W",
"w", "b", "w",
"y, b,
"br2",
Ilbll ,

"W",
an’

an’

nbA2H’

an’

"b",

"W",

"b"], s_0, s_2,
llb" s
llb" s
llbll s
llb" s
llb" s

"b",
"b",
an’
"b",
"b",

_27

s_1,
llbll s
, 10

[nb~2n s

"W",

npn
H

"W",

nb~2n’ "W",

"W",

an’

"b",

"W",

"y

"y

'w
'w
llw
'w
'w

"b"], s_1, s_1, s_1,

[Ilwll s nw" s

n
>

nb*2n’

n
>

n
>
n
>
n
>
n
>
n
>

2],
2],
2],
2],

Ilbll ,

"W",

an’
"W",
an’

"W",
an’

"b"], s_0, s_2, s_1, s_1, s_0,

"b"], s_0, s_2, s_1, s_1, s_0,
llwll

"y, "p", "W"] R
||b—~2||] s
||b—~2||] s
ub'~2u] s
||b—~2||] s
||b—~2||] s
["b", an,

an’

||b—~2||] s

|lb*2ll] s S_2

"b", "W"]], 10

"W",

an’

Ilbll] s
"pron,
npn s

"W",

an’

"W",

an,
an,

ub'~2u] s

"o, MW",
["b"2",
"b"],
b2,
"o, MW",
llbll s

[

an’

"W",

"W",
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"b", g, "pT2n, oty "b"], s_0, 3_2], 10
[S_O, [nbA2n’ "W", "b", "W", "b", nwn’ "b"], [nwn’ "b", "W", "b", "W"], S_2,
S_l, s_1, s_1, s_1, ["b", an, "b", g, "pt, vy, "bh2"],
["W", "b", an, "b", "W"]], 10
[S_O, [nb~2n, "W", "b", "W", "b", an, "b"], ["W", "b", "W", "b", "W"], S_2,
s_1, s_1, s_1,
["b", "w", "b°2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "bA2"],
["b", an, "b", an, "b", an, nb~2n]’ S_2], 10
[S 0’ [nb*2n’ "W", "b", "W", "b", uwu’ "b"], [uwu’ "b", "W", "b", "W"],
npH~on Moot (N1} ([T np" ([T np"
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
[Hb‘z", W', "B, "w", "b", "w", "b"],
[Hb‘z", W', "B, "w", "b", "w", "b"],
[nb~2n " npn et npn gt nbn]
[nb*zn’ uwu’ "b", 'W", "b", 'W", "b"], S_O, ["W", "b", "W", "b", "W"]], 10
[S_O, [nb~2n, "W", "b", "W", "b", an, "b"], ["W", "b", "W", "b", "W"],
[Hb‘z", W', "B, "w", "b", "w", "b"],
[Hb‘z", W', "B, "w", "b", "w", "b"],
[nb~2n et npn gt npn et nbn]
[Hb‘z", W', "B, "w", "b", "w", "b"],
[Hb‘z", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b"], s_0, s 2] 10
[S 0’ ["bAQ", "W", "b", "W", "b", "W", "b"],
["W", "o, "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "W"],
["W", ", Mg, "pU, g, "b", an, nb~2n, "W"], S_2, S_2, S_2, S_l,
noan npn noan np" Noott
s_0, ["w", "b", "w", "b", "w"11, 10
NRH~oNn ([T np" ([T nRH" Moot nRp"
[s_0, ["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"I,
["W", "o, "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "W"],
[nwn’ "o, "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", nwn]’ s_2, s_2, s_2,
["b", N, Mph, Mt b, Yy, "bh2"],
["b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*zu]’ S_2], 10
NRH~oNn ([T np" ([T nRp" Neott nRH"
[s_0, ["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["W", ", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "W"],
["W", ", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "W"], s_2, s_2
[nb~2n, N, "ph, Mt "pU, "y, "b"], s_1, s_0, 3_2], 10
[S 0, ["b*2"’ "y, "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b"],
["bh2", an, nb~2n, g, "ph, 'y npn " npn " "b"]
[Hb‘z", "w", "b72", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["bh2", an, npn gt npn gt nbn]
["bh2", an, "b", g, "ph, twt, "b"],
[Hb‘z", W', "B, "w", "b", "w", "b"],
["bh2", an, "b", "W", "b", "W", "b"], S_O, ["W", "b", an, "b", "W"]], 10
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"b"],

[s_0, ["p~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "D°2", "w",
["b~2", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "D"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],

["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b72", "w",

[["W" nbn an nbn
s_0, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_2], 16

[["W" np" "t np"
["W", "M, "y, "bT2", "w", "b", "w",
["W", "2, "y, "b", "w", "b", "w",

[[Mw", "b", "w",
["ob",
["ob",
["ob",
["ob",
["b",
["w",

"b", "],
"bo2",
"bo2",
"bo2",
"bo2",
"bU2",
Ilbll ,

1, s_O,
Ilbll ,
Ilbll ,
Ilbll ,
Ilbll ,
Ilbll ,
"1,

S_
"W", "W", "W",
an’ an’ "W",
"W", "W", IW",
"W", "W", "W",
an’ an’ "W",
"b", 10

"W", "w

[["W", "b",

s_2,
Ilbll s
llbll s
Ilbll s
Ilbll s
llbll s

gt npn "W"] s 1 s 0 s 2

["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w",
["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w",
["b", "w", "b72", "w", "b", "w", "b", "w",
["b", "w", "b"2", "w", "b", "w", "b", "w",
"ba2M, MW", "bM, "w", "b", "w", "b", "w",

1, 10

[["W", "b", "W", "b",
[nb~2n et npn
["b", HWH’ "b",

"w"], s_1, s_0,
an’ "b",

HWH’ "b", "W", nb*2n]’

[["W", "b", an’ "b", "W"], S_l, S_O,

["bA2", "W", "b", "W", "b", "W",
["b", "W", "bA2", "W", "b", "W", "b",
[an et npn gt npn eyt

[L"w", "b",
"o, MW",
"b2",
"o, MW",
"po2",
"b"],
"po2",

"y, b,
"o, MW",
Ilbll ,
"b2",

"w"], s_1, 5.0,
Ilbll IIWII Ilb“2ll
llbll s llw" s "b" s
llwll llbll llwll llbll
IIWII Ilbll llwll llb"2ll llwll llbll
[Ilb‘2ll’ "W", llbll’ "W", llb“2ll’
"w", "b"], s_0, s_2], 10

["b

"W", "W", "w

"

" )

" s

[nbA2H’
an’ "b"], S_l, S_l, S_l,
[an’

[nb~2u
"b"], s_1, s_1,
"p,

"W",

"b-2"], s_2], 10

A2n’
n
n

an’

s "b",

nbA2H’

"b"],
llb“2|| s
"p",

"W, "b",
"W"]], 10

IW", "b", IW",
"W", an’ "W",
IW", "b", "W",
IW", "b", IW",
"W", an’ "W",

"b",
"b",
"b",
"b",

IW",
an’
"W",
an’

"W", "b",

"W", "b", "W",

"b", "W",

an’ "b", an,

nb*2n]

an’

"W", "b", "W",
["b2", "w"
", b,
", "2,
"B, "w", "b",
Ilbll ,

"W", "t

"W",

"w"], s_1, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_0,
llb" s
llb" s

2],
2],
2],
2],

"W",

'b",

"b",

3

"p2n,
"p",
[nb*2n’

H

an,
an,

)

an’

"b",

["b",

"v"], s_0, s_2], 10

"w"], s_1, s_0, s_2, s_1, s_1, s_0, s_0, s_0,

"W"],
"] s
u],
"] 2
"] s
u],
"W,

nb*2n]’ S_2

"W", "b"],

"b", "W"]], 10

an, "b"],

an’
"W",
an’

"W",

"b"],
nb~2n,
llw" s
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[["W", "b", "W", "b", "W"], S_l, ["W", "b", an, "b", "W"], S_2, S_l, S_l,
s_1, s_1, ["b", W', "B, "w", "b", "w", nbA2n]’ ["W", "p, "y, "b", "W"]
1, 10

[[nwn’ "b", "W", "b", "W"], S_l, ["W", "b", "W", "b", "W"], S_2, S_l, S_l,

s 1 ["b" " npron gt npn gt npn gt npn gt nb~2n]
["b", "W", "b", "W", "b", "W", ub*2u]’ s 2]’ 10

[["W", "b", "W", "b", "W"], S_l, ["W", "b", an, "b", "W"],

["b~2", "w", "D", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "D", "w", "b", "w", "b"],
["b2", "w", "b", "w", "b", "w", "b'],
["b~2", "w", "D", "w", "b", "w", "b"],
["b2", "w", "b", "w¥", "b", "w", "b"], s_0, ["w", "b", "w", "b", "w"]], 10

[[uwu’ "b", "W", "b", "W"], s 1’ ["W", "b", "W", "b", "W"],

["b~2", "w", "D", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "D", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "D", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", "b"], s_0, s_2], 10

[[uwu’ "b", "W", "b", "W"], s 1’
["W", ", M, "pU, "y, "b", an, nb~2n, "W"],
["W", "o, "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "W"], s_2, s_2, s_2, s_1,
s O, ["W", "b", "W", "b", uwu]]’ 10

[[uwu’ "b", "W", "b", "W"], S_l,
[uwu’ "b", "W", "b", "W", "b", "W", ubA2u’ uwu]’
["W" npn et npn Ll npn Ll npron "W"] s 2 s 2, s 2
["b", "W", "b", "W", "b", "W", "bA2"],
[llbll s "W" s llbll s "W" s llbll s "W" s nb*\2n] s S_2] s 10

[[uwu’ "b", "W", "b", "W"], S_l,
[uwu’ ", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", nwn]’
["W" npn gt npn gt npn gt npoon "W"] s 2. 82
[nbA2n’ "W, "p, "w", "b", "w", "b"], s_1, s_0, S_2], 10

[["W" np" " np" "W"] ["b" "t np" " np" "t ||b~2n] s 2 s 2
s_1, s_1, s_1, s_1, ["b", W', "B, "w", "b", "w", "bA2"],
["W", "b", "W", "b", "W"]], 10

[[uwu’ "b", "W", "b", "W"], ["b", "W", "b", "W", "b", "W", ub*2u]’ s 2’ s 2’
s_1, s_1, s_1,
["b" " npron gt npn gt npn gt npn gt nb~2n]
["b", "W", "b", "W", "b", "W", ub*2u]’ s 2]’ 10
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[["W", "b", an’ "b", "W"], ["b", "W", "b", "W", "b", "W", nb~2n]’ 3_2’

["bh2", ", "b", an’ "b", an’ "b"],

[nbA2n’ 'w", "b", "w", "b", "w", "b"],

[nb~2n gt npn " npn " "b"]

["bh2", "yt "b", an’ "b", an, "b"],

[nb*2n’ 'W", "b", "W", "b", nwn’ "b"], s O, ["W", "b", "W", "b", "W"]], 10

[["W", "b", nwn’ "b", nwn]’ ["b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*2n]’ s 2’

["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],
["b~2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b°2", "w", "b"], s_0, s_2], 10

[["W", "b", nwn’ "b", nwn]’ ["b", "W", "b", "W", "b", "W", nb*2n]’
[nb~2n gt npron et npn " npn gt npn gt "b"]
[nbA2n’ 'w", "bT2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"],

[nbA2n’ N, "bT2M, "y, "b", "y", "b", "w", "b", "w", "b"],

["bh2", ", nb~2n’ an’ "b", an’ ", Mg, "bM, "w", "b"],

[nbA2n’ 'w", "bT2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"], s_1, s_0, s_2

1, 10

[["W", "b", "W", "b", "W"],
["b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", nbA2n]’ s_2, s_2,
s_2, s_2, s_2, s_1, s_0, ["w", "b", "w", "b", "w"]], 10

[["W", "b", "W", "b", "W"],
["b", an’ "b", "W", "b", "W", "b", "W", "bh2", an’ nb~2n]’ S_2, S_2,
s 2’ s 2’ s 2’ ["b", "W", "b", "W", "b", "W", "bA2"],
["b", "W", "b", "W", "b", "W", nbA2n]’ s 2]’ 10

[["W", "b", "W", "b", "W"],
["b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w", nbA2n]’ s_2, s_2,
s 2. 82 [nb~2n gt npn gt npn " "b"] s 1, s 0, s 2] 10

[["W", "b", "W", "b", "W"], ["b", "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W", "b", "W",

Ilb“2ll IIWII Ilb“2ll llwll llb"2ll] [Ilbll IIWII Ilbll llwll llbll llwll llbll llwll
llbll’ llwll’ |lb‘2|l’ "W", ||b“2||’ "W", lIb“2ll] , S_O, S_O, S_2, S_l, S_l,
s_0, s_2], 10

[["W", ", My, "B, "w", "b", "w", "b"2", "W"],
["W", "M, "y, "b", "w", "b", "w", "b", nwn]’ ["W", "o, "w", "b", nwn]’
S_2, S_2, S_2, S_2, S_l, S_O, ["W", "b", an’ "b", "W"]], 10

[C"w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b"2", "w"l,
['w", "b2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w"l, ["w", "b", "w", "b", "w"],
s_2, s_2, s_2, s_2, ["b", "&", "b", "w", "b", "w", "b°2"],
["b", "w", "b", "w", "b", "w", "b 2", s_2], 10

65
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[["W" npn gt npn gt npn gt npoon "W"]
["W", "pU2N, My, "b", "w", "b", "w", "b", "W"], [nwn’ "p, "y, "b", "W"],
S_2, s_2, s_2, [nb—~2n, N, MpM, Mgt "pU, Yy, "b"], s_1, s_0, S_2],
10

[f'w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b72", "w"l,
["w", "b™2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b 2", "w", "b", "u"l,
["w", "b™2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b 2", "w", "b", "u"l,
['w, b, "w", "br, "w'l, ["w, b, twt, b, el
s, b, "w", "b", "w"], s_1, s_1, s_0, s_2], 10

[C'w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w",
"bT2", Mw", "bT2", "w", "b72", "w", "b"2", "w", "b™2", "w"l, ["w", "b", "u",
"b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w", "b2", "u",
"bT2", "w", "bT2", "w', "b72", "w", "b2", "w"l,

["w", "b™2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w"],
["w", "b™2", "w", "b", "w", "b", "w", "b", "w"ll, 4
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