UNIVERSIDAD

EAFIT

Ablerta al munde

Algoritmo de tomografia local basado
en la transformada discreta wavelet

Trabajo de investigacién presentado como requisito parcial para optar el
titulo de Magister en Matematicas Aplicadas

Amed Alfonso Alfonso Cristancho

Lucio Rojas Cortés

Directores

Jairo Villegas G
Gustavo A. Mejia Q.
Departamento de Ciencias Basicas

Universidad EAFIT
Medellin



11



Agradecimientos

Deseamos expresar un agradecimiento especial a los Doctores Jairo
Villegas Gutiérrez y Gustavo A. Mejia Q. por su valiosa colaboracion,
asesoria y sugerencias en la elaboracion de este trabajo de investigacion. Las
indicaciones dadas por éllos, fueron de vital importancia, ya que gracias a
ellas se fueron haciendo las correcciones necesarias hasta obtener el presente
trabajo de investigacion.

De igual manera queremos agradecer a la Universidad Central, por que
gracias a su decidida gestién y apoyo financiero fue posible la elaboracién de
esta tesis.

Un agradecimiento particular a la Doctora Edel Serrano Iglesias directora
del Departamento de Matematicas de la Universidad Central, porque gracias
a su gran colaboracién y su incondicional apoyo fue posible la realizacién de
este trabajo.

Agradecemos a la Universidad EAFIT-Medellin por brindarnos el
espacio fisico y los recursos bibliograficos necesarios para el desarrollo de
estd investigacion.

IIT



v



Indice general

Introduccién

1. Terminologia y preliminares

1.1.

1.2.

1.3.

Introduccion . . . . ...
1.1.1. Proyeccidén . . . . . . . ..o
1.1.2. Retroproyeccion . . . . . . .. ..o
1.1.3. Tomografia Global . . . . ... ... .. ... .....
Preliminares matemdaticos . . . . . . . . ... ... ... ...
1.2.1. Transformadas . . .. ... ... ... .........
Geometria del arreglo fuente-objeto-detector . . . . . . . . ..
1.3.1. Técnicas de adquisicion de datos . . . . .. .. .. ..
1.3.2. Geometria del arreglo fuente-objeto-detector . . . . . .
1.3.3. Componentes de un Tomoégrafo . . . . . ... ... ..
1.3.4. Funcionamiento Basico . . . . . . . ... ... ... ..

2. Las transformadas de Radon y wavelet

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Introduccién . . . . . . ...
La transformada de Radonen R™ . . . . . ... .. ... ...
La transformada de Radonen R? . . . . . . ... ... ....
Propiedades de la transformada de Radon . . . . . ... ...
2.4.1. Linealidad . . . . . . . . . ... ... .. ... ... ..
2.4.2. Periodicidad . . . . . ... ... L



INDICE GENERAL

VI
2.4.3. Traslacion . . . . . . . . ... 25
2.4.4. Escalamiento . . . . . . ... ... ... ... ... .. 25
2.5, Sinograma . . . . ... 28
2.6. Transformada wavelet . . . . . . ... ... ... ... .... 28
2.6.1. Funcion ., (t) . . . . ... . Lo 28
2.6.2. Transformada wavelet continua . . . . . . .. ... .. 29
2.6.3. Transformada Wavelet Discreta . . . . . . .. ... .. 30
2.6.4. Analisis Multirresolucién . . . . . . ... ... 32
2.6.5. BaseDual . . ... ... ... ... . .. 34
2.6.6. Funciones Separables . . . . . . ... ... ... .... 35
2.7. Momentos de desvanecimiento . . . . . . . . .. ... ... .. 36
2.8. Las wavelets Daubechies . . . . . ... ... ... ... .... 36
2.8.1. Construccién de las wavelets de Daubechies . . . . . . 38
3. El problema de la tomografia local 45
3.1. Introduccidén . . . . . . . . ... 45
3.2. El teorema de cortes de Fourieren R™. . . . . . . . . ... .. 45
3.3. Operador de retroproyeccién . . . . . . .. ... ... ... .. 48
3.4. Férmula de retroproyeccién filtrada . . . . . . . ..o 49
3.5. Férmula de inversiéon de Fourier R™ . . . . . . . . . ... ... 49
3.6. El Operador potencial de Riesz . . . . .. .. ... ... ... 49
3.7. El problema de la tomografia local . . .. ... ... ... .. o1
3.8. Porqué usar wavelets . . . . . ... ... 53
3.8.1. Atacando el problema . . .. ... .. ... ... ... 53
3.9. Algoritmo de reconstruccion local . . . . . .. ... ... ... 54
3.9.1. Foérmula de reconstrucciéon . . . . . . ... ... 55
3.9.2. Bases wavelets separables . . . . .. .. ... 59
3.9.3. Descomposicion de imagenes usando wavelets . . . . . 67
3.9.4. Coeficientes wavelet de la transformada de Radon . . . 68
4. Resultados y Conclusiones 73
4.1. Introduccién . . . . . . . . .. 73
4.2. Figuras de Pruebas . . . . . . ... ... oL 73
4.3. Wavelet Daubechies4 . . . . . . .. .. ... .. ... .. .. 7
4.4. Wayvelet Daubechies 6 . . . . . . .. .. .. ... .. ... .. 80
4.5. Wavelet Daubehies 10 . . . . . . . . . ... .. ... ..... 83
4.6. Conclusiones . . . . . . . . . . . 86
4.7. Trabajos futuros . . . . ... ... ... L 88



Indice General INDICE GENERAL

Bibliografia 89

VII



viii INDICE GENERAL

VIII



Introduccion

La tomografia es la reconstruccién de la imagen de una seccién transversal
de un objeto, a partir de sus proyecciones.

El objetivo de todas las modalidades de la imagen médica es visualizar
los 6rganos internos del cuerpo de una manera no invasiva, para obtener
informacién estructural y anatémica como en la TC (Tomografia Computa-
rizada). La reconstruccion de la imagen a partir de un conjunto infinito de
proyecciones se conocia desde 1917 cuando Johann Radon publicé un articulo
donde aparecié la transformada que hoy lleva su nombre. Esta transformada
nos indica que la imagen de un objeto estd precisa e inequivocamente de-
terminada por el conjunto infinito de todas sus proyecciones. Sin embargo,
en la practica no existe un niimero infinito de proyecciones, las proyecciones
no son infinitamente delgadas y ademads poseen errores experimentales. Por
lo tanto lo que se precisa no es una féormula idealizada, sino un algoritmo
eficiente para calcularla.

Conociendo el conjunto de proyecciones se puede reconstruir la imagen
con la transformada inversa de Radon. Algunos algoritmos para aproximar
la transformada inversa de Radon son: métodos directos de Fourier,
retroproyeccion y convoluciéon en el espacio de la senal, retroproyeccion y
convolucién en el espacio de la frecuencia filtrada, métodos iterativos, etc.

En algunas situaciones, a los médicos les interesa tinicamente la imagen
de un &rea local del cuerpo. Por lo tanto, no se requiere exponer al paciente
a grandes cantidades de radiacion o exposicion a los rayos X.

La transformada de Radon plantea el problema de que su inversa no
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es local en dimensiones pares. En este trabajo veremos como las wavelets
Daubechies 4, 6 y 10 se convierten en una herramienta valiosa para el estudio
de tomografia local. El uso de las wavelets fue propuesto anteriormente en
otros trabajos y fueron implementados exitosamente siendo toda la regién de
interés reconstruida con significante reduccion de la exposicion de los rayos
X, incluyendo en dimensiones pares. Algoritmos asociados con las wavelets
permiten reconstruir las regiones locales de interés sin exponer a los pacientes
a grandes dosis de radiacién. Ademaés, los momentos de desvanecimiento
de las wavelets pueden ser preservados, por la transformada de Hilbert
mejorando las férmulas de inversion para lo local.

El nacimiento de la Neuroradiologia tuvo lugar cuando el senor Wilhelm
C. RoenTgen comprobd por primera vez la visualizacion no invasiva de
los huesos y los tejidos blandos de una criatura viva mediante unas
iméagenes sustituyendo asi una pantalla fluorescente por una placa fotografica.
RoenTgen convencié a su esposa para que fuera sujeto de experimento,
colocando su mano sobre un chasis cargado con una pelicula fotografica y
realizando una exposicion de 15 minutos; el esqueleto de sus dedos era una
premonicion ambigua de la potencia de la técnica que consistia en una cabina
metalica en un cuarto oscuro. Introdujo una lamina de aluminio de 1mm
de grueso en un lado de la cabina con paredes de zinc, para proteger a la
persona de la radiacion.

En diciembre de 1896 obtuvo copias de las imagenes grabadas de los rayos
X, y por esto le denominaron los Rayos de RoenTgen que empezaron a ser
muy importantes para el diagnéstico médico. Posteriormente perfeccionaron
la técnica para mejorar las imagenes y no exponer al paciente a prolongadas
sesiones de rayos X. En esta década muchos médicos cirujanos estaban
interesados en el diagndstico del cerebro mediante los rayos X, que consistia
en fotografiar el cerebro humano. En febrero del mismo ano Thomas A.
Edison se interesé en el proyecto pero méas adelante lo abandoné atribuyendo
parte de la culpa a la estructura del craneo. La principal aplicacién de los
rayos X, el diagnéstico neurolégico consistia en encontrar cuerpos extranos
(tumores) y fracturas.

A finales del Siglo XIX y principios del Siglo XX, varios cientificos tales
como Harrey Cushing, el primero en utilizar los rayos X para el diagndstico
de pacientes con trastorno neurolégico. Arthur Schiiller, considerado el padre
de la neuroradiologia, publico el libro de radiologia del craneo referente a
identificar la glandula pineal calcificada benignas y malignas y el tratamiento
de tumores de la hipdfisis. Adicionalmente, Schiiller publicé 300 libros
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dedicados a la neuroradiologia, cirugia y psiquiatria. Mencionemos también
a Egas Monizz (1874-1955), que contribuyé al desarrollo de la arteriografia
carétida, a Erik Lysholm (1892-1947) que ha sido relacionado con la
radiologia de precision y por ultimo a Godfrey Hounsfield que recibi6 el
Premio Nobel en 1979 por sus trabajos en Tomografia Computarizada.

La tomografia computarizada consiste en obtener imagenes médicas para
determinar la anatomia interna de un paciente vivo sin necesidad de recurrir
a los métodos invasivos, y diagnosticar diferentes situaciones patolégicas del
paciente para posteriormente aplicar un tratamiento mas preciso. Existen dos
conceptos fundamentales en la obtencién de imagenes del cuerpo humano que
son localizacién y contraste.

Una imagen puede considerarse como una representacién o mapa de la
distribucién espacial de algunas propiedades seleccionadas del tejido. En una
imagen, un pixel, es un elemento de la imagen que representa la relacién
espacial de la localizacion de este valor con respecto a otros valores medidos,
es decir, el pixel localiza el valor medido. El contraste de imagen se refiere
a las diferencias de los valores del pixel entre una localizacién y las de su
entorno en general. La tomografia computarizada y la resonancia magnética
son modalidades digitales; son muestreos de senales analégicas continuas para
la formacién de imagenes que implica la reconstrucciéon de objetos a partir
de proyecciones.

El propédsito de este trabajo es desarrollar un algoritmo para la
reconstrucciéon local de imagenes tomograficas.

El capitulo uno contiene conceptos preliminares matematicos, la ge-
ometria del arreglo fuente-objeto-detector, las partes y funcionamiento de
un tomdégrafo. En el capitulo dos se define la transformada de Radon, se pre-
sentan algunas de sus propiedades y se ilustran varios ejemplos de la trans-
formada de Radon. Ademads contiene una introduccién a la teoria wavelet
tomando en particular la wavelet Daubechies 4. En el capitulo tres se desar-
rolla el operador de retroproyeccién filtrada y el teorema de cortes de Fourier.
Se explica el algoritmo de reconstruccién tomografica.

En el capitulo cuatro se presentan los resultados del algoritmo de
tomografia local propuesto en este trabajo y las conclusiones.






CAPITULO 1

Terminologia y preliminares

1.1. Introduccidon

La Tomograffa Computarizada (TC), es un método imagenolégico de
diagnoéstico médico, que permite observar el interior del cuerpo humano,
a través de cortes milimétricos transversales al eje céfalo-caudal, mediante
la utilizacion de los rayos X . Posibles usos de este método diagnéstico,
son: anormalidades del cerebro y médula espinal, tumores cerebrales y
accidentes cerebro vasculares, sinusitis, aneurisma de aorta, infecciones
toraxicas, enfermedades de 6rganos como el higado, los rinones y los nédulos
linféticos del abdomen entre otros [11]. En esta seccién se presenta el
marco tedrico matematico que permite el desarrollo de un algoritmo para
la tomografia local. Se explica el tipo de arreglo geométrico para la terna
(fuente, objeto, detector). Por ultimo, se ilustran los componentes de un
tomografo.

1.1.1. Proyeccién

Un paciente puede describirse como una distribucion de propiedades en
tres dimensiones f (z,y,z), es decir, una localizacién espacial en el punto
(x,y, z) donde se le hacen cortes transversales para obtener las imagenes de
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tomografia computarizada y resonancia magnética denominadas propiedades
diferentes en cada punto.

Un rayo X que penetra a un objeto o un tejido se puede medir mediante
la ecuacién de absorcién dada por

I =Ie ™ (1.1.1)

donde [ es la intensidad medida que queda del haz incidente Iy, a es la
longitud de la trayectoria del haz de luz a través del objeto y e es el coeficiente
de atenuacion del material o tejido.

La ecuacién (1.1.1) se puede reescribir como

I = [O@_fo(l‘,y,Z)da.

Esta ecuacién indica que la absorbancia del haz por el tejido puede describirse
en términos de una integral de linea sobre las contribuciones de la absorbancia
a lo largo de la trayectoria del haz.

El conjunto de trayectorias del haz se denomina proyecciones, y una
proyeccion es esencialmente la sombra medida del objeto. Dicho de otra
manera, los rayos X convencionales emplean una pelicula plana (imagen)
para registrar una proyeccién bidimensional de un objeto tridimensional.

El proceso de medida de la proyecciéon de un objeto se puede ver como
un mapa 2D de un objeto f(z,y) de algunos pardmetros caracteristicos
medidos con cierto angulo 6 y a cierta distancia r a lo largo de la proyeccion
unidimensional, si este proceso se repite en multiples angulos alrededor del
objeto, los datos obtenidos son un conjunto de proyecciones.

1.1.2. Retroproyeccion

Para reconstruir la distribuciéon del objeto es necesario encontrar la
transformada de Radon inversa. La retroproyeccién de la transformada de
Radon se realiza sobre una matriz discreta de localizaciones que es el
tamano del campo de visiéon de la imagen. La atenuacién medida se divide
por igual entre los pixeles en la trayectoria del haz de luz medido. El
procedimiento de retroproyeccion produce una estimaciéon borrosa de un
objeto, por estd razén es importante utilizar un filtro o calculo matemaético
disenado para cancelar el proceso de difuminacién de la imagen y recuperarla
en forma mas nitida. Por lo tanto, puede conseguirse la transformada de
Radon inversa mediante retroproyeccion mas filtracion. Existe un proceso de
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filtracion que se denomina convolucién que consiste en filtrar las proyecciones
antes de la retroproyeccién para luego reconstruir la imagen nitida del objeto
original.

La transformada de Radon es un ejemplo de los problemas inversos
yva que conocidos los valores de esta transformada se desea determinar la
funcién f (z,y). Por lo general los problemas inversos son problemas mal
condicionados ya que no cumplen al menos una de las siguientes propiedades:

= [xiste soluciéon para el problema.
= La solucién que existe es Unica.
= La soluciéon es estable, es decir depende continuamente de los datos.

La transformada de Radon es un problema mal condicionado, dado que no
cumple con la propiedad de estabilidad. Cuando el problema cumple con las
tres propiedades se dice que esta bien condicionado.

1.1.3. Tomografia Global

Asi como la tomografia es utilizada en el campo de la medicina como
un instrumento de diagnostico de un paciente, también es utilizada en el
campo de las exploraciones geoldgicas especificamente en la caracterizacion de
cavidades en el subsuelo mediante la interpretacion de perfiles de tomografia
eléctrica.

Es posible que algunas técnicas de tomografia global sirvan también para
descubrir yacimientos de petrdleo, mineria o estudios de la estructura interna
de un avién o nave espacial o un megaproyecto de ingenieria civil como un
edificio o un puente, etc. En medicina se utiliza una técnica de tomografia
global denominada la tomografia por emisién de positrones (PET, sigla en
inglés de Positron Emission Tomography) es una técnica diagnéstica de
medicina nuclear, no invasiva, que analiza el cuerpo entero en una séla sesion
y que permite la adquisicion de imagenes de la actividad tumoral mediante la
administracion de diversos radiofarmacos emisores de positrones. En algunos
casos especificos la tomografia global con la técnica de la tomografia eléctrica
[48] se utiliza en ingenierfa civil con el objeto del estudio geotécnico realizado
para evaluar la factibilidad de construir viviendas en un suelo sumamente
fracturado. La tomografia del subsuelo determina a partir de los valores
de resistividad el tipo de rocas del cual estda formada y demuestra que los
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porcentajes aproximados de saturacion por agua dulce son muy elevados.
A partir de estas evidencias es posible recomendar medidas preventivas que
ayuden en la toma de decisiones sobre la posibilidad de construir o no. Es
posible considerar entonces que la tomografia geoeléctrica posee un elevado
potencial como herramienta de estudio y exploracién del subsuelo.

1.2. Preliminares matematicos

Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno (H, (-)) que es
completo para la norma definida por ese producto interno [10, 11].

Para un intervalo a < t < b, el espacio L?([a,b]) es el conjunto de
funciones cuadrado integrables sobre a <t < b, en otras palabras,

)= {r i —c: [1rora<o)

La condicién f; |f (t)]? dt < oo significa fisicamente que la energfa total
de la senial es finita. El producto interior sobre L? ([a, b]) se define como

(fi9)2 = / }f(t)@klt para f,g € L*([a,b]).

La esfera de dimensién (n — 1) se denota por S"! y estd contenida en
R". Un elemento 6 € S™ ! se expresa como

0=(6,....0,) con > 67 =1
=1

— —
Parametrizando 6 € S! por su dngulo polar 6, el vector # queda definido
por

gl _ {5 = (cose,sene)},

%
donde 6 es el angulo generado por 6 y el eje x.
—L1 — -1
Se define un vector # ortogonal a 0 tal que, § = (—senf,cosf).

P™ denota el espacio de todos los hiperplanos [32, 39] en R". Cada
hiperplano E € P™ se puede escribir como E = {z € R": (z,w) = P},
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donde (,) es el producto interior usual w = (wy,ws, ..., w,) es un vector
unitario y p € R.

Una imagen a nivel de gris es una funciéon bidimensional de la intensidad
de luz definida como

f:R* =R
(z,y) = f(z,y) =vu

con)<v<oo y 0<wu<l1, donde v es la cantidad de luz incidente en
la escena y u es la cantidad de luz reflejada por el objeto en la escena.

Se llama nivel de gris a la intensidad de luz de una imagen, esta intensidad

por lo general toma valores en el intervalo [0, 1] donde [ = 0 es negroy [ = 1
es blanco, el resto son valores de grises que varian de negro a blanco.

Sea S un conjunto, la funcién caracteristica o funcién indicadora se define
por
1, x€8,

Xs(7) :{ 0 2¢5.

1.2.1. Transformadas

La transformada de Fourier [7, 10, 70] de una funcién f (z) € L' (R"), se
define por

F&)=[ flz)e ™™ da,
R
y la transformada inversa de Fourier por
fla)y= [ f(&)emeede.
Rn
En dos dimensiones, la transformada de Fourier de una funcién f (x,y)

definida en el plano zy, continua e integrable, es la funcién compleja F' (u, v)
determinada por la férmula

P = [ [ e,

La transformada inversa esta dada por

f(z,y) —/ / F (u,v) Xm0+ dydy.
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Ejemplo 1.2.1. Calcular la transformada de Fourier de la funcion

2

flry)=e V.

Solucion

o)

8

F (U,U) —1‘ —y e—27rz(ux+vy dl’dy

88
88

88

e~ % 2 _2miur— 772z2u2+7r212u26—y —2mivy— 7r212v2+7r212v2dxdy

/ e~ % 2 _2miux e Y —27rwyd$dy

3 g
8

(/ a:+z7ru) —m2u? dl’) 6—(y+i7rv)26—7r2v2 dy

_ —7r2u2\/_/ —(y+imv)? —7r2fu2dy _ 7T6_W2<U2+v2).

Para el caso discreto, la transformada discreta de Fourier de f (n,m) se

define por
N-1N-1

1 —2wi(nut+mu)
H(u,v):NZZf(n,m)e N )
n=0 m=0
y su inversa
=  Zritnums)
wi(nu+mu
Fonm) = 30 H )
n=0 m=0

También es de interés para nuestro estudio la transformada de Hilbert.
Comunmente las funciones o senales se definen completamente en el dominio
del tiempo o en el de la frecuencia, y la transformada de Fourier realiza
un cambio de la funcién o senal de un dominio a otro. La transformada de
Hilbert, H, conforma la senal con la mitad de la informacion en el dominio
del tiempo y la otra mitad en el dominio de la frecuencia. Para una funcion o
senial s (t), la transformada de Hilbert se define por medio de la convolucién
de s (t) y % obteniendo

50 =10 = tes) 0= 2w [ 20,

ot — T
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donde h(t) = 1/xt y considerando la integral como el valor principal (vp), lo
que evita la singularidad ¢ = 7. Dicha féormula es equivalente a una rotacion
de m/2 en la fase de cada componente arménica de la senal. Dicho de otra
manera, la transformada de Hilbert puede construir la senal analitica de s ()
como

Sq (1) =s(t) +i8(t),

donde la parte real de s, (t) es la senal en el tiempo, mientras la parte
imaginaria s (¢) es la sefial en la frecuencia.

1.3. Geometria del arreglo fuente-objeto-
detector

1.3.1. Técnicas de adquisicion de datos

La tomografia computarizada (TC), es un método imagenolégico de
diagnéstico médico, que permite observar el interior del cuerpo humano, a
través de cortes milimétricos transversales al eje céfalo-caudal, mediante la
utilizacion de los rayos X.

Este método de diagnodstico permite observar anormalidades del cerebro
y médula espinal tales como:

Tumores cerebrales.

Accidentes cerebro vasculares.

Sinusitis.

Enfermedades del higado.

Enfermedades de los rifiones y de otros érganos [15].

En la Figura 1.1 se muestran las diferentes técnicas de adquisicién de
datos con sus diferentes elementos y caracteristicas.
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Generacion | Elementos Caracteristicas
Un sako Cefeciar
(Trastaclany Ratacion} -180trayectorias parale ks mediants k traskcion
diel tuboemisor ydel detector.
- 5= gira todo el conjunto 1 grado.
Primera
» - 5z realizan nuevamente ks operaciones 1y 2,
Generacion hasta que &l conjunto gire 1B0E
Muliples Deeciores
{Traslacion / Rotacon) -Forma un haz haz de myos Xen forma de abanico
con un angulode apertura de 52
aproximadame nie.
SEQIJI'IEIE - El namezro de diete ctores oscils entre 10y 30,
dispuest o5 linealments formando un wector
Generacion
- Logra reducir la explora don a dos minwtos.
-haz de rayos X de ancho, entre 252 y 35, que
cubre toda = drea de exploradon
- arco de detectores on un ndmerc de
Tercera elzmentos, entre 300y 500,
Generacion -la rotadon del tubo y el banm de detectoreses
de 302
- 52 redure consderablementz el tiempo de
exploracion a sdo 2 o 3 sepundos y s= aprovecha
eficie nbe mente |a ediacon del tubo
Cuarta mbiﬂﬂr-‘!iaiﬂﬂri_ﬂﬂ ¥ - Utiiza un anillo fijo de detectores dentro del cus
. RocionMNutscion gira &l tubode rayos)
Generacion - El detector gim a welodidades  altas,
disminuyendo el tiempo de exploadon.
- El sistema es poco sensibe 2 s varadones o
dierencias de comportamisntc  entre  los
detectones
- E5 muy coostoso, por &l gran nimerc de
detectores
- El modelo {Rotacion’Nutadon) wtiliza un anille
de detectores, en &l que el tubo de rayos X gia
por fuera del anille osdlando a3 une pegueia
amiplitud del eje 4= otadon para permitir & paso
del haz de rayos X
- Es muy mmplejoy ososo
- 3= han obtenidoc exploraciones d= muy alta
resolucion en un s sunda.
. , . Y
Figura 1.1: Técnicas de adquisicion de datos.

Fuente: Adaptado de Corbo Pereira, D.N. Tomografia Axial Computariza-
da. XIII Seminario de Ingenieria biomédica 2004. Facultad de Medicina e
Ingenieria. Universidad de la Republica Oriental de Uruguay.
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1.3.2. Geometria del arreglo fuente-objeto-detector

La geometria del arreglo fuente-objeto-detector [34] usada en la tecnologia
de primera generacién corresponde a la de rayos paralelos como se ilustra en
la Figura 1.2. Las distintas proyecciones se obtienen cambiando la geometria
del arreglo fuente-objeto-detector.

! —

—
Fuente | . Detector
 — ')

Figura 1.2: Geometria del arreglo fuente-objeto-detector

De acuerdo con la Figura 1.3 se construye una ecuacién del rayo 1@ que se
adecte a los propositos de éste trabajo. Se dibuja otro sistema de coordenadas
rotado 6 grados, de manera que la direcciéon del rayo AB mostrado en la
Figura 1.4 defina una direccién perpendicular a t donde se proyecta el rayo.

A

f(xy)

Figura 1.3: Ecuacién del rayo
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y
A t =x cos B+y sin B

t

Figura 1.4: Sistema de coordenadas rotado
La relacién existente entre los dos sistemas se puede escribir como
t\ [ cos@ sinf)\ [z
s)]  \—sinf cosf) \y
De donde se establecen las ecuaciones:

xr =tcosf — ssinf
y =tsinf + scosf

t =xcosf+ysinf
s =ycos —xsinf

La ecuacién para el rayo zﬁ est=uwxcosf+ ysinf.
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1.3.3. Componentes de un Tomoégrafo

Todos los equipos de tomografia axial computada estan compuestos
béasicamente por tres grandes moddulos o bloques, estos son: el gantry, la
computadora y la consola.

A. Gantry

El gantry es el lugar fisico donde se introduce el paciente para su examen.
En €l se encuentran, el tubo de rayos X, el colimador, los detectores, el DAS
y todo el conjunto mecéanico necesario para realizar el movimiento asociado
con la exploracién (ver Figura 1.5).

Figura 1.5: Gantry.

Fuente: Corbo Pereira, D.N. Tomografia Azial Computarizada. XIII Seminario
de Ingenieria biomédica 2004. Facultad de Medicina e Ingenieria. Universidad de
la Republica Oriental de Uruguay.

Hay dos tipos de gantry, los que rotan 360° y cambian de direccion y
los de rotacién continua (son los méas modernos y se utilizan en los sistemas
helicoidales, que se diferencian porque la energia y la trasmision de las senales
adquiridas, llega a través de anillos deslizantes).

1) Tubo de rayos X

El tubo de rayos X es un recipiente de vidrio al vacio, rodeado de una
cubierta de plomo con una pequena ventana que deja salir las radiaciones al
exterior.



16 Terminologia y preliminares

2) Colimador

Es un elemento que permite regular el tamano y la forma del haz de rayos
(ver Figura 1.6). Aqui es donde se varia el ancho del corte tomografico. Este
puede variar de 1 a 10 mm de espesor.

z
=

Figura 1.6: Esquema del colimador.
Fuente: Corbo Pereira, D.N. Tomografia Axial Computarizada. XIII Seminario
de Ingenieria biomédica 2004. Facultad de Medicina e Ingenieria. Universidad de

Eeam hardening filter

| Bowi tie filter

Aperature

la Republica Oriental de Uruguay.

3) Detectores

Los detectores reciben los rayos X transmitidos después que atravesaron
el cuerpo del paciente y los convierten en una senal eléctrica. Existen 2 tipos
de detectores:

= Detectores de gas Xenon: El detector es una camara que contiene el gas
Xenon a alta presién y un par de placas. El rayo entrante ioniza el gas
y los electrénes son atraidos por la placa cargada positivamente. Luego
la corriente generada es proporcional a la cantidad de rayos absorbidos.

s Detectores de cristal o de estado solido: Estan hechos de un material
cerdmico que convierte los rayos X en luz.

El detector tiene a su vez un fotodiodo, que convierte la luz en una senal
eléctrica, proporcional al nimero de fotones de rayos X, que entran en la
celda.
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4) DAS (Data acquisition system).
El DAS muestrea la senal eléctrica y realiza la conversién analégica-
digital, para que la computadora procese los datos.

B. Computadora

La computadora, tiene a su cargo el funcionamiento total del equipo,
el almacenamiento de las imagenes reconstruidas y de los datos primarios,
contiene el software de aplicacién del tomografo y presenta una unidad de
reconstruccién rapida (FRU), encargada de realizar los procesamientos nece-
sarios para la reconstruccion de la imagen a partir de los datos recolectados
por el sistema de deteccion.

C. Consola

La consola (ver Figura 1.7), es el médulo donde se encuentra el teclado
para controlar la operacién del equipo, el monitor de TV (donde el operador
observa las imdgenes) y, en algunos casos, la unidad de Display encargada
de la conversion de la imagen digital almacenada en el disco duro de la
computadora en una senal capaz de ser visualizada en el monitor de TV.

Figura 1.7: Consola.

Fuente: Corbo Pereira, D.N. Tomografia Axial Computarizada. XIII Seminario
de Ingenieria biomédica 2004. Facultad de Medicina e Ingenieria. Universidad de
la Republica Oriental de Uruguay.

1.3.4. Funcionamiento Basico

Basicamente, el tomografo estd compuesto por un tubo de rayos X y un
detector de radiaciones que mide la intensidad del rayo, luego que atraviesa
el objeto en estudio. Conocida la intensidad emitida y la recibida, se puede
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calcular la atenuacion o porcion de energia absorbida, que sera proporcional
a la densidad atravesada. Dividiendo el plano a estudiar en una serie de
celdas de igual altura que el haz y el resto de las dimensiones elegidas de
forma adecuada para completar el plano, la atenuacién del haz serd la suma
de la atenuacion de cada celda. Calculando la atenuacion de cada celda se
conocerd su densidad, permitiendo reconstruir un mapa del plano de estudio,
asignando a cada densidad un nivel de gris. Las imagenes guardadas en disco,
luego de procesadas, pueden mostrarse en pantalla [15].



CAPITULO 2

Las transformadas de Radon y wavelet

2.1. Introduccion

Esta Seccion contiene la definicién de la transformada de Radon y algunas
de sus propiedades. Se explica lo que es un sinograma en el contexto de
tomografias. Se presentan algunos ejemplos de la transformada de Radon
de una funcién f (z,y) y se estudian conceptos bésicos de la transformada
wavelet.

2.2. La transformada de Radon en R"

La transformada de Radon Rf [4, 5, 6, 7, 19, 22, 34, 38, 53, 57, 67|, de

una funcién f (z), x € R" es definida por

R (10) = Rof (1) = [ F(t0+y)dy,
0
donde § € S" 1 teR
Rf(t,0) representa la integral de f sobre un hiperplano en R™

perpendicular a # y a una distancia t dirigida desde el origen. Se tiene que
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2.3. La transformada de Radon en R?

El conjunto de proyecciones desde todos los angulos se denomina
transformada de Radon o Sinograma.

Radon demostré que un objeto 2D o 3D se puede reconstruir a partir
de un conjunto infinito de proyecciones tomadas desde diferentes angulos.
Inicialmente esta transformada se utilizé en astronomia y mucho después en
la radiologia para tomografia computarizada con rayos X.

En dos dimensiones, para cada § € S',Ryf tiene soporte compacto
contenido en [—1,1].

Rof : L*(Q) — L*[-1,1]

Si definimos Z = (S x [—1,1]) entonces Ry f : L* () — L? [Z]

f(z1,22) = Rof (1) = / f (z1,72) ds.

(6,t)linea

La transformada de Radon de una funcién f (z,y) definida sobre un
dominio D de R? simbolizada Rf (¢,6) o por Ref (t), es definida como la
integral de linea a lo largo de una linea inclinada con angulo 6 desde el eje x
y a una distancia t del origen como se muestra en la Figura 2.1.

f(xy)

Figura 2.1: Transformda de Radon
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Matematicamente, esto se escribe como

Rf(t,@):/_oo /_Oof(x,y)é(xcos@—i—ysin@—t)dxdy, (2.3.1)

donde ¢ [68, 80] es la distribucién delta de Dirac, —co < t < 00,0 < 6 < .
Esta distribucion indica el camino sobre la proyeccién. El simbolo R, denota
el operador de la transformada de Radon, se llama también operador de
proyeccién. La funcién Rf (t,0), la transformada de Radon de f (x,y), es la
proyeccién en una dimension de f (z,y) a un dngulo 6.

En términos de t y s, donde

x =tcosf — ssinf t=xcosf+ ysind

y =tsinf + scosf s=ycost —xsind

la ecuacién (2.3.1) se puede expresar como

Rf(t,&):/ f(tcos&—ssin@,tsin@—l—scos@)ds:/ f(z,y)ds.
—00 (t,0)linea

Una imagen puede ser representada por una funcién f(x,y) donde las
coordenas (x,y) indican la posicién de un punto en la imagen y en el caso
de la tomografia de rayos X, el valor de f es el coeficiente de atenuacion
del rayo en el punto (z,y). La suma de todas las atenuaciones del rayo en
los diferentes puntos que atraviesa en la imagen se comprime en un tnico
valor que corresponde con la transformada de Radon en el punto ¢; y en la
direccién 6, por este motivo a Ryf (t1) se le llama rayo suma. El conjunto
de todos los rayos suma en una misma direccion se llama perfil o proyeccion
general (ver Figura 2.2).
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Figura 2.2: Perfil o proyecciéon

Ejemplo 2.3.1. Hallar la transformada de Radon de la funciéon

2 2

flzy)=e™"
Solucion
Rf(t,0)= /_OO f(tcosd — ssinf,tsinf + scosh) ds
Luego

Rf (t) 0) — / e—(tcos9—ssin9)2—(tsin0—scosG)st
N / e s = e / e 5 ds = \/me V.

oo —00
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Figura 2.3: Grafica de la funcién f (z,y) = e~ -y?

Figura 2.4: Gréfica de la funcién Rf (t,0) = y/me ™"
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2.4. Propiedades de la transformada de
Radon

La transformada de Radon tiene varias propiedades, algunas de ellas son
linealidad, periodicidad, traslacién y escalamieto [19].

2.4.1. Linealidad

La transformada de Radon es lineal

Rleif (z,y) + cag (w,y)] = c1 Rf (w,y) + caRg (z,y) .

En efecto

Rleif (x,y) + cag (x,y)]

= / / le1f (z,y) + c2g (x,y)] 0 (xcos O + ysinf — t) dedy
= / / [e1f (z,y) 6 (xcosh 4+ ysinb —t) + cag (z,y) § (x cos O + ysinh — t)]|dzdy
= cl/ / f(x,y)d (zcosf+ysinf —t) dedy

+ 02/ / g(z,y)d (xcosb +ysinbh —t)dedy

= aRf(z,y)+ c2Rg(z,y).

2.4.2. Periodicidad

Rf(t.0) = Rf (t,0 + 2kn).

En efecto
Rf(t,0) = / / f(z,y)0 (xcos+ ysinb — t) drdy

= / / f(xz,y)d[xcos (0 + 2kn) + ysin (0 + 2kw) — t] dxdy
= Rf(t,0+2km) conk € z.
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2.4.3. Traslacion

Una traslacion de f (z,y) resulta en un corrimiento de Rf (¢,6) una
distancia igual a la proyeccion del vector de traslacion sobre la linea
t =xcosf+ysinb,

Rf(z —xo,y —yo) = Rf(t — xgcos O — ygsinb, 9).

En efecto
RiG—s0y=90) = [ [ 1= s0.5- ) wcost + ysing — ) dudy,

si z=x—29 y w=1y—1yy entonces,

o S5 f (e — o,y — yo) 6 (zcos O + ysinf — t) dady

:/ / F(2w0) 8 [(= + 20) cos 0 + (w + yo) sin § — 1)] dzduw
:/ / f(z,w)6[zcosd + wcos b + (g cosf + yosinb — t)] dzdw

= / / f(z,w)0[zcosl +wcosh — (t —xgcosl — yosin )] dzdw
= Rf(t—xgcosh — ygsinb, o).

2.4.4. Escalamiento

Un escalamiento de las coordenadas de f (z,y) resulta en un escalamiento
de la coordenada t,

Rf (ax,ay) = ‘ailRf (at,0);a # 0.
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En efecto

Rf (az,ay) = / / flax,ay)d (xcosh + ysinb — t) dedy
1 oo o0 w z '
= ?/_m/_wf(w;ZM(EcosH—l—551119—15) dwdz
1 o0 o0 1 .
— _2/ / f(w,z)o [a(wcosé%—zst—at)] dwdz
a —00 J —00

= |—1|/ / f(w,z)0[(wcosf + zsinf — at)] dwdz
al J -0 J -0

1
= ﬂRf (at,0),a # 0.
a
Ejemplo 2.4.1. Determinar la transformada de Radon de la funcién definida
como

N, <
flwy) = N
0, Z+m>1

donde 3—22 + Jg—z = 1 es la elipse e centrada en el origen, con su eje mayor a lo
largo del eje x v de longitud 2A y su eje menor de longitud 2B en el eje y. A
es un valor de atenuacién dentro de la elipse y cero por fuera de la misma.
Solucién La proyeccién o transformada de Radon de f (x,y) es

Rf(t,0) = / Ads,

S1

donde sy y so son los puntos de interseccion de la elipse con la linea de
proyeccion t. Tomando las parametrizaciones de la recta

xr=1tcosf —ssinf)  y=scosf+tsinf
y sustituyendo en la elipse se obtiene la siguiente expresion
s (A2 cos® 0 + B? sin’ 9) — (2B2t cos sin @ — 2A%t cos 0 sin «9) s
+ (A2t2 sin? @ + B*t* cos* 0 — AQBQ) =0
resolviendo la ecuacion anterior para s y calculando s; — s5 se obtiene

2AB
A2 cos? 6 + B2sin? 0

\/A2 cos? § + B2sin? 6 — t2

§1 — S22 =
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r‘/

NEY

Figura 2.5: Transformada de Radon de una constante en una elipse

por lo tanto la proyeccién de la funcién f (x,y) es

Rf(10) — / s = A (52— s1)

S1
B 2AB
B A2 cos? @ + B?sin? 6

Sea a? (0) = A% cos? § + B%sin® § entonces Pf (t) = %\/aQ (6) — 2. De esta
manera, una proyeccion sobre una elipse se puede calcular exactamente para
cualquier angulo 6.

Rotamos la elipse alrededor del origen un angulo a con respecto a su eje
mayor y posteriormente se realiza una traslacion del centro de la elipse a un
punto (z1,y1) en el plano xy. Una proyeccién de esa elipse estd dada por

2AB)
a? (0 — «)

\/14200529—1—32511120—152 )

Rf(t,0—«)= a2 (0 —a) — (t—d)?,
donde d = x1 cos 6 + y; sin 6.

Las proyecciones de la elipse se presentan como una serie de lineas
que toman valores desde ¢t = —1 a t = 1. Cada una de las proyecciones

corresponde a un angulo de proyeccién particular. El angulo varia desde
0 = 0° hasta 6 = 180°.
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2.5. Sinograma

En el contexto de las tomografias la transformada de Radon se suele
llamar sinograma [31, 56|, que es la representacién grafica de una matriz en
la que el indice de las filas depende del dngulo que forma la linea de medida
con el eje x y el indice de las columnas depende de la distancia ¢ de la linea
de medida al centro de coordenadas del sistema de deteccion.

Ejemplo 2.5.1. Graficar el sinograma de la funcién

22 2
f(xyy)z{A’ wrmsl
0, &+&>1,
donde
A= 1,
A = 0,69,
B = 092

Centro = (0,0)

el angulo 0 varia entre 1 y 181 grados, mientras que t varia de -0.92 a 0.92
con incrementos de 0.01.

Solucién La siguiente matriz de 181x201 corresponde a los valores de las
proyecciones donde las filas indican los grados y las columnas los valores de
t, ver Figura 2.6.

1,9936 1,9884 1,9832 --- 0
1,9938 1,9886 19834 --- 0
1,9936 1,9884 19832 --- 0

2.6. Transformada wavelet

2.6.1. Funcién V¥, (¢)
Sea W € Ly (R), la funcién dilatada y trasladada se define por

1 t—>b
\Da,b(t> = \/ﬁqj( a ),a,bER, CL#O
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Elipse1 Sinograma

Figura 2.6: Sinograma

Esta funcion se obtiene a partir de W, primero por dilatacién en el factor a
y, luego por traslacion en b. Es claro que ||V, = [|[W,p]l,. ¥ se llama la
wavelet madre.

2.6.2. Transformada wavelet continua

Cualquier funcién f € Ly (R) se puede escribir como

f(®) ! \D(ﬂ)m f(a, b)dadb

“Jre lal \a

en donde Wy f es una transformada de f definida adecuadamente. También
se tiene de modo alterno un desarrollo en serie

F8) =D c;x2?0(20t — k)
J.k

en donde se suma sobre las dilataciones en progresion geométrica. Para
conservar la norma en Ly(R) de la wavelet madre W, se insertan los factores
ﬁ y 27/2 respectivamente.

a
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2.6.3. Transformada Wavelet Discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
senal original se puede reconstruir completamente calculando Wy f(a, -) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 277 para cada j € Z, y también se discretiza en
el dominio del tiempo en los puntos b = 277k, k € Z, la familia wavelets
serd dada ahora por

1 t—27k
Yasaon(t) = mq]( 2 )
— 20 (Yt —k) V€L

Se utilizard la notacién W, para denotar la wavelet ¥ comprimida 27 y
trasladada el entero k, es decir,

U () = 250 (29t — k) .

Con la eleccién de a = 277 y b = 277k, se observa que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos mas distantes, ya que se busca informacién global, mientras que
a menor escala se buscan detalles de la senal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [14].

Definicién 2.6.1. Una funcion U € Ly (R) es una wavelet si la familia de
funciones V;, definidas por

Wy () = 250 (2t — k) V4 € Z
es una base ortonormal en el espacio Ly (R) .

Una condicién suficiente para la reconstruccién de una senal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas Wj; forme una base ortonormal en el
espacio Lo (R), ver [10, 16] para mas detalles. Esto si se tiene, cualquier
funcion f € Ly (R) se puede escribir como

f) = Zdj,k‘l’j,k (t)

F) = > 282t — k),

Ik
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donde deg = <f, Wy jo-ik > =Wyf (Q_j, 2_j]€) .

Definicién 2.6.2. Para cada f € Lo (R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

%xz(ﬁwm>=/ﬁﬁﬂwwun—kmt
R
se llama la transformada wavelet discreta de f.

En consecuencia la expresion
F8) =Y diW (1)
j.k

puede escribirse en forma alterna como

F() =D (1) W (D) Wy (1),

j7k
esta serie es la representacion wavelet de f.

Ejemplo 2.6.1. El ejemplo clasico es la wavelet de Haar, la cual es dada
por

\Ij (t) - X[O,%] - X[%yl)
Solucion
I, 0<t<i,
U(t) = L,
-1, 5<t<1,

Figura 2.7: Wavelet de Haar
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Observaciénes:

1.V, (t) es mas apropiada para representar detalles finos de la senal
como oscilaciones répidas. Los coeficientes wavelet d;; miden la cantidad
de fluctuacion sobre el punto ¢ = 2% con una frecuencia determinada por el
indice de dilatacién d.

2. Las wavelets gozan de la propiedad zoom, esto hace que las bases
wavelets sean excelentes detectores de singularidades, en otras palabras, las
singularidades producen coeficientes wavelets grandes.

3. La propiedad zoom es comun en todos los sistemas wavelet,
constituye la mayor diferencia con los sistemas Fourier para la deteccion de
singularidades. En problemas de teoria de senales, las singularidades llevan
informacion esencial como la presencia de esquinas en las imagenes. Esto
hace de las bases wavelets una herramienta muy tutil para el procesamiento
de imagenes.

4. Es interesante notar que d;jr = Wy f(277,279k) es la transformada
wavelet de f en el punto (277,277k). Estos coeficientes analizan la senal
mediante la wavelet madre W.

2.6.4. Anadlisis Multirresolucién

En este trabajo pretendemos construir wavelets que tengan propiedades
de aproximacién y de localizacion. Una forma de hacerlo es a través del
analisis multirresolucion (AMR) [10, 16, 52, 54, 76].

Sea ¢ € Ly (R), la familia de trasladadas de ¢,

{¢ok7k€Z}:{9&ok('_k>7k€Z}

es un sistema ortonormal (con el producto interno de Ly (R)). En lo que
sigue

o () = 279 (2t — k)
= DQkaQO(t) ,J € Z,]{? € Z,

donde D,f (t) = azf(at) y Tuf (t) = f(t—a) son los operadores de
dilatacién y traslacion, respectivamente.
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Se definen los espacios vectoriales

Vo = {0 = aet—k:Y laf <o},

k

Vi = {nt)=f@): [ e},

Vi - {h<t) =f(2t): f€ VO},j €Z
= gen{pi(t) = 272p(27t — k) : k € Z}.

Nétese que ¢ genera la sucesion de espacios {V},j € Z}. Suponga que
la funcién ¢ se escoge de tal forma que los espacios estén encajados V; C
Vien,j € 2,y szo V; es denso en Lo (R), estos dos hechos fundamentales
hacen parte del analisis multirresolucién.

Definicién 2.6.3. Un andlisis multirresolucion en Ly (R) es una sucesion
creciente de subespacios cerrados V; en Ly (R),j € Z,... C V5 C V1 C
Vo Vi CVyC... tales que:

1. UjezV; es denso en Ly (R), es decir, UjezV; = Ly (R),
2. NjezV; = {0},

3 f() €V e f(20) € Vi j €2

4. fyeVoe f(t—k)eVy,jEZ,

5. Existe una funcion ¢ € Lo (R) tal que el conjunto de funciones
{p (t = k)},ep €s una base ortogonal(normal) para V.

La funcién ¢ se llama funcién de escala. En el espacio V4, las funciones
se describen con mas detalles que en el espacio V}, la resolucién es mejor en
el espacio mas grande. Esto es, las funciones en Vj;; que no estdn en V;
realzan la resolucion. Es usual reunir estos sintonizadores finos en un nuevo
subespacio W; =V, \ V;. Sin embargo, la eleccién de estos subespacios no
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es Unica, pero se puede escoger a W; como el complemento ortogonal de V;
en Vji;. Es decir,
VVj = ‘/j-i-l m‘/}laj S Zv

o de manera equivalente
Vimm=V;&W;,j €L

Informalmente, esto quiere decir que si se tiene una funcién f a resolucion
271 v se proyecta a resolucién inferior 27 entonces

F=Pif +> (050 Uy,

keZ

P; representa la proyeccién ortogonal en el espacio V; donde se recoge la
version suavisada de f y la diferencia f — P; f representa el detalle de f, que
estd en W y se expresa como

> W) Uy

kEZ

Recuerde que
keZ

En otras palabras, IW; contiene los detalles en V1 que no se representan en
V;, y cada funcién (sefial) en W; es ortogonal a toda funcién en V; (ver p.e.,

4] ).

2.6.5. Base Dual

Por simplicidad se considera un espacio de coordenadas bidimensional
cualquiera de dos vectores (e;,es) que no son paralelos pueden formar
una base para el espacio. Si el angulo entre los vectores es de 90°, se

tiene una base ortonormal. Cualquier vector en este espacio puede
ser escrito unicamente como una superposicién de dos bases de vectores

= Aje; + Asep.  Sila base es ortogonal, se tiene que e; - €¢; = 0;;
y la componente A; a lo largo de e; estd dada por el producto interno
e; A = Aje; - eq + Ase; - e9 = A;. Sinembargo, si la base no es ortogonal,
el A dado no es mas largo que el dado por el producto interno de y
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e;- En orden al calcular la componente A; se introduce otro conjunto de
vectores base (€1, é3) llamado el dual de (e, e5) . La base dual satisface que
e; - e = 0;; y el espacio generado por la base dual se llama espacio dual del
espacio original. En términos de la base dual, las componentes de un vector
a lo largo de la base (eq, ez) puede ser calculado como

gz' : Z = ZAJ‘,CZ/Z'GJ‘ = Ai,
J

asi vemos que la introduccién de la base dual y el espacio dual nos habilita
para descomponer un vector como una combinacién lineal o superposicion
de bases no-ortogonales. Similarmente para una base no ortogonal {¢; (¢)}
de un espacio de funcion, se introduce la base dual

{ng (t)}por <$u ¢j> = Z i ()¢ (1) dt = 0.

Una funcién f () puede ser descompuesta como una superposicion de la base
no ortogonal {¢; (t)}

ft) = Z figi (t) = Z <¢z‘f> i (t).
Se supone que el espacio de la funcién y su dual son el mismo, una condicién
satisfactoria por L?; sinembargo, las reglas de la base dual y la base original
puede ser interacambiada y se obtiene

FO =3 (6u ) (1)

(2

cuando {¢; (t)} es ortogonal, ¢ = ¢.

2.6.6. Funciones Separables

Una funcién escala separable es: ¢ (z,y) = ¢ (z) ¢ (y) donde ¢ (x) y ¢ (y)
son funciones de escala unidimensionales.

Como en el caso unidimensional, se generan las wavelets ¥ (z) y ¥ (y) a
partir de ¢ () y ¢ (y) entonces se definen las tres wavelets bidimensionales
[10, 16, 76] siguientes:

Ul (z,y) U (x) ¢ (y) es la direccién horizontal (filas),
Vi (z,y) = ¢(x)¥
U (z,y) = W (x)W¥(y)es la direccién diagonal.

)
(y) es la direccién vertical (columnas) y
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2.7. Momentos de desvanecimiento

Este concepto es muy importante, ya que relaciona la suavidad de una
wavelet con el niimero de momentos de desvanecimiento que tenga [10, 16, 76].
El i-ésimo momento de la wavelet se calcula con la integral

/OO 7'V (1) dr = 0.

o0
Por lo anterior, se tiene que una wavelet tiene v momentos de desvanecimiento
si la integral es cero parai =0,1,2,3,...,v—1. El orden de una transformada
wavelet es dado por el nimero de momentos de desvanecimiento. Cuando
el valor promedio de una wavelet es cero, se tiene un momento de
desvanecimiento, y los polinomios de grado menor a v serdn eliminados. Si la
transformada W (w) decrece rdpidamente a cero en torno de w = 0, se verifica

la propiedad de oscilaciones

/ t*W (t)dt = 0 para k =0,1,...,k.

[e.e]

2.8. Las wavelets Daubechies

Ingrid Daubechies descubrié la jerarquia de las wavelets que llevan su
nombre. El elemento mas simple de la jerarquia es la wavelet de Haar que es
la tnica discontinua.

Las otras wavelets en la jerarquia tienen soporte compacto y son
continuas. A medida que aumentan el grado empiezan a incrementar la
suavidad, esto es, ellas pueden tener un numero prescrito de derivadas
continuas. La suavidad de estas wavelets se puede escoger para satisfacer
condiciones en aplicaciones pertinentes como en nuestro caso de la tomografia
local.

Caracteristicas de las wavelets Daubechies:

= Tienen soporte compacto.

Tienen un alto nimero de momentos de desvanecimientos.

Manejan ortogonalidad.

Manejan biortogonalidad.

= Manejan simetria.
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-1 05 [} 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 2.9: Funcién wavelet Daubechies 4
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2.8.1. Construccion de las wavelets de Daubechies

La funcién escalada wavelet Daubechies se puede construir con la férmula
de recursion

bn (x) = ZPkcﬁn,1 (2 — k) paran > 1,
k

la funcién ¢q (z) es la funcién escalada de Haar.

A continuacién ilustraremos como se construye la funcion escalada
wavelet Daubechies 4, las otras funciones escaladas wavelets Daubechies
siguen un esquema similar

Ejemplo 2.8.1. La funcién escalada wavelet Daubechies 4 en el espacio V}
es

do(z) =

0, otro caso.

{1, si0<ax<l,

Solucién En el espacio Vi, la funcién escalada wavelet Daubechies 4 es

Hmmmmm‘mn}

15
1+ N
(1] 25 I - -
a5} ] L i
1 ; ] ] ] ] 1 1 ]
-2 -15 -1 45 [} b5 1 15 2 25

Figura 2.10: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 0)
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¢1<.T) = P0¢0(2x) + P1¢0(2I - 1) + PQd)o(Ql’ - 2) + P3¢0<2.%‘ - 3)

donde
1 3 3 3 3—v3 1—+3
FRELACN R C I bl R
4 4 4 4
calculando ¢;(z) para x =0, %, 1, %, 2, % se obtiene la siguiente expresion
(0, siz<O0,
Py, si0<z< %,
P, sii<az<i,
¢1(z) = 2 ;
PQ, sil<zxz< 5
Pg, si % S < 2,
0, sixz>2

FUNCION DE ESCALA DAUBECHEES 4 (lesacion 1)

b N A S A E a
1 . _
05 ; : - i
A I
s N R N N
145 -1 0.5 1] 5 1 15 2 25 3 35

Figura 2.11: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 1)
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Para el Espacio V5, la funcién de escala wavelet Daubechies 4 es
¢o (v) = Pog1(2x) + Prgn (22 — 1) + Pagn (22 — 2) + P3¢ (22 — 3)

Al descomponer ¢9 () hasta el nivel cero se obtiene la expresién

( .
0, six <0,
P2, si0<az<q,
c 1 2
PP, sty <x <7,
PoPy + PPy, si2 <z <3,
. 4
P0P3+P12, Sl%§$<z,
.4 5
(;52(;5): P1P2—|—P0P2, Slz§$<z,
P1P3+P1P2, si§§x<%,
P} + PPy, sid<az<i
P2P3+P1P3, Sl;—iél‘<%,
P, Ps, si 8 <x<?
2 -9 10
Py, sty <uz<,
: 10
\0, siz > .

FUNCION DE ESCALA. DAUBECHIES 4 (Resaciin 2)
i

15 T T T 1 T T ‘ 1 T

Figura 2.12: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 2)
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Para descomponer la funcion de escala wavelet Daubechies 4 en los
espacios Vi, Vi, Vs v Vg se sigue el mismo procedimiento.

o3 (r) = Pype(22) + Piga(2x — 1) + Popa(20 — 2) 4+ P3po(2x — 3),
o4 (x) = PByps(2x) + Pips(2x — 1) + Pas(2x — 2) + P3o3(2z — 3),
¢s5(r) = FPoga(22) + Pros(2x — 1) + Paga(22 — 2) + P3u(2x — 3),

() (2z) ( ) ( ) ( )

20 — 1 2r — 2 2z — 3).

BSE
>

+ Py + P3¢s

8

= FPops(2z) + Pios

Las graficas de la funcion de escala wavelet Daubechies 4 en los espacios
Vs, Vi, Vs v Vi aparecen a continuaciéon

FUNCION DE ESCALA DAUBECHES 4 (lieraciin 3)
15 T T T T T T T T

T R e S B e B T S S R

Figura 2.13: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 3)
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Flmmfmm.l.ﬂiﬂlfﬁl[lum:l]
'.5 T T T T T T T T T

1 i RECEEEET

-15 1 4.5 L] 5 1 15 2 25 3 15

Figura 2.14: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 4)

FURCION DE ESCALA DAUBECHIES 4 (Reraciin 5)
1-5 T T T T T T T T T

S IS UG AURUUR I AU N

S S T S A R N R R N
-15 -1 -5 1] 5 1 15 2 25 3 35

Figura 2.15: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 5)
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FUNCION DE ESCALA DAUBECHIES 4 (Reraciin )
15 T T T T T T T T T

Figura 2.16: Funcién de escala wavelet Daubechies 4 (Iteracién 6)

La funcién de detalles o wavelet Daubechies esta dada por:

Yo (@)= Y (-1 Py (20 —k), N=0,1,2,..

k=1-N

tiene soporte compacto de -1 a 2.

En el caso de la wavelet Daubechies 4, para el espacio V; se tiene que:
1, si0<ax< %,
wO(x) = _17 si % <z < 17

0, otro lugar.

Para el espacio Vi se tiene:
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4.5 L] 5 1 15

Figura 2.17: Wavelet de Haar

0, six < —1,

Ps, si—1<z< —%,
—P, si —% <z <0,
P, si0<z<i,
—Py, siz<wz<l,

0, six > 1.

cuya grafica es:

FUNCION WAVE]LFT DAUBEGHEES 4 NIVEL 1
1 T T T T T

P USSR SRR SOOI IO NSRS SO

0.4 e _
06 -- _
08 -t L i 1 1 _
1 I \ \ I i
15 -1 E 1 ] a5 1 15

Figura 2.18: Funcién wavelet Daubechies 4 (Nivel 1)



CAPITULO 3

El problema de la tomografia local

3.1. Introduccion

En esta seccion veremos como la transformada de Radon estd es-
trechamente relacionada con la transformada de Fourier en una y dos dimen-
siones. La transformada de Radon contiene toda la informacion necesaria
para la reconstrucciéon de la imagen. La férmula béasica de la inversién de la
transformada de Radon viene relacionada con el teorema de cortes de Fourier
[19, 34, 53, 57]; los operadores de retroproyeccién y de retroproyeccién filtra-
da juegan un papel muy importante en el algoritmo disenado en este trabajo
que se completa con las wavelets Daubechies y su correspondiente anélisis
multirresolucién.

3.2. El teorema de cortes de Fourier en R"

Dado f (x),x € R" y 6¢e S ! fijo, 7@ (v) = f (v0) para todo v € R.
En R? para la imagen f (z,y), la transformada unidimensional de Fourier
de una proyeccién paralela a la misma tomada a un angulo # nos da un corte
de la transformada bidimensional F'(u,v) subtendiendo el mismo dngulo
con el eje u. Es decir, podemos establecer una relacion entre la transformada
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unidimensional de Fourier de una proyeccién y la transformada bidimensional
de Fourier del objeto. En la Figura 3.1 se puede apreciar esta relacion.

| Transformadade Fourier I

1' J
\Raflt) /
1 ¥

fluw)

Corte o
~Todaja

Transformada
bidimensional

Figura 3.1: Corte o rebanada de Fourier
La proyeccion se definié como:
Rof (t) = /00 f(tcos — ssinf, scosf + tsinb) ds.
La transformada unidimensional de Fourier de Ry f (t) es
Ril() = [ Refear

= / / f (tcosf — ssin@, scosf + tsin ) e > dsdL.
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Sean x = tcosf — ssiné y = scosf + tsinf con jacobiano igual a 1,
es decir, 229 — 1 por lo tanto
) a(t,s) - p )

750\f (’y) = / / f (ZE, y) 6—27ri'yt(zcosé)+yssin@)dxdy

A~

_ / N / " F () e O dndy = F(+6).

En la Figura 3.2 se observa la representacién esquematica de las
proyecciones. Los puntos representan el objeto en el dominio de frecuencias
espaciales. Los puntos cercanos al origen, en el plano 7, 6 estan relativamente
juntos, pero conforme nos alejamos del centro, hacia las altas frecuencias, los
puntos muestreados aparecen muy apartados.

Figura 3.2: Dominio de frecuencias

Ejemplo 3.2.1. Comprobar el teorema de cortes de Fourier @(w) =
F (u,v) para la funcién

flry)=e V.

Solucion Debemos probar que

F <u7 v) = / / e—gg?—y2€—2m’(ugc+vy)dmdy _ 7_(6_%2<u2+1}2>‘
— 0 J —co
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Ahora calculamos Ry f (w)
Rof (w) = / "R, F(t)e 2wty
= /00 \/%e_ﬁe_%mdt
_ \/_7—:0/00 e t?—2miwt—i?r?w +in?w? gy
= \/7?/_;? e~ (tHim)* o—m?u? gy

— re [ ety

e T’ llamando w = Vu2 + v?
—7r2<u2+v2)
= Te
= F(u,v).

3.3. Operador de retroproyeccion

Dada una funcién h (t,0) que representa la transformada de Radon de
una funcién f, definida sobre el espacio S"~! x R, entonces el operador de
retroproyeccién denotado por R* [6, 7, 19, 83] esta dado por

R#h(a:)—/ ~ h(z-0,0)d0.

El par (t,0) es la parametrizacién del hiperplano en R"{z : z -0 =t}
y la funcién h estd definida sobre (n — 1)- dimensiones en hiperplanos en
R". En este caso R7h () es la integral de h sobre todos los hiperplanos que
pasan a través de .

Una proyeccion en una direccién € es la suma de las atenuaciones en los
pixeles atravesados por una rayo X, al aplicar el operador de retroproyeccién,
la atenuacion se distribuye de manera uniforme en cada uno de estos pixeles,
sin tener en cuenta que en la proyeccién la atenuacién puede ser diferente en
cada uno de ellos, esto hace que la imagen recuperada sea borrosa. Por lo
anterior, el operador de retroproyeccion no es exactamente la transformada
inversa de Radon sino una aproximacion.



3.4 Férmula de retroproyeccion filtrada 49

3.4. Foérmula de retroproyeccion filtrada

El operador de retroproyeccién por si solo permite recuperar una imagen
borrosa de un objeto original, para mejorar la nitidez se aplica un filtro a
la retroproyeccion, por lo cual esta técnica se conoce como retroproyeccion

filtrada [6, 8, 19, 34, 36, 83].
Dada f(x),x €R"y g(t,0) =go(t),0 € S" 1t €R

f* R¥gy(x) = R (Rof * g9) (x)

donde la convolucién sobre la izquierda es con respecto a x € R"™ y sobre la
derecha es con respecto a t € R [6].

3.5. Formula de inversion de Fourier R"

La formula de inversion de Fourier en coordenadas polares es

[ (x) = / / Rof (7) 2 @O || drdf
Sn=1J—o0

donde S7~! denota la esfera superior en R" [5].

3.6. El Operador potencial de Riesz

Dado « € R, el operador potencial de Riesz I* [5, 7, 13, 38, 53, 60, 73, 81],
se define en términos de la transformada de Fourier por

Iof (&) =€ F (€)

si a < n, entonces f = LITOR# ([*T"R, f).
Para el caso n = 2 tenemos que f (z,y) = 31 *R¥ (I*'Ryf)
en efecto, por definicién

— [0 N
Iof (u,v) = (\/u2+v2> [ (u,v)
tomando transformada inversa de Fourier se tiene

I°f (z,y) = / / e?riluztvy) (\/ u? + 112) - f (u,v) dudv
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O(u,v)

sean u =rcosf,v =rsinf con J = 3
(r,0)

=r
I“f(z,y) = / / 62“"(“050+y5in6)r1_0‘f(rcos@,rsin@) drdf
o Jo

_ / / 627rir(m cos&+ysin€)r1—af/i;f (T) drdf
0 0

reemplazando 6 por —0 y r por —r y usando el hecho que I/%Tf sobre (0, c0)
es igual a Rf sobre (—o0,0) entonces sumando ambas férmulas se obtiene

]af(,r7y) = / / 1 aR f 2mr xcos€+y51n9d do

- 5/ TEoRyf (1) d = SR* [ TRy f (1)

0

aplicando = a ambos lados se tiene f (z,y) = 31 °R# [[*'Ryf].
Nétese que 72 = — (27r)_2 A, donde A es el operador de Laplace, y

Af = —4r?I72f
—2m* [T TPR* (1M "R f) .

Ejemplo 3.6.1. Comprobar que I72f (x,y) =

flry)=e

Solucién Vamos a calcular I72f (x,y)

I2f (a,y) = F—l{(m)%e 3 +v>}

0o [e's)
_ 2,2 .
_ / / (u2 + U2) e ﬂ(u +v )62m(ux+vy)dudv
—o0 J —00

[e's) 00 ) ) ) )

— ’7T/ / (u2 4 U2) e—Tru +27rzu3:6—7rv +27rwydud,u
—o0 J —00
[e's)

—Af (x,y) para la funcién

47r2

2,2 2.2 (2,2 o 2.2\ 2,2
(u2 4 U2 (7r u? —2miuz+ic )+1 T e (TI' Ve =2mivy+1°y )Jrz Yy dudv

_ —a: —y? / / u +U (Wu—ix) (mv—1iy) dudv

a2 1 a2
= (1—2:1:) y+ﬁ(1—2y2)e v-.
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Pero por otro lado

1 1 [ 0%
Tiet @) = g {0_ ! @}
= —# [—26"32_?’2 (1—22%) — 2"V (1- 2y2)]
1 e 1 L
= g (=27 4 o5 (12 e

3.7. El problema de la tomografia local

El problema de la tomografia local [7, 20, 22, 25, 27, 29, 49, 53, 56] en R"
se puede establecer de la siguiente manera:

La transformada interna de Radon es la restriccion de la transformada de
Radon y esta dada por

Rof (t) = Rof (t) X[—a,a] () donde |a| < 1.

En lugar de conocer Ryf (t) en [—1,1] sélo se conoce Ryf (t) en el
intervalo [—a, a]. En R? esto se puede interpretar como la restriccién de
la transformada de Radon a las lineas que pasan por un circulo de radio «
en torno al origen.

El problema de la tomografia local es recuperar la funcion

f @) xAlz] < aj(2)

desde
RGf (t) X[—oc,oz] (t) .

La transformada de Radon presenta el problema de no localizacion en
dimensiones pares. A continuacién mostramos porque esto no es posible.

Sean las funciones f(z),z € R", y g(0,t) con § € S" 'yt € R
Aplicando el operador de retroproyeccién filtrada

f* R¥gy (z) = R* (Ryf * go) (x)

tomando

G (r) = R¥gy (2) (3.7.1)
f*G(z) = R (Rof *g) ()
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por el operador potencial de Riesz con oo = 0
G(z) = R* (%Il"RgG) (z) (3.7.2)
de las ecuaciones (3.7.1) y (3.7.2) se obtiene
go(x) = %Il_"RgG
aplicando la transformada de Fourier
80 () = 5T RG (3)

de la definicion del operador potencial de Riesz

~ 1 n—1 5 ~
& (1) =3l "RyG ()

y usando el teorema de cortes de Fourier

A ]— n—1 A
& (1) =35l LG (0y).

Como el propédsito es que la transformada de Radon sea invertible
localmente desde medidas locales, sera suficiente que ambas funciones gy
y G tengan soporte compacto.

Si este fuera el caso entonces se podria escoger o/ > « tal que

Sop(G) C {z: || < o’ — )

Y
Sop(ge) C [—a' + a,a — a]
para cada § € S" L.

Esto permite recobrar exactamente f x G (x), para |z| < «ay desde
Rof (s) con s € [—a’,a] . Suponiendo que [, G (z)dz = 1y dilatando
G se puede recuperar a f con la precisién deseada en {z : |z| < a}, ahora
definimos

G.(z) = € "G (%) FxG.— f,e—0.

Esto tendria sentido pero ambas funciones gy y G no pueden ser de soporte
compacto, ya que si se supone que GG es de soporte compacto entonces gy y
sus (n — 1) derivadas deben ser suaves en v = 0. Pero esto no es cierto, ya
que si n es par |y|"” tiene una discontinuidad en las (n — 1) derivadas en
v = 0. De esta manera gy no tendria soporte compacto y la inversiéon local
no es posible.
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3.8. Porqué usar wavelets

3.8.1. Atacando el problema

La imposiciéon de discontinuidades en el origen en el dominio de la
frecuencia no se producira si se cuenta con funciones para las cuales su
transformada de Fourier es cero en el origen y si tienen muchos momentos
de desvanecimiento. De esta manera, si G (z) tiene soporte compacto y si
G (70) tiene m momentos de desvanecimiento en v = 0, entonces & (7)
tendra n + m — 1 derivadas continuas en 7 = 0 como lo garantiza el lema
3.8.1.

Suponiendo un buen decaimiento sobre @(70) y sus derivadas, nos
gustarfa que gy (t) decayera para t~"~™*1 en +oo. Lo anterior nos sugiere
que, si G tiene un gran numero de momentos de desvanecimiento, podemos
recobrar localmente a f % G (z) en dimensiones pares.

Lema 3.8.1. Suponga que sin es par, la funcion h (t) es de soporte compacto
Y f tIh(t)dt = 0, para j = 0,1,....m para algin m > 0. Entonces la

funcion |y|" " h(y) tiene n+m — 1 derivadas continuas sobre R.

Como se analizo la transformada de Radon inversa es no localizada en
dimensiones pares porque el operador potencial de Riesz I'~" no preserva el
soporte compacto. Sinembargo, I'™" tiene un decaimiento rapido si f tiene
momentos de desvanecimiento [70, 76]. Dado que todas las wavelets tienen por
lo menos un momento de desvanecimiento, esto indica que la transformada
wavelet de f puede ser recobrada localmente desde proyecciones locales.

El grado de localizacién depende de la rapidez con que decae el operador
potencial de Riesz de la wavelet. En particular el teorema 3.8.1 nos indica el
decaimiento de I'="V¥ para grandes valores de ¢ y muestra que la energia es
muy pequena desde el origen.

Teorema 3.8.1. Suponga que n es par, y la funcion h(t) satisface lo
stquiente

a) h(t) tiene soporte compacto,

b)f t'h (t)dt =0, para j = 0,1,...,m para algin m > 0,
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c) ffooo"yjfz(k)('y)‘d’y < oo para j = 0,1,2,....m y k =
0,1,...,.n+m—1,

R 2
d) ffooo ‘Wh(k) (7)‘ dy<ooparaj=0,1,2,.... myk=0,1,...,n+m—
1.
Entonces I'™h(t) = o (Jt| """, |t] = oo y "™ "W (t) €
L*(R).
Demostracion. Por hipétesis del teorema en los incisos a) y b) y el lema(3.8.1)
se puede afirmar que

(TR) () = "™ R (),

tiene n + m — 1 derivadas continuas.
Ahora por la hipétesis inciso ¢)

dF n—17

i (b hem) e 1 @),

para k =0,1,...,n4+m — 1, por lo que su transformada inversa de Fourier
(2mit)" ™ V"R () es acotada y continua en R, y se anula en o0, por lo

tanto se puede inferir que

I'""h(t) = o ([t| ") para |t| — occ.

Por la hipétesis inciso d) se tiene que

dk n—17

7 (bR e 2 ®).
para k = 0,1,...,n + m — 1, por lo que su transformada inversa
de Fourier (2mit)" "™ ' I'""h (t), estd en el espacio L?(R) por lo tanto
trtm=li=np (t) € L? (R). O

3.9. Algoritmo de reconstruccién local

Ahora se presentan las bases matematicas para implementar un algoritmo
de reconstruccion local tomando directamente los valores puntuales de una
funcién f y usando los coeficientes wavelet de Ry f para cada dngulo 6.
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3.9.1. Foérmula de reconstruccion

La reconstruccion directa de los valores de una funcién f es posible a
partir de los coeficientes wavelets de Ryf para cada 6; la reconstruccién se
obtiene del siguiente teorema

Teorema 3.9.1. Sea V (t) una wavelet en una dimension tal que
(Wt = {2 4w 27 —k)}
es una base Riesz o un marco para L?.

Sea p(t) una funcién definida por p(t) = 3 || U (7). Suponga que para
cada 0 € [0, 2m)
Rof (6,8) = cjx (6) ¥k (s)
.k
para algin coeficiente c; . (0), entonces p (t) es una funcion admisible y

™

223/ i (0) p(z-0)d6.

Demostracion. Suponga que la funcién f (x) es suave y tiene decaimiento,
ademas la transformada de Radon de f se puede expresar como la
combinacién lineal de algunos coeficientes c¢;, (f) con las wavelets W, (s).
Es decir,

Rof (6, s) ch k (3.9.1)
ahora bien aplicando la férmula de la transformada inversa de Radon
1
f(z) = 5[*13# (I*T'" "Ry f) (3.9.2)
paran =2y a = 0, se obtiene
1 2
f(z) = 3 / I 'Ryf (z-0)db (3.9.3)
0

al sustituir (3.9.1) en (3.9.3)

1 2
:5/ Zc]k U, (- 0) do
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ahora intercambiando la sumatoria y la integral obtenemos
2w 1
f(z) = Z/o cjk (0) §I_I\Ilj7k (x-0)do
gk

finalmente note que

1 —

S0 () = 5 bl T ()

1 N
= G2 2 2 (2)
— 2—j6727ri7(2jk)2%ﬁ(2j7)
= 27054 (27).

[

Aqui para j < 0, y para z y 0 fijos, ¢, puede ser calculado con precisién
desde Ryf (0, s) para s en un pequeno intervalo alrededor de z - 6, es decir,
desde las proyecciones de f sobre lineas a través de un pequeno disco centrado
en .

Usando

2
f(z) = Zz_j/ cik (0) pjx (z - 0)do.

ik 0
La reconstrucciéon de las caracteristicas de escalas finas de f en x
(donde fina escala se refiere a coeficientes con j < 0), es posible usando
proyecciones locales.

Para reconstruir caracteristicas en grandes escalas de f cerca a x, en [10],
se observé que para j > 0y todo k, c¢jj(6) es esencialmente de banda
limitada en todo angulo 6, por lo que se puede estimar con precisién usando
un conjunto de escasas muestras. De esta manera las caracteristicas de f cerca
de = se pueden recuperar desde un conjunto de escasas muestras de medidas
globales y por lo tanto la recuperacion local alcanzada tiene una significante
reduccion a la exposicién. Para mas detalles ver [10, 11]. Todo esto indica
porque las wavelets han sido efectivas en los algoritmos de tomografia local.

Si W es de soporte compacto y tiene suficientes momentos de desvanec-
imiento, entonces p tendra el mismo soporte que W, esto es, p tendra un
decaimiento muy rapido fuera del soporte de W.
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La invarianza de las traslaciones de las bases wavelets estandar se puede
mejorar teniendo un par de bases wavelets cuya wavelet madre se relaciona a
través de la transformada de Hilbert. Las razones fundamentales por las que
la transformada de Hilbert [19, 53, 56] se puede, sin problema integrar en el
marco multirresolucion de wavelets son su escala y las traslaciones invariantes
y la preservacién natural de la energia.

En las Figuras 3.3, 3.4 y 3.5 se ilustran funciones p (t) que corresponden
a diferentes W (¢) . En ellas se observa que los soportes de las funciones p (t)
no son mas largos que los soportes de las respectivas U (1) .

Wavelet Daubechies 4 Funcion pit)
25 . . 25 . T

1581

=
m
T

1A

Figura 3.3: Wavelet Daubechies 4 y su correspondiente Funcién p(t)
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Wavelet Daubechies B

Funcion p(t)

2 T T T 2 T T

151 151

1 1+

0s5r naf

a ok

nst L5F

1r E Ak _
B e

Figura 3.4: Wavelet Daubechies 6 y su correspondiente Funcién p(t)

Wavelet Daubechies 10 Funcion p(t) para la Daubechies 10

15— T 15— T
1+ E 1tk i
st .
a
05+ .
1r 4 RS |
154 L 1501 L
1] 5 10 1] ] 10

Figura 3.5: Wavelet Daubechies 10 y su correspondiente Funcién p(t)
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3.9.2. Bases wavelets separables

Suponga que ¢, p, ¥ vy U son las funciones de escala, escala dual,
wavelet y wavelet dual para una base wavelet generadas para un andlisis
multirresolucién.

La construccion estandar para una correspondiente base wavelet separable
[7, 16, 54] en dos dimensiones viene dada por el teorema 3.9.2 y las funciones
duales.

Teorema 3.9.2. Sea ¢ una funcion de escala y ¥V la correspondiente wavelet
generada por una base wavelet ortonormal de L?(R). Se definen tres
wavelets:

Uh(z) = @) P (a2),
U (z) = U(n1)p(as),
V(z) = U(2)P(22),
y se denota 1 <m <3, k= (ki,ka),z = (x1,22) y K = (j,k)

\Iﬂ;(l (l’) = \ka (l’) = Qj\llm (le’l — k’l, ijL’Q — ]CQ) .

La familia wavelet

(e 0 e

es una base ortonormal de L? (R?).

Funciones duales,

b)) = F)@(r),
) = B (21) U (2s),
() = U (1) & (w2),
U (2) = W(x) W (a).
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(EscaladalD4)(Escaladald)

a0

Figura 3.6: ® (x) = ¢ (x1) ¢ (x2)

(EzcaladaDd)WWaveletDd)

1000

200 400 & '

gon O

Figura 3.7: Ul (z) = ¢ (71) ¥ (22)
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MaveletD4)(EscaladaDd)

1000

400 GO0 a0 0

Figura 3.8: U2 (z) = ¥ (1) ¢ (72)

(WWaveletDd)(WaveletD4)

37 e
2 A
1_

D_

1000

400 B00

son U

Figura 3.9: U3 (z) = W (z1) ¥ ()
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En las Figuras 3.10 al 3.14 se ilustra la descomposicién del fantasma de

shepp-Logan modificado desde el nivel 1 hasta el nivel 5 usando una wavelet
Daubechies 4.

Coef. de aproximacion nival 1 Coef de detalles horizontales nivel 1
20 20
40 40
B0 B0
gl gl
100 100
120 120 T
20 40 B8O 8O 100 120 20 40 BO &0 100 120
Coef. de detalles werticales nivel 1 Coef. de detalles diagonales nivel 1
20 20
40 40
B0 50
80 80
100 100
120 120

20 40 B8O 8O 100 120 20 40 BO &0 100 120

Figura 3.10: Descomposicion del fantasma de Shepp-Logan nivel 1 usando
una wavelet Daubechies 4
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Coef. de aproximacion nivel 2 Coef. de detalles horizontales nivel 2

10
20
30
40
a0
B0
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Coef. de detalles verticales nivel 2 Coef de detalles diagonales nivel 2

10
20
30
40
50
g0

10
20
30
40
a0
B0

Figura 3.11: Descomposicion del fantasma de Shepp-Logan nivel 2 usando
una wavelet Daubechies 4

Coef. de aproximacion nivel 3 Coef. de detalles horizontales nivel 3
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Coef. de detalles verticales nivel 3 Coef. de detalles diagonales nivel 3
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14
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Figura 3.12: Descomposicién del fantasma de Shepp-Logan nivel 3 usando
una wavelet Daubechies 4
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Coef de aproximacian nivel 4

5 10 15

Coef de detalles verticales nivel 4

10

14

[y ]

Coef. de detalles horizontales nivel 4

5 10 15

Coef. de detalles diagonales nivel 4

Figura 3.13: Descomposicion del fantasma de Shepp-Logan nivel 4 usando

una wavelet Daubechies 4

Coef. de aproximacion nivel 5

Coef de detalles horizontales nivel 5

Coef. de detalles verticales nivel 5

Coef. de detalles diagonales nivel &

Figura 3.14: Descomposicién del fantasma de Shepp-Logan nivel 5 usando

una wavelet Daubechies 4
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En las Figuras 3.15 y 3.16 se ilustra la descomposicién del fantasma de
Shepp-Logan modificado para nivel 1 usando las wavelets Daubechies 6 y

Daubechies 10 respectivamente.

Coef. de aproximacion nivel 1

20
40
G0
80
100
120

20 40 BD B8O 100 120

Coef de detalles verticales nivel 1

20
40
B0
g0
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120

2040 BD BO 100 120

100
120

100
120

Coef de detalles horizontales nivel 1

20
40
B0
80

20 400 5O 80 100 120

Coef. de detalles diagonales nivel 1

20
40
B0
g0

20 400 BO B0 100 120

Figura 3.15: Descomposicion del fantasma de Shepp-Logan nivel 1 usando

una wavelet Daubechies 6
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Caef de apraximacion nival 1 Caef de detalles harizantalas nival 1
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Coef, de detalles verticales nivel 1 Coef de detalles diagonales nivel 1
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40
B0
B0
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10

20
40
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120

040 B0 80 100 120 2040 k080 100 120

Figura 3.16: Descomposicién del fantasma de Shepp-Logan nivel 1 usando
una wavelet Daubechies 10
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3.9.3. Descomposicion de imagenes usando wavelets

Una funcién arbitraria f (z) con z € R? puede ser escrita como

Fla) = 3N (f ) T

jk i=1
3 ~
= Y (AT v
jk i=1
o también
F@) =Y (Lot > D D (fU)T,
kez2 j=—00 k€72 i=1
donde
i (@) = Qig (21) Qjk, (x2),
\Il},k (‘T) = Yk (‘Tl) \IJJJCQ (xZ) )
\Ij?,k (ZL’) \Ilj,lﬂ ($1) P,k (IQ) )
sy (2) = Wik (21) Wy, (22),
Yy
G (x) = 3, (@1) Fins (22),
qlgl',k (ZE) = aj,/ﬁ ("L‘l) \I}j,kz (132) )
VS () = Wik, (21) Gy (22),
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3.9.4. Coeficientes wavelet de la transformada de
Radon

El teorema 3.9.3 muestra como los coeficientes wavelets de una funcion f
pueden ser recobrados desde retroproyecciones de la transformada de Wavelet

de Ryf para cada angulo 6.

Teorema 3.9.3. Dadas ¢, 95,\11,\1; con su andlisis multirresolucion y con
O, &, Wy Vi =1,2, 3 definidas para cada dngulo 0 € [0,27) y las funciones
oo (t), yphy(t),i=1,2,3 por

5 (1) = 5 hlB(reost)@(ysing)
AG) = 5hlE(reost) T (ysind),
pg(7) = %Ivlﬁ(vcosﬁ)@(vsin@,
Py = %\’V\\T’(vcosﬁ)‘f’(vsin9),
y las funciones oy (t), y pj () por
Go(t) = S hIB(reosd) E(ysind),
ph() = ShlE(rcost) ¥ (ysing)
R0) = 5 bl (reosd) 3 (ysin),

o~

1, = .
Ps(7) = Shl¥(vcosf) W (ysing).

Entonces,

(woyRof) (27,27 (k- 0)) db,
(wp, Rof) (27,27 (k- 0)) df,

(ws,Rof) (27,27 (k- 6)) db,

}ﬁ
K

<

=

)
S
. . . SAS. S
ol
Il
~
NS,

=
N

[

El

(wz, Rof) (27,27 (k- 0)) db,
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parai=1,2, 3.
Férmulas similares a estas son usadas en [20] como bases para un
algoritmo de tomografia local.

La Figura 3.17 ilustra la gréfica de pj (t), donde W (¢) y ¢ (t) son los
coeficientes de las funciones wavelet y de escala de la wavelet Daubechies 4.
Para 6 = 15°,0 = 30°,0 = 45°,6 = 60°.

Funcion plit) 15%ara la Daobachias 4

|:|2 - T T T T T T T T T
1
'DE C | | | | 1 | |

-1 05 U 0. 1 1.5 2 2.5 3 3.4

Furncion p1it) 30%ara la Daubechies 4

DE - T T T T T T T T T

-1 05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3A
Funcian plit) b0%para 3 Daubechies 4

|:|2 - T T T T T T T T T
1} W
-|:|2 C | | | | | 1 | | |

Figura 3.17: Funciones p' para las wavelets Daubechies 4 en los 4angulos

0 =15°60=30°0 =45°y 0 = 60°
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La Figura 3.18 ilustra la gréifica de pj (t), donde W (¢) y ¢ (t) son los
coeficientes de las funciones wavelet y de escala de la wavelet Daubechies 6.
Para 6 = 15°,0 = 30°,0 = 45°,0 = 60°.

Funcion p1t) 15%pars 15 Daubechias b

02 F 1 | ] 1 | 1

]
F|_|n1|:i|:|n < (tj?_:)l:l"para Iaebauhechiée b

N2 . ! ! ! 1

! J Fur;]cinn <l (tj%Ec'para Iaebauhechies b
02r ' ' ' ' '

0 _*-\-/\/\__—
12 1 ! ! ! 1

- . FLII':III::iI:If'I <1 (‘tj%l]“para Ia%auhechigs b
02F ' ' ' ' '

2

Figura 3.18: Funciones p' para las wavelets Daubechies 6 en los dngulos
0 =15°6=30°,0 =45° y 6 = 60°
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La Figura 3.19 ilustra la gréfica de py (t), donde W (¢) y ¢ (¢) son los
coeficientes de las funciones wavelet y de escala de la wavelet Daubechies 10.
Para 0 = 15°,0 = 30°,0 = 45°,0 = 60°.

Funcion plit) 10%para la Daubechies 10

|:|.2 T T T T T T T T T T

oS\ ——

U2 F 1 I I 1 I I I I I

1
4 0 1 _2_ 3 4

g = 7
Funcion plit) 15%para la Daubechies 10

|:|.2 [ T T T T T T T T T T

02 F . | |

| 1
-1 ] 1 2 2 4 g E 7
Funcion plit) 45%para la Daubechies 10

|:|,2 | 1 ] 1 1 1 1 1 1 1 1

021 . | |

1 1
-1 0 1 2.3 4 5 B 7
Funcion plit) B0%para la Daubechies 10

|:|,2 [ T T T T T T T T T T

0.2 | 1 | | 1 | | | | |

Figura 3.19: Funciones p' para las wavelets Daubechies 10 en los dngulos
0 =15°0=30°60=45°y 0 = 60°






CAPITULO 4

Resultados y Conclusiones

4.1. Introduccion

En este capitulo se muestran las imagenes obtenidas usando el algoritmo
de tomografia local propuesto en este trabajo, desarrollado con bases wavelets
Daubechies de soporte compacto y muchos momentos de desvanecimiento.
Estas bases permiten la reconstruccion local a partir de un conjunto reducido
de proyecciones para dimensiones pares. El algoritmo fue disenado usando el
programa MATLAB R2009b.

4.2. Figuras de Pruebas

En la Figura 4.1 se ilustra la imagen llamada cabeza fantasma de Shepp-
Logan (Shepp-Logan phantom) que contiene Matlab para la experimentacién
numérica de algoritmos de reconstruccién de imégenes tomograficas.

En la Figura 4.2 se ilustra la descomposicién de la cabeza fantasma de
Shepp-Logan en el primer nivel de resoluciéon usando analisis multirresolucion
wavelet. Se aprecian los coeficientes de aproximacién, los coeficientes de
detalles horizontales, verticales y diagonales.
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Figura 4.1: Cabeza fantasma de Shepp-Logan
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Figura 4.2: Descomposicién de la cabeza fantasma de Shepp-Logan en el
primer nivel de resolucion
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En la Figura 4.3 se ilustra una porciéon o regién de 55x72 pixeles del
fantasma de Shepp-Logan.

Figura 4.3: Region de 55x72 pixeles del fantasma de prueba

TFF

Figura 4.4: Region reconstruida con un algoritmo de retroproyeccion filtrada
que usa FFT

En la Figura 4.4 se ilustra la imagen de una regién de 91x91 del fantasma
de prueba reconstruida con todas las proyecciones de la transformada de
Radon usando un algoritmo de retroproyecciéon filtrada. Este algoritmo
interpola, filtra y aplica la transformada rapida de Fourier FFT.
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4.3. Wavelet Daubechies 4

En la Figura 4.5 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 4 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 46 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transformada Rapida de Fourier

A0
100
150

200

250

50 100 180 200 250

Daubechies 4

Regidn Central

Figura 4.5: Imagen reconstruida usando aproximadamente 46 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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En la Figura 4.6 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 4 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 54 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transformada Répida de Fourier

200

250

Daubechies 4

Regian Central

Figura 4.6: Imagen reconstruida usando aproximadamente 54 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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En la Figura 4.7 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 4 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 62 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transformada Rapida de Fourier
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200
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50 100 150 200 250

Daubechies 4
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Figura 4.7: Imagen reconstruida usando aproximadamente 62% de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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4.4. Wavelet Daubechies 6

En la Figura 4.8 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 6 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 46 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transfarmada Répida de Fourier
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200

280

50 100 150 200 250
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Figura 4.8: Imagen reconstruida usando aproximadamente 46 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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En la Figura 4.9 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 6 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 54 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prugha Tran=sformada Rapida de Fourier
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Figura 4.9: Imagen reconstruida usando aproximadamente 54 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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En la Figura 4.10 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 6 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 62 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transformada Rapida de Fourier

50
100
180

200

250

S0 o0 150 2000 250

Daubechies B

Regidn Central

Figura 4.10: Imagen reconstruida usando aproximadamente 62% de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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4.5. Wavelet Daubehies 10

En la Figura 4.11 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 10 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 46 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transformada Rapida de Fourier
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Figura 4.11: Imagen reconstruida usando aproximadamente 46 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen



84 Resultados y Conclusiones

En la Figura 4.12 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 10 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 54 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Pruebha Transformada Rapida de Fourer
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Figura 4.12: Imagen reconstruida usando aproximadamente 54 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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En la Figura 4.13 se ilustran las imagenes del algoritmo programado con
la wavelet Daubechies 10 y se compara con la imagen reconstruida usando
la FFT. La imagen fue reconstruida usando aproximadamente 62 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen.

Cabeza de Prueba Transformada Rapida de Fourier
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Figura 4.13: Imagen reconstruida usando aproximadamente 62 % de las
proyecciones de las lineas que pasan por el centro de la imagen
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4.6. Conclusiones

1. El diagnoéstico médico contintia evolucionando con varios retos y
desafios asi como la reconstruccién de imagenes funcionales para visualizar
los érganos internos del cuerpo humano de una manera no invasiva,
obteniendo informacién estructural y anatémica; por ejemplo la Tomografia
Computarizada (TC).

2. El valor de la transformada de Radon en un punto t; para un
determinado angulo #, se denomina rayo suma, y el conjunto de todos los
rayos suma para una misma direccién 6 se denomina proyeccion general
Rof (t), es decir: La transformada de Radon mapea el dominio espacial
(z,y) hasta el dominio (¢,6).

3. La transformada de Radon estd estrechamente relacionada con la
transformada de Fourier, debido a que la inversion de la transformada de
Radon se relaciona con el teorema de cortes de Fourier que consiste en que
la transformada unidimensional de Fourier de una proyeccién paralela de la
imagen f (z,y) tomada a un dngulo € nos da el corte de la transformada
bidimensional F' (u,v) subtendido en un mismo angulo 6 con el eje w.

4. El operador de retroproyeccion es un paso intermedio para la recon-
struccién de la imagen f (x,y), mientras que el operador de retroproyeccién
filtrada reconstruye aproximadamente la imagen.

5. El operador potencial de Riesz [% es la generalizacion de la
transformada de Fourier de una derivada de una funcién o derivadas
fraccionales y nos sirve para el problema de decaimiento. Lo que mide es la
velocidad de convergencia de una funcion.

6. El problema de la tomografia local es debido a que no se quiere exponer
a un paciente a los efectos de los rayos X, esto se logra reconstruyendo la
imagen local de la parte del cuerpo humano que se quiere diagndsticar.

7. El problema de la no localizacién en dimensiones pares es debido
a que el operador potencial de Riesz no preserva soporte compacto para
dimensiones pares, mientras que en dimensiones impares la transformada de
Radon si es inversible localmente.
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8. La transformada de wavelets U, (t) es apropiada para representar
detalles finos de una senal o imagen, gozan de la propiedad de zoom, es decir
localizan y son buenos detectores de singularidades que llevan informacion
esencial como presencia de esquinas en las imagenes, esto hace que las bases
wavelets sean una herramienta muy 1til para el procesamiento de imagenes.

9. El grado de localizacién depende de qué tan rapido dacae el operador
potencial de Riesz de las wavelets. Dicho de otra manera, los decaimientos del
operador de Riesz dependen también de los momentos de desvanecimientos
de las wavelets.

10. Las ventajas que tienen las wavelets Daubechies son: tienen
soporte compacto, tienen un alto nimero de desvanecimientos, manejan
ortogonalidad, biortoganolidad y simetria.

11. El algoritmo toma directamente los valores puntuales de una funcion
f v emplea los coeficientes wavelets de la transformada de Radon para cada
angulo #, obteniendo una aproximacion de la imagen original.

12. En esta tesis se mostré un modelo con su respectivo algoritmo que usa
bases wavelets de soporte compacto que permiten invertir la transformada
de Radon. A partir de la transformada de Hilbert se construyeron wavelets
que decaen rapidamente manteniendo el mismo soporte de las respectivas
Daubechies 4, 6 y 10; solucionando el problema de analiticidad de la
transformada inversa de Radon, junto con el de la invarianza frente a las
dilataciones y traslaciones. Con las imagenes obtenidas del algoritmo se
mostré que con un gran numero de momentos de desvanecimientos de las
wavelets se pueden reconstruir las imagenes en dimensiones pares usando
datos locales de la transformada de Radon. Estas caracteristicas (soporte
compacto y momentos de desvanecimiento) de las wavelets permiten la
implementacion de algoritmos como el de este trabajo optimizando el tiempo
computacional y disminuyendo la exposicion de rayos X en los pacientes.
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4.7. Trabajos futuros

Es de vital importancia, la acertada toma de decisiones del cirujano
a la hora de programar una cirugia. Por lo tanto, el especialista se debe
apoyar en la mejor evidencia posible sobre la evolucion de la enfermedad
del paciente. Por esta razon, es importante que dia a dia se puedan generar
investigaciones en el campo de las imdagenes de tomografia obtenidas
mediante el procesamiento de datos con algoritmos computacionales. Las
imégenes obtenidas no pueden ser borrosas y deben estar libres de ruidos,
rayas, distorsiones u otras impurezas que afecten el diagnodstico del paciente.

Por lo anterior, es posible pensar en la localizacion de la imagen
de tomografia como se trabajo en esta tesis, para futuros proyectos de
investigacion enfocados en:

1. Mejorar la resoluciéon de la imagen de tomografia para identificar
objetos de interés.

2. Detectar cambios anormales en las caracteristicas de los objetos
comparando imagenes de diferentes fechas.

3. Disenar filtros para eliminar ruidos y distorsiones en la imagen.

4. La reconstruccién local de imagenes tomograficas a partir de un
conjunto reducido de proyecciones.

5. Restauracion de la imagen original a partir de una imagen borrosa.

6. Descomposicién de la imagen reconstruida en las diferentes partes que
la constituyen ( los objetos de interés y el fondo ).
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