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Resumen

Se presentan como extensiones del cdlculo proposicional cldsico las jerarquias
de sistemas deductivos LER—n y LDR—n, con n > 1. LER—n es la ldgica
epistémica con restricciones de profundidad—n, LDR-n es la ldgica doxdsti-
ca con restricciones de profundidad-n. Los sistemas LER-1 y LDR-1 son
el cdlculo proposicional cldsico. El sistema LER—(n + 1) puede ser visto co-
mo el resultado de aplicar la regla: de X se infiere +X, una vez a los teo-
remas del sistema [[IZR—nl ademds, se restringe la validez de los axiomas
+(X=Y)—= (+X - +Y) y +X — X en términos de la profundidad (com-
plejidad respecto al operador +) de X y de Y, y también se incluyen versiones
generalizadas y con restricciones de los axiomas de introspeccién positiva y
negativa. El sistema LFE R resulta de la reunién de los sistemas de la jerarquia,
y puede ser visto como el sistema de légica modal S5 con diversos tipos de
restricciones. Cambiando +X — X por +X —~-+~X se construye la jerar-
quia [LDR-nl]y el sistema [LDR} este tiltimo puede ser visto como el sistema
de ldgica modal KD45 con diversos tipos de restricciones. Los sistemas son
caracterizados con seméanticas de mundos posibles encajados, con las cuales se
le imponen, al problema de la omnisciencia légica, ciertos limites.

Palabras claves: légica modal, mundos posibles encajados, l6gica doxéastica,
logica epistémica, omnisciencia légica.
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Loégicas epistémica y doxdastica con restricciones

Resumo

Sao apresentadas como extensdes do cédlculo proposicional cldssico as hierar-
quias dos sistemas dedutivos[LDE—nle[LER-nl com n > 1. [LER-nlé a légica
epistémica com restricbes, LDR-n é a légica doxdastica com restrigdes. Siste-

mas de LER-1 e LDR-1 sdo o célculo proposicional cldssico. A|[LER—(n + 1)|

sistema pode ser visto como o resultado da aplicacao da regra: se X é um
teorema de [LER-—n] entdo +X é um teorema da Também res-
tringe a validade dos axiomas +(X — Y) —» (+X - +Y) e +X — X, em
termos de profundidade de X e Y, e também inclui limitada versdes dos axio-
mas da introspeccao positiva e negativa. O sistemal[LER]é a unido do sistemas
da hierarquia, e pode ser visto como o sistema de 1égica modal S5 com dife-
rentes tipos de restrigoes. Alterar +X — X por +X —~+~X construimos
a hierarquia [[DR-—nl e do sistema [LDEL este tltimo pode ser visto como o
sistema de légica modal KD45 com diferentes tipos de restrigdes. Os sistemas
sao caracterizados com a semantica de mundos possiveis aninhadas, com o
qual sdo impostas, o problema da onisciéncia légica, de certos limites.

Palavras chaves: 16gica modal, mundos possiveis aninhadas, 16gica doxastica,
légica epistémica, onisciéncia légica.

Abstract

Are presented as extensions of classical propositional calculus hierarchies of
deductive systems [LDE-n] and [LER-nl with n > 1. [[ER-nlis the epistemic
logic with restrictions, [[DE-nl is the doxastic logic with restrictions. The
systems [LERF1 and [LDE} are the classical propositional calculus. System
can be seen as the result of applying the rule: if X is theorem
of [LER—nl then +X is theorem of LER—(n + 1)] Systems also restricts the
validity of the axioms +(X — Y) — (+X — 4Y) and +X — X, in terms
of depth (complexity with respect to the operator +) of X and Y, and also
includes restricted versions of the axioms of positive and negative introspec-
tion. [LETR] system results from the union of [[ER—nlsystems, and can be seen
as the S5 modal logic system with different types of restrictions. Changing
+X — X by +X —~+~X are built [[LDR_nland the[[DRlsystems. [[DElcan
be seen as the KD45 modal logic system with different types of restrictions.
The systems are characterized with a embedded worlds semantics, with which
the ‘omniscience logical problem’ is limited.

Key words: multi-modal logic, possible worlds embedded, epistemic logic,

doxastic logic, logical omniscience.

1 Presentacién

Los sistemas deductivos, construidos como extensiones del sistema multi—
modal K, utilizando operadores de creencia y conocimiento, los cuales fue-
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ron introducidos por Hintikka en Knowledge and Belief [1], son conocidos
como logicas doxdsticas y ldogicas epistémicas, y son de interés en inteligencia
artificial en lo que respecta al modelamiento del razonamiento de agentes in-
teligentes. Desde el punto de vista seméantico, las creencias y el conocimiento
de los agentes se caracterizan siguiendo las técnicas desarrolladas por Kripke
en Semantical analysis of modal logic [2], con base en un conjunto de mun-
dos posibles y relaciones de accesibilidad entre ellos, donde la formula +X
serd cierta en un mundo posible especifico, si X es cierta en cada mundo po-
sible, accesible por el agente asociado al operador +, desde el mundo posible
especifico.

Como senala Hintikka en Impossible possible worlds vindicated [3], cual-
quier semantica para estos sistemas deductivos debe justificar como teorema:
+(X =-Y) > (+X — 4Y) y como regla de inferencia: de X se sigue +X
(regla de certeza), ya que estas propiedades se encuentran presentes en to-
das las 16gicas modales normales (extensiones de K,,). Estas dos propiedades
resultan ser las caracteristicas mas problematicas de las légicas modales nor-
males cuando se utilizan como légicas del conocimiento y la creencia, ya que
obligan a concebir al razonador como una entidad capaz de conocer todas
las consecuencias légicas de su conocimiento, lo cual la hace inadecuada para
modelar razonadores tales como seres humanos o sistemas computacionales,
los cuales tienen limitaciones de espacio y tiempo. Lo anterior determina el
llamado problema de la omnisciencia ldgica, el cual tiene como consecuencia
la modificacién de la semantica de mundos posibles, si se quiere representar
adecuadamente el conocimiento y las creencias de razonadores reales.

Sim, en Epistemic logic and logical omniscience: a survey [4], muestra
c¢émo, a fin de enfrentar el problema de la omnisciencia ldgica, se han cons-
truido formalismos alternativos para representar la creencia y el conocimiento.
Siguiendo con el modelo de creencia de los mundos posibles, Cresswell en Lo-
gic and languages [5] trabaja con mundos no—clasicos, en los cuales se admiten
las inconsistencias, Hintikka en Impossible possible worlds vindicated [3] los
llama mundos imposibles, Rescher en The logic of inconsistency [6] los llama
mundos no—estdndar. Esta aproximaciéon fue seguida por Levesque en A lo-
gic of implicit and explicit belief [7], donde un razonador tiene un conjunto
relativamente pequenio de creencias explicitas y un conjunto infinito de creen-
cias implicitas, este tltimo incluye las consecuencias légicas de las creencias
explicitas; al operador de creencia implicita se le asocian los mundos estandar
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y al de creencia explicita los no estandar, resultando una estrecha conexién
con la légica relevante de Anderson y Belnap presentada en Entailment: the
logic of relevance and necessity [§]. Lakemeyer en Tractable meta—reasoning
in propositional logics of believes [9], diferencia entre creencias objetivas y
subjetivas. Fagin y Halpern en Belief, awareness and limited reasoning [10],
extienden la légica de Levesque al razonamiento de multiples razonadores.
La descripcién formal del razonamiento parcial hecha por Levesque, es con-
tinuada por Schaerf y Cadoli en Tractable reasoning via approximation [11],
y a partir de este trabajo, Finger y Wassermann en Logics for approzimate
reasoning: Approximating classical logic “from above” [12], construyen una
familia de légicas, las cuales son aproximaciones a la légica clasica. Con base
en lo anterior, Rabelloa y Finger, en Approximations of Modal Logics: K and
beyond [13], presentan un método para construir aproximaciones a sistemas
de légicas modales, donde el grado de introspeccién de los razonadores se en-
cuentra limitado por la aproximacion a la légica clasica que se utilice en la
construccién. Por otro lado, Konolige en A Deduction Model of belief [14],
presenta una alternativa al modelo de creencia de los mundos posibles al re-
presentar el razonamiento del agente mediante estructuras de deduccion, las
cuales constan de un conjunto de férmulas y un conjunto limitado de reglas
de inferencia; en este sistema un razonador cree una férmula si ésta es una
consecuencia del conjunto de férmulas de la estructura utilizando tnicamente
reglas de inferencia de la estructura. Gabbay y Woods en Handbook of the
History of Logic Vol 7 [15], presentan un panorama muy completo sobre el
estado del arte respecto al problema de la omnisciencia en la légica epistémica.

Sierra, en Sistemas multi-modales de profundidad restringida [16], pre-
senta como extensién del calculo proposicional clasico, la jerarquia de siste-
mas deductivos [SMM-nl con n > 1. SMM-n es el sistema multi-modal de
profundidad—n. El sistema SM M—1 es el calculo proposicional cldsico. El sis-
tema SMM—(n + 1) puede ser visto como el resultado de aplicar la regla de
certeza, asociada a los razonadores con suficiente capacidad deductiva, sélo
una vez a los teoremas del sistema El lenguaje del sistema SM M-
(n+1) es una extensién propia del lenguaje de[SMA—nl donde la jerarquia de
los lenguajes se encuentra asociada a una jerarquia en la capacidad deductiva
de los razonadores. El sistema SM M, sistema multi—-modal con restricciones,
resulta de la reunion de los sistemas de la jerarquia, y puede ser visto co-
mo el sistema de ldgica multi-modal K,, con restricciones en el lenguaje y
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en las reglas de certeza, es decir, con razonadores de diferente capacidad de
razonamiento.

Continuando parcialmente, con las pautas establecidas en Sistemas multi—
modales de profundidad restringida [16], se presentan en este trabajo las jerar-
quias de sistemas deductivos[LER—nly[LDE-nl, con n > 1.[LER-nles la ldgica
epistémica con restricciones de profundidad-n. En los sistemas[LER—n]donde
n > 2 se restringe la validez del axioma +(X — Y) — (+X — +Y), asi como
la aplicacion de la regla de certeza, y, por lo tanto, la capacidad deductiva del
razonador asociado al operador de certeza + en términos de la profundidad
(complejidad respecto al operador +) de X y de Y. En[LER-nl con n > 2,
también se tienen versiones generalizadas y con restricciones del axioma de co-
nocimiento: +X — X, del axioma de introspeccion positiva: +1 X — +94+1 X,
y del axioma de introspeccién negativa: ~+1X — +9~+1X. Los sistemas
[LER—n] son caracterizados con una semdntica al estilo Kripke con diversos
tipos de restricciones (seméntica de mundos posibles encajados). Por ejem-
plo, la profundidad de un modelo establece la longitud maxima de las cadenas
de mundos posibles que figuren en el modelo, resultando que los modelos de
profundidad-n se encuentran asociados al sistema deductivo[LER-zl El siste-
ma[LER]resulta de la reunién de los sistemas de la jerarquia, y puede ser visto
como una extensién con diversos tipos de restricciones del sistema de ldgica
modal S5. Las pruebas de validez y completitud de los sistemas de la jerarquia
son presentadas de forma detallada, asi como las pruebas para la caracteriza-
cién seméantica del sistema [LERl Cambiando +X — X por +X —~+ ~X se
construye la jerarquia[LDE-nly el sistema[LDEL[LDER—nles la ldgica doxdsti-
ca con restricciones de profundidad-n, y LD R puede ser visto como el sistema
de logica modal KD45 con diversos tipos de restricciones.

En los sistemas presentados, gracias a las restricciones en el lenguaje (al
limitar la aplicabilidad de las reglas de certeza), y a las restricciones en el tipo
de los razonadores (al limitar las consecuencias del conocimiento de algunos
razonadores), se le imponen al problema de la omnisciencia 16gica ciertos
limites. Por ejemplo, en el sistema[LEL4, un razonador de tipo—2 no siempre
puede hacer inferencias cuando se involucran férmulas de tipo—3, mientras
que un razonador de tipo—3 o superior si puede hacerlas, sin embargo, ningin
razonador puede hacer inferencias sobre formulas de tipo—4.
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2 Sistemas deductivos

El lenguaje de todos los sistemas de las jerarquias [LER—nl y [LDR—nl con
n > 1, consta de los conectivos binarios —, V, A, <>; el conectivo unario ~;
y un conjunto numerable de conectivos unarios u operadores de certez
+4,+B,..., donde a cada uno de ellos se le asocia un tipo. Cada opera-
dor + g de tipo—r se encuentra asociado a un razonador R, y se dice que R es
de tipo—r.

El conjunto de férmulas del calculo proposicional clasico CP o formulas
de tipo—1 es generado recursivamente a partir de un conjunto de férmulas
atémicas utilizando los conectivos de la forma:

1. Si P es una férmula atémica entonces P es una férmula de tipo—1.
2. Si X es una férmula de tipo-1 entonces ~(X) es una férmula de tipo-1.

3. Si X y Y son férmulas de tipo—1 entonces (X) — (Y), (X) <> (Y), (X)A
(Y)y (X)V (Y) son férmulas de tipo-1.

En general, paran > 1: si X es una férmula de tipo—n y + es un operador de
certeza, entonces +X es una férmula de tipo—(n + 1).

Si X es una férmula de tipo—k, Y es una férmula de tipo—q y n =
méximo {k, ¢} entonces (X) — (V),(X) < (YV),(X)A(Y) y (X)V (Y) son
férmulas de tipo—n.

Si X es una férmula de tipo—n entonces ~(X) es una férmula de tipo—n.

Definicién 2.1 (Operadores de conocimiento). Si + es el operador de certeza
asociado al razonador R, entonces +X denota que la formula X es una certeza
para el razonador R. La férmula X es imposible para el razonador R, denotado
—X, si su negacién es una certeza para el razonador R, es decir, - X< +~X.
La férmula X es refutable para el razonador R, denotado —X, si no es una
certeza para el razonador R, es decir, —X <>~+4X. La féormula X es posible
para el razonador R, denotado X, si no es imposible para el razonador R,

1 . . .

En los sistemas [LER-—nl + es un operador de certeza en el sentido de saber, mientras
que en[LDR—nl + es un operador de certeza en el sentido de creer, donde saber es creencia
cierta.

‘86 Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165



Manuel Sierra A.

es decir, e X <+~—X. Los operadores +,—, — y o son llamados operadores de
conocimiento para el razonador ]ﬂ

Como consecuencia de la definicién de los operadores de conocimiento, en
la tabla [I] se tienen algunas caracterizaciones de los mismos.

Tabla 1: caracterizaciones de los operadores de conocimiento

X TX [~enX | ~oX
X | F~X “eX | ~—~X
oX | ~i~X | ~X X
- X ~+X ~=~ X o~ X

Todas las féormulas de una misma fila son equivalentes

La unién de los conjuntos de férmulas de tipo—1, tipo—2, ..., tipo—n de-
terminan el conjunto de formulas de profundidad-n, el cual es el lenguaje de

los sistemas [LER—nly [LDR-nl

Los sistemas [LER—nl [égica epistémica con restricciones de profundidad—
n, se construyen de la forma:

o [LER}1 es el cdlculo proposicional cldsico CP.

e Para n > 1, el sistema [LER—(n + 1)|se construye a partir del sistema
[LER—nl de la siguiente forma:

— A<CP:los axiomas de[CPlsobre las férmulas de profundidad—(n+1)
son axiomas de [LER—(n + 1)

— MP+<:+(A— B) = (+A — +B) esun axioma de|LER—(n + 1)|
donde A es de tipo—a, Besdetipo-byl<a<b<n.

— MP+=:+(A— B) - (+A — +B) esun axioma de|LER—(n + 1)|

donde A es de tipo—a, Bes detipobyl<a=b<n.
— AXR: A — eA es un axioma de [LER—(n + 1), donde A es de

tipo—a, e es de tipo—r, 1 <a<nya<r.

— AXT: —3— X — ;X es un axioma de [LER—(n + 1)l donde +1X

es una férmula de profundidad-n.

2En lo que sigue se entiende que +, ®, — y - son los operadores de conocimiento de tipo—r
asociados al razonador R de tipo—r.
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— AXE: —1X — —9+1 X es un axioma de|LER—(n + 1), donde +; X

es una férmula de profundidad—n.

— AxAXx: X es un axioma de [LFR—(n + 1)} donde X es un axioma

de [LER=—nl
— Ax+: +X es un axioma de |LER—(n + 1), donde X es un teorema
de[LER=—l

Los sistemas [LDR-nl, l6gica doxdstica con restricciones de profundidad-—n,
se construyen de manera similar, cambiando por:

— AxS: +A — oA es un axioma de LDR—(n + 1), donde A es de tipo—a,
eesdetipor,1<as<nya<r.

— MP: los sistemas [LER—(n + 1)|y LDR—(n+1) tienen como tnica regla

de inferencia el modus ponens de tipo—(n + 1), es decir, de X y X —» Y
se infiere Y, donde X y Y son férmulas de profundidad—(n + 1).

El lenguaje de [LER] es la unién de los lenguajes de los sistemas [LER—nl
con n > 1, por lo que en [LER]| hay férmulas de profundidad arbitraria. El
sistema LER, logica epistémica con restricciones, tiene como tunica regla de
inferencia primitiva el modus ponens y es axiomatizado de la forma

X es un axioma de [[ERlsi y sélo si X es axioma de [[ER—n] para algin n > 1.

De manera analoga se construye el sistema [LDRl [dgica doxdstica con
Testricciones.

Para cada uno de los sistemas presentados mas arriba, se dice que una
férmula X es un teorema del sistema si 'y solamente si X es la dltima férmula
de una sucesién finita de férmulas del sistema, tales que cada una de ellas
es un axioma del sistema o se infiere de dos férmulas anteriores utilizando la
regla de inferencia Si I' es un conjunto de férmulas del sistema, se dice
que una férmula X es un teorema del sistema a partir de I', si y solamente si
X es la tultima férmula de una sucesién finita de férmulas del sistema, tales
que cada una de ellas es un axioma del sistema o un elemento de I" o se infiere
de dos férmulas anteriores utilizando la regla de inferencia

En lo que sigue se utilizaran diversos resultados de [CP] se hard referen-
cia a estos resultados simplemente como LCP o leyes logicas de (para
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detalles de las pruebas en ver [I7]). Con la notacién LR-n (6 LR) se es-
tard haciendo referencia, tanto al sistema [LER—n] (6 [LER]), como al sistema
[LDR—nl (6 [LDR).

Proposicién 2.1 (Conjuncién de certezas).

1. Paran >1, X yY formulas de tipo—t, cont <n. +(X ANY) = (+X A
+Y) es un teorema de LR—(n + 1) y de LR.

2. Paran > 1, X yY formulas de profundidad—t, cont < n. (+XA+Y) —
+(X AY) es un teorema de LR—(n+ 1) y de LR.

3. Paran > 1, X yY férmulas de tipo—t, cont <n. +(X ANY) < (+X A
+Y') es un teorema de LR—(n + 1) y de LR.

Prueba. Para la parte[d en LR-n se tienen (X AY) - Xy (X AY) =Y,
y por [AxF] se afirma que +(X AY) = X) y +((X AY) = Y) son axiomas
de LR—(n + 1), con n > 1. Utilizando el axioma [MP+=]y se infieren
+(XAY) = +X y +(X AY) — +Y. Utilizando [LCPlse infiere +(X AY) —
(+X AN +Y).

Para la parte [2 por se tiene en LR—n,conn>1, X = (Y = (X A
Y)). Como esta férmula es de profundidad—t, con ¢ < n, por se infiere
en LR—(n+1), +(X = (Y — (X AY))), y el tipo del antecedente es menor o
igual que el del consecuente, utilizando uno de los axiomas [M P+=|6 [M P+<|
y[MPlresulta +X — +(Y — (X AY)), como, ademds, por[MP+=]6[MP+<],
se tiene +(Y — (X AY)) — (+Y — +(X AY)), entonces por [LCPlse obtiene
+X = (+Y — +(XAY)). Utilizando [LCPlse infiere (+XA+Y) — +(XAY).

La parte [ es consecuencia de las dos anteriores. O

Proposicién 2.2 (Sustitucién por equivalencia).

1. Sean X yY formulas de tipo-t, cont <n. Si X <Y es un teorema de
LR-n entonces +X <> +Y es un teorema de LR—(n+ 1) y de LR.

2. Si F(Z) es una formula de profundidad—n en la cual figura la formula
Z de tipo-t, con 1 <t < n, y F(W) es el resultado de cambiar en F(Z)
alguna ocurrencia de Z por W, donde W es una férmula de tipo-t,
entonces, en LR-n y en LR, de Z <> W se infiere F(Z) <> F(W).
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Prueba. Para la parte[l, supéngase que en LR-—n, X < Y, por[LCPlresulta
(X =2 Y)A(Y — X), la cual es de tipo—t, y por[Ax+]se infiere en LR—(n+1),
+((X = Y)A (Y — X)), al ser X y Y de tipo—t, por la proposicién 2.1],
numeral [7 se obtiene +(X — Y) A +(Y — X), utilizando y el axioma
[MP+=]se genera (+X — +Y) A (+Y — +X), finalmente, utilizando [LCP]
se concluye +X <+ +Y en LR—(n+1), y como los axiomas de LR—(n+1) son
axiomas de LR, entonces la prueba de +X <> +Y en LR—(n + 1) también es
una prueba de +X <+ +Y en LR (utilizando las definiciones de los operadores
de conocimiento, también se siguen e X<« oY, —X <> —Y y =X+ —Y).

La parte [4 se sigue de la [1 teniendo en cuenta que la equivalencia se
preserva con los demds conectivos, para detalles ver [17]. O

3 Semantica

Definicién 3.1 (n—marco). La terna (S, M,, RA) es un n—marco (marco de
profundidad-n) si y solamente si M, es un elemento del conjunto S, RA es
un conjunto de relaciones binarias sobre S, donde a cada operador de certeza
+ le corresponde una relaciéon binaria R, la cual es de tipo—r si y sélo si el
operador + es de tipo—r. Los elementos de RA son llamados relaciones de
accesibilidad, los elementos de S son llamados mundos posibles y el mundo
posible M, es el mundo actual.

Cada mundo posible NN, tiene asociado el lenguaje de profundidad-—p del
sistema LR-p, y se dice que N, es de profundidad—p. En un n-marco (S, M,, RA),
la profundidad de los mundos satisface las siguientes restricciones, para las
cuales se tiene que R es la relacion de accesibilidad asociada al operador +
de tipo—r, 1 < g¢<a,1 <p<a-—2,y, ademds, K, N, D, F (con subindices)
son mundos posibles:

1. RM, (Restriccion del mundo actual). Si M, es el mundo actual entonces
1<a<n.

2. RE < (Restriccion de encaje interno). Si Dgi1 es un mundo posible
entonces D, es un mundo posible. Se dice que D, estd encajado en

Dgi1.

3. RA (Restriccion de accesibilidad). Las relaciones de accesibilidad son
de la forma Ny 1 RD,.
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4. RAE< (Restriccion de accesibilidad encajada interna). Si NpyoRDpy1,
Npy1 existe y D, existe entonces Np1RD,,.

5. (a) RR (Restriccion de reflexividad). Para cada Ny 1, si R es de tipo—r
y 1 < g <r entonces Nyy1RN,.

6. RE (Restriccion de euclidianidad). Si Kp12RoNpy1 'y Kpi1R1F), enton-
ces Np1 R Fp.

7. RT (Restriccion de transitividad). Si Ky oRoNy 1, Npp1 B Fy, y Ky
existe entonces K, 1R F).

Las anteriores restricciones corresponden a los n—marcos de los sistemas
[LER—nl Para el caso de los n—marcos de los sistemas [LDE—nl basta cambiar
la restriccién Ba) RR, por la restriccion

5. (b) RS (Restriccion de serialidad). Para cada Ngi1, si R es de tipo—r
y 1 < g < r entonces existe D, tal que Nyy1RD,.

Como consecuencia se tiene que ningin mundo accede al mundo actual,
los mundos de profundidad—1 no acceden a ningin mundo, y ningin mundo
posible accede a si mismo. Observar que un marco de profundidad—n también
es un marco de profundidad—(n + 1).

Definicién 3.2 (Cadena). Dado un n—marco (S, M,, RA), donde M,, N,_1,
oy Byyo, Dyyq, Gy son mundos posibles diferentes en S, y M, es el mundo ac-
tual, se dice que C' = M Ny_1 ... Eir9Di11Gy es una cadena de profundidad—
(a —t + 1) cuando se tienen MyRyNy—1,...,EoRi190Dii1 y Dip1Rip1Gy,
donde Ry, ..., Rir2 v Riy1 son elementos de RA.

Observar que una cadena tiene profundidad—t significa que la cadena
estd formada por ¢ mundos posibles diferentes. En un n—marco la profun-
didad de las cadenas no puede superar la profundidad del mundo actual, la
cual es a lo sumo n.

Definicién 3.3 (n—modelo). Sea (S, M,, RA) un n—marco y Fy el conjunto de
las férmulas de profundidad—a, (S, My, RA, V') es un n—modelo si y solamente
si V es una relacién funcionall (valuacién) de S x Fy, en {0, 1} la cual satisface

3Sea T una férmula de tipo—t y N, un mundo de profundidad—p. V/(N,, T) no se encuentra
definida cuando ¢t > p, es decir, V(Np,T) sélo se encuentra definida si la férmula T es de
profundidad—p. Es en este sentido que cada mundo tiene asociado un lenguaje.
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las siguientes reglas o condiciones: sean P una férmula atémica, Dy un mundo
posible, X y Y formulas de profundidad—t, con 1 <t <k <a < n:

Vat. V(Dy,P)=10V(Dy,P)=0.

Vo V(D ~X) =14 V(D X)=0.

VA. V(Dp XAY)=1sV(Dp,X)=1=V(Dy,Y).

VV. V(D XVY)=0s V(D X)=0=V(DyY).
Vo, V(DpX =Y)=0&V(Dp, X) =1y V(DY) =0.
Vi, V(DX oY) =1 V(D X) = V(D Y).

V4. V(Dpy1,+Z) = 1 & (YN, € S)(Dp1 RN, = V(N,, Z) = 1),
donde 1 < p < a, y Z es una féormula de tipo—p.

<

VP. SiX esuna férmula de tipo—p, con 1 < p < a, entonces para cada
t, con p <t < a, si Dy existe entonces V (D, X) = V (D), X).

Finalmente, los modelos (de profundidad arbitraria) se definen de la misma
forma que se definen los n—modelos, eliminando la restriccién acerca de la
profundidad del marco.

Proposicién 3.1 (Caracterizacién semantica de los operadores de conoci-
miento). En un n—-modelo (S, M,, RA,V), para 1 < p < a y Z una férmula
de tipo—p.

Vo, V(Mpy1,-Z) =14 (YN, € S)(Mp+1 RN, = V(Np, Z) =0).

Ve. V(Mpyy1,0Z) =1« (3N, € S)(Mp1 RN, y V(Ny, Z) =1).

V—. V(Mp1,—Z) =14 (AN, € S)(Mp41 RN, y V(N,, Z) = 0).

Prueba. Consecuencia inmediata de las definiciones de los operadores de
conocimiento. O

4 Interpretacion candnica

Las intuiciones que motivaron la construccion de los sistemas LR-n corres-
ponden a la siguiente interpretacién (ver figuralll): cada mundo posible corres-
ponde a una situacién especifica y a un razonador, asi, el mundo posible Ms
de profundidad—3 se interpreta como una situacion especifica asociada a un
razonador—3 de tipo—3. El mundo posible Ny de profundidad-2 se interpreta
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como una situacion especifica asociada a un razonador—2 de tipo—2. V(Ms, X)
se interpreta como informacion—-X (informacién sobre la veracidad o falsedad
de la férmula X de tipo—3) que el razonador—3 posee en la situacién especifica
Ms. M3RyNs significa que, desde la situacién especifica M3, el razonador—3
encuentra disponible (puede acceder a) la informacién—Y, que el razonador—2
posee en la situacién especifica No.

M N
X R Y

Figura 1: mundos posibles y situaciones especificas

V(Ms, e3¢0 X — ¢1X) = 1 se interpreta como (ver figura [2): si desde la
situacién especifica M3, el razonador-3 encuentra disponible la informacién
que el razonador—2 posee en la situacion especifica No, y si desde la situa-
cién especifica Ny el razonador-2 encuentra disponible la informaciéon que el
razonador—1 posee en la situacién especifica D1, entonces el razonador-3 en-
cuentra disponible desde Moy, la informacién que el razonador—1 posee en la
situacién especifica Di. Lo anterior significa que el razonador—2 transmite al
razonador—3 la informacion que tiene disponible acerca del razonador—1. Por
lo que significa transmision de la informacion desde abajo.

Ms N D

e X o X X
1 I IlX R f R 1

Figura 2: transmision de la informacién desde abajo

V(Ms, e +1 X — +1X) = 1 se interpreta como (ver figura[3): si desde la
situacién especifica M3, el razonador—3 encuentra disponible la informacion
que el razonador-2 posee en una situacion especifica Ny, entonces desde la
situacién especifica N el razonador—2 encuentra disponible la informacién que
el razonador—1 posee en cualquier situacion especifica D1, la cual se encuentre
disponible para el razonador-3 desde la situacion especifica Ms. Lo anterior
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significa que el razonador—3 transmite al razonador-2 la informacion que tiene
disponible acerca del razonador—1. Por lo que[AXE] significa transmisién de la
informacidn desde arriba.

Ms N D

o+ X
I M

I
—
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
'
v
—

Figura 3: transmision de la informacion desde arriba

V(M3,+2X — X) = V(M3,X — e3X) = 1 se interpreta como (ver
figural): el razonador—3, en la situacién especifica Ms, encuentra disponible la
informacién—X, de tipo—z, que el razonador—2, de tipo—r, con x < r, posee en
la situacién especifica Ms. Lo anterior significa que el razonador-8 encuentra
disponible la informacion que posee como informacion que el razonador—2
posee. Por lo que AxR significa disponibilidad de la informacién que se posee
si hay un razonador capaz de acceder a ella. Cuando el razonador—2 es el
mismo razonador—3, se tiene la llamada autoreflexion del conocimiento.

M; ’l, \\\H M ’I, \\l&
©X v +2 X L/
1 X 1 X

M| 1 M 1

Figura 4: disponibilidad de la informacién que se posee

Observar que en LER-3, la férmula +1 e; P — o5 P, donde P es atémica,
+1 es de tipo—1 y e9 es de tipo—2, es refutada por el modelo que consta de
los mundos Ml,M2 y Mg, tales que M3R2M2,M2R2M1 y MgRlMl, donde
V (M, P) =0, puesto que V(Ms,+1 3 P) =1y V(My,02P) = 0.

V(Ms,+X — oX) = V(M;3,— (XA~ X)) = 1 se interpreta como (ver
figura [0): el razonador—3, desde la situacién especifica M3, puede garantizar
que los razonadores de cierto tipo refutan la informacién inconsistente del
mismo tipo o inferior. Por lo que significa consistencia de la informacién
que poseen los razonadores cuando tienen la capacidad de acceder a ella.
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M N
-(XA~X) X R XA~X
1 M,

Figura 5: consistencia de la informacion

Observar que en LDR-3, la formula —; (e2 PA~e3P), donde P es atémica,
+1 es de tipo—1 y e5 es de tipo—1, es refutada por el modelo que consta de los
mundos Nl, Ml, M2 y Mg, tales que MleNl, M2R2N1, M2R2M1 y MgRlMl,
donde V(M1,P) =1y V(Ny,P) = 0.

Observar que la relacién entre las profundidades de los mundos, exigida
por las reglas y las restricciones, garantizan que la estructura formada por
los mundos posibles M3, My, My, No, v N1, tales que tinicamente MsRo Mo,
MQRQMl, MgRlMl, MgRlNQ, NQRlNl, N2R2N1, NQRlMl y NQRQMl, donde
V(Mi,P)=1,y V(N,P) =V(N.,Q) =V (M;,Q) =0, no es un 3—modelo,
el cual refutarfa en LR-3 la férmula +1(P — €3Q) — (+1P — +1 e2 Q)
con Py @Q atémicas, y +1 de tipo-1, es decir, refutaria el axioma
(para que sea un 3-modelo las restricciones RE < y RAE < implican que
M5 Ry Ny, por lo que V(Np, P) =1, lo cual no es en caso). Observar que en el
axioma +(X = Y) = (+X — +4Y) se pide que la profundidad de
Y sea mayor que la profundidad de X, por lo que, para validar este axioma,
se requiere la restriccion RAE<.

Observar también que la estructura formada por los mundos posibles M3,
MQ, M1 y Nl, tales que unicamente MgRlMQ, MgRlMl, MgRgMz, MQRQMl
y M2R1N1, donde V(Ml,P) = V(Nl,P) = V(Ml,Q) =1 y V(Nl,Q) = 0, €s
un 3-modelo, el cual refuta en LR-3 la férmula +;(eaP — Q) — (41 82 P —
+1Q) con Py Q atémicas, es decir, refuta la férmula: +(X - Y) — (+X —
+Y’) cuando la tipo de X sea mayor que el tipo de Y. La profundidad de los
mundos indica el nivel de complejidad de la informacion, es decir, el tipo de las
férmulas que el razonador posee en una situacion especifica. Las restricciones
RE< y RAE<, las cuales corresponden al axioma garantizan que
si se accede a informacién de cierta complejidad, entonces se puede acceder
a informacién de menor complejidad y no necesariamente a informacién de
mayor complejidad.
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5 Validez

Definicién 5.1 (Validez). Sea X una férmula de tipo—t. X es verdadera en
el n—-modelo (S, My, RA,V), cont < a < n,siysélosi V(Mg,X)=1 X es
n—vdlida si y sélo si X es verdadera en todo n—modelo (S, M,, RA,V'), con
t < a < n. X es verdadera en un modelo (S, M,, RA,V) si y solamente si
V(My,X) =1, con t < a. X es vdlida si y solamente si X es verdadera en
todo modelo (S, M,, RA, V), con t < a.

Tener presente que al hablar de validez, puede ser validez en [LEER -1l o
en [LDR—nl, dependiendo de si son modelos de [[LER-—nl o de [LDE-nl Esta

diferencia sera clara en el contexto.

Observar que cuando se habla de 1-validez, se hace referencia a los 1-
modelos, pero en estos modelos no aplica la regla [V4] es decir, los 1-modelos
son los modelos del cédlculo proposicional cldsico [CP, por lo que 1-validez
coincide con validez en

Resulta entonces que una férmula X de profundidad—t, con t < n, no
es n—valida si y solamente si existe un n—-modelo M = (S, M,, RA,V), con
t < a < n,enelcual X no es verdadera, es decir, V(M,, X) = 0. Por lo que si
la férmula X no es n—valida, utilizando las reglas de las valuaciones, a partir
de V(M,, X) = 0, se construye un n—-modelo M = (S, M,, RA, V') que refute
la validez de la férmula X; este modelo es llamado n—modelo refutador. Pero si
la féormula X es n—valida, entonces la construccién del n—modelo refutador fra-
casard, puesto que, en alguno de los mundos posibles (bien sea M, o un mundo
generado por la aplicacién de las reglas) del modelo en construccién, se presen-
tara una inconsistencia. Cuando fracasa la construccion del modelo refutador,
entonces se genera una cadena de mundos posibles C' = M, ... Nx11 Dy, tal
que Dy es inconsistente, es decir, para alguna férmula Z,V(Dy,Z) = 1y
V(Dg, Z) = 0. En este caso se dice que la cadena C' es inconsistente.

En resumen, para probar la n—validez de una férmula X de profundidad—t,
con t < n, se supone que la férmula X no es n—valida, es decir, es falsa en el
mundo actual M, de un n—modelo, y a partir de esta informacién se construye
el n—modelo refutador. Si tal n—modelo no existe entonces se concluye que la
férmula X es n—vélida.

Proposicién 5.1 (Preservacion de la validez).

1. Sea X de tipo—a, con a < n. Si X es n—vdlida entonces X y +X son
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(n + 1)-vdlidas.
2. Sea X de tipo-a, con a <n. Si X es valida entonces +X es valida.

3. Para A y B formulas de profundidad—-t, con 1 <t<n. SiAyA— B
son n—vdlidas entonces B también es n—vdlida.

Prueba. Para la parte [ supéngase que X de tipo—a es n—valida, por lo
que, en la busqueda constructiva de un n—modelo refutador de la férmula X,
resulta una cadena inconsistente C = M, ... Ny11 Dy para algun k tal que
1 < k < a < n. Por lo tanto, en la bisqueda constructiva de un (n + 1)—
modelo refutador de la férmula X, resulta la misma cadena inconsistente
C =M,...Npy1Djy para algin k, 1 < k < a < n+ 1. Se concluye entonces
que X es (n+ 1)-valida.

Supéngase que +X no es (n+1)—vélida, por lo que existe un (n+1)-modelo
refutador de +X, MO = (S, My+1,RA, V), con 1 < a < n, tal que +X no es
verdadera en MO, es decir, V(M,41,+X) = 0. Por la regla [V4] resulta que
existe un mundo posible N, tal que M, 1 RN,, donde R es la relacién asociada
a+,y V(Ng, X) =0.El (n+1)-modelo MO se encuentra formado por cadenas
consistentes de la forma M,41N, ... Sk, las cuales tienen profundidad a lo
sumo a + 1, y, ademds, en el mundo M, la férmula +X toma el valor 0, y
en el mundo N, la férmula X toma el valor 0. A partir del (n + 1)-modelo
refutador MO de +X se construye un n—modelo refutador MO’ de la férmula
X de la siguiente manera: se elimina el mundo actual M,y del conjunto S
obteniéndose el conjunto S’, y se toma como mundo actual del modelo MO’
el mundo Ng; en la relacién de accesibilidad del modelo MO se eliminan las
relaciones de accesibilidad existentes entre el mundo actual M, y cualquier
otro mundo obteniéndose el conjunto de relaciones RA’, y del dominio de V/
se excluye el mundo actual M, obteniéndose V’. Como resultado se obtiene
el modelo MO" = (S',N,, RA', V'), el cual por construccién se encuentra
formado por cadenas consistentes N, ... S de profundidad a lo sumo a, con
a < n, lo que significa que MO’ es un n—modelo, y, ademés, en el mundo
actual N, la formula X toma el valor 0, por lo tanto, MO’ es un n—modelo
refutador de la férmula X, es decir, X no es verdadera en el n-modelo MO’
por lo que X no es n—valida. De lo anterior se concluye que si +X no es
(n+1)—vélida, entonces X no es n—valida, es decir, si X es n—vélida entonces
+X es (n+ 1)-valida.
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La parte [d se prueba como la parte [l

Para la parte [3 sean A de tipo-a y B de tipo-b. Caso 1: a < b, si
B no es n—vaélida entonces existe un n—modelo con mundo actual M, tal que
V(My, B) = 0, pero como A — B es n—vélida, resulta que V (M, A — B) =1,
por la regla [V=] se infiere que V(M,, A) = 0, contradiciendo la n—validez de
A. Caso 2: a > b, si B no es n—valida entonces AA B tampoco es n—valida, por
lo que existe un n—modelo con mundo actual M, tal que V(M,, AN B) =0,
es decir, V(M,,A) = 0 6 V(My, B) = 0, pero como A es n—vélida, entonces
V(My,B) = 0, como A — B es n—vélida, resulta que V(M,, A — B) =1,y
por la regla V=] se infiere que V(M,, A) = 0, contradiciendo la n—validez de
A. O

Proposicién 5.2 (n—validez de los axiomas). Sea X de profundidad—t, con
t<n. S X esun arioma de LR—n entonces X es n—vdlida.

Prueba. Supédngase que X es un axioma de LR—n, se probard que X es
n—valida haciendo induccién sobre n.

Paso base 1 (n = 1). Se debe probar: si X es un axioma de LR-1 en-
tonces X es 1-valida, lo cual es cierto ya que el sistema LR-1 es el célculo
proposicional clésico [CP], 1-validez es validez en y utilizando el teorema
de validez de [CP| presentado en [17], se obtiene que si X es un teorema de
entonces X es [CPl-valida.

Paso de induccion. Como hipétesis inductiva 1 se tiene, para cada férmula
Y que, si Y es un axioma de LR—n entonces Y es n—vélida. Supéngase que X
es un axioma de LR—(n+1), se debe probar que X es (n+1)-valida. Al ser X
un axioma se deben considerar nueve casos: en el primer caso X es un axioma
de LR—n, en el segundo X es de la forma +Y, donde Y es un teorema de LR—
n, en el tercer y cuarto caso X es de la forma +(Y — Z) — (+Y — +2),
en el quinto caso X es de la forma Z — eZ, donde el tipo de e es mayor o
igual que el tipo de Z, en el sexto caso X es uno de los axiomas de [P, en
el séptimo caso X es de la forma —y—1Z — e1Z, en el octavo caso X es de
la forma —Z — -9 4+1 Z, y en el noveno caso X es de la forma +7 — eZ,
donde el tipo de + es mayor o igual que el tipo de Z.

En el primer caso, X es un axioma de L R—n; utilizando la hipdtesis induc-
tiva resulta que X es n—valida y, por la proposicién 5.1l numeral [ se infiere
que X es (n + 1)—vélida.
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En el segundo caso, X es de la forma +Y, donde Y es un teorema de
LR-n. Se probara que Y es n—valida por induccién sobre la longitud L de la
demostracién de Y en LR-—n.

Paso base 2 (L = 1). Si la longitud de la demostracién de Y en LR-—n es
1, entonces Y es un axioma de LR-n, lo cual, por la [hipotesis inductiva 1},
significa que Y es n—vilida.

Paso de induccién. Como hipdtesis inductiva 2 se tiene que para cada
férmula Z, si Z es un teorema de LR—n y la longitud de la demostracion
de Z tiene longitud menor que L (donde L > 1) entonces Z es n—vélida.
Si Y es un teorema de LR—n y la longitud de la demostraciéon de Y es L,
entonces Y es un axioma de LR—n 6 Y es consecuencia de aplicar modus
ponens en pasos anteriores de la demostracién. En el primer caso se procede
como en el caso base. En el segundo caso se tienen en LR-n, para alguna
férmula W, demostraciones de Wy de W — Y, donde la longitud de ambas
demostraciones es menor que L; utilizando la [hipotesis inductiva 2| se infiere
que W y W — Y son n—vaélidas, y por la proposicién 5.1], numeral [3 resulta
que Y es n—vélida.

Con la[segunda induccion|se ha probado que, si Y es un teorema de LR-—n
entonces Y es n—vdlida, y por la proposicién [B.1l numeral [7, resulta que +Y
es (n + 1)—vélida, por lo que X es (n + 1)-valida.

En el tercer caso (M P+ =), X es de la forma +(A — B) — (+A4 —
+B), donde A y B son férmulas de tipo—a. Si esta férmula no fuese (n +
1)-valida, entonces existirfa un (n + 1)-modelo tal que en el mundo actual
M1,V (May1,+(A — B) = (+A — +B)) =0, lo cual, segtn la regla [V=]
significa V(Mg41,+(A — B)) =1y V(Myy1,+A — +B) = 0, y de nuevo,
por la misma regla, se obtienen V(Myy1,+A) = 1y V(Myt1,+B) = 0; de
esta ultima, por la regla [V se infiere la existencia de un mundo N, tal que
M,+1RN, y V(N,,B) = 0, y como V(My41,+(A — B)) = 1 por [Vf] se
infiere V(Ny, A — B) = 1, y como V(M,41,+A) = 1, por [VH se obtiene
V(Ny, A) = 1, y como ya se tiene V(N,, A — B) = 1, por [V =] se genera
V(Ng, B) = 1, pero esto es imposible, ya que V(N,, B) = 0. Por lo tanto,
+(A — B) = (+A — +B) es (n + 1)-valida.

En el cuarto caso (M P+ <), X es de la forma +(A — B) — (+4 —
+B), donde A es de tipo—a, B es de tipo-b y a < b. Si esta férmula no
fuese (n + 1)-valida, entonces existiria un (n + 1)-modelo tal que en el
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mundo actual Myyq1,V(Mpr1,+(A — B) — (+A — +B)) = 0, lo cual,
segin la regla V=] significa V(Mp41,+(A — B)) = 1y V(My41,+4 —
+B) = 0, por la restriccion RE < existe la secuencia de mundos encajados
Myy1, My, ..., Myi1, M,, ..., My, My, y de nuevo por la regla[l”=]se obtienen
V(Mgyy1,+A) =1y V(Myy1,+B) = 0; de esta tltima, por la regla [VH se
infiere la existencia de un mundo N tal que My 1 RNy y V(Ny, B) = 0, y
como V(Mpt1,+(A — B)) = 1, también se infiere V(Ny, A — B) = 1. Co-
mo My1 RNy, entonces, por la restriccion RAE <, resulta que MyRNy_1, ...,
M, 1RN,, y como V (Mg, +A) =1, por [V se obtiene V(N,, A) = 1, pero,
como ya se tiene V(Ny, A — B) = 1, por[V=]se genera V (N, B) = 1, pero es-
to es imposible, ya que V (N, B) = 0. Por lo tanto, +(A — B) — (+A — +B)
es (n + 1)-vélida.

En el quinto caso X es de la forma Z — eZ (axioma especifico de[LER=nl),
donde el tipo de e es mayor o igual que el tipo de Z. Supdngase que Z es
de tipo—a y e es de tipo—r, con 1 < a < nya <7, siesta férmula no fuese
(n + 1)—valida, entonces existirfa un (n + 1)-modelo tal que en el mundo
actual M1,V (Myy1,Z — oZ) = 0, lo cual, segin la regla [V=] significa
V(Mg,Z) =1y V(Myy1,0Z) =0, es decir, V(Myy1,~+~Z) = 0, resultando
que V(My41,+~Z) = 1, utilizando la restriccién RR (restriccién especifica
de [LER=n]) se tiene My RM,, resultando que V(M,,~ Z) = 1, es decir,
V (Mg, Z) = 0, lo cual no es el caso. Por lo tanto, Z — eZ es (n + 1)-valida
cuando el tipo de e es mayor o igual que el tipo de Z.

En el sexto caso X es uno de los axiomas de[CP}, por lo que, utilizando las
reglas Vaifl [V~ VAL [V V=] y V] y procediendo como es habitual para
la validez del cédlculo proposicional clésico (para detalles del caso clasico ver
[17]), se concluye que X es (n + 1)—vélida.

En el séptimo caso X es de la forma —o—1Z — e1Z. Supdngase que Z es de
tipo—a, con 1 < a < n, si esta férmula no fuese (n + 1)—vélida, entonces exis-
tirfa un (n+ 1)-modelo tal que en el mundo actual M9, V(Myi2, —2—17Z —
e, 7) = 0, lo cual, segiun la regla V=] significa V(My12,—2mZ) = 1y
V(Mgy1,017) =0, es decir, V(My41,~+1~Z) = 0y entonces V(Mg41,+1~
Z) = 1, utilizando la regla[V=]de la proposicién Bl resulta que existe un mun-
do Ngy1 tal que My19RoNy 11, v en el cual V(Nyi1,1Z) = 0, por la regla
de la proposicién Bl resulta que existe un mundo S, tal que N,11R1S,,
y en el cual V(S,, Z) = 1, pero por la restriccién RT se obtiene M, 1 R1S,,
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por lo que se infiere V(S,,~ Z) = 1, es decir, V(S,,Z) = 0, lo cual es
imposible, por lo tanto, —o—Z — €17 es (n + 1)-valida.

En el octavo caso X es de la forma — Z — —9 41 Z. Supdngase que Z es
de tipo—a, con 1 < a < n, si esta férmula no fuese (n + 1)—vélida, entonces
existirfa un (n+1)-modelo tal que en el mundo actual My 9, V(Myio, —17Z —
-9 +1 Z) = 0, lo cual, segin la regla V=] significa V(My41,—12) = 1y
V(Myy2,—2 +1 Z) = 0, utilizando la regla [=] se infiere la existencia de un
mundo N, tal que M, 1R1N, y V(N,,Z) = 0, ademds, por la regla [T
resulta que existe un mundo S,; tal que My 9R2Sa1+1y V(Sat1,+12) = 1;
utilizando la restricciéon RE se obtiene S,1R1 N, resultando que V(N,, Z) =
1, lo cual es imposible, por lo tanto, —1Z — =5 +1 Z es (n + 1)—vélida.

En el noveno caso X es de la forma +7Z — eZ (axioma especifico de
[LDR=nl), donde el tipo de + es mayor o igual que el tipo de Z. Supdéngase
que Z es de tipo—a y + es de tipo—r, con 1 < a < ny a < 7, si esta
férmula no fuese (n + 1)-vélida, entonces existiria un (n + 1)-modelo tal que
en el mundo actual My11,V(Myy1,+Z — oZ) = 0, lo cual, segin la regla
V=1 significa V(My41,+2Z) =1y V(Myy1,0Z) = 0, utilizando la restriccién
RS (restriccién especifica de [LDR-nl) se tiene la existencia de N, tal que
M, 11RNy, lo cual, de acuerdo a las reglas[V+H y[Vel implica que V(N,, Z) = 1
y V(Ng, Z) = 0, lo cual es imposible. Por lo tanto, +2Z — eZ es (n+1)—vélida
cuando el tipo de e es mayor o igual que el tipo de Z. U

Proposicién 5.3 (Validez de [LER—nl y [LDR-nl). Para n > 1 y X una
formula de profundidad—n. Si X es un teorema de LR-n entonces X es n—
vdlida.

Prueba. Supdéngase que X es un teorema de LR-n, se prueba que X es
n—valida por induccién sobre la longitud L de la demostracién de X es LR—n.

Paso base (L = 1). Si la longitud de la demostracién de X en LR-n es uno,
entonces X es un axioma de LR-n, lo cual, por la proposicién [5.2] significa
que X es n—valida.

Paso de induccién. Como hipétesis inductiva se tiene que para cada férmu-
laY,siY es un teorema de LR—n y la longitud de la demostraciéon de Y tiene
longitud menor que L (donde L > 1), entonces Y es n—valida. Si X es un
teorema de LR—n y la longitud de la demostracién de X es L, entonces X es
un axioma de LR—n 6 X es consecuencia de aplicar modus ponens en pasos
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anteriores de la demostracién. En el primer caso se procede como en el caso
base. En el segundo caso se tienen en LR-—n, para alguna férmula Y, demos-
traciones de Y y de Y — X, donde la longitud de ambas demostraciones es
menor que L; utilizando la hipdtesis inductiva se infiere que Y y Y — X son
n—validas, y por la proposicién b1l numeral [3 resulta que X es n—vélida. [

Proposicién 5.4 (Teoremas de LR en LR-n). Para cada formula X. X es
un teorema de LR si y solo si existe t > 1 tal que para cada n > t, X es un
teorema de LR-—n.

Prueba. Supdngase que X es un teorema de LR, por lo que X es consecuen-
cia de un numero finito de axiomas de LR, pero los axiomas de LR son los
axiomas de los sistemas LR—n, por lo que debe existir un ¢ tal que todos los
axiomas utilizados en la prueba de X sean axiomas de LR-t, resultando que
X es un teorema de LR-t. Se ha probado que, si X es un teorema de LR
entonces X es un teorema de LR—t, y como los axiomas de L R—t son axiomas
de LR—n para n > t, se obtiene que, si X es un teorema de LR entonces para
cada n > t, X es un teorema de LR—n. Para probar la reciproca, supéngase
que X es un teorema de LR-t, lo cual significa que existe una demostracién de
X a partir de los axiomas de LR—t, y como los axiomas de L R—t son axiomas
de LR, entonces la demostracion de X en LR—t también es una demostracién
de X en LR, por lo tanto, X es un teorema de LR. ]

Proposicién 5.5 (Validez de [LER]y [LDR]). Para cada formula X. Si X es

un teorema de LR entonces X es vdlida.

Prueba. Supdngase que X es un teorema de LR y que X es una formula de
profundidad—p arbitraria. Por la proposicién 5.4 resulta que existe ¢ > 1 tal
que para cada n > t, X es un teorema de LR-—n, lo cual, segin la proposicion
(.3 significa que para cada n > t, X es n—valida.

Si X no es valida, entonces existe un modelo M en el cual X es falsa, es
decir, V/(M,, X) = 0 donde M, es el mundo actual, el cual es de profundidad—
a, con a = p, por lo que el modelo M es de profundidad—a, resultando que
X no es a—valida, y como para cada n > t, X es n—valida, entonces a < t.
Pero si a < t entonces todo a—modelo es un t—-modelo, resultando que X no
es t—valida, lo cual es imposible. Por lo tanto, X es valida. O
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6 Completitud

Definicién 6.1 (Extensién consistente y completa). Una extension de un
sistema deductivo se obtiene alterando el conjunto de axiomas de tal manera
que todos los teoremas del sistema sigan siendo teoremas y que el lenguaje de
la extensién coincida con el lenguaje del sistema deductivo. Una extensién es
consistente si no existe ninguna formula X tal que tanto X como ~X sean
teoremas de la extensién. Un conjunto de formulas es inconsistente si de ellas
se derivan Z y ~Z para alguna féormula Z. Una extension es completa si para
toda formula X, del lenguaje de la extension, o bien X o bien ~X es teorema
de la extensién.

Proposicién 6.1 (Extensién consistente de [LER—nly de [LDR-nl).

1. Para cadan > 1, LR-n es consistente.
2. LR es consistente.

3. Si E una extension de LR—n, X es una formula de profundidad-n que
no es teorema de E, y E, es la extension de LR-n obtenida anadiendo
~X como nuevo axioma a E, entonces E, es consistente.

Prueba. Supédngase que LR—n no fuese consistente, por lo que debe existir
una férmula X de profundidad—n tal que tanto X como ~X sean teoremas.
Entonces, por la proposicién (.3l tanto X como ~X son férmulas n—vélidas,
pero esto es imposible, ya que si ~X es una férmula n—vélida, entonces para
todo n—modelo (S, M,, RA,V') se tienen V(M,,~X) = 1, es decir, segin
V'~ V(M,, X) =0, por lo que X no puede ser n—vélida, lo cual no es el caso.
Por lo tanto, LR—n es consistente.

Para la parte[d, si LR no es consistente, entonces existe una férmula X tal
que tanto X como ~X son teoremas de LR. Pero las demostraciones de X y
~X en LR son sucesiones finitas de férmulas, por lo que cada demostracion
contiene casos particulares de un nimero finito de axiomas de LR. Por lo
que debe existir un n suficientemente grande para que todos estos axiomas
utilizados sean axiomas de LR-n, resultando que LR—n es inconsistente, lo
cual, segun la parte [I no es el caso. Por lo tanto, LR es consistente.

La parte[Jes un resultado bastante conocido, para detalles ver [16,[17]. O
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Proposicién 6.2 (Extensién consistente y completa)@ Si E es una extension
consistente de LR-n (o de LR), entonces existe una extension consistente y
completa de E.

Prueba. Es una construcciéon estandar conocida como el lema de Linden-
baum, para detalles ver [16, [17]. O

Proposicién 6.3 (Consistencia +-subordinada). Sean Y wuna férmula de
tipo—t, cont < n, y Z1,...,2y formulas de profundidad—a, con a < t. Si
{+Z1,...,+Z, oY} es consistente en LR—(n + 1), entonces {Z1,...,Z;,Y}
es consistente en LR-—n.

Prueba. Supéngase que {Z1,...,Z;, Y} es inconsistente en LR-n, por lo
que existe una férmula W tal que, a partir de {Z1,...,Z, Y} se infieren W
y ~W en LR-n; utilizando [LCPlresulta que (Z1 A ... ANZyAY) = (WA~W)
es un teorema de LR-n,y, por[LCP| en LR-—n resulta ~(Z1A...ANZAY), lo
cual, por [LCP] significa (Z1A...AZy) —~Y. Como esta férmula es de tipo—,
utilizando [AxH resulta que +((Z1A...AZ) —~Y) es derivable en LR—(n+1)
como a < t, por [MP+<]y [MP+=|se infiere +(Z1 A...ANZ) = +~Y. Como
Z1,..., 2y son de profundidad—a, con a < n, entonces, por la proposicién
2.1 numeral [2 resulta que (+Z1 A ... AN +Zy) = +(Z1 A ... AN Z) es un
teorema de LR—(a + 1) y de LR—(n + 1), por lo que, utilizando [LCP] se
infiere (+Z1 A ... AN +Z;) = +~Y en LR—(n + 1), lo cual, por y la
definicién de posibilidad, equivale a ~ (+2Z1 A ... A +Z; A oY), por lo que
{+Z1,...,+Zy, oY} es inconsistente en LR—(n + 1). O

Definicién 6.2 (+—subordinado). Para 1 < p < n, si E es una extensién con-
sistente y completa de LR—n, entonces E, = {X € E : X es de profundidad—
p} es un encajado de E, y se dice que E, es de profundidad-p. Cuando p < n,
se dice que F), es encajado de E, . F), se identifica con E.

Sean F y F extensiones consistentes y completas de LR—n, con 1 < p < n.
Se dice que F, es +—subordinado de E,; siy solamente si existe una férmula
Y de tipo—p tal que oY estd en E,, 1, y, ademds, para cada férmula Z de

4Para llegar a las pruebas de completitud en las proposiciones y se siguen las
directrices dadas por Henkin en The completeness of the first order functional calculus [18]
y Kaplan en Review of Kripke [19] para probar la completitud de la légica de primer orden
y del sistema modal T
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tipo—p, tal que +Z estd en E, 1, se tiene que Y y Z estdn en F),. Se dice que
F es +—subordinado de E cuando F,,_1 es +—subordinado de E,,.

Proposicién 6.4 (Extensién +-subordinada consistente y completa).

1. Para1l < p < n, si B es una extension consistente y completa de LR-n,
entonces I, es una extension consistente y completa de LR-p.

2. Para 1 < p < n, E una extension consistente y completa de LR—n
y X una formula de tipo-p, si ¢X estd en FE, 1, entonces existe una
extension consistente y completa F' de LR-—n tal que X € F, y F,+—
subordinada de Ep, 1.

3. 51 < p < nyFE una extension consistente y completa de LR-n,
entonces existe una extension consistente y completa F' de LR-n tal
que Fp+-subordinada de Ey,1 cuando + es de tipo—r yp <r.

4. 811 < n y E una extension consistente y completa de LR, entonces
existe una extension consistente y completa F' de LR tal que F,_1+-
subordinada de E, cuando + es de tipo—r yn —1 < r.

Prueba. Para la parte [0l sea E una extensién consistente y completa de
LR-n,y sea E, un encajado de E, ;1. Si F, es inconsistente entonces existe
una férmula Z tal que tanto Z como ~ Z son derivables en FE,, y como E,
estd incluido en E, resulta que tanto Z como ~ Z son derivables en F, es
decir, F es inconsistente, lo cual no es el caso. Por lo tanto, F), es consistente.
Sea X una férmula de profundidad—¢, con 1 < ¢t < p, como E es completa
entonces X € F6~X € E,al ser X y ~X de profundidad-t y £, un encajado
de Ej,41, por definicién, se infiere que X € E, 6 ~X € E,, es decir, I, es
completa.

Para la parte[d, sea X una férmula de tipo—p tal que la férmula e X esté en
Epi1. Sea Ex = {X}U{Z : +Z estd en E,1}, como por la parte [, E, ;4
es consistente en LR—(p + 1), entonces, por la proposicién [6.3] Ex también
es consistente en LR—p, es decir, la unién de LR—p con Ex es una extension
consistente de L R—p. Utilizando la proposicién[6.2] se construye una extensién
consistente y completa F' de LR—p la cual incluye a Ex. Como X estd en Ex,
también estd en F', y como X es de tipo—p, resulta que X estd en F,. Si W
es de tipop y +W estd en E,41, por definicién, W estd en Ex, por lo que
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W esta en I, y al ser W de tipo—p, también estd en Fj,. Por lo tanto, [}, es
+-subordinado de F, ;1.

La parte[3 en el sistema[LER—nl es consecuencia de la parte[2 al tener en
cuenta que + es de tipo—r y p < r, por [AXR] en LER-2 se tiene o(Q — Q),
donde () es una férmula atémica, y por resulta e e (QQ — @) en LER-3,
y continuando de esta manera se construye una férmula Z de tipo—p tal que
o7 estd en LER—(p + 1).

La parte[3, en el sistema[LDR—n], es consecuencia de la parte[2, al tener en
cuenta que, por en LD R-2 se tiene +(Q — @), donde @ es una férmula
atémica, y como + es de tipo—r y p < 7, por resultaria o(Q — Q), de
igual manera resulta o  (Q — Q) en[LDR}3, y continuando de esta manera
se construye una férmula Z de tipo—p tal que Z estd en LDR—(p + 1).

La parte [/ se prueba de igual forma que la parte [3 ]

Proposicién 6.5 (Propiedades de la +—subordinacién). Para 1 <p <n—1
yl<qg<n—1,sean E, F y G extensiones consistentes y completas de LR-—n.

1. 8i Fpy1 es +o-subordinado de E,io y G, es +1-subordinado de Fj,11,
entonces G, es +1-subordinado de Ep.

2. Si F11 es +o-subordinado de E,io y G, es +1-subordinado de Ep1,
entonces G, es +1-subordinado de Fp 1.

3. F, es +-subordinado de I,y cuando + es de tipor yp <r, y F es
una extension consistente y completa de[LER-—nl.

4. 8t Gp_1 es +-subordinado de F,,, entonces, para cada q, se tiene que
Gq es +—subordinado de Fyiq1 cuando + es de tipor y1 < q<r.

5. Para cada E, existe F' tal que Fy es +-subordinada de Fqi1 cuando +
es de tipo-r yq < r.

Prueba. Para la parte [1 supéngase que G, es +;i-subordinado de Fj44
y Fpy1 es +o-subordinado de E,s. Como G, es +1-subordinado de F,1,
entonces existe en Fj 1 una férmula e1Z tal que Z estd en G, y Z es de
tipo—p. Si @1 Z no estd en F,; o, entonces al ser una extensiéon completa, ~e; 2
si debe estarlo, ademés, por se tiene que —3—1Z — €17 estd en Ep. o,
por lo que ~—9—1Z, es decir, +2+1~Z de tipo—(p+ 2) también estd en E, o,
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y al ser Iy, 1 +2-subordinado de Ej, o resulta que +;~ 2 estd en Fj, 1, lo
cual significa que ~ ;7 estd en Fj , pero esto es imposible ya que F,
es consistente. Por lo que 17 estd en E, 2, y como eZ es de tipo—(p + 1),
entonces también estd en E, 1.

Sea W una férmula de tipo—p tal que +1W estd en E, 11, es decir, ~o1~W
estd en Epyq y también en Ep,o; utilizando [AXT}-9—1~W — e;~W resulta
que ~—9—1~W estd en I, o, por lo que +2+1 W estd en F),;2, y como Fj 1
es +o-subordinado de Ej, 12, se infiere que +1W estd en Fj, 11, como, ademas,
G es +1-subordinado de Fj, 11, entonces W estd en G),. En resumen, existe
una férmula ;7 en FE,; tal que para cada férmula +1W en E,; se tiene
que Z y W estdn en G, y, por lo tanto, G, es +1-subordinado de E, .

Para la parte [2 supéngase que F,i1 es +o-subordinado de E,12 y G,
es +1-subordinado de E, ;. Como G, es +;-subordinado de E,, entonces
existe en Epy; una férmula ;7 tal que Z estd en G, y Z es de tipo—p.
Como 17 estd en Epy 1, es decir, —1~Z estd en E,1 y también en F, o,
utilizando [AXE}-1~Z — —o+1~Z resulta que —9+1~Z estd en E, 9, lo cual
significa que 42 &1 Z estd en Ep 2, y como Fj,1 es un +o-subordinado de
Ep42, entonces o7 estd en Fj, .

Supéngase que +1W estd en Fj,11 con W de tipo—p. Si +1W no estd en
E, 1, entonces ~+1W esta en Ej,11, es decir, — W estd en £, 1, y también
en E,.9; utilizando [AXEH-W — -3 +1 W, se infiere que =9 +1 W estd en
E, 9, 0 sea que +o~+1W estd en E, o, pero al ser Fj, 1 +9-subordinado de
E, 2 se tiene que ~+;W estd en F),,1, lo cual es imposible ya que Fj,11 es
consistente, y, por lo tanto, +1W estd en 11, y como G, es +1-subordinado
de E,11, entonces W estd en G,. Se concluye que, para cada +1W en F,
resulta que W estd en G). En resumen, existe una férmula 17 en F ;1 tal
que para cada férmula +1W en F, 1 se tiene que Z y W estdn en G, y, por
lo tanto, G), es +1-subordinado de Fj,; 1.

Para la parte [3 en el sistema [[ER—n] sea F una extension consistente y
completa de[LER=n] y sea X de tipo—p, con p < n—1, un axioma de[CP por
lo que en LER—p se tiene X, y por en LER—(p+ 1) también se tiene
X, y como + es de tipo—r y p < r, por se tiene X — X, derivandose
X, por lo que X y oX estan en F', resultando que X estd en Fj11 y X
estd en F),. Supéngase que +W estd en Fpyq, con W de tipo—p, por en
Fy,y1 se tiene ~W — o~W es decir, +W — W, resultando que W también
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estd en Fj 1, y como W es de tipo—p, entonces W esta en F},. Por lo tanto,
F, es +—subordinada de Fj,1.

Para la parte[f] supéngase que G,,—; es +—subordinado de F;, donde 1 < n,
+ es de tipo—r y n — 1 < r. Si la conclusion fuese falsa, debe existir un ¢
maximo tal que, ¢ <n —1 <7y Gy no es +-subordinado de F ;1.

En el caso del sistema[LER—nlse sabe que Q — @, donde Q es una férmula
atémica, estd en LER-1, por AXR,e(Q — Q) estd en LER-2, resultando que
o(Q) » Q) estd en Fy y Q — @ estd en Gy, de nuevo por AxR,ee (Q — Q)
estd en F3 y o(Q) — Q) estd en G2, y continuando de esta manera se construye
una férmula Z de tipo—q tal que o7 estd en Fy,y1 y Z estd en Gy.

En el caso del sistema [LDER-n] se sabe que @ — @ donde @ es una
férmula atémica estd en LDR-1, por [AX+] +(Q — Q) estd en LDR-2, y por
(Q — Q) estd en LDR-2, y de nuevo por y 0o (Q — Q)
estd en LDR-3y o(QQ — Q) estd en LDR-2, y continuando de esta manera
se construye una férmula Z de tipo—q tal que oZ estd en LDR—(q+ 1)y Z
estd en LDR—q, concluyéndose que existe una féormula Z de tipo—q tal que
o/ estden Fyy 1y Z estd en Gy.

Se tiene entonces que en LR-n existe una férmula Z de tipo—q tal que
o/ estd en Fyi1 y Z estd en Gy, y como Gy no es +-subordinado de Fj41,
entonces debe existir una férmula W de tipo—q tal que +W estd en Fj, .1 y W
no esté en Gy. Si +W estd en Fj i1, al ser de tipo—(g+ 1) +W estd en Fyo,
y también por[AXT}— ~ W — e ~ W estd en Fy 9, es decir, +W — +4+ W
estd en Fjio, resultando que + + W estd en Fjy9; como ¢ es méximo tal
que G4 no es +-subordinado de F,41, resulta que G441 es +-subordinado
de Fy o, y entonces +W esta en G441, y se sabe por la parte [3 que G, es
+-subordinado de Gyy1, por lo que W estd en Gy, lo cual no es el caso. Por
lo tanto, para cada ¢, con 1 < g < n, se tiene G, es +—subordinado de Fj1,
donde 1 < n.

Para la parte [4, en los sistemas [LER-nl y [LDR-nl como se muestra en
la parte [{] existe X de tipo—q tal que X esta en E,;; cuando + es de tipo—
ry g < r; por la proposicién [6.4] numeral [Z se infiere la existencia de una
extension consistente y completa I tal que Fj es +-subordinada de Fgqq. U

Proposicién 6.6 (Construccién de un n—modelo). Si E' es una extension
consistente de LR—n, entonces existe un n—modelo en el cual todo teorema de
E' es verdadero.
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Prueba. Se define el candidato a n—marco (S,, M E,, RA) de la siguiente
manera: sean E, F, G, ..., extensiones consistentes y completas de E' (E, la
inicial y las demds subordinadas), presentadas en las proposiciones y
A cada extensién F, es decir, F),, se le asocia un mundo posible M F, es
decir, M F,,, y a cada extensién encajada Fj de F' se le asocia un mundo
posible encajado M Fy de M F', sean S, el conjunto de tales mundos posibles
y M E,, el mundo actual. Las relaciones de accesibilidad R del conjunto RA se
construyen asi: M Fy11 RM G, si y solamente si G; es +—subordinado de Fyy.

Para afirmar que (S,, M E,, RA) es un n—marco, se deben garantizar las
correspondientes restricciones. La restriccion RMa se encuentra garantizada
por la proposicién 6.2 la restriccion RE < se encuentra garantizada por la
definicién de encajado y la proposicién numeral [ RA por la definicién
de +-subordinado, RAFE < por la proposicién 6.5, numeral [, RR por la
proposicién 6.5 numeral [3, RE por la proposicion [6.5] numeral [2 RT por la
proposicién 6.5 numeral [[l y RS por la proposicién 6.5, numeral [A

Asociado al n-marco (S, M E,, RA) se define el candidato a n-modelo
M = (S,,ME,,RA,V) sobre las férmulas de L R—n haciendo para cada M F},
en S, y para cada férmula X de tipo—t donde 1 <t <k <n,V(MF;, X) =1
si X estd en F, y V(MFy,X) = 0 si ~X estd en Fj, donde Fj es la
extension consistente y completa asociada a M Fj. Nétese que V' es una
relacién funcional por ser Fj consistente y completa. Ahora bien, ya que
F}, es consistente, entonces V(MFy, X) # V(MFy,~X) y, por lo tanto,
V(IMF,, X) =1« V(MF,,~X) = 0, por lo que se satisface la definicién
Para afirmar que M es un n—modelo, se debe garantizar que para cada
uno de los conectivos, V satisface la definicién de valuacién.

Para el caso del condicional, sea X — Y una férmula de tipo—t donde
1 < t < k < n. Utilizando se tiene la siguiente cadena de equivalencias:
V(IMF,, X —Y) = 0, es decir, ~(X — Y) estd en Fj, o sea que XA~
Y estd en Fy, resultando que X y ~Y estan en Fj, lo cual significa que
V(MF,,X)=1y V(MF,Y) =0, por lo que se satisface la definicién =]
Para los deméds conectivos binarios se procede de igual forma.

Para el caso de la regla [V4] donde 1 < p < n,MF,;; es un mundo
asociado a Fj11, MG) es un mundo asociado a G, y Z es una férmula de
tipo—p. Supdngase que V(M Fy,y1,+2Z) = 1, por lo que +Z estd en Fp . Si
MF,1RMG),, entonces G), es subordinada de Fj,;1 y Z estd en G, resultando
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que V(MG)p,Z) = 1. Se ha probado de esta manera que V(MF,11,+2) =
1= (VMG) € Sp)(MF, . 1RMG, = V(MG)y,Z) =1).

Para probar la reciproca, supéngase que (VMG), € Sy,)(MF,-1RMG), =
V(MGy,Z) = 1). Si V(MF,11,+Z) = 0, entonces al ser MF,,; el mundo
asociado a la extensién consistente y completa [, 11 resulta que ~+Z estd en
Fyt1, por lo que ~+~n~Z7, es decir, e~Z estd en F},1 1. Por la proposicion 6.4,
numeral [Z, existe una extensién consistente y completa G, subordinada de
Fy1 tal que ~Z estéd en G),. Como MG), es el mundo asociado a G, entonces
MF,1RMG,, lo cual, por el supuesto inicial implica V(MG)p,Z) = 1, es
decir, Z estd en G, resultando que G, es inconsistente, lo cual no es el
caso. Por lo tanto, V(M F,;1,+Z) = 1. Se ha probado de esta manera que
(VMGp, € Sp)(MF, 1RMGp, = V(MG,,Z)=1) = V(MF,41,+2) = 1.

Para el caso de la regla [P sea X una férmula de profundidad—p, con
1 < p < n,MF),, el mundo asociado a la extensién Fj,, y para cada t, con
p <t < n,sea MF; el mundo asociado a la extension Fy. V(MF,, X)=1siy
s6lo si X estd en F),, como X es de profundidad-p, lo anterior es equivalente a
X estd en F; donde p < t < n, pero X estd en F; siy sélosi V(MF;, X) = 1.
Por lo tanto, para cada t, con p <t < n,V(MF,, X) =V (MF,, X).

Con base en el andlisis anterior, y teniendo en cuenta la forma en que se
construye el modelo, se concluye finalmente que V' es una valuacién, y, por lo
tanto, M es un n—modelo.

Para finalizar la prueba, sea X un teorema de E’, por lo que X estd en
E,. Por lo tanto, utilizando la definicién de V, resulta que V(ME,, X) = 1,
es decir, X es verdadera en el n-modelo M = (S,,, ME,,R,V). O

Proposicién 6.7 (Completitud de[LER=-nly de[LDR=nl). Para cada férmula
X de profundidad—n, con n > 1. Si X es n—vdlida entonces X es un teorema
de LR—n.

Prueba. Sea X una férmula de LR-—n. Si X no es un teorema, entonces, por
la proposicién [6.1], numeral [3, la extensién E’, obtenida anadiendo ~X como
nuevo axioma, es consistente. Asi pues, segin la proposicién 6.6, existe un
n-modelo M tal que todo teorema de E’ es verdadero en M, y como ~X es
un teorema de E’, entonces ~X es verdadero en M, es decir, X es falso en M,
y, por lo tanto, X no es n—vélida. Se ha probado de esta forma que, si X no
es un teorema de LR—n entonces X no es n—vélida, o dicho de otra manera,
si X es n—valida entonces X es un teorema de LR-—n. ]
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Proposicién 6.8 (Completitud de [LER]y de[LDR). Para cada férmula X,
st X es vdlida entonces X es un teorema de LR.

Prueba. Supdngase que X es valida y que X es de profundidad—p arbitraria,
por lo que en la construccién de un modelo refutador de la formula X, resulta
una cadena inconsistente de mundos posibles C' = M M, _1 ... M,, para algin
m, donde a > p > 1y M, es el mundo actual de profundidad—a, lo cual
significa que X no puede ser refutada por un a—modelo, es decir, X es a—
valida. Por la proposicion se infiere que X es un teorema de LR—a, y
como los axiomas de LR-a son axiomas de LR, se concluye que X es un
teorema de LR. O

Proposicién 6.9 (Caracterizacién semdntica de [LER—nl [LDR—nl [LER]
[LDR). Sea X una férmula de profundidad-—n.

1. X es n-vdlida si y solamente si X es un teorema de LR-n.

2. X es wvdlida si y solo si X es un teorema de LR.

Prueba. La primera parte es consecuencia de las proposiciones 5.3l y 6.7, la
segunda se sigue de las proposiciones y O

7 Conclusiones

Cuando el razonador es lo suficientemente fuerte (el tipo de + mayor o igual
que el tipo de X), con el axioma[AX ] se garantiza que las certezas sean verda-
deras: +X — X|9, que las imposibilidades sean falsas: =X —~X, que las ver-
dades sean posibles: X > eX, que las falsedades sean refutables: ~X +— — X,
y, ademads, la contraparte seméntica de este axioma, es decir, la restriccién
RR, permite refutar las reciprocas; con el axioma se garantiza que las
certezas sean posibles: +X +— eX, que las imposibilidades sean refutables:
-X — —X, que las contradicciones sean refutables: —(XA~X), y, ademas,
la contraparte seméantica de este axioma, es decir, la restriccion RS, permite
refutar las reciprocas.

5X Y significa que X — Y, pero no siempre ¥ — X.
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En los sistemas [LER—nl con el axioma al cual seménticamente le
corresponde la restricciéon RT', se garantiza que refutar una certeza es una im-
posibilidad: =9 —1 X < +1.X, y que la posibilidad de una férmula imposible
es una imposibilidad: =5 e; X<+ =1 X. Con el axioma al cual semdnti-
camente le corresponde la restriccion RFE, se garantiza que la posibilidad de
una férmula posible es una certeza: +- o1 X< 1 X, y que refutar una férmula
refutable es una certeza: +9 —1 X < —1 X.

Con el axioma [MP+=] al cual semanticamente le corresponde la regla
[VH] se garantiza que si un condicional y su antecedente son certezas, entonces
su consecuente también es una certeza cuando en X — Y el antecedente y
el consecuente son del mismo tipo: [+(X — Y) A +X] — +Y; y que si una
disyuncion es certeza y un disyunto es refutable, entonces el otro disyunto es
posible: [+(X VY )A—X] — oY cuando los disyuntos son del mismo tipo. Con
el axioma al cual seménticamente le corresponde la regla [V y a la
restriccién RAFE <, se garantiza que si un condicional y su antecedente son
certezas, entonces su consecuente también es una certeza cuando en X — Y
el tipo del antecedente es menor que el tipo del consecuente: [+(X — Y) A
+X] — +Y; y que si una disyuncién es una certeza y el disyunto de tipo
superior es refutable, entonces el otro disyunto es posible: [+(X VY )A-Y] —
oX.

Tal como lo presenta Chellas en Modal logic: an introduction [20], el sis-
tema de l6gica modal S5 puede ser construido adicionando al célculo propo-
sicional clésico los axiomas y restringidos a un mismo razonador,
los axiomas [M P4+<] y [AX R sin restricciones y la regla de construccion de
certezas, de X se infiere +X, presentada en la proposicién b1l y el axioma
Por esta razén, los sistemas [LER—nl, con n > 3 y [LER] pueden ser
considerados como extensiones del sistema S5 generalizado y con diversos ti-
pos de restricciones, las cuales se reflejan en la seméantica de mundos posibles
como restricciones en la profundidad de los modelos y de los mundos, es de-
cir, como restricciones en la longitud de las cadenas de mundos posibles, en
la relacion de accesibilidad entre ellos y en el lenguaje asociado a los mismos.
Por otro lado, se sabe que al quitar de S5 algunos de los axiomas restringidos
AxR, y se generan diversos sistemas intermedios conocidos como
K, KT,K4, K5, KT4, KT5, K45; observando la presentacién de los axiomas,
de las reglas semanticas y la estructura de las pruebas presentadas para los
sistemas[LELR—nl, se puede concluir que, asociado a cada uno de estos sistemas
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intermedios, se encuentra una jerarquia naturalmente obtenida a partir de los
sistemas [LER—nl

De manera similar, los sistemas [LDE-—nl con n > 3 y [LDR] pueden ser
considerados como extensiones del sistema K D45 generalizado y con diversos
tipos de restricciones; y también se puede concluir que, asociado a cada uno
de los sistemas intermedios KD, KD4 y K D5, se encuentra una jerarquia
naturalmente obtenida a partir de los sistemas [LDE-—nl

Observar que las restricciones en el lenguaje de los sistemas (al limitar la
aplicabilidad de las reglas de creencia), y las restricciones en el tipo de los
razonadores (al limitar las consecuencias del conocimiento de algunos razona-
dores), le imponen al problema de la omnisciencia légica ciertos limites. Por
ejemplo, en el sistema L R—4, un razonador de tipo—2 no siempre puede hacer
inferencias cuando se involucran férmulas de tipo—3, mientras que un razo-
nador de tipo—3 o superior si puede hacerlas, sin embargo, ningiin razonador
puede hacer inferencias sobre formulas de tipo—4.

Finalmente, es importante senalar que las restricciones impuestas, por
los axiomas [M P+<|y [MP+=| pueden ser relajadas para los razonadores
con suficiente capacidad deductiva, es decir, del tipo adecuado, adicionando
+(A = B) —» (+A — +B) es un axioma de LR—(n + 1), donde A
es de tipo—a, B es de tipo—b, + es de tipo—r,1 < b <a < nya<r; este
axioma es validado semdanticamente por las restricciones RE> (restriccion de
encaje externo): si R es de tipo-—r, r > p, Kp41RF, y K, existe, entonces
existe Fj11, y RAE> (restriccion de accesibilidad encajada externa): si R es
de tipo-—r, r > p, K, 1 RF),, K, 2 existe y F, 41 existe, entonces K oRF}, 1.
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