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Resumen

Existen varias teorias de optimizacion en relacién con la palabra incertidumbre: Optimizacién
difusa, optimizacién estocastica u optimizacién intervalo-valuada, entre otras. Cada una de éstas
teorias de la optimizacion se diferencian en las caracteristicas que asumen los parametros uti-
lizados tanto en la funcién objetivo como en las restricciones que determinan el conjunto factible.

La optimizacion difusa utiliza los conceptos de conjunto, nimero y orden difuso, ([7],[8],[16]). La
optimizaciéon estocastica considera variables aleatorias, valores esperados y ordenes estocéasticos;
de acuerdo a como se combinen estos conceptos se generan distintos modelos en optimizacion
estocastica ([13], [16]). La optimizacion intervalo-valuada utiliza los conceptos de intervalos ce-
rrados, acotados y convexos, y ordenes parciales adecuados dentro del conjunto que definen este
tipo de intervalos (|5, [3], [6],[12]). A través de ésta tltima teoria se han logrado aproximar las
soluciones de algunos de los problemas de la optimizacién difusa y de la optimizacién estocasti-
ca, de acuerdo a esto, el estudio de la optimizacién intervalo-valuada se hace importante por su
caracter aparentemente unificador, pero su mejor cualidad es la de considerar en el modelo el ran-
go de variacion posible de los pardmetros, y por tanto, las soluciones que arroja son més robustas.

Un paso natural después de estudiar un problema de optimizacién cualesquiera es el estudio de los
problemas duales en relacion, en [3] y [4] se proponen los problemas duales ligados al problema de
optimizacién con funcién mono-objetivo intervalo valuada y restricciones real valuadas e intervalo
valuadas respectivamente, estos resultados estan soportados en la teoria de dualidad desarrollada
en [2].

En nuestro trabajo realizamos una extension de la propuesta hecha por Wolfe ([2]) para dualidad
en el caso de un problema de optimizacién con funcién objetivo y funciones restriccion real valua-
das, convexas y diferenciables en R'!, al caso de funciones multi-objetivo, con funciones criterio
convexas y diferenciables en R’} soportados en la teoria de dualidad de Wolfe desarrollada en [1].
Otra parte del trabajo, la cual esta soportada en [1] y la extension anterior, es extender los con-
ceptos de dualidad de Wolfe, elaborados en [3] para el caso mono-objetivo intervalo-valuado con
restricciones real valuadas a optimizacion multi-objetivo con funciones criterio intervalo valua
das y restricciones real va lua das y ademés extender los conceptos de dualidad de Wolfe, elab-
orados en [4] para el caso mono-objetivo intervalo valuado con restricciones intervalo valuadas
a optimizacién multi-objetivo con funciones criterio intervalo valuadas y restricciones intervalo
valuadas (Problema de optimizacion multi-intervalo valuado).

Implementamos numéricamente un ejemplo mono-objetivo bajo incertidumbre y dos problemas
multi-objetivo bajo incertidumbre para mostrar que el problema dual de Wolfe asociado a un
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problema primal dado, arroja exactamente las mismas soluciones del problema primal.
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Introduccion

En la teoria de la optimizacién multi-objetivo con funciones criterio intervalo-valuadas y funciones
restriccion real valuadas, el problema se describe matematicamente como:

in F 1
min F(z) (1)
donde F: R" — 7™M I™ = {[I,--- , I, ) CR™: ;€Z,i=1,---,m} y C C R" lo llamamos
conjunto factible y lo describimos por C = {z € R" : g;(z) < 0; z > 0} con g; : R" — R para
t=1,2,--- ,k, donde suponemos cada g; convexa y diferenciable en R’}

Dentro de la optimizacion multi-objetivo con funciones criterio intervalo valuadas, ([6] y [12]) se
han logrado resultados tales como un teorema analogo al de Karush-Kuhn-Tucker, para el caso
de funciones criterio real valuadas, asi como algoritmos para el cdlculo de su solucion. Un paso
natural después de estudiar un problema de optimizaciéon cualesquiera es el estudio de los pro-
blemas duales en relacién, dado que el problema dual se convierte en otro camino para encontrar
la solucién o soluciones del problema primal, si estas existen.

En [3], el problema primal en el caso mono-objetivo intervalo-valuado, es como sigue:

min f(z) = [f*(z), fY(x)]
Sa{gi(x)ﬁo, i=1,---,k (2)
"l x>0

y el problema dual

k
méx f(z)+ Zulgl(x) =l(x,u)
i=1

VL (2) + VU (1) + 3" uVgi(a) = 0 (3)
i=1
o UZ(Ul,Ug,"',Uk)EO
x>0

que es el dual de Wolfe Intervalo-valuado andlogo a la forma de dualidad de Wolfe real valuado.
En [4] se propone el siguiente problema primal de optimizacion intervalo valuado:
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2 Introduccion

min F(z) = [ z);FY (z )]
) Gi(z) ZLu [0 0, i=1,---,k (4)
S x>0
donde FI: R* — Ry FU: R® — R son funciones real valuadas y las funciones restriccion
G;: R™ — T son funciones intervalo valuadas para ¢ = 1,2,--- , k. Se supone que F', G; para

i =1,2,---,k son H-diferenciables en R’} . El problema dual Wolfe del problema primal (4) se
propone de la siguiente manera:

max L(z,u)

H(z,u) = [0;0], (5)
s.a.q4 u=(up,ug, - ,ug) =0
x> 0.
donde:
k
L(z,u) = F(x) + Zusz(x) parau >0 y H(z,u) )+ ZUZVG
i=1

A partir de las anteriores construcciones, nosotros extendemos estos conceptos. Para dicho
proposito, describimos el siguiente problema multi-objetivo:

min F(z) = (fi(2), f2(2), -, fm(2))
(P1) Sa{gi(:e)gO, i=1,--k (6)
Tl x>0

donde F: R" — R™ y g;: R® — R para ¢ = 1,2,..., k funciones convexas y diferenciables en R’}
y demostramos, soportados en [1] que el siguiente problema de optimizacion es el dual de Wolfe
del problema (6)

m
max Zsifz + Z:uzgZ P(x,s,u)
i=1

m

(D1) leivfi (x) + aungi(x) =0 (7)
5. a. uz(“b“?f“:“k)?()
s=10(81,82,"* y8m) >0
x>0

Describimos nuestro problema primal (MIV P) multi-objetivo con incertidumbre con restric-
ciones real valuadas no lineales (capitulo 1), como sigue:

(MIVP) Sa{gigg <0, i=1,---,k (8)



Introduccién 3

donde FF: R® — R™ y FU: R® — R™ son funciones vector valuadas y las funciones restriccion g;:
R"™ — R son funciones real valuadas parai =1,2,--- k. Asumimos que F', g; parai =1,2,--- | k
son convexas y diferenciables en R’'. Soportados en [1] y la dualidad entre los problemas (6) y
(7) proponemos para el problema (8) el problema dual de Wolfe como sigue:

m
max Z siFi (z) + Zuzgl (z,s,u)
i=1

(DMIVP?) > si(VFE (2) + VEY (2)) + Z u;Vgi(x) =0 (9)
=1 =1
s.a.9 u=(up,ug, - ,ug) =0
S = (51752a"' 7Sm) >0
x>0

donde ¥ es una funcién intervalo valuada.

Por ultimo, consideremos el siguiente problema de optimizacién multi-intervalo valuado:

min F(z) = [ z);FV(z )]
(MIVP”) Gi(z) =ru [o 0, i=1,-- .,k (10)
S. a.
x>0
donde FE: R* — R™ y FU: R® — R™ son funciones vectoriales y las funciones restriccion
G;: R® — 7 son funciones intervalo valuadas para ¢ = 1,2,--- k. Asumimos que F, G; para
t=1,2,--- ,k son H-diferenciables en R’}. Probamos que el problema dual Wolfe del problema

primal (10) se describe de la siguiente manera:

max L(x,s,u)
H(z,s,u) =1[0;0],

(DMIVP?) w= (ug,us, - 1g) > 0 (11)
S a s= (51,82, ,8m) >0
x>0
donde:
m k
L(z,s,u) = ZSZ.FZ(I‘) + ZUsz(x) parau >0y s >0
i=1 i=1
y
m
H(x,s,u) = ZslVF + ZUZVG
=1

En el capftulo 3, implementamos numéricamente 3 problemas bajo incertidumbre, mostrando asf
que el problema dual de Wolfe asociado a un problema primal dado verifica los teoremas débil y
fuerte de dualidad.



4 Introduccion
0.1. Propuesta incial

0.1.1. Objetivos
Objetivo General

Estudiar conceptos de dualidad en problemas de optimizacién multi-objetivo real valuado e
intervalo-valuado, para desarrollar teoremas de dualidad de Wolfe para problemas de opti-
mizacién multi-intervalo valuados.

Objectivos Especificos

= Desarrollar teoremas de dualidad de Wolfe para problemas de optimizacién multi-intervalo
valuados.

= Aplicar los teoremas de dualidad de Wolfe obtenidos para el caso multi-intervalo valuado
a través de un ejemplo numérico.

0.1.2. Metodologia

Iniciamos esta investigacién con una biisqueda de informacién sobre todos los temas relacionados
al que se propone en este escrito, ademas de las definiciones béasicas que son necesarias para la
comprension y contextualizacién de todo el contenido del trabajo; estos preliminares se exponen
de una forma muy concisa y resumida en el capitulo 2.

En el capitulo 2, basados en la teoria desarrollada por Wolfe sobre dualidad, se da la estructura
del problema dual relacionado con un problema de optimizacién multi-intervalo valuado. En la
seccion 2.1 se hace una extension a la propuesta hecha por Wolfe para dualidad en el caso de
una funcién f real valuada con restricciones real valuadas convexas y diferenciables en R’} con-
siderando una funcién F' vector-valuada y restricciones real valuadas convexas y diferenciables en
R ; describimos el problema dual de Wolfe para este problema en forma mono objetivo teniendo
en cuenta los desarrollos en [1]. En la seccion 2.2 proponemos el problema dual de Wolfe para
un problema primal de optimizacién con funcién objetivo multi-intervalo valuada y con restric-
ciones real valuadas convexas y diferenciables en R"; la descripcion del dual de Wolfe para este
problema es en forma intervalo valuada, teniendo en cuenta los desarrollos en [1]. Al final del
capitulo, en la seccién 2.3 se propone el problema dual de Wolfe para un problema primal de
optimizacion con funcién objetivo multi-intervalo valuada y con restricciones intervalo valuadas,
teniendo en cuenta los desarrollos en [1] y en [4].

Por ultimo, en capitulo 3 resolvemos 3 ejemplos numéricos con la intension de verificar los
teoremas de dualidad mostrando que el problema dual en el sentido de Wolfe asociado a un
problema primal dado arroja cotas y soluciones de este.

Al final, se presenta una seccion con los problemas abiertos que subyacen en las ideas introducidas
en esta tesis y que son motivo para futuros proyectos de investigacién.



Capitulo 1

Conceptos y resultados preliminares

1.1. Notacion

Con el animo de adoptar una notacion habitual, en este trabajo denotamos R al campo de los
numeros reales, R™ al espacio vectorial euclidiano de dimension n. A los conjuntos con estruc-
turas mateméticas usuales los denotaremos con letras maytsculas y haremos claridad sobre la
estructura particular en el lugar necesario. A los elementos de tales conjuntos los denotaremos
en general con letras mindsculas. Se usaran las letras mintsculas f, g y I para denotar funciones
real valuadas, F''y L para denotar funciones vector valuadas, ¢ para denotar funciones intervalo
valuadas v F' v ¥ para denotar funciones multi intervalo valuadas; las letras mayusculas A, B y
C subindizadas o no, para hacer referencia a los elementos de los conjuntos Z 6 Z™ los cuales se
definen en la siguiente seccioén.

FEl simbolo < denotara el orden usual en R". El simbolo <X denotara ordenes parciales en general.
Usaremos el orden parcial denotado por <ruy ([12]).

En lo que sigue presentaremos los elementos bésicos de la propuesta hecha en [5] sobre el proble-
ma de optimizacién con funcién mono-objetivo bajo incertidumbre y restricciones real valuadas
e intervalo valuadas, asi como también dualidad en optimizacién con funcién mono-objetivo bajo
incertidumbre y restricciones real valuadas; ademéas presentaremos algunos elementos de opti-
mizacién multi-objetivo bajo incertidumbre. Todo esto es necesario para hacer una extensién
de la teoria desarrollada para el problema de optimizacién mono-objetivo bajo incertidumbre al
problema de optimizacién multi-objetivo bajo incertidumbre.



6 CAPITULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES
1.2. Elementos Preliminares

En esta seccidon presentamos los elementos algebraicos fundamentales para que este trabajo sea
autocontenido.

1.2.1. El conjunto 7

El conjunto Z y su estructura algebraica y analitica es presentada en [5] para el estudio del
problema de optimizacién mono-objetivo bajo incertidumbre.

El conjunto Z se define como:

Z ={I C R : I intervalo cerrado, acotado y convexo}

Si A € 7 entonces A = [aL ;aU], donde a® < aV y los superindices L y U provienen de sus
correspondientes palabras en inglés Lower y Upper, para simbolizar el extremo inferior y el ex-
tremo superior del intervalo, ambos extremos deben ser finitos.

SiA,BeZ,con A= [aL; aU} y B= [bL; bU}, entonces se define la igualdad entre estos objetos

de la siguiente manera:

L:bL U_bU

A= DBsiysolosia ya =

En 7 se pueden definir las siguientes operaciones algebraicas:
Sean A, BeZya€R, con A= [aL;aU] y B = [bL;bU],
1. A+ B= [aL+bL;aU+bU]

2.

QA — [aaL;aaU] Sia>0
B [aaU;aaL] Sia<0

Con estas operaciones en 7 es importante notar que:

= Respecto de la operacion +, el conjunto Z satisface las propiedades: clausurativa, conmu-
tativa, asociativa y modulativa, ademas se cumple la ley cancelativa, pero no es un espacio
vectorial ya que con la operacién algebraica + los elementos no siempre tienen inverso
aditivo.

1.2.2. El Conjunto Z™.

En la seccion anterior se definié el conjunto Z, a partir de €l se define el conjunto Z™ en el
cual se centra nuestro estudio sobre de dualidad de Wolfe para los problemas de optimizacion
multi-objetivo intervalo valuados.
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Tal conjunto se define como I = {Iy X -+ X I, : I; € T} para todo j = 1,--- ,m y por abuso
de lenguaje, se representa como un arreglo m X 1 de intervalos, esto es,

I
Im = : CR™:I; €Z, paratodo j=1,---,m
Im,
sobre este conjunto, cada elemento se llama un multi-intervalo como en [12].
L. U bL'bU
[al ;4 ] [ 1°Y1 ]
Se dice también que si A, B € I™ con A = : y B = :
[ag; ap] (7, b1
A = B siy solo si af:bfya?:bgj para todo j=1,--- ,m.

En 7™ se definen las operaciones suma y producto por escalar como sigue:

Sean A, BeI™yaecR

AL+ By
1. A+ B= : donde A; = [af;ag]} y Bj = {bf;bg-]},
Am + Bp,
dado que cada A; + B; € Z, para todo j, j =1,--- ,m entonces A+ B € I™.

aAy
2. aA = : nuevamente, aA; € Z, para todo j, j =1,--- ,m luego, A € I™.
aA,

Con lo anterior, las operaciones suma v producto por escalar son clausurativas sobre Z"". Adi-
cionalmente se tiene que para A, By C € I™ y a, A € R no negativos.
La operacién + satisface las propiedades:

P.-1 Asociatividad. (A+B)+C =A+ (B+C)
P.-2 Conmutatividad. A+ B=B+ A

[0; 0]
P.-3 Elemento neutro. 0 = : talque A+0=0+A=A4
[0; 0]

La operacion producto por escalar satisface las propiedades:

P-4. Asociatividad. a(AA) = (aX) A

P-5. Elemento neutro. 1 e R, 1A= A
y por ultimo, las leyes distributivas de la suma y el producto por escalar.

P-6. Distributividad con la suma. a (A + B) = aA + aB
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P-7. Distributividad con la suma escalar. (o« + \) A = aA + \A

Al igual que Z, Z™ no es espacio vectorial, pues no todo multi-intervalo A posee inverso aditivo.

Aunque las propiedades P. — 4 y P. — 6 también se cumplen para escalares negativos, no es
interesante desde el punto de vista teérico. Por otro lado la propiedad P. — 7 no se cumple en
general si tomamos A = —a, con « positivo, ya que el lado izquierdo es igual a 0 pero el lado
derecho puede ser distinto de 0

[aaf,aa[{] + [—aa[{, —aaﬂ
0=(a+(—a)A#aA+ (—a)A =
Ul + [~adY, —aak]

[aa#,

aa
Adicionalmente, se ha probado que Z™ es un semigrupo conmutativo que satisface la ley cance-
lativa, va que cada elemento A, By C' € ™ son conjuntos cerrados, acotados y convexos de R™,
con lo cual estamos frente a un conjunto con una estructura muy cercana a la de los espacios
vectoriales.

1.3. Ordenes Parciales y Convexidad

Los problemas de optimizacién matemaética mono-objetivo, estan definidos sobre el campo de los
reales, R, el cual es totalmente ordenado, por esta razén en las presentaciones sobre problemas
de este tipo de optimizacién, se obvia el estudio sobre érdenes parciales. En contraste, en los
problemas de optimizacién matematica multi-objetivo, este tema toma gran relevancia, puesto
que al espacio vectorial R™ no se le ha dotado de un orden total, lo que obliga a reflexionar
sobre el significado de la expresion "minimizar o maximizar" una funcion f: R™ — R™. Esto es
fundamental porque el concepto de minimizar o maximizar estd ligado a ordenar y poder decidir
si un elemento a de un conjunto M antecede o no a otro elemento b del conjunto M. Dado que
nuestro objetivo en este trabajo es estudiar problemas de optimizacién multi-objetivo, se hace
necesario introducir algunos conceptos sobre los érdenes parciales que usaremos.

Definicién 1.3.1. Sean z,y € R™

x <y sty solo st x; <y; para todo 1 =1,2,...,m.

Cuando z < y se dice que z antecede a y o y sucede a z. Si no se cumple que z <y oy < x,
entonces x e y se llaman no comparables.

En [3], [4], [5] v [12] se presentan los 6rdenes parciales <1y, Jyc v 2cw para Z y I™; ademés
se presentan relaciones de implicacién de gran importancia entre estos. Para esta tesis usaremos
el orden =<1 en Z™. Dicho orden parcial se define como sigue:
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Definicion 1.3.2. Sean A = [aL;aU} y B = [bL;bU] exl:

AjLUBsiyso’losz'aLgbLyaUSbU

El orden parcial <ry en Z, definido antes, genera el siguiente orden parcial en 7.

A1 B,

Teorema 1.3.1. Sean A = : y B = : € I™. La relacion binaria definida como:
Am B,

A=y B siysdlosi Aj 2ry Bj para todo j, j=1,---,m (1.1)

Definen en I™ una relacion de orden parcial.

La prueba de este teorema se hace en [12].
Teorema 1.3.2. Sean A, By C € I™.

El orden parcial <py definido en I™ es compatible con respecto a la adicion y a la multiplicacion
por un escalar positivo, esto es:

1. A=Sy Bsiysolosi A+C <y B+C.
2. A=ry B siy solo si \A <py AB.

Demostracion. Sean A, By C € IT™

1. A+ C =21y B+ C es equivalente a A; + C; =y B; + C; para todo j = 1,--- ,m, lo cual
es equivalente a ajL + cJL < bJL + ch y ajU —I—ch < bjU + ch para j = 1,--- ,m, y como son
reales y el orden en R es compatible con la adiciéon, entonces se obtiene el resultado.

2. S8i A > 0, entonces AA =<1y AB, entonces AA; <ry ABj para j = 1,---,m, si y s6lo si
)\aJL < )\bjL y )\ag-] < )\bgj para j =1,--- ,m y como el orden en R también es compatible
con la multiplicaciéon por escalar positivo, se concluye que A <y B.

O

Sea f una funcién real valuada diferenciable en un subconjunto no vacio, abierto y convexo X
de R™ entonces f es convexa en x* si y s6lo si:

f(x) = f(a*) > V(@) (x — 2*) Para z € X.

Sabemos que si X es un subconjunto no vacio convexo de R" y F = (f1, fo, -+, fm) €s una fun-
ciéon vector-valuada definida en X entonces la funcién F es convexa en x* si y sélo si las funciones
real valuadas f; parai=1,2,--- ,m son convexas en x*.

Nuestra intension es generalizar los conceptos de funcién convexa para una funcion real valuada
y vector-valuada a una funcién multi-intervalo valuada; dicho propésito lo llevamos a cabo por
medio de la siguiente definicion y de la posterior proposicion.
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Definicion 1.3.3. Sea X un subconjunto no vacio convezro de R™ y F un funcidn multi-intervalo
valuada definida en X. F es convexa en x* si y solo si:

FAz"+ (1 — MNx) 2 AF(z") + (1 — MF(2)
para todo A € (0,1) y todo v € X

Proposicion 1.3.1. Sea X un subconjunto no vacio convero de R™ y F un funcion multi-
intervalo valuada definida en X. La funcion F es convera en x* si y sdlo si las funciones vector-
valuadas FX y FY son convezas en x*.

1.4. Optimizacién Multi-objetivo

1.4.1. Definiciones generales.

Un problema de decisién que involucra multiples criterios, consiste en determinar el mejor com-
promiso de solucién, y podria establecerse de la siguiente manera:

min = {f1(z), -, fm (x)} (1.2)

S. a. re€CCR"

donde:

= C denota el conjunto de alternativas potenciales o soluciones factibles.

» {fi(z), -, fm (x)} representa un conjunto de m (m > 2) funciones de valor real, llamadas
criterios.

La expresion (1.2) no es realista, normalmente, no existe una alternativa x que optimice todos
los criterios simultaneamente. La notacién min indica entonces que estamos buscando el mejor
compromiso de solucién, de acuerdo a una estructura de preferencia del decisor tomando en
cuenta cada uno de los m criterios. La optimizacion multi-objetivo (MOP, siglas en inglés) se
relaciona con los problemas de decisiéon con multiples criterios en los siguientes aspectos:

. . T .
» Cada alternativa se caracteriza por un vector (z1,---,z,) = x (x € R") de variables
decisiéon xy,--- , xp,.

= Kl conjunto C se define en términos de las variables de decision:
C={zeR"gi(z)<0,i=1,--- [ky z €S}

donde g; (), i = 1,---,k son funciones restriccion real valuadas y S C R", es usado
para representar restricciones adicionales, las cuales no pueden ser expresadas a traves de
funciones, por ejemplo, S =7Z" 6 S = {0,1}".

» Cada criterio f; puede ser expresado como una funcion de las variables de decision, y se le
llama la ¢-ésima funcién objetivo.
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En general, la expresiéon de un problema MOP es:

min  F(z)

gi(x)<0,i=1,---k (1.3)
s. a

zes

donde F: R" — R™ es una funcion con f(z) = (fi (z),--- , fm (@)

Este campo de la optimizacién ha recibido una atencién considerable, como una extension natural
de la optimizacion matematica clasica (mono-objetivo).

La anterior formulacién esta presentada en el espacio de variables de decision, esta es la
representacion clasica en optimizacion matemaética. Por otra parte, los conceptos bésicos y defini-
ciones pueden ser introducidos independientemente usando el espacio criterio Z; = f(C) =
{z € Z:2z= f(z) para algin = € C}. En este espacio la imagen de cada punto factible z o al-
ternativa es representada por un arreglo m x 1 de los valores de las funciones criterio, f;, asi,
f(x) = (fi(x), -, fm (x))". Debemos notar que el espacio criterio es més significativo que
el espacio de decisién, en el contexto de optimizacién multi-objetivo, ya que el interés de cada
alternativa debe ser apreciada solamente respecto a sus valores sobre los criterios.

Sean Z C R™ el espacio de criterios y Z¢ la imagen de C, es decir, la imagen del conjunto factible.
Entonces tenemos:

Ze ={2€Z/z; = fj(x) donde z €C}. (1.4)

Al generar un concepto de orden parcial en el espacio criterio para decidir cual es el mejor
compromiso de vector de criterio solucién z de Z¢, podemos plantear el problema en la forma:
. T
min (21, , 2Zm)
S. a. z € Z¢

=z

(1.5)
Sin mas informacién acerca de la estructura de preferencias del decisor, la comparacion entre
vectores criterios, z, puede ser basada sobre el orden parcial natural' definido sobre Z:

Definicién 1.4.1. Para todo z y z! € Z tenemos:

w2 <2 siysélosizjgz;. para todo j =1, ,m.
w z2< 2 siysolosiz<z yz+#2z.
. 2K 2 sz’yso’losz‘zj<z;. para todo j=1,--- ,m.

Definicion 1.4.2. Sea z € Z¢ se llama no dominado si y sdlo si no existe 2’ € Z¢ tal que
2 <z

Definicion 1.4.3. Sea z € Z¢ se llama débilmente no dominado si y sdlo si no existe z' € Z¢
tal que 2’ < z.

Las soluciones correspondientes a puntos (débilmente) no dominados son llamadas soluciones
(débilmente) eficientes. Las soluciones eficientes z también se conocen como 6ptimos de Pareto

'Si 2,2 € R™, con z = (21,22, ,2m) ¥y 2 = (21,25, ,2,), 2 < 2’ si y solo si z; < zj, para todo
j:]-f"vm
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y a los puntos x € C tales que z = f(z) puntos no dominados. Estos conjuntos generalmente no
tienen una caracterizaciéon, sin embargo, algunos conceptos son tutiles para guiar la construccién
de los mismos.

1.5. Optimizacién bajo incertidumbre

Cuando nos enmarcamos dentro de la optimizacion bajo incertidumbre existen varias teorias den-
tro de esta: Optimizacion fuzzy, optimizacién estocastica y optimizacion intervalo valuada, entre
otras. Cada una de estas teorias de la optimizacién se diferencia en la caracteristica que asume
los pardmetros utilizados tanto en la funcién objetivo como en las restricciones que determinan
el conjunto factible.

1.5.1. Optimizacién fuzzy

La optimizaciéon fuzzy utiliza los conceptos de conjunto, nimero y ordenes fuzzy. Tomemos el
campo R de los nimeros reales y tomemos un subconjunto S de R. Llamamos a .S un conjunto
clasico si es una coleccion de elementos u objetos bien definidos y poseen una condicién comin.
Clasicamente, un elemento = de R puede pertenecer o no al conjunto .S. Si x pertenece al conjunto
S entonces le asociamos V o 1 y si  no pertenece al conjunto S entonces le asociamos F' o 0.
Zadeh en 1965 ([10]) introduce el concepto de conjunto fuzzy, teniendo en cuenta que el grado de
pertenencia de un elemento en el conjunto S no esta dado por valor binario 0 — 1, sino que dicho
grado depende de un valor en el intervalo [0, 1]. Un conjunto fuzzy AenResun conjunto de pares
ordenados cuya segunda componente estd dada por una funcién de pertenencia p 3 que espec1ﬁca

el grado de pertenencia de x en A K toma valores en el intervalo [0, 1]. Asi el conjunto fuzzy A
esta bien definido por el conjunto A = {(z, p3) - x € R}. El soporte de un conjunto fuzzy viene
dado por supp(A) = {z € R : pz(w) > 0} y el a-nivel viene dado por Ay ={zeR: pi(r) > a}
para todo a € (0, 1].

Un conjunto fuzzy A se llama ntmero fuzzy si cumple las condiciones:

1. A es normal, esto es, pi(r) =1 para algin = € R
2. pz es qausi-concava, esto es, pj[tr + (1 —t)y] > min{u;(x), u;(y)} para todo t € [0, 1]

3. pz es semicontinua por encima, esto es, {x € R : pz(x) > a} es un subconjunto cerrado
de R para todo a € (0,1]

4. El conjunto O-nivel Zo es un conjunto cerrado y acotado.

Sea f: R" — R y sean Ay, A,---,A,, n conjuntos fuzzy. Definimos el conjunto D"(R) =
D(R) x D(R) x --- x D(R). Por el principio de extensiéon de Zadeh, podemos definir una funciéon
fuzzy valuada f: D"(R) — R via funcién f: R®™ — R. De esta manera, definimos el problema
primal general en optimizacion difusa:

ml’nf
s.a x el
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donde C es el conjunto factible y viene dado por las restricciones y por un orden parcial definido
adecuadamente.

A continuacién, mostraremos un ejemplo de optimizacion fuzzy ([9])

Ejemplo 1.5.1. Estimacion de Pardmetros en Regresion Lineal.

El modelo de regresion lineal es formulado como sigue:

Y: = Bo + p1.X1i + BoXio+, -, +Bp—1Xip—1 + €

para todo 1 =1,2,--- ., n; donde €; son los errores. Sean:
1 XH ce X17P_1 Yl
1 X21 e Xz’p,Q Yé
X = . . Y Y=1 .
1 : . : :
1 X1 o0 Xopa Y,

Se sabe que las estimaciones de los minimos cuadrados son:

f=(XTx)" X"y, (1.6)
donde 3 = (30,31, e ,Bp,l), para el siguiente modelo lineal:

Y; = Bo + 1 X1 + B Xio+, -, +Bp-1Xip1

para todo i =1,2,--- ,n. Ahora consideremos los dos siguientes modelos a-nivel lineales:

(Yi)& = Bl + Bla(XiD)s + (X it 4B 1a(Kip-1)i (17)
y ~ ~ ~ ~

(Yi)a = Boo + Bra(Xi)a + Ba(Xi2)a+, - +8, 1 a(Xip-1)a (1.8)
para i =1,2,--- ,n. Sean 17% Y )?ij datos fuzzy dados. Los datos fuzzy son considerados nimeros

fuzzy. Por tanto, tenemos los correspondientes datos real valuados (Y;): y ()Z'Z])é para un o €
[0; 1] dado. Usando el modelo (1.7) y la ecuacion (1.6) las estimaciones de los minimos cuadrados

pueden obtenerse usando los datos real valuados (571)5 y (5(”)5 Las estimaciones de los minimos

cuadrados son denotadas por AjLa para j = 0,1,2,--- ,p — 1. Similarmente podemos obtener las
correspondientes estimaciones de los minimos cuadrados AjUa para j = 0,1,2,--- ., p— 1 usando
los datos real valuados (Y;)U y ()?”)g basados en el modelo (1.8).
Ahora, denotamos el intervalo cerrado Aj para j =0,1,2,--- ,p—1 por

Ajo = |min { BE,, A% max { 3L, B} (1:9)

La estimacion fuzzy del pardmetro de regresion Ej; denotado por Bj puede inducirse por la familia
de intervalos cerrados {Ajq : 0 < a < 1} y su funcidn de pertenencia es definida por:
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& (r) = sup aly,, (1) (1.10)

B 0<a<1
La estimacion fuzzy dada en (1.10) no es una extension del estimador de minimos cuadrados,
esto es un estimador obtenido de (1.6) usando el principio de extension. Definimos Ajo por

Ajo = [lj(o);uj(a)] donde lj(o) = ml’n{ AjLwﬁAjUa} Y Ujo = méx{ AJLa,BjUa}, Silj(a) y uj(a) son

funciones continuas de o, entonces el conjunto a-nivel (3;)a de la estimacion fuzzy B; es:

(G5 G| = Ba= {5 (0 2 0 = | i 46 méx )]

a<y<1 a<y<1

esto dice que la estimacion fuzzy B; es también un nimero fuzzy, por tanto el intervalo cerrado

Aj1 no es un conjunto vacio y la funcion de pertenencia de ﬁj es semicontinua superiormente

(el conjunto a-nivel (B;)a en (1.11) es un conjunto cerrado).

Tenemos otro punto de vista para el intervalo a-nivel de Bj. Para cualquier v dado en el intervalo

a-nivel (ﬁj)a de (3;, podemos decir que 7 es la estimacion de (3 con el grado de confianza o.
Ahora, si v es la estimacion de B; con grado de confianza o, entonces r es también una esti-

~

macidn de (3 con grado de confianza v con vy < «, luego (B3;)a C (Bj)A, para v < «. Suponiendo
que el decisor tolera un grado de confianza «, se puede tomar cualquier valor de r del intervalo

a-nivel (3;)a de B; como la estimacion de 3; para usarlo luego en la inferencia.

Dada una estimacion v de la estimacion fuzzy @j planeamos saber su grado de pertenencia a. Si
el decisor se conforma con este grado de pertenencia «, entonces serd razonable tomar r como
la estimacion de B;. En este caso el decisor puede aceptar el valor r como la estimacion de [(3;
con grado de pertenencia a.

Ahora, por (1.10) el valor de pertenencia de cualquier cualquier valor v dado de Bj puede obten-
erse resolviendo el siguiente problema de optimizacion:

max o

~L U ~L ~U
min {ﬂjavﬁja} < r < méx {/Bjouﬁja} (112)

0<a<l

<L xU
ahora, las estimaciones de los minimos cuadrados B, y B;, se obtienen con (1.6). Por tanto,
<L xU ~ ~ ~ ~
Bja ¥ Bja son continuas con respecto a «, luego (X)L, (Xip)¥, (Y)E, (Y)Y son continuas con
respecto a «. Esto dice que lj(a) Y uj(oz) son funciones continuas con respecto a . Entonces por

(1.11) tenemos que:

AL m s — mi md gLl puU
B = agvlgllj(w Tay {5”75”} (1.13)
Y -
U ; A _ , [ AL AU
(ﬂj)a = amg;igxl Uj (v) = argva%cl max {@7, ﬂﬂ} (1.14)
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la funcién de pertenencia de Bj estd dada por 523 (r) = sup 041(: ) (r); por tanto, dado algin
J aly 1 Jjla

valor r de Bj, su grado de pertenencia puede ser obtenido por el siguiente problema de opti-
mizacion.

s. a. { (53)5 <r< (Ej)g (1.15)

donde (Bj)g y (B])g vienen dados por las ecuaciones (1.13) y (1.14)

1.5.2. Optimizacién estocéastica

La optimizacién estocastica considera variables aleatorias, valores esperados y érdenes estocasti-
cos, de acuerdo a como se combinen estos conceptos se generan distintos modelos en optimizacién
estocastica. En este tipo de optimizacion se propone en términos generales el siguiente problema
primal:

max(fi(z,w), fa(z,w), -, fr(z,w))

sa rx ez

donde x € R"™, w que pertenece a un espacio de probabilidad (€2, A4, P) representa el efecto
estocéastico en los objetivos, fr(x,w) es la funciéon objetivo evaluada en el k-ésimo criterio y
Z={rxeR":¢i(x) <0, i=1,2,---,m; x>0} es el conjunto factible que se supone no vacio
y acotado.

En optimizacién estocastica se utilizan érdenes parciales adecuados, a modo de ilustracién
definiremos el 6rden mas usual, llamado érden estocastico de Pareto.

Definicion 1.5.1. Sean z, y € Q un par de puntos factibles. Se dice que y domina estocdstica-
mente a T y se escribe y =X x si y solo si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

1. Elfy(y,w)] = E[fr(z,w)] y P{fr(y,w) > T}.} > P{fr(z,w) > T}}, para todo k

2. Ewiste un k tal que E[f(y,w)] > E[fx(z,w)] y/o P{fe(y,w) = T} > P{fi(z,w) > Tj;}

donde E[f(z,w)] es el valor esperado del k-ésimo objetivo y P{ fi(x,w) > T}} es la probabilidad
de que fx(z,w) exceda o al menos alcance el valor T}, especificado por el decisor. Una solucion
factible que no es dominada por ninguna otra solucién es llamada solucién Pareto o simplemente
no-dominada.

A continuacién haremos una breve descripciéon de los ejemplos mas conocidos de optimizacion
estocastica ([14])
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Ejemplo 1.5.2. [nventarios. El problema del vendedor de periddicos.

Supongamos que una companiia tiene que decidir sobre la cantidad de pedidos x de cierto producto
que satisface demanda d. El costo de pedido es ¢ > 0 por unidad. Si la demanda d es mayor que
x, entonces la compania tiene un pedido adicional por el precio de unidad b > 0. El costo de éste
es igual a b(d — x) si d > x y es cero en otro caso. Por otro lado, si d < x entonces el costo
sostenido de h(x —d) > 0 se dd. El costo total es igual a:

F(z,d) = cx +bld — z]+ + hlx — d]+ (1.16)

Asumimos que b > 0, esto es, la multa por el costo de pedido retrasado es mayor que el costo
de pedido. El objetivo es minimizar el costo total F(x,d), donde x es la variable de decision y
la demanda d es un pardmetro. Asi, si la demanda es conocida, el correspondiente problema de
optimizacion puede ser formulado como:

min F(z,d)
z>0 (1.17)
la funcion objetivo F(x,d) puede reescribirse como:
F(z,d) = maz{(c — b)x + bd, (¢ + h)x — hd} (1.18)

que es una funcidn lineal con un minimo alcanzado en T = d; esto es, si la demanda d es cono-
cida, entonces la mejor decision es pedir exactamente la cantidad de demanda d.

Consideramos ahora el caso donde el pedido debe tomarse antes que la realizacion de la demanda
se conozca. Una posible manera de proceder en tal situacion es ver la demanda D como una
variable aleatoria. Por capital D denotamos la demanda D para distinguirla de su forma de
realizacion particular d. asumimos primero, que la distribucion de probabilidad de D es conoci-
da, esto tiene sentido en situaciones donde el procedimiento de pedido se repite y la distribucion
de D puede estimarse por datos historicos. Entonces tiene sentido hablar sobre el valor esperado
del costo total, denotado por E[F(z,d)] , visto como una funcién de la cantidad de pedido x. As,
podemos escribir el problema de optimizacion correspondiente:

min F(z) := E[F(z, D)]
2> 0 (1.19)
La anterior formulacion aprozima el problema optimizando (minimizando) el costo total en
promedio. ;Cual puede ser la posible justificacion para tal aprorimacién?. Si el proceso se repite,
entonces por la ley de grandes nimeros, para un x dado, el promedio del costo total después de
muchas repeticiones puede converger (Con probabilidad 1) a la esperanza E[F (z, D)] y de hecho,
en tal caso la solucion del problema (1.17) serd dptima en promedio.

El anterior problema es un ejemplo muy simple de un problema de doble fase o un problema
con accion de recurso. En la primera fase, después de una realizacion de demanda D conocida,
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se tiene que tomar una decision sobre la cantidad de pedido x. En la sequnda fase, antes de la
realizacion d de demanda D que se conoce, puede pasar que d > x en el caso que la companiia
toma la accion de recurso de pedir la cantidad requerida d < x al costo mas alto de b > c.

La siguiente prequnta es como resolver el problema de valor esperado (1.19). En el presente caso
podemos solucionar de una forma exacta. Consideremos la funcidn de distribucidn acumulada
H(z) = P(D < z) de la variable aleatoria D. Note que H(z) = 0 para todo © < 0 por que la
demanda no puede ser negativa. La esperanza E[F(x, D)] puede escribirse como:

E[F(z, D)] = BE[D] + (c — b)z + (b+ h) /x H(z)d= (1.20)
0

de hecho, la funciéon esperanza f(x) = E[F(xz, D)| es convera, mas ain, desde que supongamos
que f(x) estd bien definida y de valores finitos, es continua. Asi para x > 0 tenemos

flx) = £(0) + /0 " ()

donde en los puntos no diferenciables la derivada f'(z) es entendida como la derivada lateral
derecha. Como D > 0 tenemos que f(0) = bE[D], as? f'(z) = ¢ — b+ (b+ h)H(2). Tenemos
que d%fox H(z)dz = H(x) con tal que H(-) sea continua en x. En este caso, podemos tomar
la derivada del lado derecho de (1.20) con respecto a x y lo igualamos a 0. Concluimos que las
soluciones dptimas de (1.19) estdn definidas por la ecuacion (b+ h)H(z) +c—b=0 y que una
solucion optima de (1.19) es igual al cuantil

b—c
b+h

T=HYk) con k= (1.21)

Supongamos por un momento que la variable aleatoria D tiene un soporte de distribucion finita,
esto es, hay valores dy,da, -+ - ,dx (llamados escenarios) con respectivas probabilidades p1,pa, - - -
, DK, en este caso H(.) es una funcion escaldn con saltos de medida px cada di, para k =
1,2,--- K. La formula (1.21) para una solucion dptima, todavia estd de acuerdo con el cor-
respondiente lado izquierdo (lado derecho) k-cuantil, coincidiendo con uno de los puntos d,
k=1,2,--- K. Por ejemplo, los escenarios pueden representar datos histdricos coleccionados
durante un periodo de tiempo, en tal caso la correspondiente funcion de distribucion acumulada es
vista como la funcion de distribucion acumulada empirica que da una aprozimacion (estimacion)
de la verdadera funcion de distribucion acumulada, y el asociado k-cuantil es visto como la esti-
macion de la muestra de k-cuantil asociada con la verdadera distribucion.

En aplicaciones, la forma exacta de solucién para problemas de programacion como (1.19) son
raramente disponibles. En el caso de muchos escenarios finitos es posible modelar el progra-
ma estocdstico con un problema de optimizacion deterministico, escribiendo el valor esperado
E[F (X, D)] como la siguiente suma pesada:

K
E[F(z,D)] = peF(x,dy)
k=1
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la formulacion deterministica (1.17) corresponde a un escenario d tomado con probabilidad 1.
Usando la representacion (1.18) podemos escribir el problema (1.17) como un problema de pro-
gramacion lineal:

Ec— b)x + bd, (1.22)

de hecho, para x fijo, el valor dptimo de (1.22) es igual a maz{(c—0b)x+bd, (c+ h)x —hd} que es
igual a F(x,d). Similarmente, el valor esperado del problema (1.19) con escenarios dy, ds, - - ,d,
puede escribirse como el problema de programacion lineal:

K
min Z PrVk
k=1

v > (c—=b)x +bdg, k=1,2,--- K
s.a.{ vp>(c+h)x—hd,, k=1,2--- K
x>0

(1.23)

Ejemplo 1.5.3. Seleccion de Portafolio.

Supongamos que queremos invertir un capital Wy en n recursos, invirtiendo una cantidad x;
en el recurso i para i = 1,2,--- ,n. Supongamos que cada recurso tiene una respectiva rata de
retorno R; (Por un periodo de tiempo) que es desconocido en el momento que necesitamos tomar
nuestra decision. Nos prequntamos ahora como distribuir nuestro capital Wy de manera optima.
El capital total resultante de nuestra inversion después de un periodo de tiempo igual es:

Wi = Z &iTi,
i1

n
donde & = 1+ R;. Tenemos la restriccion de balance Y x; < Wy. Supongamos que una de las
posibles inversiones es dinero en efectivo, para que pfl)jlémos escribir la restriccion de balance
n
como Y x; = Wy. Tomando los retornos R; como variables aleatorias, podemos mazimizar el
retomloﬁespemdo en una mversion, esto nos lleva al problema de optimizacion:

min E[W;]

> xi = Wo (1.24)
S. a. i=1

x>0

n
donde p; := E[W1] = Y. E[&le; = > i =1"wm; y x = (x1,22, - ,2n) € R™. Por lo tanto el
i=1

problema (1.24) tiene una simple solucion dptima de invertir en un recurso con rata de retorno
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esperado alta y tiene el valor dptimo pW*Wy, donde p* = mazi<i<pp;. Claro, desde un punto de
vista practico tal solucion no es recomendada. Poner todo en un recurso puede ser muy peligroso,
por que si ésta rata de retorno se realiza, se puede perder mucho dinero.

Una alternativa aprorimada es mazimizar la utididad esperada del capital, representada por una
funcion concava U(W1); esto lleva al siguiente problema de optimizacion:

min E[U(W7)]
S s = W (1.25)
=1

x>0

ésta aproximacion requiere una especificacion de la funcion utilidad; por ejemplo, sea U(W)
definida por:

uw) = {(1+r)(wa), wia (1.26)

conr>q>0ya>0. Podemos ver los pardmetros que intervienen como sigue: a es la cantidad
que tenemos que pagar después del retorno en la inversion, q es la rata de interés a la cual
podemos invertir la riqueza adicional W — a, con tal que W > a, y r es la rata de interés a la
cual tendremos que pedir prestado si W es menor que a. Para la funcidn de utilidad anterior, el
problema (1.25) puede formularse como problema de optimizacion estocdstica de dos fases

mix E[Q(z,¢)]
i z; = Wo (1.27)
=1

x>0

donde Q(x,§) es el valor dptimo del problema

max (1+ —(1+r)z
Juax (1+qy—(1+7)

n
5 i = aty— 2 (129
S. a. i=1

x>0

Podemos wver el problema (1.28) como la sequnda fase del problema. Dada una realizacion § =

(&1,&2,- -+, &) de datos aleatorios, tomamos una decision dptima resolviendo el correspondiente

problema de optimizacion. Claro, en el presente caso el valor optimo Q(z,€) es una funcion
n

de Wi = > & y puede escribirse explicitamente como U(Wh). Otra posible aprozimacion es
i=1

mazimizar el retorno esperado mientras se controla el riesgo envuelto en la inversion. Hay varias

maneras como el concepto de riesgo puede formalizarse, por ejemplo, podemos evaluar el riesgo
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por variabilidad de W medido por su varianza Var[W] = E[W?] — (E[W])2. Como W es una
funcidn lineal en las variables aleatorias &, tenemos que:

Var[W] = 278z = Z T3 (1.29)
ij=1

donde ¥ = [0y;] es la matriz de covarianzas del vector aleatorio § (las matrices de covarianzas de
los vectores aleatorios £ y R son iguales). Esto lleva al problema de optimizacion de maximizar
el retorno esperado sujeto a la restriccion adicional Var(Wy) < v donde v > 0 es una constante
especifica. Este problema puede escribirse como:

> &Giwi = Wo (1.30)

Como la matriz de covarianzas ¥ es semidefinida positiva, entonces la restriccion 7 ¥z < v
es cuadrdtica conveza y el problema (1.30) es un problema convero. Notemos que el problema
(1.30) tiene por lo menos una solucion factible de invertir todo el dinero en efectivo, en el caso
Var[Wi] =0 y como éste conjunto factible es compacto entonces el problema tiene una solucion
optmia. Mas ain, como el problema (1.30) es convezo satisface la condicion Slater; éste no tiene
brecha de dualidad con su problema dual:

min  max {3 pizy — MaT2x —v)}
i=1 (1.31)

Consecuentemente, existen multiplicadores de lagrange X\ > 0 tales que el problema (1.30) es
equivalente al problema.:

n
max Z WiTi — PV AN
i=1
n
Z Tr; = Wo
i=1
xz > 0.

(1.32)

El siguiente es un ejemplo de un problema de optimizacién, que combina la optimizacién fuzzy
y la optimizacién estocastica ([15])
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Ejemplo 1.5.4. Seleccion de Portafolio.

En muchas corporaciones e industrias los desisores tienen tmportantes problemas, tales como
problemas fijos, logisticos, mineria de datos y problemas de asignacion de recursos. En estos
tipos de problemas es importante que predigan el retorno total futuro y decidan una asignacion
de recursos optima aumentdndolos al mdzimo bajo ciertas restricciones, particularmente una re-
striccion presupuesto. El papel de la teoria de inversiones llamada teoria de portafolio se ha vuelto
muy importante, pues no solo grandes companias e inversores institucionales, sino también in-
versores individuales invierten en acciones, tierra y propiedad. Claro, ellos deciden ficilmente la
astgnacion mas conveniente con tal que sepan los retornos futuros a priori. Sin embargo, desde
que el retorno futuro cambie, existe el caso en que la incertidumbre de las condiciones sociales
tiene una gran influencia sobre los retornos futuros. Ademds, en el mundo real, pueden haber
factores probabilisticos y posibilisticos derivados de la falta de informacidn eficiente y la predic-
c1on ambigua del desisor. Bajo estas situaciones, los desisores deben considerar reducir el riesgo
y se hace importante como ganar mas.

Los retornos futuros se han tratado solo como variables aleatorias y los retornos esperados y va-
rianzas se han asumido como arreglos de valores. Sin embargo, como los inversionistas reciben efi-
ciente o ineficiente informacidon del mundo real, normalmente existen factores ambiguos. Ademds,
hay inversionistas que creen absolutamente en la actividad predictiva de los datos historicos; con-
secuentemente, necesitamos considerar ademds de condiciones aleatorias, condiciones ambiguas
y subjetivas para los problemas de seleccion de portafolio. Por otro lado, en acercamientos de
programacion matemdtica, estos problemas con probabilidades y posibilidades son generalmente
Hamados problemas de programacién estocdstica y problemas de programacion fuzzy, respectiva-
mente.

Yazenin considera algunos modelos de problemas de seleccidn de portafolio en el ambiente proba-
bilistico-posibilistico, donde rentabilidades de recursos financieros son variables aleatorias fuzzy.
Por otro lado, en modelos previos de seleccion de portafolio, los retornos futuros son bdsicamente
asumidos como variables aleatorias derivadas de andlisis estadisticos basados en datos histori-
cos. Entonces cuando un desisor considera el caso bajo aleatoriedad y fuzzydad, ella o él asumen
que el retorno futuro tiene factores ambiguos debido a la cantidad de informacion recibida y su
subjetividad basada en la larga experiencia de inversion. Asi, el retorno futuro puede tratarse
como una variable aleatoria cuyos pardmetros se asumen numeros fuzzy segun la subjetividad del
desisor. Por tanto, propondremos problemas de seleccion de portafolio con cada retorno futuro
tratado como una variable aleatoria fuzzy, que Liu definid.

Definicion 1.5.2. Una variable aleatoria fuzzy es una funcion & de un espacio de posibilidad
(0, P(©), Pos) a una coleccion de variables aleatorias R. Un vector aleatorio fuzzy n-dimensional
€= (&1,8, -, &) es una n-tupla de variables aleatorias fuzzy £1,82, -+ ,&n.

Esto es, una variable aleatoria fuzzy es un conjunto fuzzy definido en conjunto universal de
variables aleatorias. Ademds, introducimos la siguiente definicion.

Definicion 1.5.3. Sean &1,&,- - , &, variables aleatorias fuzzy, f: R® — R una funcion con-
tinua. Entonces € = f(&1,&2,- -+ ,&n) es una variable aleatoria fuzzy en el espacio posibilidad de
producto (©, P(©), Pos), definido como:

5(017927 T 7971) = f(€1(91)7§2(92)7 T 7671(971))
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para toda (01,02, ,0,) in®.

Introducimos el siguiente problema de seleccion de portafolio que involucra la variable aleatoria
fuzzy basado en el problema de asignacion de recurso estdndar de maximizar el retorno total

futuro:
n p—
méx Z?Tj.%'j
J=1 (1.33)
n o~
s a.{ Sajzj<b 0<z;<bj, j=12-.n
=1
donde:

x;  Asignacidn del presupuesto del j-ésimo recurso financiero.

?j : Retorno futuro del j-ésimo recurso financiero asumido como una variable aleatoria fuzzy.
a; : Costo de inversion del j-ésimo recurso financiero.

: Valor limite superior con respecto al fondo de asignacion.

j « Valor limite superior de cada asignacion del j-ésimo recurso financiero.

: nimero total de recursos.

) S

S

En los problemas de seleccion de portafolio, cada retorno futuro es generalmente considerado
como una variable aleatoria distribuida acorde a la distribucion normal N(mj, 0]2-). Sin embargo,
por la falta de informacion eficiente del mercado real, asumimos el caso donde el retorno esperado
incluye una ambigiedad y la funcion de probabilidad de cada retorno futuro es representada con
la siguiente forma basada en la introduccion obtenida por Hasuike y Katagiri:

5 — M2
1= e (-£50)

L™ (my —ay < t < my)

Qg
par, () = § R(5H)  (my <t <mj+05) i=1,2,-,n (1.34)
0 (t<mj—aj,mj+ﬂj<t)

donde L(z) y R(x) son funciones estrictamente decrecientes y continuas que satisfacen L(0) =
R(0) =1, L(1) = R(1) = 0 y los pardmetros o y 3] representan las correspondientes cotas de los
lados izquierdo y derecho respectivamente, y ambos pardmetros son valores positivos. Cuando el
retorno futuro T es una variable aleatoria fuzzy caracterizada por (1.34), la funcion de pertenencia
de rj es expresada como:

p=(¥) = sup {unr; (55) /7 ~ N(s5, o)}, para todo 7 €T (1.35)
5

donde I' es un conjunto universal de variable aleatoria mormal. Cada funcion de pertenencia
pr; (7j) es interpretado como el grado de posibilidad o comparabilidad que 7; sea igual a 7;. En-
= no__

tonces la funcidn objetivo Z = ) 7;x; es definida como una variable aleatoria fuzzy caracterizada
j=1

por la siguiente funcidn de pertenencia en los pardmetros fijos x;:
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n
ME(E) = s%p 1%12“ Y=/ = Z:lijj , para todo weY (1.36)
j:

donde (v) = (v1,7v2,--- ,yn) y Y se define como:

n
Y=Y Fuz;/ T, j=1,2,--,ny. (1.37)
j=1

n n n
Por (1.36) y (1.37) tenemos que Mg(ﬂ) = sup{ min uﬁ(sj')/ u~ N <Z SiTj, . Y aij:cixj> }
s J 7=1

1<j<n j=1i=1

donde s = (31,32, s ,Sn)-

Ademds, discutimos la probabilidad Pr {w/ > rzjj > f} que es la probabilidad de que el valor
j=1

de la funcion objetivo sea mayor o igual que un nivel de aspiracion f. Desde que Z Tjx; esté re-
J=1

no_
presentada con una variable aleatoria fuzzy, expresamos la probabilidad Pr {w/ > rixy > f}
j=1

como un conjunto fuzzy P y definimos la funcion de pertenencia de P como sigue:

np(p) = sup {pz(@)/ p=Priw/ ulw)= f}} (1.38)

= sup min Mﬁj(sj)/ p=Pri{w/ u(w)> f}, HNN(Zsj:Ej,ZZaijm:z:j)
j=1

1<5<n
s =)= j=1 i=1

(1.39)

Como el problema (1.33) no es un problema bien definido debido a que incluye retornos variables
aleatorias fuzzy, necesitamos el conjunto criterio con respecto a la probabilidad y posibilidad de
retornos futuros por la optimizacion deterministica. En general, en casos de decision con respecto
a la inversion, un inversionista usualmente se enfoca en maximizar la meta de ganancia total o
que logre la probabilidad.

En muchas investigaciones, son introducidos los modelos de media-varianza para problemas de
seleccion de portafolio basados en el modelo de Markowitz. Introducimos formalmente el modelo
de maximizacion de retorno esperado para el modelo de seleccion de portafolio fuzzy aleatorio
como sigue:

méx E[Z]

n

Z a;xj S b (140)
S. a. j=1
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En este problema E[Z] representa el valor esperado. El problema (1.40) es un problema de opti-
mizacion fuzzy para problemas de seleccion de portafolio y se resuelve usando resultados de es-
tudios en modelos de seleccion de portafolio fuzzy. Ademds, introducimos formalmente el siguiente
modelo media -varianza:

min V[Z]
E[Z] ~rg
n 1.41
S. a Z CLJIJJ S b ( )
i=1 R
0<x; <b;, 7=1,2, ,n

donde rg es un wvalor minimo de la ganancia total futura y E[Z} > rg dice que el retorno
total esperado es aprozimadamente mayor que rg. Entonces V[Z] es la varianza y V[Z] =
n n

> > oijxix; debido a que no incluye variables aleatorias fuzzy en cada varianza. Por tanto
j=1j=1

el problema (1.41) es equivalente al problema:

n n
min Z Uijl‘il‘j
7j=17=1
ElZ] = ra (1.42)
n
s. a. Yo ajz; <b
j=1 R
Ofaﬁj Sbj, j:1,2,-" ,n.

Este problema también es un problema de seleccidon de portafolio fuzzy debido a que E involucra
numeros fuzzy. Consideramos un modelo de optimizacion de posibilidad fractile con respecto a
retornos futuros. Este modelo es formulado de la siguiente manera:

max f
pp(p), p>0

s. a ﬁ:l ajz; <b (1.43)
Z)Sa:j Sg\j, 7=12,--- ,n.

En este problema la restriccion ug(p), p > B es transformada en la siguiente forma basada en
los resultados obtenidos por Hasuike y Katagiri:

pp(p),p> B 30 Priw/i(w) > f} = 8,0~ N | Y (m;+ R (hay)z;, > Y oyziz;
i=1 i=1i=1
(1.44)

donde R*(x) es una funcidn pseudo-inversa de R(x) en la funcion de pertenencia (1.34). Entonces
transformamos el problema (1.43) en el siguiente problema:
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u~ N <Z (mj + R*(h)aj)x;j, i i Uij$i$j> (1.45)

O<xj<bj, j:1,2,---,n.

Ahora, consideremos la tmnsformacwn del cambio de la restriccion probabilidad Pr{w/u(w) > f} >

u— Z (mj+R*(h)oj)x;
j=1

B. Entonces tenemos que es una variable aleatoria con distribucion normal

n n
2. D TijTiT]
j=1i=1
estandar. Por tanto tenemos la siguiente transformacion del cambio de la restriccidn probabilidad:

n n n
Priw/u(w) > f} > < Z mj + R*(h)oyj)x; — Kg ZZaijxixj
j=1 j=1i=1
donde F(y) es la funcion de distribucion de la distribucion normal estindar y Kz = F~1(53).
Consideramos 3 > % a los siguientes supuestos: En la practica, casi todos los decisores no

seleccionan un portafolio cuya probabilidad de la meta del retorno total sea menos de la mitad y

n n n
en programacion matemdtica ) (m;+ R*(h)aj)z; —Kg, [ > > oijzix; es una funcion concava
Jj=1 Jj=1j=1

en el caso B > %
De acuerdo con esto, el problema (1.45) es transformado de forma equivalente en el siguiente
problema deterministico:

max f

NgE

.
Il
—

(1.46)

o <.
A &M;‘

gl;;a j:172a"'>n

en este problema, tenemos que la variable de decision f estd involucrada solo en la primera

n
restriccion y mazimizar f es equivalente a minimizar ) (m;+R*(h)aj)x;—Kg, | Z Z TijTiTj.
7=1 j=1l1=

Luego, el problema (1.46) es transformado en el problema:

max Z(m] + R*(h)aj)x; — Kp Z Za,]xzx]
Jj=1 j=1i=1
n (1.47)
CL]':E]' S b
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que es equivalente a:

n n n

min — Z(m] + R*(h)aj):cj + Kg Z Zaijxixj

j=1 j=1i=1

n
Z aj:zj Sb
j=1

0<z;<bj, j=12--,n.

(1.48)

Como el problema (1.48) es equivalente a un problema de optimizacion convezo, su solucion
optima existe. Sin embargo, el problema (1.48) es dificil de resolver por la raiz cuadrada; por
lo tanto, consideramos la transformacion equivalente de este problema. Hacemos las siguientes
transformaciones de variables, debido o que la matriz simétrica de varianza-covarianza es una
matriz definida positiva:

n n

Kg Y > oyzizy = Kgal Ve = yTy. Ahora, 27Vz = (Qz)TA(Qx) donde Q es un vector
j=1j=1

propio de V', A es matriz diagonal de vectores propios \; de V. Luego, y = \/Kgx/KQ:c, m' =

\/%(m—FR*(h)a) (VA)Q, d = \/Ea\/KQ, v = ﬁ\ﬂ@b, b= ﬁ\ﬂ@g Ademds,

~/ ~
establecemos y — x, mj; — my, aj — a;j, b; — b;j y bj — b;. Por estas transformaciones de

variables, el problema (1.48) es transformado en el problema:

. (1.49)
Z ajazj S b
j=1

Oij<bAj, 7=12,--- n.

Este problema todavia incluye un termino con raiz cuadrada. Luego, introducimos el siguiente
problema auxiliar usando un pardmetro R que no incluye el termino de raiz cuadrada:

n n
, 1 2
min fRE mjxj+§E xj
j=1 =1

n
Z aj:cj § b
j=1

Oﬁa:j<5\j, 7=12,---,n.

(1.50)

Como éste es un problema de programacion cuadrdtico convezo, es mas fdcil resolverlo que el
problema (1.49). Este problema es equivalente al modelo derivado del estudio de Ishii; por tanto,
de forma similar se puede obtener el portafolio dptimo estricto del problema (1.49). Ademds, en
estudios anteriores cada varianza se considera independiente; sin embargo, estamos considerando
la matriz de varianza-covarianza con respecto a cada varianza, por tanto este modelo es una ver-
sion extendida de modelos previos y la solucion del método derivado por Ishii es extendido al caso
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general de seleccion de portafolio.

27

Consideremos ahora el modelo de mazimizacion de la posibilidad con respecto a la probabilidad.
Primero que todo, introducimos un modelo bdsico de mazimizacion de probabilidad como sigue:

n
max P = Pr erjszf
Jj=1

(1.51)
j=1 B

sin embargo, como la funcidn objetivo incluye variables aleatorias fuzzy entonces este problema no
estd bien definido; luego, introducimos la restriccion de oportunidad de posibilidad de la funcion
objetivo, ponemos el nivel designado de posibilidad h e introducimos el siguiente problema:

max [

(1.52)
0<z;<bj, j=12--,n.
de manera similar a la transformacion (1.38), el problema (1.52) queda transformado en la forma:
max [
Priw/ u(w) > f} =5
u~ N> (m;j+ R (h)oy)z;, > > 0iaix; 1.53
J=1 j=1i=1 ( : )
s a "
Z CLjCL‘j S b
i=1 R
ng_]gb]7 ]_1727 ,

n n

como | > > oijzix; > 0y Kg es un valor estrictamente decreciente con respecto a [3, este
j=1i=1

problema es equivalentemente transformado en el siguiente problema:

n

Zl(’mj + R*(h)aj)z; — f
, J=
max

(1.54)
Z (Ijﬂfj S b
S. Q. j
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que es equivalente a

(1.55)

©L,n.

ademds, de forma similar a desarrollos anteriores, reestablecemos las variables, y el problema
(1.55) es transformado en el siguiente problemas:

n
f= 22 myx;
p Jj=1
min
S 2
xT=
n
Yoajxz; <b
S. Q. 7j=1
OSJL‘j Sbj, j:1,2,--- , 1.

como este problema es equivalente a la forma del modelo derivado por Ishii, aplicamos la solucidn
del método en el estudio de este problema y obtenemos una solucion optima estricta.

1.5.3. Optimizacién intervalo valuada

La optimizacién intervalo valuada utiliza los conceptos de intervalos cerrados, acotados y con-
vexos y 6rdenes parciales adecuados ([5], [3], [6],[12]).

Dentro de la optimizacién intervalo valuada, asi mismo como en la optimizacién deterministica
existen problemas mono-objetivo y problemas multi-objetivo. En [12] los problemas de opti-
mizacién multi-objetivo intervalo-valuado se propuso denominarlos problemas de optimizacién
multi-intervalo valuado, denominacién que utilizaremos. Wu ha desarrollado teoremas de Karush-
Kuhn-Tucker y dualidad de Wolfe para el problema de optimizacién mono-objetivo intervalo-
valuado y el teorema de Karush-Kuhn-Tucker para el problema de optimizacién multi-intervalo
valuado.

Ejemplo 1.5.5. Optimizacion fuzzy.

Un granjero tiene tres productos p1, pa y p3 que mezcla para alimentar sus cerdos. El sabe que
los cerdos requieren cierta contidad de comida f1 y fo por dia. La tabla 1 muestra las unidades
estimadas de f1 y fo por gramo en p1, p2,ps. También, cada cerdo debe alimentarse aproximada-
mente con menos de b4 unidades de f1 y 60 unidades de fo por dia. El costo promedio de p1, p2
y p3 varia por dia, pero el costo promedio es: 8 centavos por gramo de p1, 9 centavos por gramo
de p2 y 10 centavos por gramo de p3. El granjero desea saber cuantos gramos de p1, p2 y p3 debe
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mezclar por dia para satisfacer las necesidades alimenticias de los cerdos y minimizar los costos.

Tabla A
Alimento D1 Do D3
fi Al rededor de 2,5g || Al rededor de 4,5¢g || Al rededor de 5g
b Al rededor de bg Al rededor de 3g Al rededor de 10g

Fste en un problema de optimizacion , que puede escribirse como un problema intervalo-valuado a
intervalos de 2 unidades de costo y una unidad para cantidades de comida. Entonces el problema
puede formularse asi:

min f(z) = [7;9] z1 + [8;10] z2 + [9; 11] 3

[2;3] 1 + [4;5] 2 + [4, 55, 5] = [50; 58] (1.57)
s. a.4 [4,5;5,5]x1 + [2,5;3,5] 22 + [9; 11] = [56; 64]
x1, 22,23 > 0

Ejemplo 1.5.6. Optimizacion estructural.

Considere el problema de cercha presentado en la figura. El objetivo es optimizar el area de las
barras para obtener el minimo desplazamiento en la union 2 en la direccion y. las barras 1,2,3
y 4 tienen la misma area, denotada por Ay. Las barras 7,8,9 y 10,5 y 6 tienen la misma area,
denotadas por Ao, As y Ay respectivamente. Los pesos p1, ps y la densidad p son 1000N, 1000N
y7,8x1073 nfnfg, respectivamente. El peso py y el modulo de Young E son desconocidos, tienen
un valor promedio de 1000N y 2.01065Mp y con un nivel de incertidumbre de 10 % de valor
promedio por ambos. El valor mdzimo de peso que puede soportar la cercha es 1365Kg.

1000

Este problema puede formularse de la siguiente manera:

min ugy, (A, E,p2)

w = (400041 + 2000v/2 A5 + 2000v/2A3 + 20004,)

A€ [5;25], i=1,2,3,4 (1.58)
p2 € [900; 1100]

E € [1.8 x 10%;2.2 x 10°]
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En esta subseccién presentaremos algunos teoremas de optimizacién de funciones mono-objetivo
intervalo valuadas, que provienen de [3], [5] y [6], adem&s como teoremas relacionados con el
problema dual en optimizacién mono-objetivo bajo incertidumbre y en los cuales nos hemos
apoyado para obtener resultados similares para dualidad en optimizacién multi-objetivo bajo
incertidumbre.

Los problemas de optimizacién difusa y optimizacion estocastica pueden ser expresados en térmi-
nos de optimizacién intervalo valuada, por esta razén nos dedicamos al estudio de la optimizaciéon
intervalo valuada (en particular al estudio de dualidad) por su caracter en apariencia unificador.

1.6. Optimizaciéon con Funciones Objetivo intervalo valuada

1.6.1. Formulacién del Problema de Optimizacién y Conceptos de Solucién

Consideremos el siguiente problema de optimizaciéon con funcién objetivo intervalo valuada.

min  f () = [f£ (2), fU (z)] (1.59)

sa xzeXCR"

donde el conjunto factible X es un subconjunto convexo de R".
Dado que el valor objetivo f (x) es un intervalo cerrado, acotado y convexo, es necesario inter-
pretar lo que significa minimizar en el problema (1.59).

Con el orden parcial "<py" en Z, definidos en (1.3.2) se puede usar un concepto de soluciéon
similar a la solucién éptima de Pareto, usada en los problemas de optimizaciéon multi-objetivo
para interpretar el significado de la minimizar en el problema (1.59).

Definicion 1.6.1. Sea x* una solucion factible, es decir, x* € X. Se dice que =¥ es una solucion
del problema (1.59) si no existe T € X tal que f (T) <rv f(z*).

1.6.2. Condiciones KKT para la Diferenciabilidad Débil y Fuerte

Antes de pasar a la discusion sobre las condiciones KKT para el problema (1.59), se define el
concepto de convexidad para funciones intervalo valuada.

Definicion 1.6.2. Sea f (z) = [f¥(z); fY ()] una funcion intervalo valuada definida sobre un
conjunto convero D € R™. Se dice que f es LU-convexa en z* si:

fa™ + (1= Nz) Zpu Af (27) + (1 =N f (2) (1.60)
para cada \ € (0,1) y cada x € D.

Proposicion 1.6.1. Sea D un subconjunto convexo de R™ y f una funcion intervalo valuada
definida sobre D. Entonces para x* € D tenemos la siguiente propiedad:

f es LU-conveza en x* si y solo si f¥ y fU son convezas en x*.

Sea X ={x € R": g;(x) <0,i=1,---,k}laregion factible del problema (1.59) y un punto z* en
X. Decimos que las funciones restricciones reales g;(z) < 0,7 = 1,--- , k satisfacen las hipotesis
KKT en z*, si las g; son convexas sobre R™ y continuamente diferenciables en z* para todo
1=1,---,k, con esto se sigue:
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Teorema 1.6.1. Suponga que las funciones restricciones reales g;(x) < 0,5 = 1,--- | k del proble-
ma (1.59) satisfacen la hipétesis KKT en x* y la funcion objetivo intervalo valuada f: R™ — T es
LU-convezo y débilmente continuamente diferenciable en x* entonces, si existen multiplicadores
0<A, W eRyO< i €R,i=1,---,k tales que:

(1) AV FE (%) + AUV LY (@) + 3 Vg (2°) = O;
=1

(1) pigi (z*) = 0 para todo i =1,--+ ,k,
entonces =¥ es una solucion dptima del problema (1.59)

y para la H-diferenciabilidad se tiene:

Teorema 1.6.2. Suponga que las funciones restricciones reales g;(x) < 0,i = 1,--- |k del proble-
ma (1.59) satisfacen la hipdtesis KKT en x* y la funcion objetivo intervalo valuada f: R™ — T
es LU-convexo y continuamente H-diferenciable en x*, st existen multiplicadores 0 < pu; € R,
1=1,---,k tales que:

k
(1) Vf(z")+ ;ungi (z*) = 0;
(1) wigi (x*) =0 para todo i =1,--- ,k,

entonces =¥ es una solucion éptima del problema (1.59)

1.6.3. Otros resultados sobre las restricciones en el problema (1.59)

Hasta el momento se han tratado algunos de los temas de la optimizacién con funcién mono-
objetivo intervalo valuada descritos en [5], en donde las funciones restricciones son funciones real
valuadas. En otros articulos posteriores se han hecho avances en este tema y se han considerado
a las funciones restricciones también como funciones intervalo valuadas [3], lo que implica que
se debe tener en cuenta no sélo un érden parcial apropiado, <, en la funcién mono-objetivo sino
también, otro 6rden parcial apropiado, 3, en las funciones restricciones, de tal forma que el
problema de optimizaciéon intervalo valuado se describe como sigue:

min_ f(l;):]g 0 f ()]
o Gi@ L] i=1 0k (1.61)
x>0
donde G; (z) = [gF (z); g7 (x)] son funciones restricciones intervalo valuadas para i =1,--- ,k,

y “min”, segun el 6rden parcial estricto <.

De los problemas de optimizacion dados por (1.61), nos interesan los que se plantean a partir del
orden parcial <ry v el 6rden parcial estricto asociado, y en este caso el problema se reescribe

' min f (@)= [f5 (@) 1Y ()]
Gi(z) Zpu [bEsbY],i=1,-- Kk (1.62)

S. a. P07
x>0
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De otro lado, si se define el siguiente problema auxiliar de optimizacién con funcién mono-objetivo
intervalo valuada:

min {(x)): [fLL (z); fU (x)]
gp (x) < by, i=1,---k
sca. gV ()< W i=1,---k (1.63)

entonces, tenemos que:

Proposicion 1.6.2. Suponga que los problemas (1.62) y (1.63) usan el mismo concepto de
solucion, entonces (1.62) y (1.63) tienen las mismas soluciones optimas.

Demostracion. Llamemos X; y Xz los conjuntos factibles de los problemas (1.62) y (1.63) re-
spectivamente, entonces por la definicién del orden <y se tiene que:

X1:{xGR”/ [gzL(x)agzU(x)] =LU [biL;biU},izl’... ,k}
={z e R"/gF(x) <bf, ¢ (z) <Y, i=1,--- Kk}
=X,

por lo tanto X; = Xy. Ademas, estos problemas tienen la misma funcién objetivo, por lo tanto
tienen las mismas soluciones 6ptimas. O

De la anterior proposicién, se concluye que los problemas de optimizacién con funcién objetivo
intervalo valuada y funciones restricciones intervalo valuadas, pueden resolverse a través del pro-
blema auxiliar (1.63), donde las funciones restricciones son funciones real valuadas, y por tanto
se puede estudiar a partir de las condiciones dadas en el teorema 1.6.2 para la solucion.

1.6.4. Planteamiento del problema de optimizacién Multi-objetivo bajo
incertidumbre

A continuacion describimos nuestro problema primal (M IV P) multi-objetivo con incertidumbre
con restricciones real valuadas no lineales.

(MIVP) sa{gix <0, i=1,---,k (1.64)

donde FL: R* — R™ y FU: R® — R™ son funciones vectoriales y ademés g;: R” — R para
1=1,2,---,k son funciones real valuadas no lineales.

Introducimos la siguiente notacion para lograr dicho propoésito. Denotamos por:
X={zxeR":2>0; gi(x) <0,i=1,2,--- ,k} el conjunto factible del problema primal (1.64).

Objrvp(F,X) ={F(x) : z € X'} el conjunto de todos los valores objetivo del problema primal
(1.64)

Definimos a continuacion el concepto de solucién no dominada para el problema (1.64).
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Definiciéon 1.6.3. Sea x* una solucion factible del problema primal (1.64). Decimos que x* es
una solucion no dominada del problema (1.64) si no existe T € X tal que F(T) <py F(z*). En
este caso, F(x*) es denominado valor objetivo no dominado de (1.64).

Asi, definimos el siguiente conjunto:

Min(F,X) = {F(z*) : * es una soluciéon no dominada de (1.64)}

1.7. Dualidad.

En optimizacién es fundamental estudiar el problema dual de un problema primal porque exa-
minar la dualidad tiene como finalidad encontrar informacion y soluciones al problema primal
por medio de una via alterna para su hallazgo, si existe; ademads se encuentran relaciones im-
portantes entre las soluciones de ambos problemas pues este arroja informacién adicional del
problema primal.

A continuacién estudiaremos las propuestas de problema dual hechas por Wolfe para el caso de
una funcién objetivo real valuada, con restricciones real valuadas (|2]); por Wu para el caso de una
funcion mono-objetivo bajo incertidumbre con restricciones real valuadas no lineales ([3]), para el
caso de una funciéon mono-objetivo bajo incertidumbre con restricciones intervalo valuadas ([4]),
por Sheng y Liu para el caso de una funcién objetivo invexa conjunto valuada en un problema de
optimizacion vectorial ([1]). Dicho estudio es necesario para posteriormente hacer una extension
de dichos conceptos, al caso de una funcién multi-objetivo bajo incertidumbre.

1.7.1. Dualidad Wolfe Real

Se presenta, los problemas primal y dual de Wolfe para un problema convencional de programacion
no lineal, basados en [2]. Sean f, ¢g; para i = 1,2,--- , k funciones real valuadas definidas en R";
ademéas f, g; para ¢ = 1,2,--- , k convexas y diferenciables. Entonces, se considera el siguiente
problema de minimizacién:

(2) <0, i=1,---,k (1.65)

El conjunto factible del problema (1.65) es denotado por:

X:{xGRn:JIZO,gi(:E)SOpara @':1’27...7k}

Ahora, el problema dual del problema (1.65) propuesto por Wolfe es:
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k
méx f(2)+ Y wigi(z)
i=1

k
Vf(x)+ > wVg(x)=0, i=1,---k (1.66)
i=1
S. w0
x > 0.
A veces, la funcion objetivo del problema dual (1.66) se denota por:
k
L(z,u) = f (2) + ) uigi(x)
i=1
donde u = (ui,ug,- - ,k), la cual es llamada funcién Lagrangiana. Asi, el problema dual puede
ser formulado como
méx L (z,u)
VL(.I‘,U/) :07 ,L.Zl,"' ,k (1.67)
s.a.¢ u>0
x> 0.

El conjunto factible del problema dual (1.67) es denotado por

k
Y ={(z,u) ER" xR :u >0, VL(z,u) = Vf(z) + > _u; Vg (x) = 0}
=1
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1.7.2. Dualidad Wolfe Intervalo Valuada

Dado que se han propuesto diferentes clases de diferenciacion para funciones intervalo valuadas,
organizamos la dualidad de Wolfe intervalo valuada de acuerdo al desarrollo en base a estos tipos
de diferenciabilidad.

Diferenciablilidad Débil

En [3] se considera el siguiente problema primal:

min [ (z) = [f*(2); fY (2)]
< {gz(x)go, i=1,--,k (1.68)
B >0

donde f: R" - Ty g;: R® — R para ¢ = 1,2,...,k son funciones convexas y diferenciables en
R”.

Ademss, se propone el siguiente, como el problema dual al problema primal mono-objetivo bajo
incertidumbre:

méx f(z)+ Z u;gi(x)

VL (@) + VY (2) + 3 wVgi(a) = 0 (1.69)
=1
U= (ul)u27"' ,Uk) 2 O

x>0

donde I(z,u) = f (z) + Zle u;g;(x) es una funcion intervalo valuada.

Usando los conceptos elaborados en [2], se demostro en [3], de forma indirecta que los problemas
(1.68) y (1.69) son problemas duales en el sentido de Wolfe. Para dicha prueba, se consideran
los siguientes dos problemas, teniendo presente de antemano que uno es el dual del otro, pues se
garantiza dado que son problemas real-valuados y preservan la forma dual de Wolfe real valuada.

Consideremos el siguiente problema de optimizacion real valuado:

min fLU ((L‘) :fL(fE)""_fU(m)
i o

donde fry: R® - Ry g;: R® — R para i = 1,2, ..., k son funciones convexas y diferenciables en
R?’L
+-
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Consideremos el problema de optimizacién:

max Ipy(z,u) = 15z, u) + 1Y (z,u)

k
VfLCﬂ-%VfUCﬂ+-Z%WV@K$)=0 (1.71)
u = (u1,us, - ,u) 26

x>0

Usando dualidad de Wolfe en R, los problemas (1.70) y (1.71) son problemas duales. En [3] se
prueba que toda solucion del problema (1.70) es una solucién no dominada del problema (1.68) y
ademas que toda solucion del problema (1.71) es una soluciéon no dominada del problema (1.69) y
bajo ciertas condiciones, se prueba que los extremos de los problemas (1.68) y (1.69) son iguales
y por tanto tienen las mismas soluciones.

Diferenciablilidad Fuerte

Basado en la diferencia Hakuhara y la métrica Hausdorff el concepto de diferenciaciéon para una
funcion intervalo valuada, llamada H-diferenciacion, es propuesta en [5]. Si F es diferenciable en
xo entonces el H-gradiente de F' en x¢ es definido por:

OF OF OF T
VP (u0) = (S (an), G (s o))

donde

oF OFt OFY

67@(3;0) = [aml(%), Em(w())]
es un intervalo cerrado para todoi=1,2,--- ., ny

OF L opL OF vooarv
(frtn) =% v (frtw) =5

que nos lleva a:

(VF (o))" = <(§£<mo>)L, (§i<xo>)L . (g;w)L)T — VFE ay)

(VF(o)’ = <<§£<xo>)U, (§i<xo>)” . (;Z(xo))[])T _VFU ()

Ahora, En [4] se propone el siguiente problema primal de optimizacion intervalo valuado:
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min F(z) = [FX(z);FY(z)]
. { Gi(z) <[0;0], i=1,---,k (1.72)
g x>0

donde FL: R* — Ry FU: R® — R son funciones real valuadas y las funciones restriccion
G;: R™ — 7 son funciones intervalo valuadas para ¢ = 1,2, --- , k. Escribimos
Gi(z) = [GF(z); GY (z)] para i =1,2,--- , k. Denotamos por:

X={zeR":2>0,G(x) <[0;0] ,i=1,2,---,k}

el conjunto factible del problema primal (1.72).

En [4] se define la funcién Lagrangiana para el problema primal (1.72) de la siguiente manera:

k
L(xz,u) = F(x) + Zusz(l‘) para u > 0
i=1
donde
k
(L(z,w)" = FX(x) + > wGf(z) parau>0
y
k
(L(z,w))” = FY(z) + > u,GY (z) paraw>0
Asumimos que F, G; para i = 1,2,--- , k son H-diferenciables en R"}, asi tenemos
k
H(x,u) = VF(z) + Y u;VGi(x)
donde
k
(H(z,u)" = VP () + > w VGl (x)
i=1
y

(H(z,u)” = VFY(z Z w;VGY (z

En general VL(z,u) # H(x,u).
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En [4], el problema dual Wolfe del problema primal (1.72) se propone de la siguiente manera:

max L(x,u)

H(z,u) =[0;0], (1.73)
s.a.Q u=(up,ug, - ,ug) =0
x > 0.

Se denota por:

Y={(z,u) eER"xRF:2>0,u>0, H(z,u) =[0;0], ,i=1,2---,k}

el conjunto factible del problema primal (1.73).
En [4] se prueba de forma directa que los problemas (1.72) y (1.73) son problemas duales.

1.7.3. Dualidad de Wolfe Conjunto Valuada

Sean X, Y y Z espacios vectoriales topoldgicos reales Hausdorff localmente convexos, con espacios
topoldgicos duales X™*, Y* v Z* respectivamente. Sean S C Y y K C Z conos convexos, cerrados
y punteados. El cono dual S* de S es definido como:

S*={s"e€Y*:5%(s) >0, Vs S}

donde s*(s) es el valor del funcional s* en s.

Sea D un subconjunto no vacio de X. Sean F: D — 2¥ y G: D — 27 funciones conjunto valuadas
tales que F(x) # ¢ vy G(z) # ¢ para todo x € D. en [1] se considera el siguiente problema de
optimizacién vectorial con funcién conjunto valuada:

S —min F(z)

(1.74)
s.a.x€F

donde E = {x € D : G(z)(—K) # ¢}, F(E) = |J F(X). En [1] se proponen las siguientes
el
definiciones:

Definicion 1.7.1. Sea A CY, A # ¢. Se define punto eficiente débil de A sobre S por

Wmin(A,S) = {y € A: (=intS)[ (A —y) = ¢}

Si g € E es tal que F(xg) \Wmin(F(E),S) # ¢ entonces se dice que xg es una solucion
eficiente débil del problema (1.74). Para cualquier yo € (zo) (| Wmin(F(E), S) se llama a (2o, yo)
elemento eficiente débil del problema (1.74).

Definicion 1.7.2. Un conjunto M C X es llamado invezo si existe una funcidn vectorial
n: X x X — X tal que
z,ye M, A€ [0,1] = y+ n(z,y) e M
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Un conjunto convexo siempre es invexo porque n(z,y) = x — y.

En [1] se introduce la condiciéon C para 7 como sigue:

Definicién 1.7.3. Sea n: X x X — X una funcidon vectorial. Se dice que 1 satisface la condicion
C, si para todo x,y € X

(Cl) 77(%35) =0

(C2) U n(z,y) =X, para todo y € X
reX

(03) 77()\35, Ay) = )‘n(xay); 77($ —Z0,Y — :L‘U) = 77(% y); T,Y,To € X
Definicion 1.7.4. Sean n una funcion vectorial de X x X en X, A un conjunto invexo en n,
o > 0 un nimero real, F: A — 2Y una funcién conjunto valuada. Si para todo x1,x9 € A y para
todo X\ € [0, 1]

ANF(x1) + (1 = X)) F(x2) C F(x2 + An(z1,22)) + S

se dice que F: A — 2Y es una S-preinveza de orden o en A con 1.

Definiciéon 1.7.5. Sea A C X x Y un conjunto dado. A es llamado conjunto (1, a)-convezro si
para cada par (x1,y1) y (22,y2) € A se tiene

(Az1 4 (1= Nz, A1 + (1= A%)) € A

Definicion 1.7.6. Sea A C X XY un conjunto dado. A es llamado conjunto G-invexo de orden
a si existe n: X X X — X tal que para cada par (x1,y1) y (22,y2) € A se tiene

(2 + Mp(x1,22), \y1 + (1 = X)y2) € A, VA € [0,1]
Definicién 1.7.7. Sea F: E — 2¥ una funcidn conjunto valuada. Se definen la grifica y el
epigrafe de F' en E como sigue

graphpF ={(z,y) e ExY :x € B, y € F(x)}

epipF ={(x,y) e EXY :z € E, ye F(x)+ S}

Definicién 1.7.8. Sean A C X x Y, A # ¢, (x0,y0) € A. El cono tangente (1, «)-contingente
Tf(xl’a) (x0,y0) de A en (xo,y0) es un subconjunto de X XY, que satisface (x,y) € Tgl’a) (2o, Yo0)

si y sdlo si existe hy — 07, (Tn,yn) € A, (Tn,yn) — (20,%0)(n — +00) tales que

(z,y) = lim (xn — xO’ Yn —y0>

n—+0o00 hn h%

Definicién 1.7.9. Sean F: X — 2Y, (z0,40) € graphF. La derivada tangente contingente de
orden o, D*F(x0,y0) es una funcién conjunto valuada que satisface

epix D*F(z0, yo) = Te(;{i)p(ﬂﬁo, Yo)
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Se Dice que F: X — 2Y es diferenciable contingente de orden « en (wg,y0) € graphF si la
funcion conjunto valuada D®F(zg,y) existe. Si F' es diferenciable contingente en cualquier
(z,y) € graphF, se dice que F es diferenciable contingente de orden o en X.

A partir de estas definiciones, se proponen las condiciones Karush-Kuhn-Tucker y los teoremas
de dualidad de Wolfe.

Teorema 1.7.1. Sea D un conjunto invezo en 1 que satisface la condicion C. F: D — 2Y es
una funcion conjunto valuada S-preinveza con n, G: D — 2% es una funcién conjunto valuada
K — preinvexa de orden o con n. Sea (xg,yo) un elemento débil del problema primal (1.74).
Si existe T € X tal que G(ZT)[((—intK) # ¢ la derivada contingente de orden o D*F(xg,yo)
existe y para cada z9 € G(xo) ((—K); la derivada contingente de orden o D*G(xq, zo) existe,
entonces, existe (s*,k*) € S* x K* con s* # Oy~ tal que

s"(D“F(x0,y0)(n(x,x0))) + k(DG (w0, 20) (n(x, 20))) 2 0, Vo €D

K (G(zo[ \(=K))) = {0}

donde
s*(D“F (2o, y0)(n(z, 20))) = U s"(y)
yED*F(z0,y0)(n(2,20))
k(DG (w0, 20) (n(x, 0))) = U k()

z2€D*G(z0,20) (n(z,T0))

Teorema 1.7.2. Sea D C X un conjunto invezo en 1 que satisface la condicion C. F: D — 2V
es una funcion conjunto valuada S-preinveza con n, G: D — 2% es una funcién conjunto valuada
K — preinvexa de orden o con n. Si (xo,yo) € graphF entonces existe s* € S* — Oy« y k* € K*
con tal que para cada 2y € G(xo) [((—K)

s*(D*F (w0, yo)(n(z,20))) + k* (DG (20, 20) (n(2,20))) > 0, Yz €D

K (G(zo [ )(—K))) = {0}

entonces (xo,yo) es un elemento eficiente débil del problema primal (1.74).

Asi, se propone el problema dual de Wolfe para el problema primal (1.74) como sigue:

max V(u,y,z,s" k%) =s"(y) + k¥ (2)
s*(D*F (0, y0)(n(x,20))) + k* (DG (20, 20) (n(, 20))) = 0

. re€FE, ueD, ye F(u), (1.75)
) ze Gluw)(—K), s e St — by,
k* e K*

donde W denota el conjunto factible del problema (1.75). Cuando u € E, y € F(u), (u,y) es
llamado elemento factible del problema (1.74). para u € D, 2z € G(u)(—=K), s* € S* — Oy,
ke K*, y € F(u), (u,y, % ,s*, k*) es llamado elemento factible del problema (1.75).



Capitulo 2

Dualidad

Cuando se habla de dualidad en optimizacién, se declara un cierto tipo de relacién entre dos
problemas de optimizacién; dicha relacién tiene cominmente los siguientes aspectos:

1. Un problema (primal) es un problema de minimizaciéon escogido y el otro (dual) es un
problema de maximizacion en relaciéon al problema primal, el cual no necesariamente es
dnico.

2. La existencia de una solucién a uno de estos problemas asegura la existencia de una solu-

cioén del otro; en cuyo caso sus valores extremos respectivos deben ser iguales bajo ciertas
condiciones sobre la funcién objetivo y las restricciones.

3. Silas restricciones de un problema son consistentes, mientras las del otro no lo son, entonces
hay una sucesién de puntos que satisfacen las restricciones del primero en que sus funciones
objetivo tienden a infinito.

En las siguientes secciones nos ocuparemos de establecer el problema dual en el caso multi-
objetivo y el caso multi-objetivo con incertidumbre.

2.1. Dualidad en Optimizaciéon Multi-objetivo con Restricciones
Real Valuadas

A continuacién haremos una extension de la propuesta hecha por Wolfe [2] para dualidad en
el caso de una funcion objetivo f real valuada, convexa y diferenciable en R} con restricciones
real valuadas, convexas y diferenciables en R . La extension consiste en considerar una funcién
objetivo F' vector-valuada. Posteriormente, extender los conceptos de dualidad elaborados en [3]
para el caso intervalo valuado a optimizacién multi-objetivo bajo incertidumbre.

Sean F: R" — R™ y ¢g;: R" — R para ¢ = 1,2, ..., k funciones convexas y diferenciables en R’};
nuestro problema primal multi-objetivo, que lo denotaremos por (P1) se escribe de la siguiente
manera;

min F (z) = (f1(z), fa(z), -, fm(z))

(f1
(P1) Sa{gl-(x)go, i=1,-,k (2.1)
Tl >0

41
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De aqui en adelante denotamos por:
X={zeR":2>0; gi(x) <0,i=1,2,--- ,k} el conjunto factible del problema primal (2.1).
Objp1(F,X) = {F(z) : z € X} el conjunto de todos los valores objetivo del problema primal (2.1).

Usaremos el concepto de solucion no dominada para problema primal multi-objetivo definido en
la definicién 1.4.2. Asi, definimos el siguiente conjunto:
Min(F,X) = {F(Z) : Z es una solucién no dominada de (2.1)}.

A continuacién haremos una extension de la propuesta hecha por Wolfe ([2]) para dualidad en
el caso de una funcion objetivo f real valuada, convexa y diferenciable en R} con restricciones
real valuadas, no lineales convexas y diferenciables en R'. La extension consiste en considerar
una funcién objetivo F' vector-valuada y los desarrollos de dualidad de Wolfe en [1]. Posterior-
mente, extender los conceptos de dualidad elaborados en [3| para el caso intervalo-valuado a
optimizacién multi-objetivo bajo incertidumbre.

En analogia con el problema dual de Wolfe propuesto en [1]|; proponemos el problema dual del
problema (2.1) en el caso vectorial, de la siguiente manera:

m k
max Z Sifi ($) + Z uzgz($) = ¢(3«"a S, U)
i=1 =1

m k
(D1) > siVfi(@) + > uiVgi(z) =0 (2.2)
i=1 i=1
S. a. u:(ul7uQ7...7uk)>0
s =10(81,82,"* y8m) >0
z>0
m
donde denotaremos por s(F(z)) = > s;fi (z). Observe que este es un problema de optimizacion
i=1

real-valuada.

Para el problema (2.2), definimos los siguientes conjuntos:
m k

Y = {(x,5,u) ER*" xR™ xR¥ : 2 > 0; u>0;5>0; > sVfi(x)+ > ugi(x) = 0} el conjunto
i=1 i=1

factible del problema (2.2). Objp1/ (¢, Y) = {¢(x,s,u) : (z,s,u) € Y} el conjunto de todos los

valores objetivo del problema (2.2).

Recordemos Max(1,Y) es un tnico valor real. Los siguientes teoremas garantizan que los pro-
blemas (2.1) y (2.2) son problemas duales.

El siguiente Teorema, llamado Teorema débil, establece una relacién de gran importancia entre
los problemas primal (2.1) y su respectivo dual (2.2). Probaremos que todo valor objetivo del
problema (2.2) es menor que todo valor de una transformacion lineal de la funcion objetivo del
problema primal (2.1).

Teorema 2.1.1. (Teorema débil de Dualidad)
Sean F: R" — R™ y g;: R" — R para i = 1,2,...,k funciones convezas y diferenciables en R'}.
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Una solucion factible xo de (2.1) y una solucion factible (z,s,u) de (2.2) satisfacen la siguiente
relacion:

3(F<$0)> = w(xﬂsvu)'

Demostracion. Sean xg € R™ tal que se satisface g;(zo) < 0 paratodoi=1,2,--- Jky (x,s,u) €
R™ x R™ x R* tal que se cumplen las restricciones del problema (2.2). Sabemos que F es convexa,
si y solo si f; es convexa para ¢ = 1,2,--- ,m; por lo tanto tenemos la siguiente cadena de
relaciones:

m

si(fi(zo) — fi(z)) > Zsivfz’(x)(xo - z)
i=1

=1

k
— Z u;Vgi(x)(zo — )
121
> — Z ui(gi(xo) - gz(w))
=1

k
2 Z uigi(x)
i=1

la primera se da por ser f; convexa para todo i =1,2,--- ,m, la segunda se da, pues (z, s, u) sa-

tisface las restricciones del problema (2.2), la tercera se da pues g; es convexa para i = 1,2,--- , k
m m k

y la ultima por la no negatividad de w. Por lo tanto ) s;fi(zo) > > sifi(x) + > uigi(x); en
i=1 i=1 i=1

consecuencia s(F'(zg)) > ¥(x, s, u). O

Probaremos a continuacién el Teorema fuerte de dualidad; para dicha prueba, utilizaremos el
siguiente resultado:

Teorema 2.1.2. Sean I, g; para i = 1,2,---  k converas y diferenciables en R'}. Supongamos
que T es una solucion factible del problema primal (2.1) y (z,s,u) es una solucion factible del
problema (2.2). Si(x,s,u) = s(F(2)) entonces {F (&)} C Min(F,X) y¢(z,s,u) = Mazx(,Y);
esto es, T soluciona el problema (2.1) y (x, s,u) soluciona el problema (2.2).

Demostracion. Por Teorema 2.1.1 sabemos que para una solucion factible (Z, 3, u) del problema
(2.2) y z* € X tenemos

W(T,s,u) < s(F(2)) =¢(x,s,u) < s(F(x"))

Por consiguiente, (z, s,u) es una solucion 6ptima del problema (2.2) y utilizando Teorema 5 del
tema 8 de [17] se concluye que Z soluciona el problema (2.1).

O]

Fl siguiente Teorema, llamado Teorema fuerte, garantiza bajo ciertas condiciones sobre la funcion
objetivo y las restricciones, que un valor extremo del problema (2.1) es igual al respectivo valor
extremo del problema (2.2).
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Teorema 2.1.3. (Teorema fuerte de Dualidad)
Sean F, g; para i = 1,2,--- ,k converas y diferenciables en R'}. Supongamos que & es una
solucion factible del problema primal (2.1). Si existen s > 0, u > 0 tales que:

m

Z siVF;(2) + Z w;Vgi(z) = (2.3)

=1
Zuigi@e) 0 (2.4)
=1

entonces & es solucion optima del problema (2.1) y (&,s,u) es solucién optima del problema
(2.2).

Demostracion. Por (2.3) se garantiza que (Z,s,u) es solucion factible del problema (2.2) y por
(2.4) se sigue que ¥ (&, s,u) = s(F(&)) y por Teorema (2.1.2) se sigue el resultado. O

Por medio de los anteriores teoremas, hemos demostrado que los problemas (2.1) y (2.2) son
problemas duales en el sentido de Wolfe.

2.2. Dualidad Multi-objetivo Bajo Incertidumbre con Restric-
ciones Real Valuadas

Asumimos que la funcién multi-intervalo valuada F y las funciones real valuadas g; para

i =1,2---,k son convexas y diferenciables en Rl en el problema (1.64). El problema dual de
Wolfe para el problema primal (1.64) es formulado por analogia, al trabajo propuesto en [1] de
la siguiente manera:

k
méx U(z,s,u) Zsl —i—Zngi(m)
i=1

m k
(DMIVP’) > si(VE] () + VEF{ (2)) + 32 4 Vgi(z) = 0 (2.5)
i=1 i=1
s.a.4 u=(up,ug, - ,ug) =0
s=10(81,82,"* y8m) >0
x>0

donde ¥ es una funciéon intervalo valuada.

Probaremos que los problemas (1.64) y (2.5) son problemas duales. Denotamos para el problema
(2.5) los siguientes conjuntos:

m k

Y ={(z,s,u) € R*"xR™"xRF : x > 0;u > 0;5 > 0; Y 5;(VFF (2)+VFY (2))+ > w;Vg(z) = 0}
i=1 i=1

el conjunto factible del problema (2.5).

Objprrve (P, Y) = {V(z,s,u) : (z,s,u) € YV} el conjunto de todos los valores objetivo del
problema (2.5).

De la misma manera, definimos el concepto de solucion no dominada para el problema (2.5)
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Definicion 2.2.1. Sea (Z,5,4) una solucion factible del problema (2.5). Decimos que (&, §,1)
es una solucion no dominada del problema (2.5) si no existe (Z,5,u) € Y tal que Y(T,s,0) <Ly
U(z,8,0). En este caso, Y(Z,5,0) se llama valor objetivo no dominado de (2.5).

Por lo tanto, definimos el siguiente conjunto:

Max(V,Y) ={¥(z,$,u) : (z,5,0) es una solucién no dominada del problema (2.5)}.

Utilizando la dualidad entre los problemas (2.1) y (2.2), probaremos de una manera indirecta
que los problemas (1.64) y (2.5) son problemas duales.

Consideremos el siguiente problema multi-objetivo:

S. a.
claramente Frp: R™ — R™ es una funcién vectorial.

Teorema 2.2.1. Si & es una solucion no dominada del problema (2.6) entonces T es una solucion
no dominada del problema (1.64).

Demostracion. Los problemas (1.64) y (2.6) tienen el mismo conjunto factible. Razonando por
reduccion al absurdo supongamos que & es una soluciéon no dominada del problema (2.6) y que
Z no es una soluciéon no dominada del problema (1.64). Como Z no es una solucién no dominada
del problema (1.64) entonces existe una solucion factible = tal que F(x) <y F(2); asi:

FE(z) < FL(2)  |FE(z) <FL(@)  |FE(z) < FE(2)
) )

FU(z) < FY(2) FU(z) < FY(2) FU(x) < FY(%)
por lo tanto, FX(z) + FY(x) < FE(&) + FY(&) en consecuencia Fry(z) < Fry(#) y esto es
absurdo, pues Z es una soluciéon no dominada del problema (2.6). Concluimos asi que & es una
solucion no dominada del problema (1.64).

O
Ahora, consideremos el siguiente problema de optimizacién mono-objetivo:
max 1 (z,s,u) = Uz, s,u) + WY (z, s, u)
m k
> si(VF} (z) + VF () + 3 wiVgi(z) = 0
(D27) i=1 i=1 (2.7)
s.a.q u=(up,ug, - ,ug) =0
s=10(81,82,""* y8m) >0
x>0

Teorema 2.2.2. Si (Z,5,4) es una solucion dptima del problema (2.7) entonces (Z,5,1) es una
solucion no dominada del problema (2.5).
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Demostracion. Los problemas (2.5) y (2.7) tienen el mismo conjunto factible. Razonando por
reduccion al absurdo supongamos que (Z, $, 1) es una soluciéon o6ptima del problema (2.7) y que
(Z,8,4) no es una soluciéon no dominada del problema (2.5). Como (Z, §, &) no es una solucioén no
dominada del problema (2.5) entonces existe una solucion factible (x, s, u) tal que (%, §,4) <Ly
U(x,s,u); asi:

por lo tanto UE(#, 8,4) + WY (%, 8,4) < UX(x,s,u) + WY (z,s,u) en consecuencia
Y(Z,8,0) < P(x,s,u)y esto es absurdo, pues (Z, §, @) es una solucion optima del problema (2.7).
Concluimos asi que (&, §,%) es una solucién no dominada del problema (2.5). O

Solubilidad

Para hablar de solubilidad, es necesario recordar los conceptos de funciones convexas para fun-
ciones real valuadas, vector-valuadas y multi-intervalo valuadas (seccién 1.3). En el caso de un
problema de optimizacién multi-intervalo valuado bajo incertidumbre con restricciones real val-
uadas, no logramos enunciar un teorema que nos lleve a un resultado analogo al del Teorema
2.1.1; esto es, s(F(zg)) =rv ¥(z,s,u), donde xyp € X y x € ); pero si podemos llegar a un
resultado andalogo al del Teorema 2.1.2. Para lograr dicho resultado utilizaremos los siguientes
resultados (Lemas 2.2.1, 2.2.2 y Proposicion 2.2.1).

Lema 2.2.1. Sean F, g; para i = 1,2,--- , k diferenciables en R’} . Sea T una solucion factible
del problema primal (1.64) y (x,s,u) una solucion factible del problema (2.5). Si ¥, g; para
1=1,2,--- k son convezras en x entonces se verifica que:

(i) Sis(FY(z)) > s(FY(%)) entonces s(FX(z)) > WE(z, s, u).
(i) Si s(FY(z)) > s(FY(Z)) entonces s(FX(x)) > Ul(x,s,u).
(iii) Si s(FL(x)) > s(FL(T)) entonces s(FY (7)) > VY (x, s,u).

(iv) Sis(FE(z)) > s(FL(Z)) entonces s(FV(z)) > WY (z,s,u).

Demostracion. Supongamos que F, g; para ¢ = 1,2,--- , k son convexas y diferenciables en R’}
supongamos ademds que T es una solucion factible del problema primal (1.64) y que (z,s,u) es
una solucion factible del problema (2.5). Como F es convexa entonces F y FU también lo son,
por lo tanto ij, fJU para j = 1,2,--- ;m son convexas. Tenemos que T es una solucién factible
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del problema primal (1.64), por lo tanto ¢;(Z) < 0 para todo i = 1,2,--- , k, luego tenemos que:
m
> silfi@ = fl(@) = Zst (7 - )
i=1

:—ZSZVf (T — x) ZqugZ (T — )

m

Z;&fly( Z;ssz +Zuz gi(x) — g:(T))
> f;sz*f@-U(»’U) - in;SifiU(w) + Z; u;gi(x)
= = p
en consecuencia g;l s(FF@) - fh(@) > i:;l sif? (x) - i sifV (7) + 2 uigi(x).
(i) Supongamos que s(FV(z)) > s(FV(z)), por lo tanto i sifU(x) i sifU(@) > 0, de esta
manera i si(f(@) = fF(z) > Z uigi(x), esto es %siff(x) > Zn_l:sz'ff(x) + f u;gi(x);

en consecuencia s(F¥(z)) > \I’L(x s,u).

(ii) Supongamos que s(FUY(z)) > s(FY(x)), por lo tanto 3. s;fY(z) — - sifY () > 0, de esta
i=1 i=1
m k m m k
manera Y s;(fF(T) — fF(x)) > 3 wigi(x), esto es Y- sif(x) > 3 sif (@) + 3 wigi(@);
= = i=1 i=1 i=1
en consecuencia s(FX(%)) > Ul (x, s, u).

(iii) Supongamos que s(FX(z)) > s(FL (%)), por lo tanto Y s, fX(F) — > siff(x) <0, de esta
i=1 i=1
manera 35530 (0) = 35 600 (9)+ 3 wigie) < 0. sto e
i=1 i=1

m

Nsifl@ > sifV(z) + Z u;gi(); en consecuencia s(FY(z)) > WY (x,s,u).
i=1 i=1 i=1

(iv) Supongamos que s(FE(z)) > s(FL(%)), por lo tanto Y s;fE(T) — 3 sifL(x) < 0, de esta

i=1 =1
m m k ' '
manera > s;f7(x) — Y sifY(T) + 3 wigi(x) <0, esto es
i=1 i=1 i=1
m k
Ysifl(z) > Z sifY(z) + 3 wigi(x); en consecuencia s(FY(z)) > WY (z, s, u).
i=1 =1
O
Lema 2.2.2. Sean F, g; para i = 1,2,--- |k diferenciables en R’} . Sea T una solucion factible
del problema primal (1.64) y (x,s,u) una solucién factible del problema (2.5). Si ¥, g; para
1=1,2,--- ,k son convexas en x entonces se verifica que:

(i) Sis(FE(2)) < s(FL(T)) entonces s(FL(T)) > Wl(x, s, u).
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(i) Si s(FL(x)) < s(FE(T)) entonces s(FE(T)) > Ul (z,s,u).

(iii) Si s(FY(z)) < s(FY(Z)) entonces s(FY(z)) > WY (z,s,u).

(iv) Sis(FY(z)) < s(FY(T)) entonces s(FY(T)) > WY (xz, s,u).

Demostracion. Supongamos que F, g; para i = 1,2,--- ,k son convexas y diferenciables en R’}

y que ademdas T es una solucion factible del problema primal (1.64) y (z,s,u) es una solucion
factible del problema (2.5). Como F es convexa entonces F y FU también lo son, por lo tanto

ZL, fiU para i =1,2,--- ,m son convexas. Tenemos que T es una soluciéon factible del problema
primal (1.64), por lo tanto ¢;(Z) < 0 para todo i = 1,2,--- , k. De esta manera obtenemos:
m m
D sift@) - v, s,u) =D siff (@) - Zszfl Zuzgz
i=1 =1 i=1
m
> Y sV @)@ - o) zuzgz
i=1

k k
- Zszvf (@)(z — z) [ Zuzgz )+ uigi(T) —ngz'(fﬁ)]
i=1 =1

siV (@) (T — o) [ Zuzgz +§:UN%(ZE)($—$)}
=1 i=1

3

v

:[i V@) JrZ:qugZ ]:c—x) zk:uz‘gz‘(x)

i=1

VI @) ) zuzgz

zzsifiU(m) Z sif! (z) Zuzgz

||
; i Ms

=1 i=1
m

= Zslfo(x) - \IJU(E7S,U)
=1

m

Por lo tanto > sifl(@) — vz, s,u) > E sifY(z) — VY (7, s,u). Haciendo un analisis similar
=1

al inmediatamente anterior tamblen podemos mostrar que

i sifV (@) — WY (z,s,u) > Z sifE(z) — VE(T, 5,u).

i=1 i=1

(i) Supongamos que s(FZ(z)) < s(F¥(%)), luego por Lema 2.2.1 parte (44) tenemos que

m

s(FY(z)) > WY (z,s,u), esto es Y s;:fY(z) — Y(Z, s,u) > 0, en consecuencia
i=1

m

S sifE(@) — UE(2,8,u) > 0, esto es s(FL(T)) > UE(a, s,u).
i=1

(ii) Supongamos que s(F¥(z)) < s(F¥(Z)), luego por Lema 2.2.1 parte (iv) tenemos que
m

s(FY(z)) > WY ((7, s,u)), esto es > s;fV (z) — ¥Y(Z, s,u) > 0, en consecuencia
i=1
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ilslff(x) — Uh(z,s,u) > 0, esto es s(FX(T)) > Ul (x,s,u).
i=
(iii) Supongamos que s(FY(x)) < s(FY(Z)), luego por Lema 2.2.1 parte (i) tenemos que
s(FE(x)) > Wl (T, s,u), esto es f:lsifiL(m) — Ul(z,5,u) > 0, en consecuencia
i=
isifZU(x) — Wh(z,s,u) > 0, por lo tanto s(FU(z)) > WY (x, s, u).
i=
(iv) Supongamos que s(FY(z)) < s(FY (7)), luego por Lema 2.2.1 parte (i) tenemos que

m
s(FE(z)) > Wl (7, s,u), esto es > siff(z) — VE(Z,5,u) > 0, en consecuencia

=1

S sifV (@) — V(2 s,u) > 0, por lo tanto s(FY(z)) > WY (x, s, u).
i=1

O]

Sean F1 = [FIL,F({] y Fo = [F%,FQU] dos multi-intervalos cerrados. Decimos que F; y Fa son
comparables si y sélo si: F1 <ry Fo 0 Fy =1y Fo. Ahora, F1 y Fo no son comparables si:

FI <Ff FL < FL FI < Fl
FV>FY 7 | FY>FY 7 | FY > FY

FL > FL Ff>Ff  [FI>FEL
, )
FY < FY FY <FY FV < FY
Proposicién 2.2.1. Sean F, g; para i = 1,2,--- ,k diferenciables en R'}. Sea T una solucion

factible del problema primal (1.64) y (z,s,u) una solucién factible del problema (2.5). Si F, g;
para t=1,2,--- .k son covexas en x entonces se verifica que:

(i) Si F(x) y F(Z) son comparables entonces s(F(T)) =ruy V(z,s,u)

(ii) SiF(x) y F(T) no son comparables entonces s(FX(Z)) > Wl (x,s,u) 6 s(FV(z)) > VY (z, s,u)
Demostracion. Supongamos que F, g; para i =1,2,--- ,k son convexas y diferenciables en R}.

(i) Supongamos que F(z) y F(Z) son comparables. Como F(z) y F(Z) son comparables entonces
F(z) =10 F(@) 0 F(@) 1y F(z); luego, s(FX(x)) > s(FL(@)) y s(F(z)) > s(FV(z)) 6
s(FE(x)) < s(FL(T)) v s(FY(x)) < s(FY(Z)). Usando Lema 2.2.1 partes (i), (i44) y Lema

2.2.2 partes (i), (i7i) concluimos que s(F(Z)) =rv ¥(z, s, u).

(ii) Supongamos que F(z) y F(Z) no son comparables. Como F(z) y F(Z) no son comparables
entonces F(x) # F(T); luego, tenemos que:

—N—
o
h
2
AN
o
h
)
—N—
o
h
2
A
o
h
)
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por tanto, tenemos que:

Usando Lema 2.2.1 partes (i7), (iv) y Lema 2.2.2 partes (i), (iv), concluimos que
s(FE(T)) > Wh(x,s,u) 6 s(FY(T)) > WY (z,s,u).

O

Teorema 2.2.3. Sean F', g; para i = 1,2,--- k convezas y diferenciables en R’y . Supongamos
que & es una solucion factible del problema primal (1.64) y (z,s,u) es una solucion factible del
problema (2.5). Si V(x,s,u) = s(F(&)) entonces {F (&)} C Min(F,X) y

U(z,s,u) C Mazx(¥,)); esto es, & soluciona el problema (1.64) y (z,s,u) soluciona el problema
(2.5).

Demostracion. Razonando por reduccién al absurdo. Supongamos que & es una solucion factible
del problema (1.64) y que ¥(z,s,u) = s(F(z)); ademas supongamos que Z no es una solucién
del problema (1.64). Como & no es una solucién del problema (1.64) entonces existe T € X tal
que F(Z) <pu F(2), luego s(F(z)) <rv s(F(Z)) esto es

s(F(7)) <rv ¥(z,s,u) (2.8)

Supongamos que F(z) y F(Z) son comparables entonces, por Proposicion 2.2.1 parte (i) tenemos
que s(F(Z)) =rv ¥(z,s,u), que esta en contradiccion con la expresion (2.8). Supongamos ahora
que F(z) y F(Z) no son comparables entonces, por proposicion (2.2.1) parte (i7) tenemos que
s(FE(z)) > UE(z,s,u) 6 s((FY(Z)) > WY(x,s,u), que estd en contradiccion con la expresion
(2.9). Por tanto F(z) € Min(F, X).

Ahora, razonando por reduccion al absurdo. Supongamos que (x,s,u) es una solucion factible
del problema (2.5) y ¥(x,s,u) = s(F(z)); ademas, supongamos que (z, s, u) no es una solucién
del problema (2.5). Como (z, s, u) no soluciona el problema (2.5) entonces existe (7,s,u) € YV
tal que ¥(z,s,u) <pu ¥(z,s,u); esto es

S(F(ﬁ?)) <LU \I/(f,s,ﬂ) (2.10)
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luego

Supongamos que F(Z) y F(Z) son comparables entonces por Proposicion 2.2.1 parte (i) tenemos
que s(F(2)) =rv V(T,s,u), que estd en contradiccion con la expresion (2.10). Supongamos
ahora que F(Z) y F(#) no son comparables entonces por Proposicion 2.2.1 parte (i) tenemos
que s(FE(2)) > UH(z,s,1) o s(FY(2)) > WY (7, s,7), que esta en contradiccion con la expresion
(2.11). Por tanto ¥(z, s,u) € Max(¥,)).

O
Teorema 2.2.4. Sean F', g; para i =1,2,---  k converas y diferenciables en R’} . Supongamos
que T es una solucion factible del problema primal (1.64). Si existen s >0, u > 0 tales que:
m k
> siVE(®) + > uiVgi(@) =0 (2.12)
i=1 i=1

k
3 uigi(@) = 0 (2.13)
=1

entonces T es solucion dptima del problema (1.64) y (&,s,u) es solucion dptima del problema
(2.5)

Demostracion. Por (2.12) se garantiza que (&, s,u) es solucion factible del problema (2.5) y por
(2.13) se sigue que VU (z,s,u) = s(F(&)) y por Teorema 2.2.3 se sigue el resultado. O

Teoremas de Dualidad
En algtn sentido, Min(F,X) y Max(¥,)) pueden ser considerados como las clases de valores

objetivos 6ptimos de los problemas (1.64) y (2.5) respectivamente. Presentaremos el teorema de
dualidad fuerte considerando:

s(Min(F, X)) (| Maz(¥,Y) # ¢ (2.14)
que también quiere decir que existen F(z) € Min(F,X) y ¥(7,5,u) € Maz(¥,)) tales que:

s(F(2)) = ¥(z, 5,7) (2.15)

Definicion 2.2.2. Dos clases de conceptos que se tiemen en cuenta para no tener brecha de
dualidad son:

(i) Los problemas (1.64) y (2.5) no tienen brecha de dualidad en el sentido débil si y sélo si
s(Min(F, X)) () Maz(V,Y) # ¢
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(ii) Los problemas (1.64) y (2.5) no tienen brecha de dualidad en el sentido fuerte si y sdlo si
existen F(2) € Min(F,X) y U(z,5,0) € Max(V,)Y) tales que §(F(z)) = ¥(z, 5, 0)

Teorema 2.2.5. (Teorema fuerte de dualidad en el sentido débil)
Sean ¥, g; para i = 1,2,--- k convezas y diferenciales en R'}. Si alguna de las siguientes
condiciones se satisface:

(i) Ewziste una solucion factible & del problema primal (1.64) tal que existe (Z,5,u), que verifica
5(F(z)) = ¥(z,5,a).

(i) Ewiste una solucion factible (z, $,u) del problema (2.5) tal que ¥(Z, 8,1) € §(Objprvp(F, X)).
Entonces los problemas (1.64) y (2.5) no tienen brecha de dualidad en el sentido débil.

Demostracion. Supongamos que la condicion (i) es satisfecha. Como existe (Z,5,u) que veri-
fica 5(F(z)) = W¥(z,5,u) entonces, por Teorema 2.2.3 se tiene que {F(2)} C Min(F,X) y
{¥(z,5,u)} € Max(V,)); por tanto, los problemas (1.64) y (2.5) no tienen brecha de dual-
idad en el sentido débil.

Supongamos que la condicion (ii) es satisfecha. Como existe (&,s,u) que verifica U (Z,s,u) €
s(obj(F, X)) entonces existe T tal que s(F(Z)) = ¥(&, s, 4); asi, por Teorema 2.2.3 se tiene que
{F(z)} € Min(F,X) y {¥(&,s,4)} C Max(¥,)); por tanto, los problemas (1.64) y (2.5) no
tienen brecha de dualidad en el sentido débil.

O]

Sea J(z*) el conjunto de indices definido por: J(x*) = {i: g;(z*) =0 para i = 1,2,--- , k}.

Decimos que las funciones restriccién g; para ¢ = 1,2, - - - , k satisfacen la calificacién restriccién
Kuhn-Tucker en x* si y sélo si Vg;(2*)d < 0 para todo i € J(z*), donde d € R™ entonces, existe
una funcién n-dimensional a: [0,1] — R”™ tal que a es diferenciable a derecha de 0, a(0) = z*,
a(t) € X para todo t € [0,1] y existe un ntmero real a > 0 con a', (0) = ad.

Teorema 2.2.6. (Condiciones KKT)

Sean & una solucion no dominada del problema primal (1.64) y F, g; para i = 1,2,--- |k son
diferenciables en x. Si las restricciones g; para it = 1,2,--- |k satisfacen la cualificacion restric-
cion en & entonces existen multiplicadores 0 < )\iL,)\iU eERparai=1,2,--- ,m con A # 0 y

u>0¢eRF tal que:

m m k
SARVHE@) + AV (2) + Y wi V() =0
=1 =1 1=1

u;gi(£) = 0 para todo i =1,2,--- |k

La prueba de este teorema estd hecha en [5].

Teorema 2.2.7. (Condiciones KKT)

Sean & una solucion no dominada del problema (2.6) y ¥, g; para i =1,2,--- |k son diferencia-
bles en x*. Si las restricciones g; para i =1,2,--- |k satisfacen la cualificacion restriccion en x*
entonces existen multiplicadores 0 < s; € R parai =1,2,--- ,m con s; # 0 y u; > 0 € R para
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1=1,2--- k tales que:

S sV M) + 5 V(@) + 3 uiVei(d) = 0
=1 =1 =1

u;9i(Z) = 0 para todo i =1,2,--- |k

La prueba de este teorema estd hecha en [5].

Teorema 2.2.8. (Teorema fuerte de dualidad en el sentido fuerte)

Sean ¥, g; para i = 1,2,--- |k converas y diferenciales en R'}. Sea T una solucion dptima del
problema (2.6) (Es decir, una solucion no dominada del problema (1.64)). Si las funciones re-
striccion g; parat = 1,2, |k satisfacen la cualificacion restriccion Kuhn-Tucker en T entonces

existen & € RF y 5 € R™ tal que (2,5, 1) soluciona el problema (2.5) y U(&,5,1) = 3(F(2)); esto
es, los problemas (1.64) y (2.5) no tienen brecha de dualidad en el sentido fuerte.

Demostracion. Usando el Teorema 2.2.7, existen multiplicadores 0 < §; € Rparai=1,2,--- ;m
con §; 0y u; >0€ R parai=1,2---  k tales que:

S GVIEE) + 3 AV @) + 3 wVai(d) = 0
=1 =1 =1

u;g;(2) = 0 para todo i = 1,2,--- , k

Esto prueba que (&, $,4) es una solucion factible del problema (2.5) y ¥(z, §,1) = $(F(z)). Por
el Teorema 2.2.3 se completa la prueba. O

2.3. Dualidad Multi-Objetivo Bajo Incertidumbre con Restric-
ciones Intervalo Valuadas

La diferencia de Hakuhara para dos intervalos cerrados cualquiera se propuso por Banks y Jacobs.
Basado en la diferencia Hakuhara y la métrica Hausdorff el concepto de diferenciaciéon para una
funcion intervalo valuada, llamada H-diferenciacion, es propuesta en [5]. Si F' es diferenciable en
xo entonces el H-gradiente de F' en x¢ es definido por:

OF OF OF T
VF(zo) = (axl(l‘o)a 67@(1’0), T 7axn($0)> (2.16)
donde
OF OFL oFY
aTCi(xo) = [axl(l’o), axz(l’o)] (2.17)
es un intervalo cerrado para todoi=1,2,--- ,ny

(gi <$0)>L = 8F,L (wo) <8F (xo)>U = 8Fl.] (20) (2.18)
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que nos lleva a:

L oF . \" (oF, \* oF A\ _ .
(VF(x0)) _<(axl($o)> ,(8@@(})) <a<o>)) V) (219)

(VF(o)’ = (((fi(xo))U, (gj;w)” . (aai(xo))U)T —VFU(m)  (220)

Ahora, consideremos el siguiente problema de optimizacién Multi-intervalo valuado:

min F(z)= [ L(a:); FU(x)]
(

(MIVP?) { Gi(x) < [0;0], i=1,---,k (2.21)
S. a.
x>0

donde FL: R* — R™ y FU: R® — R™ son funciones vectoriales y las funciones restric-
cion G;: R™ — 7 son funciones intervalo valuadas para ¢ = 1,2,--- k. Escribimos G;(z) =
(GF(z); GY ()] parai=1,2,--- k. Denotamos por:

F={zxeR":2>0,G(z) v [0;0] ,i=1,2,--- ,k}
el conjunto factible del problema primal (2.21). Denotamos por:

Objyrve(F,F) ={F(x):z € F}

el conjunto de todos los valores objetivo del problema primal (2.21).

Definiremos a continuacion el concepto de soluciéon no dominada del problema (2.21).

Definicién 2.3.1. Sea & una solucion factible del problema (2.21). Decimos que Z es una solucion
no dominada del problema (2.21) si y sdlo si no existe xg € F tal que F(xo) < F(&). En este caso
F(z) es llamado valor objetivo no dominado de (2.21). Denotamos por Min(F,F) el conjunto
de todos los valores objetivo no dominados de (2.21).

Definimos la funcion Lagrangiana para el problema primal (2.21) de la siguiente manera:
L(x,s,u) ZSZ i —i—ZuiGi(:p) parau >0y s>0 (2.22)

donde

k
(L(x,s,u) ZSZFL )—l—ZuZGlL(ac) parau >0y s>0 (2.23)
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m k
(L(z,s,u))Y = Z siFY (z) + Zung(x) parau >0y s > 0. (2.24)
i=1 =
Asumimos que F, G; para ¢ = 1,2,--- , k son H-diferenciables en R’} , asi tenemos
H(x,s,u) ZSZVF —i—ZuZVG (2.25)
donde
m k
(H(z,s,u)" =Y s;VF )+ > w VG (x) (2.26)
i=1 i=1
y
k
(H(z,s,u)) Z s;iVEY (z) + ZUZVGZU(w) (2.27)

i=1
En general VL(x,s,u) # H(x,s,u).

El problema dual Wolfe del problema primal (2.21) se propone de la siguiente manera:

max L(x,s,u)

H(x,s,u) =1[0;0],

(DMIVP”) u = (ul,U2’ e ’uk_> 2 0 (228)
S. a.
s=1(81,82,"* y8m) >0
x>0

Denotamos por:

W= {(z,8u) ER"XxR"xR*:2>0,u>0,5>0, H(z,s,u) =[0;0], ,i=1,2,---,k}

el conjunto factible del problema primal (2.21). Denotamos por:

Objpyrver (LW) = {L(x,s,u) : (z,s,u) € W}

el conjunto de todos los valores objetivo del problema primal (2.28).

Definiremos a continuacién el concepto de soluciéon no dominada del problema (2.28).

Definiciéon 2.3.2. Seaq (Z,$,4) una solucion factible del problema (2.28). Decimos que (&, 8, 1)
es una solucion no dominada del problema (2.28) si y sdlo si no existe (xo,so,up) € W tal
que L(Z,5,1) < L(zo, So,up). En este caso L(&,8,u) es llamado valor objetivo no dominado de
(2.28). Denotamos por Max(L,V) el conjunto de todos los valores objetivo no dominados de
(2.28).
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A continuacion presentamos el teorema débil de dualidad.

Teorema 2.3.1. (Teorema Débil de Dualidad)

Sean F', G; para 1 = 1,2,---  k H-diferenciables en R’} . Supongamos que x1 es una solucion
factible del problema (2.21) y (x2,s,u) es una solucion factible del problema (2.28). Si F, G;
para i,2,--- ,k son convezras en xo entonces s(F(x1)) >ru L(xe, s, u)
Demostracién. Como F, G; para i = 1,2,--- ,k son convexas entonces FX FU, GiL, GZU para,
1=1,2,---,k también lo son. Asi:

m m

> si(Fl(x1) — Bl (22)) 2 siVE (w2) (21 — 22)

i=1 i=1

(u0)i VG (w2)(x1 — 22)

I
'M?’

@
I
—

(u0)i (G} (22) — Gf(21))

M-

I
—

k
> (u0)iG (2)
=1
O

la primera se da por ser FZ-L convexa para todo ¢ = 1,2,--- ,m, la segunda se da pues (x2, s, u)
satisface las restricciones del problema (2.28), la tercera se da pues GZL es convexa para

t=1,2,--- ,k y la ultima por la no negatividad de u. Por lo tanto
m

m k
S siFE(zy) > > siFE(zo) + > u;G¥(z2). De igual manera, podemos probar que

i=1 =1 =1

m m k

S siFY (21) > Y0 siEY (w2) + Y w;GY (22); en consecuencia s(F(x1)) > L(xa, s,u).

i=1 i=1 i=1

Teorema 2.3.2. Sean F', G; parai = 1,2,--- , k convezas y H-diferenciables en R'} . Supongamos
que T es una solucion factible del problema primal (2.21) y (z,s,u) es una solucion factible
del problema (2.28). Si L(z,s,u) = s(F(Z)) entonces {F(2)} C Min(F,F) y {L(z,s,u)} C
Maz(L,W); esto es, T soluciona el problema (2.21) y (z,s,u) soluciona el problema (2.28).

Demostracidn. Por reduccion al absurdo supongamos que & es una solucién factible del problema
(2.21), (x, s, u) es solucion del problema (2.28) y que L(z,s,u) = s(F(z)); ademas, supongamos
que F(z) ¢ Min(F,F); luego, existe Z € F tal que F(2) >ry F(z). Como s > 0y >ry es
homogéneo positivamente con respecto al producto por escalar y la suma entonces,

s(F(2)) >ru s(F(z)); ahora, por hipotesis L(z, s,u) = s(F(&)) y por teorema anterior

s(F(z)) >ru L(x,s,u) por lo tanto s(F(z)) >rv s(F(Z)), que es contradictorio.

Se prueba que {L(z,s,u)} C Max(L,V) de forma anédloga. O

2.3.1. Teoremas de Dualidad

En los problemas de optimizacién convencionales, el teorema de dualidad débil dice que el un
valor objetivo del problema primal siempre es mayor o igual que un valor objetivo del problema
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dual. En algin sentido, Min(F,F) y Max(L,W) pueden considerarse como los tipos de valores
objetivo 6ptimos del problema primal (2.21) y el problema dual (2.28), respectivamente. Por
tanto, presentaremos el teorema de dualidad débil para los problemas (2.21) y (2.28).

Teorema 2.3.3. Sean F', G; para i = 1,2,--- ,k funciones convezas y H-diferenciables en R}
entonces para cualquier (Z,s,u) tal que L(Z,s,u) € Max(L,V) se tiene la relacion
s(Min(F,F)) =ru L(Z,s,u).

Demostracién. Supongamos que F', G; parat=1,2,--- , k funciones convexas y H-diferenciables
en R’} . Sea (7, s,u) tal que L(Z,s,u) € Max(L,WV), entonces por teorema (2.3.1), para F(x) €
Min(F,F) se sigue que s(F(x)) =rv L(Z,s,u) y como z es arbitrario entonces se sigue que
s(Min(F,F)) =rv L(z, s, u). O

A continuacién vamos a presentar el teorema de dualidad fuerte considerando la siguiente defini-
cion:

Definicion 2.3.3. Dos tipos de conceptos para que no se presente brecha de dualidad son los
siguientes:

(i) Decimos que el problema primal (2.21) y el problema dual (2.28) no tienen brecha de dualidad
en el sentido débil si y sélo si existe F(2) € Min(F,F) y L(xo,s,u) € Max(L, W) tales
que s(F(2)) = L(zo, 1)

(ii) Decimos que el problema primal (2.21) y el problema dual (2.28) no tienen brecha de dualidad
en el sentido fuerte si y solo si existe F(&) € Min(F,F) y L(Z,s,u) € Max(L,W) tales
que s(F(z)) = L(z, s, u).

Si el problema primal (2.21) y el problema dual (2.28) no tienen brecha de dualidad en el sentido
fuerte, implica que el problema primal (2.21) y el problema dual (2.28) no tienen brecha de
dualidad en el sentido débil. Si & = zg en la definicion (2.3.3) parte (¢) entonces, si el problema
primal (2.21) y el problema dual (2.28) no tienen brecha de dualidad en en el sentido débil,
implica que el problema primal (2.21) y el problema dual (2.28) no tienen brecha de dualidad en
el sentido fuerte.

Para el siguiente teorema haremos uso de la definicion de complementariedad que se da a con-
tinuacion.

Definicion 2.3.4. Sean £ € F y u > 0 tales que:

m
> wiGi(&) = [0;0]
i=1
entonces & y u se llaman un par (&,u) de suma complementaria del problema primal (2.21).

Teorema 2.3.4. (Teorema de dualidad fuerte en el sentido débil)
Sean F, G; para © = 1,2--- |k funciones convezas y H-diferenciables en R'f. Supongamos que
una de las siguientes condiciones se satisface:

(i) Existe una solucion factible & del problema primal (2.21) tal que existe (T,5,u), que verifica

5(F(z)) = L(z,5,u).
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(ii) Eziste una solucion (&,s,0) del problema dual (2.28) tal que L(Z,s,u) € s(obj(F,F)).
entonces los problemas (2.21) y (2.28) no tienen brecha de dualidad en el sentido débil.

Demostracion. Supongamos que la condiciéon (i) es satisfecha. Como existe (Z,S,u) que veri-
fica 5(F(z)) = L(z,S,u) entonces, por Teorema 2.3.2 se tiene que {F (%)} C Min(EF,F) y
{L(z,5,u)} C Max(L,W); por tanto, los problemas (2.21) y (2.28) no tienen brecha de dualidad
en el sentido débil.

Supongamos que la condicion (i) es satisfecha. Como existe (Z,s,u) que verifica L(Z,s,4) €
s(obj(F,F)) entonces existe T tal que s(F(Z)) = L(Z, s, 0); asi, por Teorema 2.3.2 se tiene que
{F(®)} € Min(F,F)y {L(z,s,u)} C Max(L,W); por tanto, los problemas (2.21) y (2.28) no
tienen brecha de dualidad en el sentido débil. O

Teorema 2.3.5. (Teorema fuerte de dualidad en el sentido fuerte)

Sean F, G; para i =1,2--- |k funciones convezas y H-diferenciables en Rl. Supongamos que &
es una solucion factible del problema (2.21) y que (&,s,1) es una solucién factible del problema
(2.28) que cumple la condicion:

k

> 6iGi(d) = [0:0) (2.29)

i=1

entonces T soluciona el problema primal (2.21) y (Z,s,4) soluciona el problema dual (2.28) y
L(z,s,u) = s(F(z)).

Demostracion. De la expresion (2.29) tenemos que

m k
L(&,s,0) =Y siFi(&) + Y ,Gi(2) = s(F())
i=1 i=1
el resultado se sigue inmediatamente del Teorema (2.3.1). O

En lo que continua, proporcionaremos las condiciones suficientes para garantizar que:

k

> 0iGi(&) = [0; 0]

i=1

Sea L(Zz,s,u) funcion Lagrangiana intervalo valuada del problema primal (2.21). Cuando Z y §
son fijos adoptamos la siguiente notacion:

arg — mazx (L(:z, §,@),Rk) ={ueR:u#a, L(# 8 u) <t L(&,8,4)}. (2.30)
Decimos que arg —max (L(:i', 8,1), Rk) contiene v infinitamente grande en magnitud si contiene
u = (up,ug,---,ug) tal que u; es infinitamente grande para algin ¢ = 1,2,--- ,k; en otras
palabras, si ||u|| = \/u% +ud+ - +ul — +oo conu; — 400 paraalgini =1,2,--- , k entonces

u € arg — max (L(a%, 3, zl),]Rk).
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Teorema 2.3.6. Sea (&, 8,4) una solucion factible del problema (2.28). Supongamos que
arg — mazx (L(a?, é,ﬁ),]Rk) contiene u = 0 y u infinitamente grande en magnitud, entonces T es
una solucion factible del problema primal (2.21) y

;G (%) = [0;0]
i1

,u) >ru L(Z, 8,u) para todo u € arg — max (L(:?:,§,zl),]R{k)

por (2.30). Por definicion (L(%, 3,4))" > (L(%, 3, u))” para todo u € arg — mazx (L(z,3,a),RF);
L A

s

m k m k
Y osiFF@E) + > wGHE) =) siFHE) + > wiGH(#)
i=1 i=1 i=1 i=1
0 equivalentemente
k k
Y wGH(E) =) wG(E) (2.31)
i=1 i=1
para todo u € arg — mazx (L(fc 3,4), R¥). Tenemos que (2.31) puede ser violada si GF(2) >0y
Ui—to0o para algan 1 =1,2,--- | k; luego
GF@) <0 (2.32)
Para todo i = 1,2--- ,k; asi, arg — maz (L(Z,8,4),R*) contiene u infinitamente grande en

magnitud. Por otro lado, como arg — max (L(, 8, @), RF) contiene u = 0, por (2.31) tenemos

k
Z GE@) >
=1

ahora, como 4; > 0 para i =1,2,--- ,k y por (2.32) tenemos
k
> wGH(#) =0 (2.33)
i=1

similarmente podemos probar que

GY(z) <0 (2.34)
para todot=1,2--- [ky
k
> WG (£) =0 (2.35)
=1

Por (2.32) y (2.34) se sigue que G;(2) <ry [0;0], esto es, & es solucion factible del problema
k

(2.21) y usando (2.33) y (2.35) se sigue que Y 4;G;(&) = [0;0] O
i=1
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Capitulo 3

Implementaciéon Numérica

En este capitulo implementaremos algunos ejemplos, 2 de ellos mono-objetivo bajo incertidumbre
y 2 multi-objetivo bajo incertidumbre, con la intension de mostrar que el problema dual de Wolfe
asociado a un problema primal dado, arroja soluciones del problema primal, verificando asi los
Teoremas fuerte y débil de dualidad. Dado que el problema dual es un problema de optimizacion
no convexo en las variables de decision (z,s,u) se tiene que la metodologia de escalarizacion
([12]) no es eficiente en problemas con incertidumbre, por tanto, colocamos la condicion K KT
como restriccién, para hallar soluciones del problema dual.

El siguiente ejemplo aparece en [3], [5] y [6].

Ejemplo 3.0.1. Consideremos el siguiente problema primal de optimizacién multi objetivo bajo
incertidumbre:

(23 + 23 + 1,29 + 23 + 2]

PHLU | 1222 4 202 + 3,222 + 223 1 4]
1 +r2>1 (3.1)
5. a. 6x1 + 229 > 12
z,u >0

donde F1 = [w%+x%+l;x% + 3 —1—2], Fy = [2$%+2$%+3;2$%+2$% +4}, g1 =1—x1 — x2,
g2 = 12 — 6xy — 2x9. segun [3], [5] y [6], la solucion del problema (3.1) es xqy =2 yxo =2, de
donde s(F(z)) = [0, 1480; 0, 1680).
Ahora, el problema dual en el sentido Wolfe del problema (3.1) es el siguiente:
max ry s1F1+soFo+u1g1+u2gs
5. a. 51[4@]“2[89[;2]”1[—1]*“2[—2]_[0] (3:2)
z,u>0 s>0

Al resolver numéricamente (3.2) a través de la metodologia de escalarizacion (Ver [12]) obtenemos
los sigutentes resultados:
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Tabla 1: Resultados Problema (3.2)
Lo o [ s [ w [ w [ Yesw |
1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || 9.61e-17 || 0.08 || [0.1480;0.1680]
1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || 9.61e-17 || 0.03 || [0.1480;0.1680]
1.80 || 0.60 || 0.01 ] 0.01 | 9.61e-17 || 0.03 || [0.1480;0.1680]
1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || -6.37e-19 || 0.03 || [0.1480;0.1680]
1.80 || 0.60 || 0.01 | 0.01 | -8.99¢-15 || 0.04 || [0.1480;0.1680]
1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || -1.24e-14 || 0.04 || [0.1480;0.1680]
[ }
[ |
[ }
[ |

1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || -1.24e-14 || 0.04 || 10.1480;0.1680
1.80 || 0.60 | 0.01 || 0.01 || -1.10e-14 || 0.04 || 10.1480;0.1680
1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || -9.15-15 | 0.04 || 10.1480;0.1680
1.80 || 0.60 || 0.01 || 0.01 || -7.81e-15 || 0.04 || 0.1480;0.1680

De esta manera, concluimos que (x1,%2) = (2,2) es una solucion optima de Pareto del problema
(3.1).

Ejemplo 3.0.2. Consideremos el siguiente problema mono-objetivo:

min |2} + 23 + 1; 27 + 223 + 2]

s. a. 12 — 621 — 229 <0
x> 0.

donde fl = 22 + 22+ 1, fU =22 + 2224+ 2, g1 =1 — 21 — 23 y go = 12 — 621 — 279. Al
resolver numéricamente el problema (3.3) a través de la metodologia de escalarizacion (Ver [12])
obtenemos los siguientes resultados:

Tabla 2: Resultados Problema (3.3)

T H Ty H s(F(zx)) ‘
1.8920 || 0.3240 || [0.0178;0.0221]
1.8862 || 0.3414 || [0.0178;0.0220]
1.8830 || 0.3509 || [0.0177;0.0220]
1.8797 || 0.3608 || 10.0177;0.0220]
1.8762 || 0.371} [0.0177;0.0220]
1.8725 || 0.3826 || [0.0176;0.0220]
1.8685 || 0.3945 || [0.0176;0.0219]
1.8643 || 0.4071 || [0.0175;0.0219]
1.8598 || 0.4206 || [0.0175;0.0219]
1.8550 || 0.4851 || [0.0175;0.0219]

[ ]
[ ]
[0 ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.8498 || 0.4505 || [0.0174;0.0219
1.8448 || 0.4671 || [0.0174;0.0220
1.8583 || 0.4849 || [0.0173;0.0220
1.8519 || 0.5042 || [0.0173;0.0220
1.8250 || 0.5251 || [0.0173;0.0220
1.8174 || 0.5477 || [0.0046;0.0059
1.8092 || 0.5724 || [0.0046;0.0059
1.8002 || 0.5995 || [0.0046;0.0060
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Ahora, el problema dual en el sentido de Wolfe del problema (3.3) es el siguiente:

max ry s1F4u1g1 +usgs

caforfon ]t D] | 2] [0) @4
z,u>0 s>0
Al resolver numéricamente el problema (3.4) obtenemos los siguientes resultados:
Tabla 3: Resultados Problema (3.4)

n | w [ s [ w [ w [ ¥@sw |
1.8621 || 0.4158 0.0038 6.8750e-27 || 0.0047 || [0.177;0.221]
1.8621 || 0.4138 0.0038 2.9710e-26 || 0.0047 || [0.0176;0.0221]
1.8621 || 0.4158 0.0058 1.0297e-26 || 0.0047 || [0.0176;0.0221]
1.8621 || 0.4158 0.0037 6.5563e-26 || 0.0047 || [0.0176;0.0221]
1.8621 || 0.4158 0.0037 7.8098e-26 || 0.0047 || [0.0176;0.0220]
1.8621 || 0.4158 0.0037 5.4230e-26 || 0.0047 || [0.0176;0.0220]
1.8621 || 0.4138 0.0037 1.83676e-25 || 0.0047 || [0.0175;0.0220]
1.8621 || 0.4158 0.0037 1.6094e-25 || 0.0047 || [0.0175;0.0219]
1.8621 || 0.4138 0.0037 1.6094e-25 || 0.0047 || [0.0175;0.0219]
1.8621 || 0.4158 0.0087 1.6094e-25 || 0.0047 || [0.0175;0.0219]
1.8621 || 0.4138 0.0037 1.9847e-25 || 0.0047 || [0.0175;0.0219]
1.8621 || 0.4158 0.0057 1.6296e-25 || 0.0047 || [0.0175;0.0219]
1.8621 || 0.4138 0.0037 1.6094e-25 || 0.0047 || [0.0174;0.0218]
1.8621 || 0.4158 0.0037 2.2208e-26 || 0.0047 || [0.0174;0.0218]
1.8621 || 0.4138 || 9.9998¢-4 || 9.4998e-20 || 0.0012 || [0.0174;0.0218]
1.8621 || 0.4138 || 9.9998e-4 || 9.4998¢-20 || 0.0012 || [0.0046;0.0058]
1.8621 || 0.4138 || 9.9998e-4 || 9.4998e-20 || 0.0012 || [0.0046;0.0058]
1.8621 || 0.4138 || 9.9998e-4 || 9.4998e-20 || 0.0012 || [0.0046;0.0058]

Ejemplo 3.0.3. Consideremos el siguiente problema multi-objetivo:
min 1y (23 4+ 23 + 1; 27 + 223 + 2]
(2 + 1) (2 — 1) (21 + 1)z — 1)?]
1—.1‘1—332§0 (3.5)

s. a. 12 — 6x1 — 229 <0
x > 0.

donde:

Ff =22+ 22 +1, FY = 22 + 222 + 2, FL = (22 + 1)(22 — 1)?, FY = (21 + 1)% (22 — 1),
g1 =1—21—22 y g2 = 12— 621 — 222. Al resolver numéricamente el problema (3.5) obtenemos
los sigutentes resultados:
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Tabla 4: Resultados Problema (3.5)

Lo | » [ s(F) |
1.8838 || 1.0001 || [0.0055;0.0075]
1.6699 || 0.9904 || [0.0048;0.0068]
1.6732 || 0.9803 || [0.0048;0.0067]
1.6769 || 0.9694 || [0.0048;0.0067]
1.6808 || 0.9577 || [0.0048;0.0067]
1.6850 || 0.9449 || [0.0047;0.0067]
1.6896 || 0.9311 || [0.0047;0.0066]
1.6946 || 0.9160 || [0.0047;0.0066]
1.7002 || 0.8995 || [0.0047;0.0066]
1.7065 || 0.8812 || [0.0048;0.0066]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.7180 || 0.8609 || 10.0048;0.0066
1.7206 || 0.8381 0.0048; 0.0066
1.7292 || 0.8123 || 10.0048;0.0066
1.7390 || 0.7829 || [0.0049;0.0067
1.7504 || 0.7488 || 10.0050;0.0068
1.76538 || 0.7087 || 10.0051;0.0070
1.7799 || 0.6604 0.0053;0.0073
1.7998 || 0.6005 || [0.0056;0.0077
1.8256 || 0.5231 0.0060; 0.0085
1.8612 || 0.4163 || 10.0069;0.0099

El problema dual en el sentido de Wolfe del problema (3.5) es el siguiente:

st [2(1)? + 2(2)* + L2(1)? + 22(2)* + 2] +s2 [(2(1)* + 1)(2(2) — 1)% (2(1) + 1)*(2(2) - 1)?]
mzixLU
+up (—z(1) — 2(2) + 1) +ug (—62(1) — 22(2) + 12)

( 4xq 4$1x% + QZE% — 8129 + 41 — 49 + 2
S1 +3S9 2 2
629 drfry — 4oy + dw1x0 — 421 + 429 — 4

AT S R

z,u>0 s>0

Al resolver numéricamente el problema (3.6) obtenemos los siguientes resultados:



Tabla 5: Resultados Problema (3.6)

w [ o [ o [ = [ w [ w ] Ve
1.7039 || 0.8883 || 0.0010 || 0.0012 || 7.6511e-17 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7044 || 0.8868 || 0.0010 || 0.0012 || 7.1252¢-16 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7056 || 0.8833 || 0.0010 || 0.0011 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7059 || 0.8823 || 0.0010 || 0.0011 0.0 0.0011 || [0.0047;0.0066]
1.7060 || 0.8819 || 0.0010 || 0.0011 0.0 0.0012 || [0.0047;0.0066]
1.7050 || 0.8850 || 0.0010 || 0.0011 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7051 || 0.8846 || 0.0010 || 0.0011 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7045 || 0.8864 || 0.0010 || 0.0012 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7039 || 0.8882 || 0.0010 || 0.0012 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7033 || 0.8901 || 0.0010 || 0.0012 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7027 || 0.8920 || 0.0010 || 0.0012 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7029 || 0.8914 || 0.0010 || 0.0012 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7023 || 0.8931 || 0.0010 || 0.0013 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7017 || 0.8948 || 0.0010 || 0.0013 || 1.3410e-24 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7012 || 0.8965 || 0.0010 || 0.0013 || 2.7848e-24 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7006 || 0.8982 || 0.0010 || 0.0013 || 2.1477e-24 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.7001 || 0.8998 || 0.0010 || 0.0014 || 1.6866e-23 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.6995 || 0.9015 || 0.0010 || 0.0014 || 2.7285e-23 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.6989 || 0.9032 || 0.0010 || 0.0014 || 1.3965e-23 || 0.0011 || [0.0048;0.0066]
1.6984 || 0.9048 || 0.0010 || 0.0015 0.0 0.0011 || [0.0048;0.0066]
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Conclusiones

En este trabajo se hace un estudio de los planteamientos de los problemas duales en el ca-
so de funciones objetivo intervalo valuadas inspirados en los problemas duales en el caso de
funciones objetivo vector valuadas. Este estudio fue iniciado para funciones intervalo valuadas
mono-objetivo en [3], nosotros lo hacemos para funciones multi-objetivo.

La forma en que se plantean los problemas duales ligados a problemas primales con funcién
objetivo intervalo valuada viene dada por la teoria de dualidad de Wolfe.

En el planteamiento de los problemas duales con las caracteristicas de la funcién objetivo men-
cionadas antes, se han considerado restricciones real valuadas como intervalo valuadas.

A través de problemas implementados numeéricamente se ha verificado que el planteamiento
del problema dual, dado un problema primal como (3.1), (3.3),(??) y (3.5) es correcto en el
siguiente sentido: se verifica que las soluciones obtenidas a través del problema dual son las
mismas soluciones del problema, primal.
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Conclusiones



Problemas abiertos

La teoria desarrollada hasta ahora en [3], [5],[6], [7],[8],[4], [12] como principales fuentes, no ha
considerado funciones objetivo o restricciones no convexas, nosotros tampoco lo hemos hecho.

Ligado a lo anterior, no se tienen desarrollos de tipo numeérico para el cdlculo de las soluciones
de los problemas planteados en [3], [5],[6], [7],[8],[4],[11]; frente a esta situaciéon en [12] se han
logrado implementar desarrollos computacionales para estos problemas. Finalmente podemos
también afirmar la ausencia de desarrollos computacionales para el caso no convexo.

69



70

Problemas abiertos



Bibliografia

[1]

2]

3]

[4]

[5]

19]

[10]

[11]

[12]

Bao-huai, Sheng, San-yang, Liu. Kuhn-Tucker condition and wolfe duality of preinvex set-
valued optimization. Applied mathematics and mechanics, Vol 27, N° 12, pp 1655-1664.
2006.

Wolfe, Philip. A duality theorem for nonlinear programming. Quarterly of Applied Mathe-
matics. Vol 19, N°3, pp 239-244. 1961.

Wu, Hsien-Chung. On interval-valued nonlinear programming problems. Journal of Mathe-
matical Analysis and Applications. Vol 5, N°23. 2007.

Wu, Hsien-Chung, Wolfe Duality for Interval-Valued Optmization. J.Optim Theory Appl.
Vol 138, pp 497-509. 2008.

Wu, Hsien-Chung. The Karush-Kuhn-Tucker 6ptimality conditions in an optimization prob-
lem with interval-valued objective function. European Journal of Operational Research. Vol
176, pp 46-59. 2007.

Wu, Hsein-Chung, The Karush-kuhn-Tucker conditions in multiobjective programming
problems with interval-valued objective functions. European Journal of Operational Re-
search. Vol 3, N°12, pp 49-60. 2009.

Wu, Hsein-Chung. The Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions for the optimization
problem with fuzzy-valued objective function. Math Meth Oper Res. Vol 66. pp 203-224.
2007.

Wu, Hsein-Chung. Duality theory in fuzzy optimization problems formulated by the Wolfe ‘s
primal and dual pair. Fuzzy Optimization and Decision Making. Vol 6, N° 3, pp 179-198.
2007.

Wu, Hsein-Chung. Fuzzy estimates of regression parameters in linear regression models for
imprecise input and output data. Computational Statistics & Data Analysis. Vol 42, pp
203-217. 2003.

L.A. Zadeh, Fuzzy sets, Information and Control 8 (1965) 338-353.

Ishibuchi, H., Tanaka, H., Multiobjective programming in optimization of the interval ob-
jective function, Eurepean Journal of Operational Research 48 (1990), pp 219-225.

Fernandez, Juan Pablo, Optimizacién multi-objetivo intervalo valuada,Tesis Maestria, Uni-
versidad Eafit, 2008.

71



72 BIBLIOGRAFIA

[13] Dentcheva, Darinka. Ruszczynski, Andrzej. Optimization with dominance constraints. So-
ciety for industrial and applied mathematics. Vol 14, N° 2, pp 548-566. 2003.

[14] Alenander, Shapiro., Dentcheva, Darinka., Ruszczynski, Andrzej. Lectures on Stochastic
Programming: Modeling and Theory. Society for industrial and applied mathematics. 2009.

[15] Takashi, Hasuikea., Hideki, Katagirib., Hiroaki,Ishiia. Portfolio selection problems with ran-
dom fuzzy variable returns. Fuzzy Sets and Sistems. Vol 160, pp 2579-2596. 2009.

[16] Balasubramanian, J., Grossmann, I.E. Scheduling optimization under uncertainty an al-
ternative approach, Department of chemical engineering, carnegie mellon university, Pitts-
burgh, 2002.

[17] Novo, S., Vicente, teoria de la Optimizacion. Universidad Nacional de Educacion Distancia,
Madrid, 1999.



