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Resumen

En el presente trabajo se definen las matrices k-exponencial y k-logaritmica, usando la
representacion en series de potencias que incorporan el pardmetro real de deformacion
k definido por G. Kaniadakis para explicar fenémenos de la Mecanica Estadistica en
el contexto de la relatividad especial, de tal forma que cuando el pardmetro k tiende
a cero, las matrices k-exponencial y k-logaritmica (con sus respectivas propiedades) se
reducen a las de la matrices exponencial y logaritmica naturales, donde dichas matrices
se relacionan como funciones matriciales inversas para matrices diagonalizables. También
se incursiona en sistemas (algunos de ellos acoplados) de ecuaciones diferenciales que
pueden ser descritas en términos de k-derivadas en lugar de derivadas ordinarias (a las que
se llamaran ecuaciones k-diferenciales), donde las matrices k-exponencial o k-logaritmica
hacen parte de soluciones de dichos sistemas. Para ello se presentan técnicas para resolver

Ecuaciones k-diferenciales separables y lineales con coeficientes constantes.
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Introducciéon

Asi como los formalismos de la mecanica estadistica clasica se han extendido a los da-
dos por las deformaciones propuestas por C. Tsallis [4] y G. Kaniadakis [?, ?], muchos
conceptos y desarrollos matematicos también se han extendido a las g-deformaciones y
K-deformaciones propuestas por ambos autores, respectivamente. Como antecedente de
este trabajo, se tienen los desarrollos de [2I], donde se extiende la teoria sobre la funcion
exponencial natural de una matriz cuadrada y su aplicaciéon sobre sistemas de ecuaciones

diferenciales, a la funcién g-exponencial considerando la g-deformacion segun Tsallis.

Teniendo como base la funcional de entropia, propuesta por G. Kaniadakis [I0], con un
parametro real k, —1 < k < 1, en |?, 7, [7] se pueden ver las reformulaciones de las fun-
ciones logaritmica y exponencial (llamadas k-logaritmo y k-exponencial respectivamente),
las cuales retoman sus propiedades usuales cuando k tiende a cero; cuya finalidad fue de
generar distribuciones de probabilidad generalizadas que dependieran de un parametro
de deformacion k, con el objeto de responder a necesidades enmarcadas en el estudio
de sistemas anomalos generados dentro de la mecanica estadistica, bajo el principio de
méaxima entropia de Jaynes, y en el cual la distribucion de probabilidad con menos sesgo
para un sistema estadistico, es aquella que maximiza el funcional de entropia sujeta a
ciertos parametros, que con lleve a minimizar la desinformacion. Este principio dio lugar

a estructuras matematicas motivadas por el estudio de la fisica estadistica [7].

El problema tratado en el presente trabajo consiste en definir las funciones k-exponencial y
k-logaritmica de una matriz cuadrada, usando representacion en series de potencias, de tal
forma que cuando el parametro k tiende a cero, las matrices k-exponencial y k-logaritmica
(con sus respectivas propiedades) se reducen a las de la matrices exponencial y logaritmica
usual, buscando que dichas funciones se relacionen como funciones matriciales inversas
y de manera que se pueda incursionar en el estudio de problemas sistemas (acoplados o

no) de ecuaciones diferenciales que puedan ser descritas en términos de k-derivadas en
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lugar de derivadas ordinarias (a dichas ecuaciones diferenciales se les llamaré ecuaciones

k-diferenciales).

La memoria de tesis esta dividida en tres capitulos; los dos primeros presentan material
necesario tomados de la repectivas referencias indicadas y el dltimo presenta la contribu-
cion propia del presente trabajo. Concretamente, en el primer capitulo aparece una intro-
ducciéon sobre normas y convergencia matricial, cuyo uso ha permitido realizar el estudio
de convergencia de sucesiones de vectores y a su vez de matrices. Ademas permite revisar
las series de potencias de una matriz y su criterio de convergencia que se establece en
funcién de la norma. En el segundo capitulo se citan resultados sobre la matriz expo-
nencial dando uso al concepto de series de matrices convergentes. En ambos capitulos se
presentan algunas pruebas con el animo de contextualizar mejor el tema de trabajo. El
tercer capitulo, estd dividido en tres secciones. En la primera seccién se describen for-
malismos propios de la teoria de Kaniadakis. La segunda y tercera secciones presentan
las definiciones de las funciones k-exponencial y k-logaritmo de una matriz cuadrada asi
como sus respectivas propiedades en términos de series, limites, derivadas e integrales. En
la cuarta seccidon se consideran algunas técnicas que permitan la soluciéon de algunas ecua-
ciones k-diferenciales para que en la quinta y tltima seccion se aborden algunos sistemas
de ecuaciones k-diferenciales cuya soluciéon involucre a la funcién matricial k-exponencial

o k-logaritmica.
Con lo anterior, se responde a los siguientes objetivos.
Objetivo general

Definir la matriz k-exponencial y k-logaritmica de una matriz cuadrada, para establecer
bajo que condiciones, dichas funciones permiten establecer soluciones de ecuaciones k-
diferenciales matriciales, es decir, de ecuaciones diferenciales matriciales que puedan ser

escritas mediante la k-derivada en lugar de la derivada usual.

Objetivos especificos

= Definir el concepto de matriz k-exponencial y matriz k-logaritmica de una matriz

cuadrada a partir de las representaciones en series de potencias.

= Presentar un estudio de propiedades de las funciones matriciales k-exponencial y

k-logaritmica.

= Desarrollar algunas técnicas de solucion para ecuaciones k—diferenciales y ecua-

ciones k-diferenciales matriciales.



Capitulo 1
Norma y Convergencia Matricial

En este capitulo se presenta lo referente a las normas matriciales y las series de matrices.
Es de gran importancia el concepto de norma matricial en el estudio de las series de
matrices, dado que un criterio de convergencia de una serie de matrices se establece en

funcién de la norma de una matriz.

1.1. Normas Matriciales

Definicion 1.1 (Norma Matricial). Una funcion ||-|| : M,x, — R es llamada una norma

matricial si para todo A, B € M, «,, se satisfacen las siguientes condiciones

Ni. ||A] >0

[u—

Ny |A=0<= A=0

N;. |[aAll = |a|||A]|, para cualquier o € C

w

Ny [[A+ Bl < [[A] + [1B]

Ns. [AB|| < [lA]l]|B]]
Definiciéon 1.2 (Normas Equivalentes). Sean ||« ||, y ||-]lo dos normasen M,,, se
dice que |||« v |l |lo son equivalentes, si para cualquier matriz A € M,y,, existen

constantes a,b tales que

al| Afl. < [|Aflo < bl Al (1.1)
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Lema 1.3. Si ||| es una norma matricial y {Ai, A, ..., A} es una base para
M, «rn, entonces dado un conjunto de escalares no todos nulos {ai, s, ..., a,}, existe

una constante positiva C' talque
HOélAl + 0[2142 + ...+ OénAnH > (C (12)

Teorema 1.4. Todas las normas en C™™ son equivalentes.

Demostracion. Sean {Aj, Ay, ..., A,} una base para M,x, v ||-|ls, |- ]o normas
matriciales cualesquiera en M, .
Ahora si A € M,x,, es no nula (para A = 0, el resultado es inmediato), existen

escalares aq,as,as, ..., q, no todos nulos tales que A = a3 A;+asAs+...+a,A,. Sea

n
a.
A= Z laj| y tomemos S; = Xz Luego por el lema |1.3| existe una constante positiva k

J=1

1
tal que HﬁlAl + BQAQ + ...+ BTZAHH* = XHalAl + OZQAQ + ..+ anAnH* > k’, de donde

se sigue que ||A|. > kX = /{:Z laj|, esto es:

j=1
= 1
> o] < cl|Al. donde ¢ = (1.3)
j=1
Ademés ||A||0 = ||a1A1+a2A2+. . .—I—CYnAn”(). Sea m = 1%1?2;{”/11”0, ||AQ||0, ey ||An||0}
Asi que
[Alle < [aalllArllo + lazll|Azllo + - + |ewll| Anllo
< am+ Jaslm + ...+ |a,|m
= m (|l + sl + .+ an]) =m Y |ay|
j=1
es decir

1Al < m )y oy (1.4)
j=1

De (1.3) y (1.4) se sigue que

IAllo < B Al.  donde b= cm.
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De igual forma se prueba que existe una constante positiva a talque:

al|Afl. < [|Allo

Finalmente se tiene que
al|All« < [|Allo < 0l All.

por lo tanto |||« y |l-|lo son equivalentes. Alser || -]« y ||-|lo arbitrarias, entonces
el resultado se generaliza para dos normas cualesquiera, y por lo tanto todas las normas

en M,y, son equivalentes. ]

Definicién 1.5 (Norma de una Matriz). Si A = [a;;] es una matriz m x n de ntmeros
reales o complejos, la norma de A, designada por |[|A||, se define como el nimero no

negativo dado por la expresion

1AL =" > la] (1.5)

i=1 j=1

Las demostraciones de las propiedades de la norma se pueden verificar en [21].

Observacion 1.6. En el caso especial B = A la desigualdad Nj para ||AB||, se convierte

en ||A%| <||A||>. Por induccién tenemos que

|A¥|| < |A||* para k=1,2,... (1.6)

Estas desigualdades seran de uso frecuente en la exponencial de una matriz.

1.2. Normas Matriciales Inducidas por una Norma Vec-

torial

En esta seccion se mostrara el proceso de construcciéon de una norma matricial sobre

M, «, compatible a una norma vectorial dada sobre C".

Definicién 1.7 (Norma Vectorial). Sea V' un espacio vectorial sobre C. Una norma
vectorial en V' es una funcion ||-|| definida de V' al conjunto de los ntmeros reales no

negativos tal que satisface las siguientes propiedades:
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1). ||z]| >0, para todo x € V
2). |z]|=0<=x=0
3). [|Az]| = [Alllz|l, ANeC,zeV

4). Nz +yll < flzll + Nyl z,yeV

La norma de un vector x se puede considerar como la longitud o magnitud del vector x.

Las siguientes son algunas de las normas de uso mas frecuente en C".

Ejemplo 1.8. Dado un real pl, la norma p se define por

x
n 1/p .
2 n
qupz(Zrasi\p) . x=||ecC (L.7)
=1 .
Tn

Para tal norma, la desigualdad triangular es la conocida desigualdad de Minkowski

[17], la cual establece que para p > 1,

n 1/p n 1/p n 1/p
(zmw) < (zw) . (z m\p) 18
=1 =1 =1

Ejemplo 1.9. La norma Suma (o norma 1) definida por:

T

Izl =) lwil,  a= .| €C (1.9)
i=1 .
T

Ejemplo 1.10. La norma maxima (o norma oo) o norma de Chebyschev, definida por

|l = uix [z (110

Se puede probar que

Il = limn [zl (1.11)
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Observacion 1.11. Note que |- |1, |l-fl2 ¥ |||l satisfacen la siguiente relacion
1Z|loo < |lz|l2 < [|z]|1, para todo z € C" (1.12)

Definicion 1.12 (Normas Equivalentes). Dos normas N; y N sobre C™ se dicen

equivalentes se existen constantes cj,co > 0 tales que

VaeeC': ¢Ni(x) < No(z) < caNo(z) (1.13)

En general, dos normas cualesquiera en C™ son equivalentes [2].

—1
Ejemplo 1.13. Sea = | 2 |, calculemos |z||1, |[z|2 ¥ ||Z|co-

)

En efecto:

3 1/2
1/2
|zl = (leilz) = (J1? + |zaf? + [as]?)
i=1

lzlls = (1+4+25)"2 =30

3
|zl = Z’fb’z‘\ = |z1| + |22 + 23] =142+ 5 =38
=1

||:L‘||OO = m.éX |le = mé,x{|x1|, |ZE2|7 |ZE3|} = méx{1,275} =9
1<4i<3

Definicion 1.14 (Norma Matricial Inducida (subordinada) por una Norma Vectorial).
Sea |- ||, sobre C™ una norma vectorialy A € M,,«,(C), sunorma matricial subordinada

viene dada por

|A]] = méx [|Az]|, ze€C" (1.14)

f|lzll=1
Esta también se conoce como la norma matricial asociada con la norma vectorial dada.

Teorema 1.15. Si || - || es cualquier norma sobre C", entonces la ecuacion ([1.14)

define una norma matricial sobre el espacio lineal de todas las matrices n X n.
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La prueba de este teorema se verifica en [21].

Notese que ([1.14]) define una norma sobre C" y se tiene que

1Z,]] = méx [|Zz| = mdx |[z]| =1
Jall=1 E

asi que para toda norma matricial subordinada se tiene que

1Za]l =1
y ademaés
[Az] < [|Afllz] ¥z eC”
En general si || - || es una norma matricial cualquiera sobre M, (C), se cumple que:
1Za]] > 1 (1.15)
1
A7 > Al para A invertible (1.16)

Estos resultados se pueden verificar de la siguiente manera.

En efecto

1Zall = 1Zn - Znll < NZalllZoll = 1 Zall < (I ZalllIZall = 1 Zall = 1

dado que Z, #0, |Z.|| > 0.

Luego: para A invertible,
1< ||Zall = [IAATH] < [JAf A7

1
estoes ||A||[|[A7Y|| > 1, de donde |[A7!|| > ——

Ejemplo 1.16. Sea ||-||; la norma matricial inducida por la norma vectorial || - ||;.
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Por definicion [1.14]

| Al = \mIaX | Az, Ae Myy,(C), zeC"

Mostremos que si A = [a;;], entonces

Al = mix Z ] (1.17)
En efecto: si @ = [21,a,..., 2, € C", entonces

n n

n n
S aggllrl =D a1 ag]
=1 =1

i=1 j=1

n
E aijmj

Azl =

=1

1
n

(Z \:cj|> (;gag > ram) ~ el (ggag S mr)

IA

esto es ||Az|; < ||z (max Z |a2j|> Ve € C", de donde

Az, < <1rga<>< > |au|> con |af|, = 1

Asi que:
Al < (1121]8%; ]aij|) (1.18)
Supongamos ahora que el 1max Z la;;| ocurre para i ==k, ke {l,2,...,n}, estoes

=1
n n
i 3 ol = 3ol
i=1 i=1

y tomemos x =¢e; =[0...1...0]", entonces |z|; = 1.

n

Luego ||Az||; = Z la;,| = max Z |ai;]-

1<5<n
i=1

Esto ultimo indica que
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JAL > méx Zw (1.19)

1<5<n 4

Asi de (1.18) y (1.19) se sigue que

[A[ly = méx Z |asj]

1<5<n 4

Esta norma || -||; también es llamada norma maxima suma de las columnas o simple-

mente norma columna.

1 -1 =2
Por ejemplo, para la matriz A= 5 4 -3/,
-3 2 6

3 3 3 3
1Al = gﬁgZ!aijlzméX{Zlan!, Z‘Gm‘a Z|ai3|}
==l i=1

i=1 i=1
= max {|ai| + |ao1| + |as1|, |ai2| + |ase| + |as2], |a1s| + |aszs| + |ass|}

= max {|1] +[5] + | =3[, | = 1/ + [4] +[2],[ = 2] + [ = 3| + 6]}
= méx{9,7,11} =11

Ejemplo 1.17. Sea |||l la norma matricial inducida por la norma vectorial || - |-
Por definicion [1.14)

”AHOO = Hm||é—X1 HAQJHoo; A€ Myxn(C), z€C”

Mostremos que si A = [a;;], entonces

n
14l = mdx Z |aij| (1.20)
=1
En efecto, si = = [y, o, ... ,ZL‘n]T € C", entonces
n
— ; | < Z < | m4
sl = s | S| < i 3ol < g D ] s
: ‘77

IN

<m Z w) el
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1<:i<

esto es ||Az|ls < (max Z |aw|> |z]|oo, V2 € C", de donde

| Az |0 < <1II<1?<X > |azjy> con ||z]je =1

Asi que:
A < | m
[ Al < <1<a<}; E :|aw|> (1.21)

Veamos ahora que

] - <
(meH) <Al 122)
J:

En efecto, note que para cada i € {1,2,...,n} existe el vector 2’ = [z} .. .

C™, donde

e G #0
al =
1 Clij = O
tal que [|2']joc =1 v aiaf = |ay].
Luego
n
[Alse = méx [[Az]s > [|A2 ]| = méx | Y aya)
[|z||co=1 1<i<n ]
n
= mdx | > oyl = mix Z ]
j=1
es decir méx >77 ) [a;;] < [|Al|oo

1<i<n

Verificando ([1.22]).

Por lo tanto de (1.21)) y (1.22) se sigue
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n
[Allee = ggag;z; |aij]
]:

Esta norma || - ||o también es llamada norma méaxima suma de las filas o simplemente
norma fila.

A diferencia de las normas matriciales ||-||; y |||, parala norma ||-]|2 no se dispone
de una formula como 0 que exprese de manera sencilla ||A|l> en términos
de las componentes de la matriz A. Para || - |2 se tiene que [|A|]2 es el maximo de los
valores propios AH A [17], es decir, [|All; = max {\/X /A es un valor propio de A A},
la norma matricial || - ||z se conoce como norma espectral.

Definiciéon 1.18 (Numero de Condicion de una Matriz). Para una matriz A € M,,x,,(C)

invertible, el namero de condicion de A notado K(A), se define por

K(A) = [|Af[A™] (1.23)

Su valor depende de la norma seleccionada y tiene sus aplicaciones en analisis numérico
[14].

1.3. Series de Matrices

En esta seccion introducimos el concepto de las series de matrices. Para hablar de con-
vergencia de sucesiones y de matrices es importante el uso de normas.
Para definir en forma precisa series de potencias de matrices es necesario el estudio de

normas de matrices.

Definicion 1.19. Sea {zy} una sucesion en C", z € C" y ||-| una norma vectorial

en C".

Se dice que {zy} converge al limite x (lo cual notamos ka Ty =2 0o xp — x cuando
—+00

k — +00), si
(Ve>0)(FmeN)(k>m = |z —z| <¢) (1.24)
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Se satisfacen las siguientes equivalencias

lim xp = 2 <= limg, 00 ||z — 2| =0

k—4o00
(Ve >0)(3m e N) (k>m = |jzx — x| =0) (1.25)
Si T = [.Z’kl, . ,Qikn]T, T = [1'1, . ,l‘n]T,
lm z, =2 <= lim x; = ;. (1.26)
k—4o00 k—4o0

Para cada j € {1,2,...,n}
La equivalencia dada por ([1.26)) nos dice que la nocién de convergencia definida por (|1.25))
corresponde a la idea natural de convergencia “componente a componente”.

Definicién 1.20. Sea {Ax}, Ap = [afj], una sucesion de matrices en M,,,(C) y sea
A =la;j] en Myyn(F).

Decimos que {A;} converge al limite A y lo notamos kh'm A=A
— 00

También A, — A cuando k — 400, si

. E .
kETooa“ =a;, Vi,je{l,2,...,n} (1.27)
Se cumple que para cualquier norma matricial || - || sobre M, (F),
lim Ay = A<= lim ||[A,—A| =0 (1.28)
k—+00 k—4o0

Definicién 1.21 (Serie Convergente de Matrices). Sea {Ax}32, una sucesion infinita
de matrices con elementos en M, x,(C). Con esta sucesion se forma la sucesion de las

sumas parciales
k
Se=>Y A, k>1 (1.29)
j=1

o
la serie de matrices E A; converge si la sucesion de sumas parciales converge.
Jj=1
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Teorema 1.22. Sea A € M,,(C). Si ezxiste una norma matricial (||-|| tal que ||A]] <1,

entonces A es convergente)

El teorema que sigue nos da una ttil condicion suficiente para la convergencia de una

serie de matrices.

Teorema 1.23 (Criterio de Convergencia para Series de Matrices). Si {Ax} es una

serie de matrices m X n  tales que E |Axl|« converge para alguna norma matricial
k=1

oo
| - ||+, entonces la serie matricial g Ay también converge.

k=1
o
Demostracion. Sea | - ||« una norma matricial tal que Z |Ax||l« converge, entonces
k=1
o0
la serie Z ||Ak|l también converge para la norma dada por dado que todas las

k=1
normas en M5, (C) son equivalentes.

m n
Ahora, designemos el elemento ij de Ay por afj. Dado que |afj| < ZZ |afj| = || Ag]|,

i=1 j=1
o0
y cOmo E ||Ax|l converge, entonces por criterio de comparacion directa cada una de las
k=1
[e.e] oo
i : 1 la serie d i A
series a;; converge, por lo que la serie de matrices . es convergente. O
k=1 k=1
o0
En particular, para matrices cuadradas Ay las serie de potencias E k|| A%|| es conver-
k=0

e}
gente si lo es la serie numeérica Z lex || A"
k=0
k

En efecto, designemos el elemento ij de A¥ por a;;, asiel elemento ij de crA¥ es cpa

k
ij

Luego
m n
lexalyl = lellafi] < leel DY lafs] = lel | A¥) < fexl1Al*
i=1 j=1

esto es |cpal;| < |exl||All".
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oo [e.e]
Como E lce|||A||l® es convergente, entonces cada una de las series E cka converge

k=1
absolutamente 24 por lo tanto cada una de ellas es convergente, lo cual prueba que la serie

de matrices 5 e A¥ también converge.

k=0
o0 oo
De lo anterior se sigue que E A¥ es convergente si la serie E |A||¥ es convergente.
k=0 k=0

Teorema 1.24 (Series de Neumann). Si A € M,,»,(C) y [|A]| <1 para alguna norma

matricial, entonces I, — A es invertible y
=)y oA (1.30)
k=0

1

Ademas [|(Z, — A7 < ——
1—[14]

Demostracion. Sean A € M, (C) y | -| una norma matricial tal que |A| < 1.
oo o0

Como |[|A|| < 1, entonces la serie Z |A||l* es convergente y en consecuencia ZA'“

k=0 k=0
también converge.
Sea B = Z A luego
k
(T — A)Sk = (T, —A)Y A = (T, - A) (T, + A+ A* + ...+ A¥) =T, — A"
=0

Esto es (I, — A)Sy = I, — AF*!, luego

lim (Z,, — A)Sy = lim (I, — AF) (1.31)

k—4o00 k—+o0

Ahora como ||A|| < 1, entonces por el teorema(l.22[ A es convergente, es decir, lim A*! =

k—+o00

asi de ([1.31]) se sigue que (Z, — A)B = Z,, esto ultimo implica que Z, — A es invertible
y (Z,— A)~! = B, lo cual prueba que (Z, — A)™' = ZA’“,

Ademés note que ||(Z, — A)7'| =

< All*
ZH "= HAII

0
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1
Ast mismo por (L30), (T = A)7! = $—

1 1

Como |[(Z, — A)|| < ||Z.|| + ||A]|, entonces > .
I(Zo = A ([ Zall + 1A]

1 1
> , asi
I(Zn — A~ 1+ 1A

Ahora, si || -] estal que [|Z,]| =1, entonces

1 1
< |(Z, — A)7Y <
Ty S 1 =7 T

Observacion 1.25. Una forma equivalente del teorema 1.25 es la siguiente:

Sea A € M, »,(C), sipara alguna norma matricial se tiene que |Z, — Al| < 1, entonces

A es invertible y

[e.9]

AT =3 (T, - A (1.32)

k=0
Corolario 1.26. Si A € M, ,(C) es invertible y B € M,x,(C) es tal que

1

A= Bl <
A=

Para alguna norma matricial, entonces B también es invertible.

Demostracion. Note que

B=A-(A-B)=A[L,— A'(A-DB)] (1.33)

Probemos que la matriz Z, — A7'(A — B) es invertible asi por (1.33]) B es invertible por

ser el producto de matrices invertibles.

En efecto, dado que:

1

IA(A = Bl < [IAT[II(A = B)|| < [[A"] - AT

L,

es decir ||A7'(A — B)|| < 1, entonces por el teorema se sigue que Z,, — A~'(A— B)

es invertible, lo cual prueba que B es invertible. O
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Teorema 1.27. Sea A, B € M,«n(C) y ||| cualquier norma matricial sobre M, x,,(C)
tal que ||Z, — AB|| <1, entonces A y B son invertibles ademds

=B (T,—AB)* y B'=) (I,- AB)*A
k=0 k=0

Demostracion. Como ||Z, — ABJ|| < 1, la observacion nos garantiza que AB es

invertible y su inversa es
o
=> (I, - AB)
k=0

Asf mismo resulta que A y B son invertibles.

Ademas

Al = TA'=BB A= BZ (I, — AB)*
k=0

B™' = B I, =B 'A'A=(AB)'A= Z (I, — AB)* A

[]

Teorema 1.28. El conjunto de matrices M., (C) invertible es un conjunto abierto en
el conjunto de todas las matrices My, (C).
Esto es, si A es invertible, existe un niumero positivo € tal que toda matriz B que satisface

|IA— B|| < € también es invertible.

Corolario 1.29. Si A € M,+,(C) es tal que ||A|| <1 para alguna norma matricial,
entonces I,+A esinvertible y (Z,+A)™' =T1,—A+A?2—A3+. .. ademds ||(Z,+A)7Y| <

1-[|A]
Corolario 1.30. Sean A,B € M,y,(C), A invertible y | -|| wuna norma matricial tal
que ||B — Al < ———, entonces

IIA a

= A" 1§:I BA™!
k=0

Demostracion. Como A es invertible, ||A| <1 y |B— A|| < ——, entonces por

IIA e
el corolario [1.26] B es invertible. Ahora, como A~! y B son invertibles y dado que

|Z - BA7Y| = [AA = BAY| = (A= B)A™Y|| < (A= B)|IIIA™Y] < by - A7) = 1
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entonces, por la observacion [1.25
=AY (T-BA™
k=0
m

1

Podemos obtener la formula para (A + B)A~' a partir de la serie de Neumann de la

siguiente manera.

Corolario 1.31. Sean A, B € M,,«,(C), A invertibley ||[A™'B| <1, entonces (A+B)

es tnvertible y

(A+B)™' = (i(—A‘lB)k> AL

k=0

Demostracion. Note que A+ B = A[Z,— (—A™'B)] y |- A"'B||=||A"'B|| <1
Dado que ||A7'B|| <1, por teorema Z,— (—A7'B) esinvertible y asi A+ B es

invertible por ser el producto de matrices invertibles.

Por teorema se tiene ademas que [Z, — (—A7'B)|7' =32 (—A7'B)k.

Luego (A+ B)™ = [A[Z, — (~A™"'B))] ' = [T, - (-A"'B)|'A™! = (Z(—A—lB)k)
k=0 -



Capitulo 2

Exponencial de una Matriz

Buscando contextualizar al lector la funcién exponencial de una matriz, en éste capitulo
presenta resultados y algunos desarrollos sobre la exponencial de una matriz cuadrada,
acorde a [2] [16, 21].

Aplicando el teorema [1.23 es facil demostrar que la serie matricial

=1
ZgAk (2.1)
k=0

converge para cualquier matriz cuadrada A con elementos reales o complejos.

oo
: . ) 1
En efecto, analicemos la convergencia de la serie E HEA’C .

Observe que
\A’“H [l

k
[z =

ak

. | ,
Puesto ue la serie k_ converge para todo ntimero real a (converge a e%), entonces
k=0 )
IA[* ||’“
la serie E
0 4k

converge y asi por el teorema |1.23] la serie Z T también converge para toda matriz
k=0

converge, luego por el criterio de comparacion la serie E HEA’“H

cuadrada A.

Definicion 2.1 (Exponencial de una Matriz). Dada una matriz cuadrada A, ,, con

A

elementos reales o complejos, definimos la exponencial e”, como la matriz n x n dada

por la serie convergente (2.1)), esto es
= L
=> k— (2.2)
k=0

19
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Nota 1. Con la ayuda de las ecuaciones diferenciales se estudiardn otras propiedades de

la exponencial.

2.1. Ecuaciones Diferenciales que se Satisfacen por ¢

Sean ¢ un namero real, A una matriz n xn y E(t) la matriz n x n. Estudiaremos la

e4, como una funciéon de ¢t y con A fija.

matriz dada por E(t) =
Primeramente hallaremos una ecuaciéon diferencial a la que satisface E.

La prueba de los siguientes teorema enunciados [2.2] 2.3 y [2.4] se pueden verificar en [21]

Teorema 2.2. Para todo real t la funcion matricial E definida por E(t) = e satisface
la ecuacion diferencial
E'(t)=E(t)A = AE(t) (2.3)
Teorema 2.3 (No Singularidad de e'4). Para cualquier matriz A, n xn y el escalar
t, se tiene
ee 4 =T, (2.4)
Luego e es no singular, y su inversa es e 4 esto es (e“‘)f1 =4

Teorema 2.4 (Unicidad). Sean A y B dos matrices constantes de tamano nxn. La

unica funcion matricial F, n X n que satisface el problema de valor inicial
F'(t) = AF(t), F(0) = B, para  — oo <1< 00
es
F(t)=e“B

etA

Observacion 2.5. El mismo tipo de demostracion muestra que F(t) = B es la tnica

solucion del problema de valor inicial

F'(t)= F)A, F0)=B

2.2. Ley de Exponentes para Exponenciales de Matri-

ces

La ley de los exponentes no siempre es valida para exponenciales de matrices. No obstante

la férmula es valida para matrices permutables.



2.2. LEY DE EXPONENTES PARA EXPONENCIALES DE MATRICES 21

Teorema 2.6. Sean A y B dos matrices n x n, permutables, esto es AB = BA,

entonces
A+B A B (2.5)

Demostracion. Dado que AB = BA, por induccion se puede demostrar que A*B = BAF,
keZ.

Escribiendo et4

en forma de serie de potencias encontramos que
Be!t = "B para todo real t

Ahora, sea F' la funcién matricial definida por la ecuacion
F(t) — 6t(A—f—B) . etAetB

tA

Derivando F'(t) y teniendo en cuenta que B es permutable con €' se tiene

F/(t) _ (A+B)et(A+B) _AetAetB tABetB (A—{—B) t(A+B) (A—{—B) tA tB
= (A+B) [@B) — ¢ e'B] = (A + B)F(t)

Segun el teorema [2.4] tenemos
F(t) = B p(0)

Pero F(0) =0, asi F(t) =0 paratodot. Luego

GHA+B) _ tAtB

Cuanto t =1,

]

Ejemplo 2.7. Las matrices sA y tA son permutables para todos los escalares s y t.

Luego

6(s—&-t)A — esAetA

Ejemplo 2.8. Para cualquier matriz invertible B y A matriz n X n se cumple que

1 _
6BAB — BeAB 1

En efecto, es facil probar que (BAB™!)" = BA"B~!. Por lo que

[e.e] o0

7 1 1 o0
BAB—1 __ np _ n -1 _ Ap-—1
e _E o BAB E n' BA _B< mA)B Be”B
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2.3. El Problema de Calcular ¢!

Si se trata de calcular e'* directamente, a partir de la definicién de la serie, tendriamos

0o Lk _k
que calcular todas las potencias de A* y la suma de cada serie Z k'” , donde afj es
k=0

el elemento ij de AF. En general este es un trabajo que presenta muchas dificultades,
salvo si A es una matriz cuyas potencias puedan calcularse facilmente. Veamos ahora un
caso especial de matrices para las cuales resulta mucho més sencillo el célculo de cualquier

funciéon

2.3.1. Funciones de Matrices Diagonalizables

Una idea general para el calculo de una funciéon f de la matriz A = [a;;] € C™*™ es el de

aplicarle la funciéon f a cada una de las entrada de la matriz A de la siguiente manera
f(A) = (f lay]) (2.6)

El método analitico basico para definir una funcién de matrices se basa en la existencia
de la forma generalizada de Jordan [19], aunque también se ha desarrollado un método
analitico alternativo y muy facil de implementar, aplicables a funciones que admitan rep-
resentacion en serie de Taylor. Mas ain se extendera el término de funciones matriciales
y se analizara el significado de algunas expresiones a la funcion k— exponencial en la

cual se desarrollara propiedades correspondientes a dicha matriz.

Funciones de Matrices

Notacion 2.9. Dada una matriz A = (a;;) € C**" y un escalar « # 0, escribimos A/«
para representar la matriz B = (a;;/«) donde cada componente de A se divide por «.
Una forma de definir una funcién de matrices con propiedades semejantes a su funcion
homologa escalar, es usando la expansion en series infinitas. Por ejemplo, considerando la

funcién exponencial.

En los siguientes ejemplo hallaremos la matriz exponencial.

1. Si 0 € C™" es la matriz nula, entonces e’ = Z,.
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Demostracion. Es claro que 0F = 0 para cualquier k& € N, y dado que para A € C*™*"

= Ak A2 A3

A _ 4 22

e —g o =T, +A+ 2!—1—3!—1-...
k=0

En particular se tiene que

Oook 02 03

0 __ . e e _

e —k k!_I”+O+2[+3[+'”_I”
=0

2. Calcule e parala matriz D € C**" dada por

d ... 0

&0
DF = | :
0 ... d
Ahora por ([2.2)) se tiene que
o Mk 0 1 2
b NaDh D Do
k! 0! 1! 2!
k=0
1 ... 0 d ... 0 %d% .. 0 %d‘;’ .0
= + | : + : : + : ' : +
0 1 0 dn 0 o oad? 0 5d3
1+d +gdi+5di+... ... 0
0 v 1 dy+ 5 d2 + 5dE+
o S| e 0
00 k
0 YR 0 ... eh

Esto es, e = diag {e™,... e}
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Funciones de Matrices Diagonalizables

Definiciéon 2.10 (Matrices Semejantes). Sea A, B € C"*". Se dice que A es semejante
a B si existe un matriz invertible P € C™*" tal que A= PBP~.

Definicion 2.11 (Matrices Diagonal). Se dice que A = (a;;) € C™™ es una matriz

diagonal si a;; =0, Vi # j.

Definiciéon 2.12 (Matrices Diagonalizable). Una matriz A € C"*" es diagnalizable si

existe una matriz diagonal D € C™*" tal que A es semejante a D.

Definicion 2.13. Sea A € C™*", Se dice que A es un valor propio de A si existe un
vector no nulo x € C" tal que Ax = Azx. El vector x se conoce como vector propio de

A asociado al valor propio .
Definicion 2.14. A € C"*", Se define el espectro de A, denotado o(A) como
o(A) ={A\/X esun valor propio de A}
Definiciéon 2.15. El radio espectral de A € C"*", Se define como
d(A) =max{|A| : A es un valor propio de A}
Teorema 2.16. Si A€ C"" y | -|| es cualquier norma matricial entonces

o(A) < || Al

Demostracion. Sea A un valor propio de A. Luego existe un vector no nulo x € C" tal
que Ax = A\x.

Ahora sea X € C™"™ la matriz no nula formada por el vector propio x en su primera
columna y el vector nulo en las demés. Asi que AX = AX. Luegosi ||-| es una norma

matricial cualquiera, entonces
IANIX] = [IAX] = [AXT]] < [ ANIX

de lo cual se sigue que
Al < Al

y dado que para todo A € o(A), se tiene

0(A) < || Al
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Teorema 2.17. Una matriz A € C"" es diagonalizable si y solo si, tiene n vectores
propios linealmente independientes, en este caso es semejante a una matriz diagonal D

que tiene los valores propios de A en la diagonal.

Demostracion. Supongamos que A es diagonalizable, entonces existe P € C™*" invertible
y D diagonal, tal que A = PDP~!, de donde AP = PD. Sean x,%s,...,7, las
columnas de P, es claro que la i—ésima columna de PD es \;x;, asila1—ésima columna de
AP es Ax; = Njz; por lo tanto {1, xs,...,2,} esun conjunto de n vectores linealmente
independientes. Para A reciprocamente, si xi,xs,...,x, son n vectores propios L.I. de
A asociados a los valores propios A1, Aa,...,\,, respectivamente, entonces la matriz
P = [x1,29,...,2,] € C"" es invertible y la i—ésima columna de AP es Ax; = \x;
que coincide con la i—ésima columna de PD, tenemos entonces que AP = PD, asi
A = PDP~! y por lo tanto A es diagonalizable del teorema anterior se tiene que si
A es diagonalizable, con respecto o(A) = {A;,Ag,...,\,}, entonces A = PDP~! =

Pdiag (A, Mg, ..., \) P~V y AF = PDEP=1 = Pdiag (¥, M5, .. AF) P~L. 0
Teorema 2.18. Sea A € C"*" y e > 0 entonces existe una norma matricial || - ||« tal
que

6(A) <l [l« £ 0(A) + e

Demostracion. Sea o(A) = {A1, A2, A3,..., Ay} donde cada valor propio este repetido
segiin su multiplicidad algebraica. El teorema de Schur garantiza la existencia de una

matriz unitaria U y una matriz triangular superior 7" = [t;;] tales que
A=UTU" 'y ti;=X\

Sea

Dy = diag{1,k,k* ... k" '}

y notemos que

A K71t12 s KﬁnJrltln
DK Dl — : Ao .. KPP,
e =
0 e e An

Asi, tomando k£ > 0, suficientemente grande, podemos hacer que

|Dxk KDEH| < 6(A) +e.
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Ahora definamos

1Al = IUD) ™ HAWUDI = (UD) T UTU (UDy-+)|
= (D U")UTU (UDy—1)~"|| = | DT D || < 6(A) + ¢
ademas se sabe que
0(A) < [|All.

y asi

o(A) < Al < 6(A) + ¢

Teorema 2.19. Si la serie -
Z cx(z — zo)k
k=0

converge para |z —zo| < 1y |\i — 20| < r para cada valor propio \; de una matriz A € C**"

entonces la serie infinita de matrices

(o)
E cx( —ZOI
k=0

también converge.

Demostracion. Sea \; un valor propio de A. Es claro que A; un valor propio de A siy
solo si z — zy es un valor propio de A — zyI. Ahora dado que |\; — zo| < r para cada

valor propio de A. En particular §(A — zoI) < r. De aqui se tiene que Z crl|A — 2ol ||* es

k=0
00

convergente y luego por el teorema de convergencia absoluta se tiene que Z cr(A — zI)*

k=0
es convergente. O

Definicion 2.20. Si la funciéon
Z ck(z — zo
k=0

converge para |z — zg| < r y para cada valor propio de \; de una matriz A € C"™*", se

tiene que |\; — 29| < r entonces se define
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Nota 2. Sizp =0
f(z):chzk lz| <r y N <7
k=0

FEs decir, para definir f(A) necesitamos que la funcion f(z) esté definida en cierto conjunto

que contenga el espectro de A. Ademas es claro que si chzk converge para |z| < Ty
k=0
para cada |\;| < r, entonces

1+ Z CkAk
k=0
converge.

Definicion 2.21. Sea f una funcién con representacion en series de potencias

f(t) :Zaktk = ag + a1t + aqle + asts + . ..
k=0

con radio de convergencia R.

Si A es una matrizn xn y 0(A) < R, la serie de matrices
ZakAk = Qg +CL1A+CL2A2 +(13A3 + ...
k=0

converge con respecto a cada norma sobre el conjunto de matrices n X n y su suma es

denotada por la funcion matricial f(A).

Teorema 2.22. Sea A € n xn, f(z) una funcion analitica definida en un abierto U C C
que contiene el espectro de A. Si A= XBX ™! entonces, f(A) = X f(A) X!

[e.o]

Demostracion. Sea f(z) = Zakzk. Como A = XBX ! entonces A¥ = X B*X ™! asi
k=0
flA) = ZakXBkX_l, estoes f(A) =X (Z akBk) X! entonces f(A) = Xf(B)X*
k=0 k=0

Teorema 2.23. Sea A= RDR™, con D es diagonal, D = diag{\1, A2, X3, ... \;} donde
i son los wvalores propios de A, y suponga que f(\) = Zak)\k y f(A) = ZakAk.
k=0

k=0
entonces

a). detf(A) = detD = Hf(Az-)
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Traza(f(A)) = Trazaf(D) = Z f()

Demostracion.

detf(A) = det(Rf(D)R™

= det {dzag {)\1, /\2, /\3, N

Traza(f(A)) = Traza(Rf(D)R™)

= Trazaf(D)=

= Traza(RRf(D))

FA) + f(X2) + f(As) +

(An)ZHf(A)

Y =detR -detf(D)-detR™" = detR - (detR)™"' - detf(D) = det f(D)

yAndt = (A1) - f(A2)

A continuacion se presentan, a manera de ejemplos, algunos resultados conocidoas.

1
Ejemplo 2.24. Sea f(z) =¢" = k‘xk y f(A
Luego, para A= PDP~' D = dmg{)\l,)\g,)\g,..
PeP P~1 = Pdiag{e*, e, e, .. . eM} P~

Ahora,

detf(A) = dete”
= detf(D) = e - e

Esto es

Ademas traza(f(A)) = Z f(N)

to es

- €

n
A_ Z o
=1

Z i

b A € o(A), f(A) = PF(DYP! =

A3 . L. e>\n — e>\1+>\2+~-+>\n e
dete trazaA
=f)+ Q)+ + f(n) =
trazae

trazaA

eM et

= det(PePP™") = detP - det f(D) - detP™" = detP - (detP)™" - det f(D)

+ e es-
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Ejemplo 2.25. Para A invertible se tiene que [e'*dt = A7'e'* 4+ C. En efecto,

d
E[A’le“‘ +C) = A At 10 = e

Caso particular para A = PDP~!, entonces e' = Pe!P P~! luego

/e“‘ dt =P (/etD dt) P t=PD )P4 C

D

Calculo que es mas comodo, ya que e'” es mucho mas facil de calcular que 4. Note que

P(D7'ePY\Pt+C = PD'P PP+ O = (PD'P Y (PePPTY + C
= (P'DP) e+ C =AM+ O

Ejemplo 2.26.
entonces

luego

/etAdx:<f€tdx ftetdx> _ <6t+C’1 tet—et—l—Cg)

0 [etdx

Ejemplo 2.27. Para A diagonalizable A = PDP~1,

—A=—(PDP")= P(—D)P

luego,
e = PeP Pt y [eA]*l = Pe Pp!
Ademas
tA=t[PAP | = PtAP™!
entonces

etA — PetDPfl
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Por lo tanto

d

dt

e

tA]
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d d
%[PetDP*] = Pa[etD]P” = PDe!'’ P~ = PDP ' PP Pt

(PDP™")(Pe'PP7!) = A



Capitulo 3
Matriz k-exponencial y k-logaritmica

En este capitulo definiremos la matriz k-exponencial y la matriz k-logaritmica de una
matriz cuadrada A, la cual denotaremos expi(A) y Ing(A) respectivamente, ademés se
presentaran unas propiedades y criterios de convergencia para dichas matrices. En la
primera seccion estudiaremos el generador de deformaciones segin G. Kaniadakis, al-
gunos aspectos del dlgebra k— deformada y propiedades de las matrices k— exponencial y
la k— logaritmica. En la segunda seccion definiremos la matriz k— exponencial de una ma-
triz cuadrada A, utilizando par ello la representacion en series de matrices convergentes,
y en la tltima seccion se definira la matriz k— logaritmica similarmente a lo generado con

la matriz k-exponencial por medio de una representacion de series de matrices.

3.1. Matematicas deformadas segiin Kaniadakis

3.1.1. Generador de Deformaciones

Definicion 3.1. Una funciéon real g que depende de un parametro k € R, se dice gener-

adora de deformaciones si cumple las siguientes propiedades

i) g(z) € C*(R)

iii) L g(z) >0

31
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g(£00) = o0

g(x) tiende a x cuando z — 0

G. Kaniadakis [10] define la funcién real
1
Ty = Earcsenh(g(kx)) (3.1)

Proposicion 3.2. Sea g un generador de deformacion y x, como (3.1), entonces se

cumplen:

z € C*(R)

(=) = —au

%xk >0

(£o0)r = to0

xy tiende a x cuando k — 0 (29 = 7)
xy tiende a 0 cuando x — 0 (0 = 0)

T_f = T

Como en el trabajo de Dora Deossa [7] presentamos la funcion real de la variable real,
denotada zj, y definida para k # 0 por x; = y(x), tal que y sea solucion del problema de

valor inicial.

dy  g(kx)
du T+ [g(ka)?

y(0) =0

3.1.2. algebra k—deformada

Definiciéon 3.3. La suma de niimeros reales sera generalizada mediante la suma k—deformada

o k—suma, donde la ley de composicion se define por

x é y=(zr+y)k = %gl[senh[arcsenh(g(lﬂx)) + arcsenh(g(ky))]] (3.2)
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Las siguientes son propiedades de la k—suma, y se encuentran demostradas en [10] y [7].

k
i) (x@y)=xk + Y

k K
Observacion 3.4. La operacion z & (—y) se nota por x © y y se le llama k-diferencia.

También se introduce el k—producto de la siguiente manera:

x é) y = (2 - yp)" = %g_l(senh[arcsenh(g(k:x)) -arcsenh(g(ky))]) (3.3)

Proposicion 3.5. Algunas propiedades que relacionan la k-suma y el k-producto, se de-

tallan a continuacion

K
Ademas la estructura algebraica (R — {0}, ®) es un grupo abeliano.

zé(xé ):(Zé)x)é(zéy)

K
El elemento neutro k-multiplicativo I = 1% es tal que z ® I = x.

El elemento inverso k—multiplicativo para cada real x # 0 es,

8|

1\"” K K
:(—) donde rQr=7TQx =1
Tk
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k
La k-division @ se define por

3.1.3. Funciones k-exponencial y k-logaritmo

Cuando el generador de deformacion es la funcion real identidad, genera un (g(z) = x),

se expresan =¥ y z;, de la siguiente manera:

1
T = Earcsenh(ka:) (3.4)

1
T Esenh(lm) (3.5)

Ademés, para (3.2)) y (3.3)) se tendria:

k 1

rTDy = Esenh[arcsenh(km) + arcsenh(ky)] (3.6)
k 1 1

rTDyY = Esenh[Earcsenh(km)arcsenh(k‘y)] (3.7)

Donde (3.6 toma una forma sencilla desarrollada en [7] como sigue:

k
T ®y=ax\/1+ k22 +yV1+ k222 (3.8)

Como en [§] expresamos la k—derivada de una funcion real f de variable real, como

dlf(z)] _ 7z dlf ()]
iz = V1+ k2 I (3.9)

dx
V14 k222

usual cuando £ — 0. Ahora, se define la funcién exponencial k-deformada o k-exponencial

Es claro que el k-diferencial dyx = dxy, = es regido por las reglas de la derivada

por,
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expi(x) = exp (%arcsenh(km)) = (V1 + k222 + k)" (3.10)

de tal forma que la k—exponencial sea invariante a la k—derivada.

La funcion expy(x) se define en los reales, hace parte de la clase C*°(R), es estrictamente
creciente y obedece tambien a las reglas de la exponencial cuando & — 0. Ademas la

k—derivada y la derivada usual satisfacen las siguientes condiciones

lim, o (expe(z)) =0 y lim, o (expr(x)) = 00
d}%(ea:pk(x)) = expy(z)

d 1

@(61‘}%(%)) = W expr(z)

Los siguientes son algunas propiedades que la funcion expy () cumple, y se pueden verificar

en [7]:

expp(0) = 1
exp—i(z) = expy(z)
expy(x)erpy(—z) =1

(expr(x))" = expyr(rx), (r#0)

K
expr(z)expy(y) = expr(z & y)

expr(x)/expy(y) = expy(x é Y)

La funciéon inversa del k-exponencial es la funcion k-logaritmo, denotada por Ing(x),
definida en los reales positivos, y su comportamiento para k = 0 es Ing(x) = Inx. Cuando

k # 0 se define por,

xk — ac_k

— (3.11)

1
Ing(z) = Esenh(klnx) =
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La funciéon Ing(x) pertenece a la clase C*°(R™T), es estrictamente creciente, concava y
cumple:

lim (Ing(z)) = —oc0 y lim (Ing(x)) = o0

r—0+ T—00

ademaés, se cumplen las siguientes propiedades:

In_g(z) = Ing(x)
Ing(L) = —lng(2)

Ing(z") = ringg(z) ; conr € R
k
Ing(zy) = Ing(z) B Ing(y)

Ing(z/y) = Ing(z) é Ing(y)

Retomando la k—exponencial, se puede usar la expansion en series de Taylor para exp(-)

en torno a xo = 0, la cual esta dada por,
expy(z Zan x—|, k2? <1 (3.12)
donde los coeficientes a,, son definidos por ag(k) = ai1(k) =1y
m—1
asm (k) = TT11 = 20)%k7) 5 azmia (k) = [J11 = (25 — 1)%?] (3.13)
7=0

Notese que a,(0) = 1y a,(—k) = a,(k). De acuerdo con [12], la expansion de Taylor de

Ing(1+ ) converge si —1 < x < 1y tiene la forma,

Ing(1 + ) Zb 12 (3.14)
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con b, (k) =1, b,(0) =1 b,(=k) = b, (k). y paran > 1

b (k) = %(1 (- g)...u - nf 0+ %(1 +E) (14 g)...u + %) (3.15)

3.2. Matriz k-exponencial

En esta seccion presentaremos como aporte la definiciéon de matriz k—exponencial de una
matriz cuadrada A, denotada por expy(A), como una extension de la representacion en
series de matrices de la funcién k—exponencial, de tal forma que cuando k& — 0 se obtiene
la funcién exponencial usual de una matriz, ademas se verifican algunas propiedades

importantes de la matriz k—exponencial.

Tengamos presente que

cpu() = Y ank) = Ka® <1,
n=0 '

donde los coeficientes a,, se definen como

CL()(k') =1
al(k’) =1
o (k) = ] [1— (2))*k’]

a2m+1<k) = H[l - <2j - 1>2k2]‘

Jj=1

Si remplazamos el argumento escalar x, por la matriz cuadrada A, se obtiene la siguiente

serie matricial,

Qp

(k) 1
i A (3.16)

capr(4) =Y
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al(k‘)A N as(k)

2 a3(k) 3
1 o A A

= ao(k) +

que, en la definiciéon que se dard mas adelante, sera llamada matriz k-exponencial. Ahora

se buscaran las condiciones para los cuales la serie (3.16|) es convergente.

p(F)

Teorema 3.6. La serie matricial Z '
P

p=0

———= AP converge si | Al < |k|

(e 9]

Z

Demostracion. Notese que Z

%W si

p=0 =0
1
veamos que la serie Z ‘ |AJ|P converge para || Al < — R
p=0
En efecto,
i ap(k) HA”p a2m ||A||2m + Z a2n+l ||2n+1
[ (2n +1
p=0
Solo nos queda demostrar que las series Z an' ‘ | A[[*™ v Z %‘ | A[[*"** son
m=0
convergentes.
Para
a m
> [P a
m=0
sean
a2m(k) m a2m+2(k) m
b =[] ™ b = |22 g
entonces,
a2 (K) AP AlI”
b1 (2m + 2)(2m + 1)(2m)!
b, azm (k) A[I*™
(2m)!
luego,
bmi1| _ Azm+2(k) | Al
b (2m + 1)(2m + 2)agm (k)
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LI = @kAlP

_ ‘[1 — (2m)’K*]|| A|?
(2m+2)(2m +1)

luego,
b, 1 — (2m)2k2 [ — K|
lim |2t — h’m( - Gk HA||2) s 1A ) = &*A]”
m—00 | by, m—oo \ (2m + 2)(2m + 1) (14 Z)(1+ %)
201 A||2 1
por lo tanto, la serie es convergente si k*||A||* < 1, esto es || A|| < — 7
[
nat1(k
2+—1<) | A||*"*! es convergente.
(2n +1)!

agm(k’>

e 141 3
n=1

vergentes, se tiene entonces la convergen(:la de la serie

Por lo tanto, dado que las series Z

a2n+1(k) n
m‘ HAH2 +1 SOon con-

ap(k 1

i 14

p=0

\ JAIP para Al < —

De lo cual se sigue por el criterio de comparacién que la serie g

‘ ||AP|| converge

1 -
para ||A]| < — 7k
Por el teorema |1.23|1a serie i a;!k ) AP tambien converge para ||Al| < i k| lo cual prueba
el teorema. -

Definiciéon 3.7 (k-exponencial de una matriz). Dada una matriz A € C"*", con || Al <
1

mv

definimos la k-exponencial de la matriz A, denotada por expi(A), como la matriz
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n x n dada por la serie convergente

o

capy(4) =3 %AP (3.17)

Note que si A es una matriz nilpotente, esto es, existe un numero m tal que A™ = 0,

entonces, expy(A) es una serie finita y por lo tanto convergente, esto es, expi(A) converge

siempre que A sea nilpotente.
Ejemplo 3.8. Si O = [0] € C™*™ es la matriz nula, entonces

0) k k
capp(0) = In+ 37 + a22(, ) o2 + a?’; ) o + ...

Asi
expr(0) = I, donde K*||0]| =0 < 1

Proposicion 3.9. Si D € C"™™ es una matriz diagonal, D = diag{dy,ds, ...,d,} con
1
|d;| < —, parai=1,2,3,...,n entonces, expy(D) converge a diag{expy(d;), ..., expr(d,)}

k|
Demostracion.
dy 0
D= ,
0 d,
luego
dy 0
DP =
0 dP

Sea dg?) el elemento i, 7 de D, entonces el elemento i, j de expy(D) es dado por
- (di)? L
Zap(k)—' = expi(d;) para |d;| < wp =1
p=0 P

0 si i
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1
Como |d;| < m, para todo ¢ = 1,2, 3, ..., n entonces para cualquier norma sobre la matriz

D, tenemos que

1
DI < 7=
||
esto demuestra que expy(D) es convergente.
Ahora veamos que
cxpp(D) = I,+ D+ %BQ + %D?’ ¥
= . + . + i +
0 1 0 d, 0 as(k)d? /2!
0 1+d, + ag(k)d? /2! + ...
expr(dy) 0
= = diag {expy(dy), ..., expr(d,) }
0 expr(dy)

b

Ejemplo 3.10. Sea B = (0

> Calculemos expy(tB). Por induccion se conoce que

para cualquier p € N se obtiene, (tB)? = (

(tb)  ptPoP1
0 (tb)P



42 CAPITULO 3. MATRIZ K-EXPONENCIAL Y K-LOGARITMICA

Luego,

as (k)

p! 2!

_ (1 o) . (tb t> | (k) ((tb)2 2t2b> .
0 1 0 tb 2! 0 (tb)?

expe(th)  tY “f“*p—l!(k)(tb)p

expp(tB) = (tB)* + ...

0 expr(th)
expy (tb) o (expr.(th))
0 expg(th)

B expy(tb) Wexm(tb)

0 expy(tb)

Notese que, la exp(tB) es la exp(tB) usual, cuando k — 0;

cupy(tB) = <exp(bt) t- exp(bt))

0 exp(bt)

Proposicion 3.11. La derivada de la exponencial expy(tB) viene dada por

% lexpy(tB)] = B (;0 %+p—1!(k>(t3)p> (3.18)

En efecto, tenemos que

expy(tB) = Z ap(k tB)P = Z a,,(k:)thp

|
= P p=0

th

Ahora, sea bgj el elemento 7,7 de B™, entonces el elemento ¢, j de es _bw , por

lo tanto de la definicién de serie matricial

expy(tB)

- 5 #t0my]

|
p=0 P
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luego,

_d m , a2(k) 0@ | as(k) 3.3
T [“t% Tl ey
ai (k) as (k) as(k)

(2) 27(3)

— i p+1 (k) thp—i—l
|

=0 P

_ (i —ap“(k)tPBp> B

|
p=0 p:

= B (i %er—l'(k)thp)

p=0

= BZ %er—l!(k)(tB)p

El siguiente resultado sera de utilidad mas adelante.

Proposicion 3.12. Para b y t reales se cumple que

1 +1(ktb)2 ot = io %E!(M (t6)" (3.19)
En cfecto,
m[expk(tb)] _ %% Li; app(!k) (bt)p]
= %% {&o(/ﬂ) + alf!k)bw %b% + ]
= % {all(!k:)H a22(!k>62(2t) + %b?’(&s?) + ]
G
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Proposicion 3.13. Para D = diag{d;,ds, ...,d,} la derivada de la matriz k-ezponencial

expy(tD) viene dada por:

-1 0
d 1+(ktdy)?
o lexpy(tD)] = D expg(tD) (3.20)
1
0 v/ 1+ (ktdy)?

En efecto, por (3.18) y (3.19) se sabe que

d a1k
9 (eamtp)) = D ZL,”(tD)P)
p=0 P
- k
Z aPJrl‘( )(td )p 0
p=0 P
=D .
o api1 (k)
0 > T(tdn)p
p=0
——L__cap,(td) 0
\/1+(ktd1)2
= D
0 —L—eap(td,)
v/ 1+ (ktdn)?
S S
/14 (ktdy)? 0 expy(tdy)
= D
1
1 0
\/ 1+ (ktd)?
= D expy(tD)
0 -1
1+ (ktdy)?
cuando k£ — 0, se tiene, p
pr (exp(tD)) = D exp(tD).
Proposicion 3.14. Para una matriz diagonizable B = SDS™' tenemos expy(B) =

S lexpr(D)] S~

En efecto,
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expy(B) = Z ap(k) B'p = Z

p=0 P

=

S (i M) S—1 =8 expy(D) S!

p=0 p!

luego (expi(B))™' = (S (expp(D)) S~ = S(expp(D)) 1S~ = S (expr(—D)) S71,
donde la tltima igualdad se verifica teniendo en cuenta lo siguiente.

Observacion 3.15.

==

(capu(e)) " = (e ) — (ke /T )?)

(kx+ 1+ (kx)? ) ((kx) — (1 + (kx)?)
= (k(=2) + V1 + (k(=2))2)% = expy(—2)

por lo tanto

(expr(dy)) 0 expy(—di) 0
[expr(D)] ™ = =
0 (expr(dn)) ™ 0 expy(—dn)
= capi(~D).

Asi mismo, para tB = S(tD)S~! tenemos

d d o »
o lezpe(tB)] = —[S (expi(tD)) 57 = S [expi(tD)]S
-1 0
\/ 1+ (ktdy)?
SD expy(tD)S™*
1
0 /14 (ktdy)?

Proposicion 3.16. Se cumple que

k*x — /1 + x2k?
expg(z)dr = ’

— T

> expi(x) + C, (3.21)

donde ¢ es constante.
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En efecto, sabemos por condiciones de la k-derivada que
— (TP (T —F————— CTPE\T
dx g V1+ k222 g

luego,
d
/prk(%‘)dl‘ = /\/1 + k222 d—(expk(x))dx
x
k*z
= V1+ k%22 expy(z) — [ (——1 = k2:c2> expy(z)dx
como

expr(x) = (V1 + k2x? + k;:v)l/k,

se tiene que

2
/e:rpk(x)dx =V 1+ k2x? expy(x) — / (L +k— k:) (VI + K222 + kz)Y*de

, V1 + k2a?
=1+ k222 expr(z) — k—x—l—l{: V1 + k222 + kx)Yedxe + k | exppdz
V1+ k222
k . V1+x2k2+k
(1 —F) /empk(ﬂf)dﬂf = V1T k% eapy() — — ) (k +1 - 2

(2) ((k + V1 + k222 — V1 + k222 — kP2

= 6IPE\X 1
k2x — /1 + k222
expi(x)dr = 21 expr(z).
V1 & k212
Otra forma de verlo es derivando la funcion 12 —; * con respecto a x.

Ahora bien, si se realiza la sustitucion de la varible z por la variable tb en (3.21)) se tiene,

1 o0
/expk (tb)dt = 5; +C

Luego

/ copr(th)d(th) = 3 W +

=1

hS]

con C; = Cb se obtiene

.22

24212 _ /] 24212 ©
(ktb V +ktb>6xpktb Zapl

p=1
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Proposicion 3.17. Si B es matriz invertible de tamano nxn se cumple /expk(tB)dt =

B 'Y By 4 C.

= 7
En efecto,
— ap(k)
/ expi(tB)dt = / (Z pp! (tB)p> dt
p=0
> k
- / S 28 o prgy
p!
p=0
_ W, 2(k) 50  as(k) 50
— /{thzj + o+ S | dt
2

B 2y aa(k)t? o) as(k)t! B

ap—1 ¥ BV
pt

3
Il
—

por lo tanto

o P
/expk(tB)dt = Z—apfl(k)t BrlyC
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Ahora, para una matriz diagonal D = diag{d;, ...,

/ expr(tD)dt =
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d,} se tiene,

I G 1
DY
p=1
> apll tdy)P + Cy 0
p=1 P
= D!
o] CLp_l
0 > o (td,)? + C,
p=1
K*2d} — /1 + K2t2d3
1 21 Leapy(tdy) 0
= D!
0 K*2d? — \/1 + k2t2d2
k?—1
K2t2dy — /1 + k2t2d3 0
k?—1
= D!
0 K*2d? — \/1 + k2t2d2
k? —1

expg(tdy,)

expi(tD) + C

Cuando k& — 0 tenemos /exp(tD)dt = D lexp(tD) + C

3.3.

Matriz k-logaritmica

En G. Kanadiakis [10] se obtiene

Ing(1+ x) i

n=1

la cual es una serie convergente si —1 < x <

ba(k) = %(1 )1 — §>---(1 __F

n —

Ahora bien, si A € C"*", denotamos

1 k
1) + 5(1 +k)(1+ 5)...(1 +

b n—l
n

1 y bi(k) =1; paran > 1 se tiene:

k

n—1

)

+C
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Ini(A) =) —bp(k>(; Vo a-ny

la cual llamaremos matriz k-logaritmica.

Determinemos las condiciones para los cuales la serie (3.23)) es convergente

(k) (=17

Teorema 3.18. La serie matricial Z (A —1,)? es convergente si

p=1 p
lA- L] <1
Demostracion. Notese que:
. p-1 = b,(k
A=y <32 ya e
— - P
p
by (k) p
veamos que la serie Z ||A — I,,||P es convergente, si ||A — I,,|| < 1. En efecto:
p
p=1
Sea a, = b”TEk)HA —L|Py ap1 = b”;jr(lk |A — I,|[P™! entonces:
pi1| ‘ by (k)| A — 1|
o (P + V)b (R)|A = L |[?

Pbpi1
- |2 ia - n

Sea byi1(k) = b, (k) + by, (k), donde

by (F) = 31— K1 = 3)el1 = )
' . 1 k
ba(k) = 50+ R+ 514 ),

De la misma manera, si, b,(k) = b, (k) + b (k) se tiene que,

b (k) = %(1 ) (1— %)

49

(3.23)
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b

T+
—~
a5
N—
Il
|
—~
—_
+
oy
\._/
—~
—_
+
\J/

-
Ademaés, lim (p—ﬂ> = lim (1 —k/p) =1 por lo tanto, b, =b,,, cuando p — oo.
p—00 " p—r00

+
Del mismo modo, lim (p—ﬂ) = lim (14 k/p) = 1 por lo tanto, b = b}, cuando
p—00

p—oo \ bf
p—> 09,
osea que:
- + — Lt
lim bp-i-l + bp+1 _ bp + bp -1
p=oo \ by +bf b, +b5
a

cuando p —» oo por lo tanto |22 = [|[A—I,|| < 1, paran — 1 < ||A| < n+1 ya que

P
|

A= [l < [[A =Ll <1y

I, =n.

a
Ahora, lim |22 | = I|A — 1,,]|, y por criterio de la razén la serie es convergente si
p—>00 »
AL <1
oo
) - . . b,(k) ,
ademas, por el criterio de comparacion la serie E ——(A—1,)? convergesi ||A — I,,|| < 1.
p
p=1

by (k
Por lo tanto, la serie E M(A — I,,)? converge si ||[A — I,|| < 1, lo cual demuestra el
p
p=1

teorema. OJ

Definicién 3.19 (k-logaritmo de una Matriz). Dada una matriz A € M,«,(C), con
||A — I,]| < 1. Definimos el k-logaritmo de una matriz {ng(A) como la matriz n x n dada

por la serie convergente:

o0

—1)p-1!
Ing(A) == Z M(A — L), paran—1<|A]| <n+1

p=1 p

Observacion 3.20. Si existe m € N, tal que (A — I,,)"™ = 0 entonces Ing(A) es una serie
finita y por lo tanto converge. De igual forma, si A es nilpotente entonces Lng (I, + A) es

serie finita y asi convergente.

Proposicion 3.21. in.(I,,) =0, donde 0 es la matriz nula de tamarno n X n.
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En efecto,
o bp(k) (=17
Ing(I,) = P (I, —I1,)?
27
= by (k)(—1)P1
p=1 p
donde ||0]] < 1.

Proposicion 3.22. Si D es una matriz diagonal D = diag{di,ds,,...,d,} entonces
Ing(D) = diag{lng(dy), ..., Ink(d,)}

En efecto,

Por lo tanto,

donde

el elemento (i, 7) de

es dado por

ZM(di_l)p para ¢ =]

p=1 P
0 para 1 # j
— by(k)(—1)P~*
pero, %(di — 1P =Ink(1+4 (d; — 1)) = Ing(d;), luego la serie matricial
p=1
by (k) (1) —
p=1 P

converge a diag(Ing(dy), ..., Ing(dy,))
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Proposicion 3.23. Para una matriz diagonal D = diag(dy, ..., d,) se tiene

Ing(expy(tD)) = tD

En efecto,

Ing(expr(tD)) = Ing(diag(expy(tdy), ..., expy(td,)))
= diag(Ing(expg(tdy)), ..., Ing(expr(td,)))
= diag(tdy, ..., td,) = tD.

Proposicion 3.24. Para una matriz diagonalizable A = RDR™' con D = diag{)\1, Ao, ..., \n}
entonces, Ing(A) es convergente si 0 < \; < 2, donde \; son los valores propios de A.

Ademds

Ing(A) = R diag{\i, ..., \,}JR™*

En efecto, sea

A=RDR™' = R diag{\, ..., \y} R,

entonces

A-1I, = RDR'-I,=RDR'-RR'=R(D-1I,) R
= R diag{\; —1,..,\, — 1}R7}

luego

p=1 b
_ (bl(’“)f_l)o) R(D - L)R™" + (bg(k)§_1)1> (R(D = L)R™)(R(D = L)R™) +
_ (bl(k)i‘”o) R(D - L)R™" + (bQ(k)§_1)1> R(D ~ LR+ .
— R (bl(k) _1)0(1) — 1)+ bz(k)é_l)l (D —1,)* + b?’(k)?()_l)Q(D — 1) + ) R
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9 _1 p—1
Ahora el elemento i, 5 de Z M(D —1,)? es
p
p=1
= b, (k)(—1)P~!
Z P( )( ) ()\z el])
p=1 p
con
A osioi= 1 si 1=
)\’Lj ey y 6” ey
0 si i#y 0 si i#]

Por (3.16)), la serie (3.24]) converge si —1 < A\; — 1 < 1, osea 0 < A\; < 2. Ahora

Z M(}W —e;;)P = Ing(Ny),
p=1 b
luego
lnk()\l) 0
Ing(A) = R g R
0 Ink(A\n)

Ademas si 0 < A; < 2, implica que §(A) < 2y traza(A) < 2n.

d 1 /1 tb
Proposicion 3.25. Para b >0 yt > 0 se cumple, Elnk(tb) =2 ( ln2k((tb))>
En efecto,
Demostracion.
d _ k()*o+ k(D) T () + (tb) "+
[ ()]
— 5 _
k
th)k —

1
Z
(=t Hf) e
[(tb) (t°0%) H( b)* —2() }

fb? ; )
2

(20n21,(th)) (In.(tb 1:%(m%w>

[\.’)l S+ = k] =
el B

23

(3.24)
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d
Notese que cuando k — 0, %lnk(tb) tiende a 1.

Proposicién 3.26. Para una matriz diagonalizable B= RDR™', B = R diag{)\, ..., \, }R™*

donde \; es un vector propio de B, tenemos que

d d _1

En efecto, sabemos que B — I, = R(D — I,)R™*, Ahora

d d d
—Ing(tB) = —Iny,(tRDR™") = R—In,(tD)R~!

Luego,

d _d bR p
Zlm(tD) = —[Z—(tD—In)]

p=1 P
%lngk(t)\l)(lnk(t)\l))_l 0
-1
] lngk(t)\l) 0 ln%(tkl) 0
_ ; . .

_ %zn%(m)(mk(w))‘l,

por lo tanto,

%lnk(tB) =R (%lngk(tD)(lnk(tD))) g
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Notese que cuando & — 0

%ln(tB) = —R In(tD)

(In(tD))*R™' = %In.

Proposicion 3.27. Para b >0 yt > 0 se cumpe que

t
/lnk(tb)dt = 1 _ 12 (lnk

Veamos.

ln%(tb)
(tb) = Ing (tb) ) *

/ Ing(th)dt = / (tb)k;#dt: / (gblz dt — / (ﬂ;)k dt

1 (tb)lﬁl 1 (tb) k+1
(k 2bk;(—k:+1)

[\

+1)
(tb)"
(k+

(tb)~*
—h+ 1)) +

+C

C

b
1
_ %(
t
2k

1)
B (—k + 1)(tb)k — (1 + k) (tb)~*
= _( e+ D(—k+ 1) )*C

—k(th)* + (tb)* —

t (—k + 1)(tbh)* —
i

(14 k)(tb)~*
- )+c

2k

k(tb)=* — (tb)—k) ‘e

2k

(th)* + k(tb)~*
M) o

_ 1 E(tb)k —(th)™* k&
(

(tb)* — (tb)~*
2k ) a

1 ika ((tb)’f -gk(tb)’f) Lc

21— k2)

B t
2(1 — k2)
t t lngk

((t%?)k ;k(t%Q)_k) ((tb)’“ 3k(lfb)

Ing, ((t0)?) (Ing (th)) L 4+ C

(th) +C

1 — k2 Ing(th)

_ ! (lnk(tb)—ln2k(tb>>+0

1— k2 Iny,(tb)

notese que cuando k — 0, /ln(tb)dt =t(In(th) — 1)+ C

25

)+C



56 CAPITULO 3. MATRIZ K-EXPONENCIAL Y K-LOGARITMICA

Proposicion 3.28. Para una matriz diagonalizable B= RDR™ = R diag{)\y, ..., \n} R,

tenemos que

/ Ing,(tB)dt = ﬁ (R Ing(tD)R™" — R Ingi(tD)(Lny(tD)) ' R™") + C.

En efecto /lnk(tB)dt =R </ lnk.(tD)dt> R™', Ahora

1

Tz (A1) — ok (EA1) (g (tA1)) 1) + C1 0

/ Ing(tD)dt =

0 S nk(8An) — Ik (PAn) U (PAn) ) + o

t t
— mzn,f(zsp) — mlngk(tD)(lnk(tD))_l +C

/lnk(tB)dt = R (ﬁlnk(tl)) — 1 _le ln%(tD)(lnk(tD))—l —+ O) R—l

= 1= _tkz (Ring(tD)R™" — Rinok(tD)(Iny,(tD))'R™') + RCR™

Ahora cuando k — 0

/ In(tB)dt = R(tin(tD)—tl, +C)R™*
= tRIn(tD)R™' —tI, + Cg
donde Cr = RCR™.

3.4. Ecuaciones k-diferenciales.

Para cada funcion real de variable real f que sea diferenciable, Kaniadakis [10] define la

k-derivada de f por

k
También denota dpx := lim x & z, que se denomina k-diferencial.
Z—T
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La k-derivada se reduce a la derivada usual cuando k tiende a cero. Ademas, la k-derivada

de una funcién f puede escribirse como

d;ix (z) = dgz) - (dxkl/dx> <dj;(;)> - m%f (), (3.25)

donde ), denota la funcién deformadora de Kaniadakis dada por x; = %arcsenh(lm)

porque en adelante, se asumira que la funcion generadora de deformaciones es g(x) = x.
En la siguiente figura se ilustra una interpretacion geométrica para la k-derivada evaluada
en un namero c. En la grafica se representa la funciéon f con linea continua y la funciéon

z), con linea intermitente.

Geometricamente, para un real zy ubicado en un punto C' eje x, se tiene la siguiente figura
3 0 )

para interpretar la K derivada en xg.

Figura 3.1: Interpretacion geométrica de la k derivada en razoén del parametro k defor-

mador en una curva dada

De acuerdo con la grafica (3.1), se puede observar que la k—derivada definida por G.
Kaniadakis, se interpretar como la razén de cambio entre la variacion de las imagenes de

una funcién, con respecto a la variacion de las imagenes del deformador xj, veamos

AN = (AN> (AD> pero AD = GF = Az
BF AD BF
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) Af 1) [(Af/Ax
e (32) () = (200)
_Af_AN

y tomando limite cuando x — xy tenemos

d{zi? - (dkxl/dx> <de)>

Por otro lado podemos observar que la k—derivada se puede definir como la razén entre

dos pendientes de rectas tangentes, veamos.

Sea m; la pendiente de la recta tangente a la funcion f en z( luego

Ademas, sea my la pendiente de la recta tangente de la funciéon deformada de Kaniadakis

en xg, por lo tanto,

donde d(zy) es d(x)y cuando = = xy, Ahora

2 - () () - 42

Proposicion 3.29. La k—deriwvada de f en un numero xq, es la pendiente de la recta

tangente a la hipérbola dada por

g(x) = fiw0) (xS w0) + F(zo),

en el punto xq. De tal forma, g es una especie de hipérbola "tangente” a f en el punto xg.

En efecto,

gx) = Flao)x S wo) + f(x0)
= filzo)(z\/1+ K22k — 2oV 1+ k222) + f(x0)
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Ademas, )
fe(@o)(z © m0) = g(x) — f(0)
fi(wo)(xy/ 1 4 k22§ — 2oV1 + k22?) = g(x) — f(x0)

x fi(@o)\/ 1+ k22 — wo fy(wo) V1 + ka2 =y — f(x0)

donde y = g(x)

(@fi(@o)\/ 1 + k25 + f(z0) — y)* = (zofi(z0) V1 + k?2?)*

22 (fi(0))2(1 + k223) +(f (w0) 2 +y 22 fi (o) f (wo)\/ 1 + k2x§—2xy fi (w0) /1 + K2ag—2y f (20)
= 23 (fi(20))*(1 + k*2?)

(fi(wo))?a® — (2fi(x0)\/1 + K2xg)zy + y* + (2 (w0) f(w0)y/ 1 + k2ag)w

—(2f(@0))y + (f(20))* = z5(fi(20))* = 0
Dado que la ecuacion general de segundo grado
Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

se tiene que

A = (fi(x))? D = 2fi(w0) f(wo)y/ 1 + k3
—2f1(z0)\/1 + k223 —2f(xq)

C =1 Fo= (f(x0))" = z5(fi(x0))?

Sy
Il
e
Il

Partiendo del discriminante B? —4AC determinamos que tipo de conica se presenta. Sean

A,B,C #0.

0 hipérbola
0 elipse

NV

Asi B® — 4AC
= 0 parabola

Luego

A(fi(w0))* (1 + k*z5) — 4(fi(20))*(1) = B* — 4AC
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4225 (fr(z0))? = B* — 4AC

Si 4k?2%(f1(z0))? > 0 entonces genera una hipérbola

Si 4k*x3(f}(x0))? = 0 se tiene que k = 0 (recta tangente), o = 0 (parabola), fi(x¢) =0
(parabola) ya que fi(xg) = v/1+ k223 f'(x¢) = 0 se debe cumplir que f'(xq) = 0.

Ademés si B =0 ;

—2fp(xo)\/1 + k223 =0
=24/ 1+ K222 f (o) V1 + k222 =0

—2(1 + k*x5) f'(wo) = 0

luego f'(z9) =0

Por lo tanto se verifica que g(x) es recta tangente a la curva y = f(x) cuando k =0y es

hiperbola para k # 0, ademas cuando f'(xy) = 0 genera una parabola.

Ahora veamos que g(zg) = f(x) en efecto,

g(xo) = filxo) (xo 1+ k222 — 2oV1 + k29c2) + f(xo)
g(zo) = [(20)(0) + f(x0) = f(x0)

Ahora probamos que f y ¢ tienen la misma pendiente en x, es decir, ¢'(zo) = f'(xo).
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En efecto,

k2 1 k2 2 1 k2 2 k2
- )

1+ k222+/1 + k222 — xoaok?
V1+ k2]

= fé($0)<
’ o / 1+ kag B xO ol
g (xy) = NN k2 A/ 1+ k222 f (x0)

g'(ro) = f'(wo).

A manera de ejemplo, en la figura (3.2) se visualiza la funcién f(x) = 22, que es tangente
a la hipérbola g en el punto xy = 2, para valores de k = 0.5,0.25,0.1. Noétese en la gtrafica,

que cuando k tiende a cero, la curva g tiende a la recta tangebte a f en x.
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ta
h

Figura 3.2: Comportamiento hiperbolico del parametro k deformador en una curva dada.

Vemos ahora algunas propiedades de la k-derivada.

Proposicion 3.30. Sean f,g € F, B € R, entonces se cumplen

L) = gt = e (10 9)

dkl’
L (d AN 1 (a1
 dpx/dr \dx dz”  dyr/dx \ dz dpx/dx dz”

d d

= ! T da?

L0 = b (89) =t [(80) 452

9
1 d 1 d d d
- 5 |(@) o g b (@) - (@) (@)

U] = o ()

- dkazl/dx (%f(f(x)) . %@(x)))
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Veamos ahora una aplicacion de la k-derivada en un contexto fisico. Considérese el
movimiento lineal ralativista de una particula de masa mg en reposo que se mueve a

velocidad o respecto de un sistema de referencia S, donde

?:mo—vﬂzm?dondem: 0

_ £/ 1—v2/c?

i

es la masa media de la particula, ademés v = ﬁ se conoce como factor de lorentz.
—v (&

Luego el momento de manera relativista es

P =my.

Se sabe que la fuerza ralativista F' sobre una particula cuyo momento es P se define como:

_ 2.2\ =1/2
o o mov(1l —v?/c?) 77

S G| ioee]

se quiere verificar que la fuerza ralativista segin kaniadakis es

7 _ dP _ d(yme™)  d [ mov ] d
dt

mg dv
Fo=vitie| o )
F + [(1 — k20?2)3/2 dt}

En efecto,

dP d

= — [mov(l — 02/02)_1/2}

dt dt
dv —1 —2v dv
_ GV 2212 TV — o2/ )32 AN W
oS (1= 1) 2 4 mon( S (1~ ) (o) &
modv/dt modv/dt v

Ny R (R

dv
_ o Ma |y /e si ]{;:1
V1 —v2/c? 1 —v%/c? c

dv 2 9 dv dv
- mOE |: k“v :| . moa { 1 :| a mOE

V1— k%02 1— k202 | T k202 [1—k22]| (1 — k202)3/2

luego,
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dv
VI+ 12 [—mm ]

=
| Il

(1 — k202)3/2

=l
|

mo dv
- Arge( M W
¢ * ((1 EERGETE dt>

k k
P P P . . . S .
Tffll) o T(:;) = (vrfvz) ademaés se tiene que la k-hiperbolizacién de una funcién se

CcOo1mo

expresa de la forma

k
h(z) = fi(xo)(x © xo) + f(x0)
despejando la k-diferencia de esta expresion, se obtiene
k h(zx) — f(xo)
TOT) = —F
T i)

para el caso de momento lineal relativista, P, y P, tenemos

C

P(v1) & P(vs) _ h(P(v1)/m1) — f(Py(v2)/ma) _ P(v1 © va)
my mao fé(Pz(UQ)/mz) my

para f(z) = x funcion identica se tiene que

fr(xo) = \/1+ k22 f'(z0) = 1/ 1 + k23

luego,

h(P(vi)/mi) — Pa(va)/ma — h(P(v1)/m1) — Pa(v2)/ma  h(P(v1)/m1) — Py(va)/my

V11 R2(Py(v3) /)2 VI + k2 (va)1 — k22 VI/1 - k202

—\/J1- k%g(h(pf:ll)) - pf?fz)) = /1 k%g(h(p?(;}i)) —\/1- k%gp%))
I Eml) , - Peow

A continuacion se define la antiderivada para una funcion k-deformada
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Definicion 3.31. Sea f € F, donde F: {f: X — Y} con f C C>*(R).

dl’k

1
/kf(x)dkx:/Ef(x)dx:/mf(x)dx
notemos que si k — 0, entonces /f(x)dkx = /f(x)dx
k

Una Ecuacion k-diferencial es una ecuacion diferencial que se puede escribir en términos

de k-derivadas en lugar de derivadas ordinarias.

Ejemplo 3.32. La ecuacion k-diferencial dada por, y; — 2y, + (1 — k?)y = 0 tiene como

L
solucion y = wey

Demostracion. En efecto,

chg_x(xek) = ek%—x(x) + dk_xek = ekdk—x + zej,
dpa? (zey) = drr (ek dkx(x) + Iek)
= ekdk$(x)+ kg 2($)+€kdk_$(x)+mek
donde
d 1 53
k dw
d? d 1 d
() = ——(V1+k222) = — | ——V1+ k222
dkl’Q deL’ dL:(iE dm
BN <—’” ) s
Vi
luego,

T d T d2 T
T d T T T d2
-2 (ekm(lﬁ') + $€k> + Tep = ekm<x>

= k2xei = ka

entonces y — 2y, + (1 — k?)y = 0 vemos que cuando k — 0 y) — 2y, + (1 — k?)y =0
se reduce a y, — 2y, +y = 0y y = xe} se reduce a y = ze®. Sin muchas dificultades se

puede comprobar que y = ze” es solucion de y), — 2y, +y =0 O]
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1— k22
Ejemplo 3.33. La ecuacion k-diferencial dada por v _ ’ (2xy) tiene como

dpr 1+ k222

., . $2
solucion y = ef

Demostracion. En efecto,

d 1 d d
dk—x(expk(xz)) = 4 (%expk(ﬁ)) =V1+ k:?x?% expy(z?)
dx
pero
d 2 d VIt k2t 201 /k
%ea:pk(:r; ) = %<[ 1+ k22t + kx”] )
1 71 k?(423)
— (4 24 2
= k< 1+ k%x —I—k:x) <2m+2kx
o1 [ke? + VIT A2
= 2z <\/ 1+ k2a* + kw2> *
N
2x ( 2) ]
= —————— expip(x®) luego
N
V1 + k22
o (e:z:pk(x2)) = \/ﬁ 20r (expk(xz))
cuando k — 0 la ecuacion k-diferencial y su solucion se reduce a % = 2xy con soluciéon
2
Y= e, ]

3.4.1. Solucién de Ecuaciones k-diferenciales Separables

Una ecuacion k-diferencial separable tiene la siguiente forma

%%:fmwmw (3.26)

Ahora bien, separando variable obtenemos:

pero,
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y por lo tanto
[ Gin) = et
— = | —————f(x)dx
o)) 1+ k%2
La ecuacion ([3.27)) permite obtener la solucion de la ecuacion ((3.26)

Ejemplo 3.34. Hallar la solucion de ;i—?; =y

/ld _/;dx
yy— V1 + k222

Ahora
1 d(kx) 1

1
—_—dr =~ | ——f— =
/\/1+k2x2 kJ /14 (kx)?2 kK

In|secl + tanf| + C

donde kx = tan# luego

In(y) = In|(V1+ k22 + kx)Y*| + C,
y=e"(V1+ k22 + kx)l/k = Chexpi(x)

cuando k — 0 g—g = y con solucién y = Ce”
Ejemplo 3.35. Hallar la solucién de la ecuaciéon k-diferencial

dy  —V1+ k2x%x

dyx y

ydy = /(ﬁ) (-VI+#?) o

ydy = —/:zrd:v

2 332

o= 40y sy l=¢C
5 2+1 Y+ 2

——

Neg

cuando k — 0, % = —§ se soluciona implicitamente con la expresion y? + 22 = C

’ dx

67

(3.27)
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3.4.2. Ecuaciones k-diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Una ecuacion k-diferencial lineal con coeficientes constantes, es una ecuacion de la forma

dy
- 3.28
ik ) (3.28)
Procediendo por variacion de pardmetros, supongamos que f(x) = 0, por lo tanto,
dy
— 3.29
Ga W (3.29)
Separando variables obtenemos:
dy
— = adix
(Y

luego,

“dy =

1 1
————adzx
/ Yy / V1 + k222
Iny = aln‘(v1+k2x2+kx)1/k‘ + 4

y = Cy [(v 14 k222 + k':v)l/k]a = Cy (e})"

y = Coexpy/qe(ax) (3.30)

donde Cy = ¢
Cuando k — 0, la ecuacion k-diferencial (3.28)) se reduce a g—z = ay y su respectiva solucion
(3.29)) se reduce a y = Cexp(azx)

Consideremos en (3.30) Cy = v(x), luego

y = v(z) exprq(ax) (3.31)

entonces,

d

) (exprya(az)) + U(x)dk_x expr/a(az)

dy  (dv(z)
n dkl’
pero

L eapugalan)) = L [(erpu(e))?] = VI T R A (eapy ()"

dka‘ dkl‘

= VTF P afeapi(e)) ™ (eapi(z)

= V1+ k2z2a(expy(x))*! <ﬁemk(£))

= alexpi(w)) = alexpr/alar)),
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por lo tanto,

dy

reemplazando (3.29) y (3.32)) en (3.28)) tenemos

= V1+ k222 (2) (exprja(ax)) + av(z) (expr/a(az)) (3.32)

V14 k2220 (2)eapra(az) + av(w)(expyja(az)) = av(z)expy/q(ax) + f(z)
(iv(a:)) exprio(ar) = f(x)

dk.’li

o) = @) (cxpialan))
——v(x) = f(z) (exp-r/a(—az))
v(zr) = /kf(m) (exp_gja(—ax)) dyx

Luego la soluciéon general de ((3.28)) es

y = Cexpye(ax) + exprqo(ax) /kf(s) (exp_r/a(—as)) dys (3.33)

Se observa, que cuando k£ — 0, la ecuacion k-diferencial (3.28) se reduce a g—g =ay+ f(x)

y su respectiva solucién es la reduccion de (3.31)) cuando £ — 0, osea

y = Cexp(az) + exp(ax) / f(y)(exp(—ay))dy

3.5. Sistemas de Ecuaciones k-diferenciales

Definiciéon 3.36. Sea A € C™" una matriz constante e Y una funcién matricial de orden

n X n. La ecuacion k-diferencial matricial.

dy

— =AY
dit

Se denomina sistema de lineal homogéneo con coeficientes constantes.
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Proposicion 3.37. Sea D una matriz diagonal D = diag{ 1, \a, ..., \n}, entonces la

funcion matricial

Crexpi/y, (Mt) 0
Y = :
0 Crexpi/x, (Ant)
es solucién de la ecuaciéon k-diferencial
dY
— =DY 3.34
En efecto:
Chexp At 0
dY - d 1 k/)\l( 1 ) '
det  dyt
0 Cnexpk/)\n (Ant>
d%t(ﬁ’lea:pk/h(/\lt) 0
0 diMC’ne:L‘pk/,\n(/\nt)
C’l)\lexpk/,\l ()\125) 0
0 CpAnexp/n, (Ant)
)\1 0 01€$pk/)\1 ()\175) 0
0 An) 0 Crexpi/x, (Ant)
= DY

Observacion 3.38.

1. Si D = I,, entonces Y (t) = Cexpi(tl,) es solucion de ((3.34)).

2. Cuando k — 0 entonces 651—3; = DY tiene como solucion a Y = Cexp(tD)

Ejemplo 3.39. Consideremos primero Y,/ (t) = AY de la siguiente forma:

Yii(t) Yia(t) /_ d 0 Yii(t) Yia(t)
Yar(t) Yao(t)) \0 do) \Yau(t) Yaolt)
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Vi) Yie®))  [diYu(t) diYaie(t)
V() Yin®t))  \doYai(t) doYoo(t)

Yia(t) = diYi(t) — Yi = Crieapya, (dit)
Via(t) = diYia(t) — Yo = Craeapya, (dit)
Yio1(t) = doYor (t) — Yoy = Corexpya, (dat)
Yigo(t) = doYao(t) — Yoy = Cosexpya, (dat)
entonces
Y(t) = <Cnexpk/dl (dit) Craexpya, (dlt)>
Corexpyya,(dat)  Cazexpyq,(dat)
_ (Cn@ﬂﬁpk/dl (dit) Crzexpy)q, (dlt)> N ( 0 0 )
0 0 Corexpya, (dat)  Cozexpy g, (dat)

Ci1 Ci2 0 0
= ex dit) + ex dot
( 0 0 ) Pr/d; (dit) <021 022> Pr/d, (dat)

De la misma forma podemos concluir:

Y Yin dy 0 Y1 Yi,
@ | :
dyt - :
Ynl Ynn 0 dn Ynl Ynn
tiene como solucién
0o --- 0
Criexpya, (dit) - Crnexpyya, (dit) . :
Cijexpisq, (dit) : = Z Ca -+ Cin | €xprysa;(dit)
i=1 | .
Cnlexpk/dn (dnt) t e C»,mel'p}g/d" (dnt) .
0 .-~ 0

Proposiciéon 3.40. Sea A = PDP™! una matriz diagonalizable, por lo tanto Y4 =
PY (t)P~', es solucidn de la ecuacion k-diferencial d}i;(f) = AY ()

En efecto, 75Ya(t) = Pz5(Y ()P~ = PDY(t)p™', pero A = PDP~" implica AP =

PD, luego dithA(t) = APY (t)P~! = AY4(t)
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Proposiciéon 3.41. Sea A una matriz diagonalizable donde A = PDP~' con D =
diag(A1, -+, \y) entonces Yo = PY (t)P~! con Y/(t) = DY es solucion de Y[(t) = AY

en efecto

d d
—Ys = —(PY ()P
dpt i CY P
— PY/(t)P!
= PDY ()P ya que AP = PD
= APY(t)P!
= AYa(t)
donde
[ 0O --- 0 i
Ya=P Z Cii =+ Cin | €xpix,(Ait) P!
=1 .
I 0 --- 0 |

Observacion 3.42. Notese que si Y es como en (3.34), se tiene:

. Cuando D = I,,, Y4 = Pexpy(tL,)P~! = expy(tA)

. Cuando k — 0, Y4 = Peap(tD)P~! = exp(tA) es solucion de 8 — Ay

dt

Veamos ahora el caso de sistema lineales no homogéneos con coeficientes constantes.
Proposicion 3.43. Sea A una matriz constante de orden n X n, y una funcion matricial
n-dimensional F(t) continua en un intervalo I.

El sistema lineal no homogéneo

Y
Y ay 1P (3.35)
dt

donde,
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fi(t) 0

tiene solucion en I dada por

Y(t) = Ya(t)C + Ya(t) /k Y (5)F(5)dis

dy
En efecto, primero suponemos que F'(t) = O,,. Entonces a7 AY tiene como solucion
k

Ch 0
general a Y7 = Y (t)C con C' = :
0 Cy,

d d
() = g5 (¥a0) = AVa()C = AY;

U1 (t) 0

Ahora, transformando la matriz C' en una funciéon matricial V' (t) =

tenemos

luego

AYA)V(t) + F(t) = AYA()V (t) + YA(t)diktV(t)

F(t) = YA(t)diktV(t) luego

Y M) F(t) = dikt‘/(t) para det]Y(t)] #0

V(S) = /YA_l(s)F(s)dks

k

y la solucion general de (3.35)
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Y =Ya(t)C + Ya(t) /kyA_l(S)F(S)dsS

St Y/(t) = AY + F(t) con A = PDP™', D = diag(\1,--- ,\n) y Y, = DY suponiendo
que F(t) =0, Y'(t) = AY tiene como solucion general Y7 = Y, (¢)C' en efecto,

(1) = SLYA0C) = AVA(0C = AV (0

Ahora transformemos la matriz constante C' por la matriz de funcién v(t), entonces,

d
di(t)

Y(0) = |20 o)+ Yalo) | £000)

Y(t) = Ya(t)o(t) = dit d.t

Luego,

AYA(B)o(t) + F(t) = AVa(t)o(t) + YA(t)d%v(t)

szmwﬁﬂw

entonces v(s) = [ Y, (s)F(s)ds y la solucion geneal de Y/(t) = AY + F(t) es,

Y(t) =Ya(t)C + Yau(t) /kYgl(s)F(s)ds

Observacion 3.44.

. Cuando D = I, entonces Y = elAC + eld /ekSAF(s)ds
k

. Cuando k — 0 ;Y = eC + ¢4 / e *"F(s)ds es solucion de X = AY + F(t).

En el siguiente ejemplo se considera un sistema acoplado, donde a diferencia de los casos

anteriores, la matriz A es no diagonalizable.

Ejemplo 3.45. Consideremos el sistema

0 0 Y1 Y Y, Y,
Yk’(t): a Y(t): a 11 12 _ aryy ariz 7
b 0 b 0) \Yor Yy bY11  bYio
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es decir,

Y11 = Criexpyq(at)

Yo = 012€$pk/a(at)
a

Yo = Ecllexpk/a(at)

L4l

a
Yoo = Ecl2expk/a(at)

Ahora se tiene que
/ !/
Yinu _ Yin

a b

k-integrando se tiene,

/ﬁdkx = /Yklmdkl‘,
E a kb

entonces, %YH +C = %)/21 y en consecuencia Yo = EYH +C.

De igual manera para

Yiie  Yio b
—022 = 22 Yo = Y9 +C
a b 27

Cn  Ci
b b
Cn ,Ch

De manera general se tiene que:

luego la matriz Y (t) = (

ay; 0 0 v v, anYi anYie
11 Y
, as O 0 " agYi1 a2Yio
Yi(t) = . =
Ynl : Ynn
am 0 - 0 a1 Y11 amYio
su solucién es
Cn Cin
a1 az1 (¢
11 1
Y(t) = a1 a " E€ETPL/ar; (Gllt).
anl Cll .. anl 1n

all ail

) expr/q(at) es solucion de Y/(t) = (

b 0

a1 Y1y

a1 Y1,

an1 Ynn

¢ O) Y(t).

75
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Problemas abiertos

1. En contextos fisicos donde se involucre la relatividad especial, pueden buscarse modelos
matemaéticos que correspondan a sistemas acoplados de ecuaciones k-diferenciales. Tam-
bien es pertinente juzgar sobre la aplicacion en contextos diferentes a la relatividad y, por

que no, a la fisica.

2. A nivel teorico, es pertinente continuar el estudio considerando formas de Jordan.

7
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Conclusiones

Asi como los estudios sobre la exponencial natural de una matriz cuadrada se han ex-
tendido hacia el contexto de ¢-deformaciones segtin la mecanica estadastica de Tsallis,
en el presente trabajo, también han sido extendidos hacia las K-deformaciones segin la
mecanicaestadistica de G. Kaniadakis y la teoria puede dar cuenta de sistemas acoplados

de ecuaciones k-diferenciales.
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