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RESUMEN

Esta tesis presenta el andlisis de varios sistemas no suaves o discontinuos de
diferentes campos de la ciencia y la ingenieria utilizando el método SPT (Singular
Point Tracking) basado en la identificacion y seguimiento de algunos puntos con
caracteristicas especiales sobre los conjuntos de discontinuidad. EI método SPT
ha permitido solucionar algunas de las dificultades para modelar sistemas no
suaves, como la imprecision en la deteccion de eventos y brinda la posibilidad de
ampliar la comprension de muchos de estos sistemas que muestran dindmicas
muy complejas.

El documento comienza con una pequefa introduccién a los sistemas no suaves y
su clasificacién, ademas de describir brevemente el funcionamiento del método
SPT y los procedimientos que utiliza para la deteccion de bifurcaciones locales y
globales.

El método SPT es ampliado mediante la caracterizacion de los puntos sobre las
regiones suaves, proponiendo nuevas funciones booleanas que permiten
identificar los tipos de puntos de equilibrio y la direcciébn de giro de los puntos
regulares. Esta ampliacion lleva a la extension de la clasificaciéon de 45 puntos a
53 y permite un andlisis integral de los sistemas no suaves.

El capitulo 4 presenta una sintesis de sistemas mecanicos, eléctricos, ecoldgicos,
quimicos y sociales que han sido estudiados anteriormente por otros
investigadores y que pueden ser modelados como sistemas no suaves 0
discontinuos, junto con sus representaciones matematicas.

En el capitulo 5 el sistema depredador presa propuesto en [1] es ampliado para
ilustrar el método SPT en la deteccion de bifurcaciones locales y globales de
sistemas no suaves. Se muestran los cambios en las secuencias de segmentos
regulares y puntos especiales en el limite de discontinuidad para bifurcaciones
locales y en las secuencias de segmentos y puntos aislados en las regiones
suaves y en los limites de discontinuidad pertenecientes a orbitas periddicas para
bifurcaciones globales.

Un oscilador rotativo con multiples limites de discontinuidad debido a la forma de
las levas y el contacto friccional es utilizado para ilustrar el procedimiento de
deteccién de bifurcaciones globales en sistemas complejos con dinamicas
deslizantes.

En el capitulo 7, el método SPT es utilizado para detectar bifurcaciones globales
de ciclos compuestos por hasta cuatro segmentos deslizantes en un oscilador de
doble banda.



Finalmente, el método SPT es utilizado para analizar las dinamicas de un sistema
compuesto por un bloque sobre una banda transportadora que posee varios tipos
de discontinuidades: impacto, friccion y restriccion del tipo resorte-amortiguador.

Este trabajo permite entender de una manera precisa la gran complejidad
dindmica de sistemas relativamente simples, los cuales presentan gran variedad
de campos vectoriales y limites de discontinuidad.

Palabras clave: Sistemas no suaves, sistemas Filippov, bifurcaciones deslizantes



1 INTRODUCCION

1.1 Justificacién

Muchos sistemas de la ciencia y la ingenieria deben ser modelados como
sistemas dinamicos discontinuos o sistemas no suaves. Los fenOmenos mas
conocidos que llevan a la presencia de discontinuidades son la friccion y el
impacto en sistemas mecénicos. Sin embargo, las discontinuidades estan
presentes en sistemas mecanicos, eléctricos, hidraulicos, ecoldgicos, sociales y
econdémicos.

Los sistemas no suaves han sido clasificados en tres clases de acuerdo al tipo de
discontinuidad [2]. La primera clase, o sistemas con Jacobiano discontinuo, incluye
los sistemas que poseen campo vectorial continuo pero con alguna de sus
derivadas discontinua. La segunda clase los sistemas con campo vectorial
discontinuo, llamados sistemas de Filippov. Y la tercera clase, los sistemas que
presentan discontinuidades en las variables de estado, o discontinuidades de
salto.

En cualquiera de estos sistemas el espacio de estados esta dividido en un nimero
finito de regiones de dimension n, cada una de las cuales es modelada por un
conjunto diferente de ecuaciones diferenciales suaves y esta separada de las
demas regiones por una superficie de dimension n — 1 en la cual se presenta una
discontinuidad, esta superficie es llamada limite de discontinuidad.

La interaccion de los campos vectoriales suaves con el limite de discontinuidad da
origen a gran cantidad de dindmicas complejas, generando, ademas, bajo
variacion de parametros, cambios estructurales, como por ejemplo pérdida subita
de estabilidad, no presentados en sistemas suaves. Tales cambios corresponden
a bifurcaciones a las cuales se les ha dado el nombre de Bifurcaciones inducidas
por discontinuidad y fueron estudiadas ampliamente en [3], [4].

Un tipo particular de bifurcaciones inducidas por discontinuidad ocurre en los
sistemas suaves por tramos con campo vectorial discontinuo o sistemas de
Filippov. Los sistemas de Filippov muestran una dindmica Unica en la cual, el
movimiento sobre el espacio fase queda restringido al limite de discontinuidad
cuando los campos vectoriales a cada lado de este tienen direcciones opuestas,
tal fendmeno se conoce como movimiento deslizante. La aparicion o desaparicion
de deslizamiento al variar un pardmetro, da lugar a la creacion de nuevas
dinamicas, transformando topologicamente el sistema. A esta nueva bifurcacion
inducida por discontinuidad se le llama bifurcacion deslizante.



Esta complejidad de dinamicas hace vital el estudio de los sistemas dinamicos no
suaves en todos los campos de la ciencia y la ingenieria para ampliar su
conocimiento, solucionar problemas, evitar comportamientos indeseados, lograr
disefios seguros, eficientes y de bajo costo o alcanzar un comportamiento
especifico.

Pero ademas, la complejidad de estos sistemas también lleva a dificultades
matematicas y numéricas para su simulaciéon y andlisis. En las ultimas décadas se
han hecho gran cantidad de avances en métodos y herramientas que han
permitido la modelacion de tales sistemas.

Dos de las dificultades en la modelacion de sistemas no suaves son: (1) la
imposibilidad para detectar con exactitud eventos no suaves, como el cambio de
una region a otra, el cambio de movimiento libre a movimiento deslizante, entre
otros, lo que traia como consecuencia errores entre la trayectoria modelada y la
real, la no deteccidon de movimientos deslizantes y por lo tanto, de bifurcaciones y
(2) la falta de herramientas adaptadas al manejo de las tres clases de
discontinuidades.

Sin embargo, el método SPT ha ayudado en gran parte a solucionar estas
dificultades mediante el seguimiento e identificaciébn de puntos sobre el limite de
discontinuidad que tienen caracteristicas especiales, analisis que permiten la
deteccion de los puntos en el limite de discontinuidad en los cuales la trayectoria
del sistema cambia de una region suave a otra, o de movimiento deslizante a
movimiento no restringido y la inclusibn de métodos para el manejo de todas las
discontinuidades.

Por todo lo anterior, la simulacién de sistemas no suaves mecanicos, eléctricos,
ecologicos e hidraulicos utilizando el método SPT permite un conocimiento mas
profundo y preciso de las complejas dindmicas que los caracterizan, de gran
importancia para su buen comportamiento y que puede afiadir nuevo conocimiento
a la teoria de los sistemas no suaves.

1.2 Objetivo

El objetivo principal de esta tesis es analizar un grupo de varios sistemas no
suaves o discontinuos de varias ramas de la ciencia y la ingenieria utilizando el
método SPT. Particularmente, se plantea el estudio de un sistema ecolégico y
varios sistema mecanicos.

Para lograr el cumplimiento de este objetivo son necesarios los siguientes
objetivos especificos:



Estudiar las caracteristicas de los puntos sobre las regiones suaves de un
sistema discontinuo para encontrar diferencias que permitan identificar
entre las distintas clases de puntos.

Definir funciones booleanas que permitan detectar cada clase diferente de
puntos en las regiones suaves.

Presentar sistemas en diferentes areas de la ciencia y la ingenieria que
puedan ser modelados como sistemas no suaves.

Plantear los grupos de ecuaciones y conjuntos de discontinuidad que
definen la dinAmica de cada uno de los sistemas a estudiar.

Utilizar el método SPT para simular cada sistema.

Analizar las dinamicas y las bifurcaciones presentes en cada sistema.
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2 MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se presenta una pequefia introduccion a los sistemas no suaves y
su clasificacion, las dinamicas particulares presentes en los sistemas de Filippov y
el método convexo de Filippov para definir el movimiento deslizante. Ademas se
describe brevemente el funcionamiento del método SPT, sus procedimientos para
la deteccién de bifurcaciones locales y globales y la localizacion precisa de
eventos.

2.1 Sistemas dinamicos no suaves

Los sistemas dinamicos no suaves son sistemas en los cuales el espacio de
estados esta dividido en un numero finito de regiones Z;, i =1,2,...,m, de
dimension n, cada una de las cuales es modelada por un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias con campos vectoriales f;(x) suaves como en la ecuacién
(2.1).

x = fi(x) (2.1)

Estas regiones suaves estan separadas por superficies de dimension n — 1 en las
gue se presenta algun tipo de discontinuidad y las cuales son llamadas limites de
discontinuidad (LD).

2.1.1 Clasificacion de sistemas no suaves

Los sistemas no suaves fueron clasificados por [2] de acuerdo al tipo de
discontinuidad de la siguiente manera:

Sistemas con Jacobiano discontinuo: son sistemas cuyo campo vectorial es
continuo pero no diferenciable. Entre estos se encuentran los sistemas mecanicos
con restricciones compuestas por resortes elasticos.

Sistemas de Filippov: son sistemas que poseen campo vectorial discontinuo, como
los sistemas mecénicos con restricciones compuestas por resorte y amortiguador
o0 los sistemas con friccion seca.
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Sistemas con discontinuidad de salto: son sistemas que tienen discontinuidad en
las variables de estado. Ejemplos de estos son los sistemas que modelan el
impacto entre dos cuerpos.

2.2 Sistemas de Filippov

Se considerara un sistema de Filippov plano, cuyo espacio de estados esta
dividido en dos regiones Z; y Z, y representado por las ecuaciones diferenciales
(2.2), donde f; y f, son funciones suaves.

. fl(X), XEZI
x_{fz(x), X € Z,

Las regiones estan separadas por un limite de discontinuidad X, , representado
mediante la funcion escalar H(x), como en la ecuacion (2.3).

(2.2)

2, ={xeR*H(x) =0} (2.3)

De modo que las regiones Z; y Z, se pueden definir como en las ecuaciones (2.4)
y (2.5).

Z, = {x e R%: H(x) < 0} (2.4)
Z, = {x € R?®: H(x) > 0} (2.5)

Puesto que el campo vectorial de un sistema de Filippov es discontinuo, a un
mismo punto x € X, , le corresponden dos campos vectoriales f;(x) y f,(x) que
generalmente son diferentes.

Cuando los campos vectoriales apuntan en la misma direccion, es decir cuando
las componentes normales de f;(x) y f,(x) con respecto a H(x) tienen el mismo
signo, la solucion del sistema cruza el limite de discontinuidad.

Por el contrario, cuando los campos vectoriales apuntan en direcciones contrarias,
es decir, las componentes normales de f;(x) y f,(x) con respecto a H(x) tienen
signos opuestos, el movimiento queda restringido al limite de discontinuidad. A
este fendmeno se le llama movimiento deslizante o deslizamiento. Los segmentos
deslizantes son atractivos si los vectores f;(x) y f,(x) apuntan hacia el limite de
discontinuidad y repulsivos si apuntan hacia afuera del limite de discontinuidad.

El conjunto deslizante X; se define como la unidon de segmentos deslizantes y
puntos deslizantes aislados y se representa mediante las ecuaciones (2.6) y (2.7),
donde (:,-) es el producto escalar estandar.
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Iy;={x€Xi,:0(x) <0} (2.6)

o (x) = (Hy(x), fL CONHy (%), f(x)) (2.7)

El movimiento deslizante se puede definir para cualquier punto x € ¥, tal que
(H.(x), f-(x) — f1(x)) # 0, mediante el campo vectorial g(x) propuesto en [5] como
una combinacion convexa de los vectores fi(x) y f;(x) tangente a X,
(ecuaciones (2.8) y (2.9)).

g(x) = Afi(x) + (1 = D f(x) (2.8)

(Hyx(x), f2(x)) (2.9)

A= 00, 50 — L,00)

La aparicién o desaparicion de deslizamiento al variar un parametro, da lugar a la
creacion de nuevas dinamicas, transformando topolégicamente el sistema. A este
tipo de bifurcaciones se les llama bifurcaciones deslizantes.

2.3 EL método SPT

El método SPT propuesto en [6] se basa en la identificacibn de secuencias de
puntos sobre los limites de discontinuidad y su relacion con dinamicas especificas
en sistemas de Filippov para la deteccion de bifurcaciones. Para esto, él método
realiza una clasificacion de los puntos sobre el limite de discontinuidad X;; entre

dos regiones Z; y Z; y le asigna a cada tipo de punto una funcion booleana que
permite identificarlo.

2.3.1 Clasificacion de los puntos sobre el limite de discontinuidad
Los puntos sobre el limite de discontinuidad se clasifican en dos grupos: puntos de

cruce y puntos deslizantes.

2.3.1.1 Puntos de cruce

Son los puntos en los cuales, la oOrbita cruza de una regidon suave a otra. Se
diferencian segun la direccion de cruce, de i aj 6 dej ai. (Figura 2.1a).
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2.3.1.2 Puntos deslizantes

Son los puntos del conjunto deslizante X y se dividen en regulares y especiales.

2.3.1.2.1 Puntos deslizantes regulares

Son aquellos en los cuales se presenta movimiento deslizante y cuyos campos
vectoriales no tienen una orientacion especial. Se dividen en atractivos (Figura
2.1b) o repulsivos (Figura 2.1c) y se diferencian por la direccion del movimiento.

2.3.1.2.2 Puntos deslizantes especiales

Son puntos aislados en el limite de discontinuidad que estan acompafados a
ambos lados solo por grupos de puntos de un mismo tipo y que ademas poseen
una caracteristica especial en alguno de sus campos vectoriales: campos
vectoriales nulos, tangentes al limite de discontinuidad o anticolineales.

Estos puntos se simbolizan por un circulo en el cual la mitad inferior contiene la
caracteristica del campo vectorial f; y la mitad superior la del campo vectorial f;.
Un punto (¢) simboliza tangencia, una cruz (x) simboliza un vector nulo y un
triangulo (V) simboliza anticolinealidad. Algunos puntos tienen una direccion
particular que se simboliza mediante zonas sombreadas.

Puntos tangentes: Uno de sus campos vectoriales es tangente al limite de
discontinuidad. Pueden ser atractivos (Figura 2.1d) o repulsivos (Figura 2.1e) y
se diferencian por la direccién del movimiento deslizante.

Puntos nulos: Uno de sus campos vectoriales es cero. Pueden ser atractivos
(Figura 2.1f) o repulsivos (Figura 2.1g) y se diferencian por la direccion del
movimiento deslizante.

Punto tangente-nulo: Uno de sus campos vectoriales es tangente al limite de
discontinuidad y el otro es cero. Se diferencian por la direccion del movimiento
deslizante. (Figura 2.1h).

Punto tangente-tangente: Sus campos vectoriales son tangentes al limite de
discontinuidad. Se diferencian por la direccion de los campos vectoriales. (Figura
2.1i).

Punto nulo-nulo: Sus campos vectoriales son cero (Figura 2.1)).
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Puntos anticolineales: Sus campos vectoriales tienen direcciones opuestas pero
igual magnitud. Pueden ser atractivos (Figura 2.1k) o repulsivos (Figura 2.11) y se
diferencian por la direccion de los campos vectoriales.

Punto nulo-perpendicular: Uno de sus campos vectoriales es cero y el otro es
perpendicular al limite de discontinuidad. Pueden ser atractivos (Figura 2.1m) o
repulsivos (Figura 2.1n).
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Figura 2.1. Simbolos y nombres de los puntos sobre el limite de discontinuidad

2.3.2 Deteccién de bifurcaciones locales

La aparicion de puntos deslizantes especiales indica un evento sobre el limite de
discontinuidad, como el inicio o fin de un segmento deslizante, el cambio de la
direccidn del cruce, el cambio de direccion de un segmento deslizante o el cambio
en la estabilidad (atractivo o repulsivo) del deslizamiento.

Cada dinamica local en un sistema de Filippov tiene en el limite de discontinuidad
una secuencia Unica de segmentos de puntos regulares alternados con puntos
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especiales aislados determinando tales eventos. De esta forma, cualquier cambio
en esta secuencia indica un cambio en la dinamica.

El método SPT identifica, para cada incremento del parametro analizado, las
secuencias de segmentos y puntos especiales sobre los limites de discontinuidad
mediante las funciones booleanas propuestas en [6] y las compara con las
halladas para el valor anterior del parametro. Cuando la cantidad, el tipo o el orden
de los elementos (segmentos y puntos especiales) de la secuencia cambian se ha
presentado una bifurcacion.

Los resultados de la evaluacidon anterior son presentados en una gréafica llamada
diagrama de bifurcacibn que muestra los tipos de puntos en el limite de
discontinuidad, graficando en un eje una de las variables de estado y en el otro los
valores del pardmetro.

2.3.3 Deteccion de bifurcaciones globales

Las bifurcaciones globales en sistemas de Filippov implican la interaccién de una
oOrbita periddica o ciclo con el limite de discontinuidad, que puede afiadir o restar al
ciclo segmentos deslizantes o puntos especiales en el limite de discontinuidad, o
inclusive hacerlo desaparecer.

Un ciclo en un sistema de Filippov puede estar compuesto solo por segmentos @;
de puntos de una region suave Z; o incluir segmentos deslizantes @, y puntos
especiales en el limite de discontinuidad. Cuando el ciclo contiene segmentos
deslizantes, es llamado ciclo deslizante.

Al igual que sucede con las dindmicas locales, cada tipo de ciclo tiene una
secuencia diferente de segmentos y puntos en las regiones suaves y en los limites
de discontinuidad. Las diferencias en las secuencias indican un cambio en la
dindmica global.

El método SPT utiliza el proceso de integracion para recolectar, en cada valor del
pardmetro analizado, la secuencia de las diferentes clases de segmentos y puntos
pertenecientes a los ciclos presentes en la dinamica. Esta secuencia es
comparada con la secuencia obtenida para el valor anterior del parametro. Cuando
se presenta un cambio en la cantidad, el tipo o el orden de los elementos se ha
presentado una bifurcacion global.

Para definir la secuencia de cada ciclo, [6] ha desarrollado una notacion para
identificar cada elemento. Los segmentos de puntos de una region suave Z; se
simbolizan por ®; y los segmentos deslizantes en un limite de discontinuidad por
&g o0 d5 dependiendo de la direccion del movimiento. Los simbolos C y ©
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indican que la secuencia se repite continuamente y la direccion de giro del ciclo.
Finalmente, Q§~) representa un punto intermedio en un segmento deslizante, Qg_)
el punto inicial y Qﬁ” el punto final del segmento.

2.3.4 Proceso de integracion

La localizacion precisa de los eventos discontinuos en los sistemas no suaves,
como el inicio o fin del movimiento deslizante, el cruce de una regién a otra o la
llegada a un punto especial en el limite de discontinuidad, es vital para la
deteccion de bifurcaciones y la modelacion acertada de la dinamica del sistema.

Cuando en el proceso de integracion la evolucion del sistema cruza un limite de
discontinuidad, es necesario retroceder en la integracion para hallar el punto sobre
el limite de discontinuidad y asegurar la localizacion de cualquier evento. De la
misma manera, cuando la trayectoria del sistema pasa de movimiento deslizante a
cruce, es importante encontrar el punto final del segmento deslizante.

El método SPT incluye un procedimiento llamado reversa que permite hallar estos
puntos. Para el primer caso, la trayectoria y el limite de discontinuidad son
representados como curvas en el espacio y su interseccion define la ubicacién del
punto en cuestion. En el segundo caso el tamafio de paso es disminuido a un valor
infinitesimal hasta encontrar el punto final del segmento.
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3 CARACTERIZACION DE PUNTOS EN LAS REGIONES SUAVES

El método SPT se basa en la identificacion y seguimiento de algunos puntos con
caracteristicas especiales sobre los conjuntos de discontinuidad cuyo analisis
puede ayudar a encontrar o detectar bifurcaciones no suaves. Sin embargo, el
método debe también contribuir a comprender las dinamicas en las regiones
suaves. Para esto se presenta en este capitulo la caracterizacién de los puntos
sobre las regiones suaves, deduciendo funciones booleanas que permiten
identificar los tipos de puntos de equilibrio y la direcciébn de giro de los puntos
regulares, en sistemas lineales y no lineales.

3.1 Caracterizacion de puntos de equilibrio y puntos regulares sobre las
regiones suaves

Considere el sistema dinamico auténomo descrito por la ecuacion diferencial
ordinaria (3.1) con x = (x;,x;) € R2.

x=f(x) (3.1)

Para caracterizar los puntos sobre el espacio de estados del sistema (3.1) se
definira un punto de analisis x;,, se evaluara el campo vectorial f en este punto,
definiendo f; y f, segun la ecuacion (3.2) y se deduciran las funciones booleanas
que permitan identificar las caracteristicas del punto de analisis mediante la
utilizacion de la funcion B(-) descrita en la ecuacion (3.3).

769 = (o) @2
_ (1 sigq esverdadero
Blq) = {0 si g es falso (3-3)

Un vector x para el cual f(x) = 0, es denominado punto de equilibrio. Los demas
puntos son denominados puntos regulares. De esta manera, se puede determinar
gue x;, es un punto de equilibrio si la funcion booleana P, definida en la ecuacién
(3.4), donde ¢ es un valor de tolerancia, da como resultado 1. De lo contrario, x;
es un punto regular.

F; = B[f: € (—¢,&)] AB[f; € (—¢,€)] (3.4)

Los puntos de equilibrio se pueden clasificar como: Nodo estable, nodo inestable,
silla, foco estable, foco inestable o centro.
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3.2 Caracterizacion de puntos de equilibrio en las regiones suaves para
sistemas lineales

Suponga que el sistema (3.1) es un sistema lineal y su campo vectorial es como el
de la ecuacion (3.5).

f(x) = Ax (3.5)

Para la identificacién de los diferentes tipos de puntos de equilibrio se utilizaran los
valores propios 4, y 1, de la matriz A, definidos como las raices de la ecuacion
caracteristica (3.6).

det(A — AI) =0 (3.6)

3.2.1 Nodo estable

El punto x;, es un nodo estable si la funcion booleana Pyg definida en la ecuacion
(3.7) da como resultado 1.

Pys =P ANB(Al1 ER)AB(A, ER)AB(A, <0)AB(4, <0) (3.7)

En este caso, todas las soluciones tienden al punto x;, como se muestra en la
Figura 3.1 para el sistema de la ecuacion (3.8).

—2Xx1 — X5 (3.8)
f& = (—x1 - 2x2)
En este sistema el nodo estable es el punto x = (0,0), en el cual f(x) = (0,0) y por
lo tanto cumple la condicion de punto de equilibrio de la funcion booleana P;
(ecuacion (3.4)). Su ecuacion caracteristica es A% + 41 + 3 = 0 con valores propios
A, = =3y A, = —1, ambos menores que cero como lo requiere la funcion Pys de la
ecuacion (3.7).
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) 1 0 1 2

Figura 3.1. Sistema con nodo estable

3.2.2 Nodo inestable

El punto x, es un nodo inestable si la funcién booleana Py, definida en la
ecuacion (3.9) es 1.

Pyy =P, AB(A4; ER)AB(A; ER)AB(4; > 0)AB(1, > 0) (3.9)

Como se muestra en la Figura 3.2 para el sistema de la ecuacion (3.10), en un
sistema con un nodo estable x,;, todas las soluciones se alejan de él.

Fe =21 (410
X, + 2x,

El nodo estable para este sistema es el punto x = (0,0), en el cual f(x) = (0,0) y

Su ecuacion caracteristica es A2 — 41 + 3 = 0 con valores propios 4, =1y A, = 3,

ambos mayores que cero. Por tanto, se cumplen las condiciones de la funcién

booleana Py, en la ecuacién (3.9).
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-2 -1 0 1 2
Figura 3.2. Sistema con nodo inestable

3.2.3 Punto Silla

El punto x; es un punto silla si la funcion booleana definida en la ecuacion (3.11)
da 1 como resultado.

En la Figura 3.3 se muestra retrato de fase para el sistema de la ecuacién (3.12).
Se observa que se tienen dos soluciones que se acercan o se alejan del origen en
linea recta. Estas soluciones son llamadas linea estable y linea inestable,
respectivamente. Las demas soluciones se alejan del origen en direcciéon de la
linea inestable.

(X1~ 2% ) (3.12)
fe = (—Zx1 + x;
El punto x = (0,0), en el cual f(x) = (0,0), es el punto silla del sistema (3.12) y su
ecuacion caracteristica es 22 — 21 —1 = 0 con valores propios 4, = -1y 1, = 3,
con signos opuestos. De esta manera, se cumplen las condiciones de la funcién
booleana Pgp, en la ecuacion (3.11).
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Figura 3.3. Sistema con punto silla

3.2.4 Centro:

El punto x;, es un centro si la funcién booleana definida en la ecuaciéon (3.13),
donde ;, =a+ifyd, =a—if, esl.

Pc=PAB(A11€EC)AB(A, €EC)AB(a=0) (3.13)

Las orbitas, para este caso son elipses alrededor del punto de equilibrio, como se
muestra en la Figura 3.4 para el sistema de la ecuacion (3.14).

—3x; + 3x2) (3.14)

fe = (—6x1 + 3x,

Para este sistema, en el punto x = (0,0) se cumple que f(x) = (0,0). Su ecuacion
caracteristica es A2 + 9 = 0 con valores propios 4, = 3i y 1, = —3i, imaginarios y
con parte real a cero. De modo que, segun la ecuacion (3.13), el punto x = (0,0)
es un centro.
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Figura 3.4. Sistema con centro

3.2.5 Foco estable:

El punto x, es un foco estable si la funcion booleana definida en la ecuacion
(3.15),donde 4, = a+ifyd, =a—if,es 1.

Prs =P ANB(11 EC)AB(A, € CO)AB(a<0) (3.15)

Todas las soluciones de un sistema lineal con un foco estable son espirales que
se acercan al origen, como se muestra en la Figura 3.5 para el sistema de la
ecuacion (3.16).

0.5x; + x2> (3.16)
—2X1 — X,

£o0 =

Para este sistema, en el punto x = (0,0) se cumple que f(x) = (0,0). Su ecuacion
caracteristica es A% + 0.51+ 1.5 = 0 con valores propios A1; = —0.25+ 1.199i y
A, = —0.25 — 1.199i, complejos y con parte real a negativa. De modo que, segun
la ecuacion (3.15), el punto x = (0,0) es un foco estable.
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Figura 3.5. Sistema con foco estable

3.2.6 Foco inestable:

El punto x;, es un foco inestable si la funcion booleana definida en la ecuacion
(3.17),donde 4, = a+ifyd, =a—if,es 1.

Todas las soluciones de un sistema lineal con un foco inestable son espirales que
se alejan del origen, como se muestra en la Figura 3.6 para el sistema de la
ecuacion (3.18).

_O.le - xz) (318)
2x1 + X,

£e0 =

Para este sistema, el foco inestable es el punto x = (0,0) en el cual f(x) = (0,0).
Su ecuacién caracteristica es A2 — 0.5 + 1.5 = 0 con valores propios A, = 0.25 +
1.199i y A, = 0.25 — 1.199i, complejos y con parte real a positiva. De esta forma,
se cumplen las condiciones de la ecuacion (3.17).
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Figura 3.6. Sistema con foco inestable

Finalmente, para un centro, un foco estable y un foco inestable, la 6rbita gira en
torno a las manecillas del reloj si para un punto p = (0,x,), fi(p) VY x, tienen el
mismo signo. Es decir, si la funcién booleana definida en la ecuacién (3.19) es 1.

CW = B(£,(0,x,) - x, > 0) (3.19)

La orbita gira en direccion contraria a las manecillas del reloj si la funcion CW es 0.

3.3 Caracterizacion de puntos en las regiones suaves para sistemas no
lineales

Suponga que el sistema (3.1) es un sistema no lineal con un punto de equilibrio en
p=(p,p2) Y que f; y f, son funciones continuamente diferenciables. En la
vecindad de p, este sistema se puede aproximar a un sistema lineal y = Ay,
definiendo A como en la ecuacion (3.20) y tomando y = x — p. Este proceso es
llamado linealizacion y a la matriz A se le llama matriz jacobiana en p = (p;,p,).

[% o

dx, dx,

o
0x,

X=p

X=J (3.20)

o

En la mayoria de los casos, el comportamiento de un sistema lineal cerca de un
punto de equilibrio puede determinarse por medio de linealizacion alrededor de

2

0xy

X=p
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éste, por lo cual puede identificarse el tipo de punto de equilibrio para el sistema
no lineal (3.1), analizando los valores propios 4; y 4, de la matriz Jacobiana A
como se explica a continuacion.

Si la funcién booleana de la ecuacion (3.21) da 1 como resultado, el punto de
equilibrio xy,, es estable pero no es posible determinar si es un nodo o un foco.

Si la funcién booleana de la ecuacion (3.22) da 1 como resultado, el punto de
equilibrio x4, es inestable pero nuevamente no se puede determinar si x; €s un
nodo o un foco.

Excluyendo los dos casos anteriores y utilizando las ecuaciones (3.7) y (3.9) de la
seccién 3.2, se puede concluir que el punto x;,, es un nodo estable si la ecuacion
(3.23) es 1 y un nodo inestable si la ecuacion (3.24) es 1.

Pyis =P AB(A4L ER)AB(A, ER)AB(A4; < 0)AB(1, <0) (3.23)
Pyiy =P, AB(A4; ER)AB(A; E R)AB(44, > 0)AB(1, > 0) (3.24)

Si los valores propios son imaginarios puros como en la ecuacion (3.13) de la
seccion 3.2 no es posible determinar si el punto de equilibrio x;, es un centro o un
foco ni tampoco analizar su estabilidad.

Finalmente, para determinar si el punto x;, es un foco estable o un foco inestable
se pueden utilizar las funciones booleanas de las ecuaciones (3.15) y (3.17) de la
seccion 3.2, respectivamente.

3.4 Caracterizacion de los puntos regulares sobre las regiones suaves

Los puntos regulares en el espacio de estados se pueden clasificar durante el
proceso de integracion segun el sentido en el que giran, ya sea en la direccion de
las manecillas del reloj o en direccidn contraria.

3.4.1 Punto girando en la direccién de las mancillas del reloj:

La funcion para determinar la direccion de giro en el punto x, = x®, se basa en
que, si el punto gira en la direccion de las manecillas del reloj, el vector suma
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S = (5,,5,) de los dos campos vectoriales consecutivos f(x¢~V) y f(x®), queda
por debajo de los vectores f(x¢V)y f(x®), siempre que la primera componente
de f(x®) sea positiva, y por encima de los vectores f(x¢ D)y f(x®), si la
primera componente de f(x®) es negativa. Lo contrario sucede si el punto gira
en direccion contraria a las manecillas del reloj (ver Figura 3.7 y Figura 3.9).

S

z

N‘/“))

Figura 3.7. Campos vectoriales sobre una orbita girando en la direccién de las manecillas del reloj.

La posiciéon del vector S con respecto a los vectores f(x¢ D) y f(x®) se puede
determinar utilizando un vector V con la misma direccion de S pero con primera
componente de magnitud f; (x®) como el de la ecuacion (3.25) y como se muestra
en la Figura 3.8.

f1(x®) (3.25)

51

. S
V= (V) == (5150 = (A A F)

S queda por debajo de los vectores f(x“ D)y f(x®) cuando V, — f,(x" V) <0y
para que x, gire en direccion de las manecillas del reloj, la primera componente de
f(x®9) debe ser positiva. Luego V, — £,(x4V) y £,(x®) deben tener signos
contrarios.
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FOD)

Figura 3.8. Esquema de los vectores f, Sy V.

Un analisis similar puede hacerse utilizando las segundas componentes de los
campos vectoriales.

Asi, se puede concluir que el punto x; gira en la direccion de las manecillas del
reloj si la funcion booleana definida en la ecuacioén (3.26), con V;,V, y S como en
las ecuaciones (3.27)-(3.29), es 1.

Pow = BI(V; = AN L) > 0] v B[(V, - L&) AEV) <0 (3:26)

V= fxtD)3 827)
2
V= )2 (8:26)
§ = f(x0=) + F(x0) (3:29)

3.4.2 Punto girando en direccion contraria a las mancillas del reloj:

El punto x, gira en direcciébn contraria a las manecillas del reloj si la funcién
booleana definida en la ecuacion (3.30) es 1.

Peew = Bl(V1 = AN L) <01 v B[(V; - L&) A(xP) > 0] (3.30)
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fx@) F(x(D)

Figura 3.9. Campos vectoriales sobre una 6rbita girando en direccion contraria a las manecillas del
reloj.

En la Figura 3.10 se muestran los simbolos utilizados para cada uno de los tipos
de puntos sobre las suaves analizados en este capitulo.

Nodo estable

Nodo inestable

Silla

Foco estable

Foco inestable

Punto girando en direccién
de las manecillas del reloj

Punto girando en direccidn
contraria a las manecillas del reloj

OO0 ®OHDD

Figura 3.10. Simbolos para los tipos de puntos sobre las zonas suaves.
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4 PLANTEAMIENTO DE SISTEMAS NO SUAVES

Muchos de los sistemas presentes en los diferentes campos de la ciencia y de la
ingenieria presentan algun tipo de no suavidad y su complejidad lleva a
dificultades mateméticas y numéricas al momento de su analisis. Se presenta en
este capitulo una sintesis de sistemas mecanicos, eléctricos, quimicos, ecolbgicos
y sociales que pueden ser modelados como sistemas no suaves o discontinuos y
gue han sido estudiados anteriormente por otros investigadores, junto con sus
respectivas representaciones matematicas.

3.1 Sistemas mecanicos

La mayoria de sistemas mecéanicos estan compuestos por multiples elementos con
mecanismos de funcionamiento diferentes. Cuando estos elementos interactian,
el sistema pasa de un comportamiento a otro y se presentan discontinuidades.
Ejemplos de este tipo de sistemas no suaves en mecdénica son aquellos con
soportes formados por resortes y amortiguadores y sistemas con friccibn seca o
impacto, los cuales se tratardn en esta seccion.

4.1.1 Sistemas sin deslizamiento

Esta clasificacion incluye sistemas de campo vectorial continuo con Jacobiano
discontinuo (tipo 1) o sistemas con campo vectorial discontinuo (tipo 2) pero que
no presentan movimiento deslizante. Estos sistemas estan constituidos
generalmente por una masa que al alcanzar una posicion especifica hace contacto
con un resorte, un amortiguador o ambos, cambiando la estructura del sistema.

Cuando la masa solo hace contacto con el resorte se trata de un sistema tipo 1,
cuando hace contacto solo con el amortiguador, o con el resorte y el amortiguador
el sistema es tipo 2.

4.1.1.1 Sistema con restriccion resorte-amortiguadory fuerza gravitacional

En la Figura 4.1, se presenta un sistema constituido por una masa m en una
superficie con inclinacién 6 que tiene un resorte y un amortiguador en la parte mas
baja. A la masa se le aplica una fuerza F. Cuando la masa alcanza la posicién x,
se produce el contacto con el resorte y el amortiguador. El desplazamiento de la
masa se denotard por x.
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Figura 4.1. Sistema mecanico con resorte-amortiguador y fuerza gravitacional

Cuando x > x,, la masa no tiene contacto con el resorte-amortiguador y se
representa por la ecuacién diferencial (4.1) o por el sistema de ecuaciones
diferenciales (4.2),con x; = x Yy x, = X.

d?x F 0 (4.1)
m— = mg cos

. X (4.2)
(2) - (% - gzcos 9)

Cuando x < x,, la masa hace contacto con el resorte-amortiguador y la dinamica
se representa por el sistema de ecuaciones (4.3).

. X2 (4.3)
<x1) = k C F
Xy —E(xl—xo)—ax2+a—gc059

Sin embargo, cuando la masa se esta retirando de la restriccion, una porcion de la
fuerza del resorte es contrarrestada por la resistencia del amortiguador, por lo cual
el resorte ejerce una fuerza —k(x; —x,) —cx, >0 sobre la masa. Cuando
—k(x; —x9) —cx, <0, toda la fuerza del resorte es consumida por el
amortiguador, y puesto que la masa no esta sujeta al sistema resorte-
amortiguador, no experimenta fuerza alguna. En este ultimo caso, el sistema se
comporta segun el sistema de ecuaciones (4.2).

De acuerdo a lo anterior, el limite de discontinuidad es el conjunto:

2 = {(x1,x2): Hy(x1,x3) = 0V Hy(x1,x,) = 0} (4.4)
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con Hy(xq,x,) y Hy(x41, x,) definidas en (4.5) y (4.6).

Hi(xq,%2) = %1 — X (4.5)

Hy(xq,%2) = —k(x; — xp) — cx, (4.6)

4.1.1.2 Sistema con restriccion resorte-amortiguador longitudinal

Este modelo fue trabajado en [5], consiste en una masa sujeta por un lado a un
resorte con rigidez k y a un amortiguador con coeficiente c, y por el otro lado a otro
resorte con la misma rigidez que el anterior. A la masa se le aplica una fuerza
periddica p cos(wt). El desplazamiento de la masa con respecto a la posicion de
equilibrio de los resortes se denota por x. En la posicién x, se encuentra un
soporte, que constituye la restriccion al desplazamiento y estd compuesto por un
resorte de rigidez k; y un amortiguador con coeficiente c;. La estructura del
sistema se presenta en la Figura 4.2.

p cos(wt)
—_—

Figura 4.2. Sistema mecénico con restriccion resorte-amortiguador longitudinal

Cuando x < xg 0 kg(x —xy) + csx < 0, el sistema resorte-amortiguador no ejerce
fuerza sobre la masa y el sistema se representa mediante las ecuaciones (4.7),
donde x; =xyx, =Xx.
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. X2
(xl) = ( 2k c pcos(wt))
%) \mpm gt T (.7)

m

Cuando x> x5 ¥ ko(x—x) +csx >0, el sistema resorte-amortiguador ejerce
fuerza sobre la masa y el sistema se representa mediante las ecuaciones
diferenciales (4.8).

%, X2 (4.8)
(J'Cz) = < 2k k c+cs 4 p cos(a)t))

——x; —— (X — Xg) — x
m™t om0 m "’ m

El limite de discontinuidad para este sistema es el conjunto de la ecuacion (4.9)
con H;(xq,x,) Yy Hy(xq, x,) definidas en (4.10) y (4.11).

L= {(xpxz): Hi(xq,%3) = 0V Hy(xq4, %) = 0} (4.9)
Hi(xq,%3) = x1 — X (4.10)
Hy(xy,x3) = ks(x1 — x0) + ¢5x; (4.11)

4.1.1.3 Sistema con restriccion resorte tipo juego mecdnico

En la Figura 4.3 se muestra un sistema estudiado en [6]. Una masa a la que se le
aplica una fuerza p cos(wt) estad sujeta a un resorte y a un amortiguador con
coeficientes k y c, respectivamente. El desplazamiento de la masa con respecto a
la posicion de equilibrio del resorte y el amortiguador se denota por x. El sistema
tiene un resorte adicional que solo hace contacto con la estructura a la que esta
sujeta la masa cuando ha consumido el juego mecanico disponible.

Xe1 X
Xe2
| i |
L Wi —
p cos(wt)
= Il m BN

Figura 4.3. Sistema con restriccién resorte tipo juego mecanico
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Este sistema tiene campos vectoriales continuos y Jacobiano discontinuo, debido
a que la restriccion es totalmente eléstica. El sistema, ademas, tiene tres campos
vectoriales diferentes.

Cuando —x,; < x < x,,, €l resorte no estd en contacto con la estructura y la
dinamica se representa mediante el sistema de ecuaciones (4.12), con x; =x Yy

xz = X.

i X2 (4.12)

(,1) = k c p cos(wt)

X2 =X T Xt/
m m m

Cuando x < —x,; 60 x > x,,, €l resorte esta en contacto con la estructura. En el
primer caso, el sistema esta representado por las ecuaciones (4.13) y en el
segundo por las ecuaciones (4.14).

X 2 (4.13)
(J'c)=<—£x —E(x +x )—ix +—pcos(wt)>
2 X1 T oy KT Xer) X m
i X2 (4.14)
<x;) B <—£x1 - E(951 — Xez) — ixz + poer) COS(wt))
m m m m

Este sistema tiene dos limites de discontinuidad X; = {(x1,x,): H;(x,x;) =0} y
22 = {(xl,xZ): Hz(xl,xZ) = 0} donde

Hl(xl, xZ) = X1 + Xe1 (415)

Hy(x1,%3) = Xep — X1 (4.16)

4.1.1.4 Sistema con restriccion resorte tipo juego mecdnico con fuerza
gravitacional

Finalmente, el sistema de la Figura 4.4 tiene la misma estructura del sistema
anterior, pero en este caso, la masa experimenta la fuerza de la gravedad ademas
de la fuerza periddica p cos(wt).
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p cos(wt)

Figura 4.4. Sistema con restriccién resorte tipo juego mecénico con fuerza gravitacional

Cuando —x,; < x < x,,, €l resorte no esta en contacto con la estructura y la
dinamica se representa mediante el sistema de (4.17), con x; = x Yy x, = X.

. X2
(xl) — ( k c p cos(wt) )
) \mqpmT gt 4 (4.17)

Cuando x < —x,; 6 x > x,,, €l resorte esta en contacto con la estructura. En el
primer caso, el sistema esta representado por las ecuaciones (4.18) y en el
segundo por las ecuaciones (4.19). Los limites de discontinuidad son los mismos
del modelo anterior.

X 2 (4.18)
(,1) = k kg c p cos(wt)
X2 —Eﬁ_g(?ﬁ"‘xeﬂ_axz"‘T_g
. X2
(xl) = ( k kg c p cos(wt) )
X2 —ax1_a(x1_xe2)_ax2 +T_g (4.19)
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4.1.2 Sistemas con deslizamiento

Esta clasificacion incluye los sistemas con campo vectorial discontinuo o sistemas
de Filippov que presentan deslizamiento. Los sistemas mecanicos con friccion
seca hacen parte de esta clasificacion.

4.1.2.1 Masa sobre una banda transportadora con friccion seca

Un sistema similar al de la Figura 4.5 fue estudiado en [9]. Se trata de un bloque
de masa m sobre una banda transportadora que se mueve con velocidad
constante v,,.. A la masa, que esta sujeta a un soporte fijo a través de un resorte
de rigidez k y un amortiguador con coeficiente c, se le aplica una fuerza periédica
p cos(wt). El desplazamiento del bloque con relacion a la posicion de equilibrio del
resorte y el amortiguador serd denotado por x. Hay presencia de friccion seca
entre el blogue y la banda transportadora.

x
. [
—WWW— | peostn)
N\ .
O O
g

Figura 4.5. Masa sobre una banda transportadora con friccion seca

Cuando la fuerza periddica o las fuerzas ejercidas por el resorte y el amortiguador
son mayores que la fuerza de friccion estatica maxima F;, el bloque se desliza con
respecto a la banda transportadora con velocidad relativa v, = vy, — x y la banda
transportadora ejerce una fuerza de friccion dinamica de magnitud F.

Sin embargo, puesto que la fuerza de friccion es contraria a la direccion del
movimiento, su direccion es diferente cuando v, > 0y cuando v, < 0, dando lugar
a dos campos vectoriales distintos:

Cuando v, < 0, la direccion del movimiento con relacion a la banda es positiva y la
direccién de la fuerza de friccibn es negativa, en este caso la dinamica esta
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representada por el sistema de ecuaciones diferenciales (4.20), donde x; =xy
xz = x

——X;——X; +
m m m m

. X2 4.20
(2) = ( k c p cos(wt) B E) ( )

Cuando v, > 0, la direccion del movimiento con relacién a la banda es negativa y
la direccién de la fuerza de friccidn es positiva, la dinAmica esta representada por
el sistema de ecuaciones diferenciales (4.21).

. X (4.21)
(x1) _ < :l ;x N p cos(wt) N Ff>

El limite de discontinuidad para este sistema se presenta cuando v, =0 Yy esta
representado por X = {(xy,x,): Hy(xq1,x,) = 0} con Hy(xq,x;) = vgr — X5.

Cuando las fuerzas aplicadas sobre el blogue son menores que la fuerza de
friccibn estatica maxima, el blogue se desplaza con la misma velocidad de la
banda. Esta dinamica se define como un movimiento deslizante sobre el limite de
discontinuidad ¥ que puede ser determinado utilizando el campo vectorial de la
ecuacion (2.8) y cuya solucion debe dar lugar a la ecuacién (4.22) de
desplazamiento del bloque.

x(t) = x(ty) + vgr (t — tg) (4.22)

4.1.3 Sistemas con impacto

Los sistemas en los cuales se presentan choques inelasticos entre dos cuerpos,
presentan discontinuidad en las variables de estado dado que el impacto modifica
la velocidad de los cuerpos. Se presenta a continuacién un modelo introducido en
[10].
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4.1.3.1 Oscilador de impacto

El sistema de la Figura 4.6 consiste en un bloque de masa m sujeto a un soporte
fijo mediante un resorte lineal de rigidez k y un amortiguador con coeficiente c. Al
bloque se le aplica una fuerza periodica p cos(wt). El desplazamiento del bloque
con relacién a la posicion de equilibrio sera denotado por x. El sistema se mueve
de forma suave, hasta que impacta con una superficie fija no elastica con posicion
Xg-

p cos(wt) m
! _l *

Xo

Figura 4.6. Oscilador de impacto

Cuando x < x,, el blogue se mueve libremente y su dinamica se representa
mediante las ecuaciones diferenciales (4.23), donde x; = xy x, = X.

: X2 (4.23)
(xl) = < :l ;x N pcos(wt))
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Cuando x = x,, el sistema choca con la superficie, la velocidad del bloque
disminuye debido al impacto y cambia de direccidn. La posicion y la velocidad del
blogue inmediatamente después del impacto, x; y xJ, se pueden determinar a
través de la posicion y la velocidad del bloque inmediatamente antes del impacto,
x; Y x,, mediante la ley de restituciéon de Newton (ecuaciones (4.24) y (4.25)),
utilizando un factor r, con 0 <r <1, llamado coeficiente de restitucion, que
determina la cantidad de reduccion en la velocidad del bloque.

x{ =x] (4.24)
1 1

x5 = —rx; (4.25)

La region en la cual x > x,, se encuentra debajo de la superficie no eléstica y es
inaccesible. Por lo cual, su campo vectorial no esté definido.

El limite de discontinuidad entre las dos regiones corresponde al impacto con la
superficie y esta representado por £ = {(x1,x,): H(xq,x;) = 0} con H(xq,x3) = x; —
Xq-

4.2 Sistemas electrénicos

Los convertidores de potencia son elementos electronicos que tienen como fin
transformar las caracteristicas de la tensién y la corriente que reciben. Por estar
conformados por interruptores, su dinamica esta representada por sistemas no
suaves, que presentan un conjunto de ecuaciones diferenciales diferentes,
dependiendo de si el interruptor estd conectado o desconectado. En esta seccién
se presentaran los convertidores Buck y Boost, que fueron estudiados
ampliamente en [7], [8] ¥ [9].

4.2.1 Convertidor Buck

Este convertidor reduce la tension en la salida del sistema, conservando la misma
polaridad. La estructura del convertidor se muestra en la Figura 4.7. Cuando el
interruptor S esta conectado, el diodo D bloquea el paso de la corriente, y la
corriente de entrada fluye a través del interruptor, el inductor L, el capacitor C y la
resistencia R. Cuando el interruptor S estd desconectado, la corriente del inductor
fluye a través del diodo, el inductor, el capacitor y la resistencia.
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Figura 4.7. Estructura de un convertidor Buck

Cuando S estd conectado, el sistema estd representado por el sistema de
ecuaciones diferenciales (4.26), donde x; es la corriente, x, es el voltaje y V;,, es el
voltaje inicial en el convertidor.

0 - 1
Xy _ L L
[xz] - ll 1 [+ (5] Ve (4.26)
¢ “RC

Cuando S estd desconectado, la dinAmica esta representada por el sistema de
ecuaciones diferenciales (4.27).

-

1 (4.27)
\[

Al o©
—_

Por lo general, existe un sistema de lazo cerrado para controlar el interruptor y
mantener el voltaje de salida constante. El voltaje de salida es comparado con un
voltaje de referencia V,.r y multiplicado por la ganancia A del lazo de
realimentacion. Finalmente, éste valor es comparado con una sefial f(t), de tal
forma que, si A(x2 - Vref) < f(t), el interruptor S debe estar conectado, mientras

que si A(x2 — Vref) < f(t), el interruptor S debe estar desconectado.

Asi, el Ilimite de discontinuidad para este sistema es el conjunto
2 = {(xq,x2): H(x4,x,) = 0}, con H(xy,x,) como en la ecuacion (4.28).

H(xl,xz) = A(xz - Vref) - f(t) (4-28)
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4.2.2 Convertidor Boost

Este convertidor aumenta la tension en la salida del sistema, conservando la
misma polaridad. La estructura del convertidor boost se muestra en la Figura 4.8.
Cuando el interruptor S estéa conectado, el diodo D bloquea el paso de la corriente,
y la corriente de entrada fluye a través del inductor L y el interruptor. Cuando el
interruptor S esta desconectado, la corriente fluye a traves del inductor, el diodo, el
capacitor C y la resistencia R.

— 000" >

W|C S o= s

Figura 4.8. Estructura de un convertidor Boost

Cuando S estd conectado, el sistema estd representado por el sistema de
ecuaciones diferenciales (4.29), donde x, es la corriente, x, es el voltaje y V/;,, es el
voltaje inicial en el convertidor.

-
%0 [0
Cuando S estd desconectado, la dinAmica esta representada por el sistema de
ecuaciones diferenciales (4.30).

1 (4.29)
T [x;]'l' é Vin

w1 |0 1
L‘cz]z 1 [ )+ (5| Ve (4.30)
C
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Al igual que en el convertidor Buck, el interruptor del convertidor Boost se controla
mediante un sistema de lazo cerrado con ganancia A, por lo cual, el limite de
discontinuidad para el sistema es el conjunto X = {(xy,x,): H(x;,x,) = 0}, con
H(x,,x,) como en la ecuacion (4.31), donde V.. es el voltaje de referencia.

H(xlixz) = A(xz - Vref) - f(t) (4-31)
4.3 Sistemas ecoldgicos

Los sistemas en los cuales poblaciones de individuos eligen entre hébitats o
presas alternativas con el fin de maximizar su bienestar o aquellos en los que la
explotacion de una especie se realiza sélo cuando su densidad es mayor a un
valor limite para no poner en riesgo a la especie, son sistemas no suaves, del tipo
Filippov. En esta seccion se presentan cuatro modelos de este tipo de sistemas,
gue fueron planteados y analizados en [14].

4.3.1 Dinamica de la explotacion de una poblacién

Este modelo representa la dinamica de los individuos de una misma poblacién con
densidades x; y x, para los individuos jovenes y adultos, respectivamente, en la
cual soélo los individuos adultos se reproducen y pueden ser explotados en un
esfuerzo constante E siempre que su densidad x, sea mayor que un valor
establecido P, con el fin de proteger la especie.

Cuando x, < P, los individuos adultos no estdn expuestos a explotacion y el
sistema esta representado por el conjunto de ecuaciones diferenciales (4.32), en
el cual a y d; son las tasas de crecimiento y muerte de los individuos jovenes, d,
es la tasa de muerte de los individuos adultos y b y ¢ son los parametros que
caracterizan la funcién de nacimiento de nuevos individuos.

(xl) _ (—(a +dy))x;+b . -T—Zx2>

X2 ax; — dyx, (4.32)

Cuando x, > P, los individuos adultos estan expuestos a explotacion en un
esfuerzo E y el sistema esta representado por las ecuaciones (4.33), donde q es
el coeficiente de captura de los individuos adultos.
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X2

X — d b
(xl) _ (a+dy)x, + P

ax, — (dy + qE)x, (4.33)

El limite de discontinuidad para el sistema es el conjunto X = {(xq,x,): H(x1, x,) =
0}, con H(xl,xz) = xZ —P.

4.3.2 Modelo depredador-presa con una presa alternativa

Este modelo describe la dinamica de dos poblaciones de individuos que
comparten el mismo habitat: un depredador con densidad de poblacion x, que se
alimenta de una presa con densidad de poblacién x; y que ademas puede
alimentarse de una segunda presa con densidad constante P cuando la primera
presa no es abundante. El depredador se alimentara de la primera presa cuando
su densidad x; sea mayor que un valor limite x; y se alimentara de la segunda
presa en el caso contrario, de tal forma que se maximice su bienestar x,/x,.
Finalmente, el depredador es explotado en un esfuerzo constante E.

Cuando x; < xj, la presa habitual no es explotada y el depredador se alimenta de
la presa alternativa, por lo cual el sistema esta representado por las ecuaciones
(4.34), en las cuales r es la tasa de crecimiento de la presa, K es la cantidad de
presas que puede sustentar el medio ambiente, a', b’ y ¢’ son la tasa de
depredacion maxima, la constante de saturacion media y la eficiencia del
depredador con respecto a la presa alternativa y d y g son la tasa de muerte y el
coeficiente de captura del depredador.

o [ xbG-D) 43
) \afpetp-a-ad

Cuando x; > x;, el depredador se alimenta de su presa habitual y la dinamica esta
representada por el sistema de ecuaciones diferenciales (4.35), donde a, b y ¢ son
la tasa de depredacion maxima, la constante de saturacion media, y la eficiencia
del depredador con respecto a su presa habitual.
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X1 [r (1 - ﬂ) —a X2 ] (4.35)

(J'cl)_ K b + x4
%2 B _a- E]
2| 1

El valor x; para el cual el bienestar del depredador x,/x, es el igual si se alimenta
de cualquiera de las dos presas es:

_cda bP (4.36)
~ca b+ (1-(c'd'/ca))P

*

Y el limite de discontinuidad estd dado por X = {(xq,x,): H(x1,x,) = 0}, donde
H(xq,x2) = X1 — X1

4.3.3 Modelo depredador-presa con un hébitat alternativo para la presa

En este modelo se describe la dinAmica de dos poblaciones de individuos: un
depredador con densidad de poblacion x, que se alimenta de una presa con
densidad de poblacién x;, la cual, ademas, tiene disponible un segundo habitat
menos rico que el natural, pero mas seguro. La presa vivira en su habitat natural
mientras la densidad x, del depredador sea menor que un valor limite x; y vivira
en su habitat alternativo, en el caso contrario, de manera que se maximice Su
bienestar x,/x;. El depredador es explotado en un esfuerzo constante E.

Cuando x, < x5, la presa vive en su habitat natural y el sistema esta representado
2 .2 - . .

por las ecuaciones diferenciales (4.37), con los mismos parametros del modelo

4.3.2.

SR

X1 4 4.37
N @)

Cuando x, > x5, la presa vive en el habitat alternativo en el cual la tasa de
crecimiento de la presa, la capacidad de sustento y la tasa de depredacién
maxima son reducidas en un factor P > 1. El sistema esta representado por las
ecuaciones (4.38).
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(xl) _([™ E (1 B %) B %b ile]\

a x . E]/ (4.38)
Pb+x, 1

El valor x; para el cual el bienestar x;/x; de la presa es el mismo en cualquiera de
los dos hébitats es:

r
X, = Z (b + x1) (4.39)

Y el limte de discontinuidad, para el sistema es el conjunto
2= {(x1,x2): H(xq, x2) = 0}, con H(xy,x;) = x, — x3.

4.3.4 Modelo depredador-presa con restricciones de caza para el
depredador

Este modelo representa la dindAmica de dos poblaciones de individuos que
comparten un mismo habitat: un depredador con densidad de poblacion x, que se
alimenta de una sola presa con densidad de poblacion x;. Con el fin de proteger la
especie, el depredador puede ser explotado por el hombre en un esfuerzo
constante E solo cuando su densidad x, supere un valor limite P.

Cuando x, < P, el depredador no esta expuesto a explotacion y el sistema esta
representado por el conjunto de ecuaciones diferenciales (4.40), con los mismos
parametros del modelo 3.3.2.

(h) xr(1-%)- aﬁzxz] (4.40)
%) =

X, [caﬁlxl - d]

Cuando x, > P, el depredador esta expuesto a explotacion en un esfuerzo E, vy la
dinamica esta representada por el sistema de ecuaciones diferenciales (4.41).

45



. _ X1 X2 4.41
(%) - alr(1-%)-a5ig) @40
2\ x|cap - —d - qE]

1
El limite de discontinuidad para el sistema es X = {(x;,x,): H(x1,x,) = 0}, con
H(xl,xz) =Xy — P.

4.4 Sistema quimico

Los sistemas en los cuales hay presencia de un liquido y un gas dentro de un
mismo contenedor con un solo tubo de salida, deben ser modelados como
sistemas no suaves, puesto que el gas y el liquido poseen comportamientos
diferentes.

4.4.1 Contenedor liquido-gas

Este sistema, propuesto en [15], consiste en un tanque de volumen V alimentado
por un gas ideal y un liquido incompresible a tasas de flujo constantes F; y F,,
respectivamente. La estructura del sistema se presenta en la Figura 4.9. El
tanque tiene un Unico tubo de salida, por lo cual, si el nivel del liquido esta por
encima del tubo de salida, el liquido sale del tanque, de lo contrario, el gas sale del
tanque. La valvula se puede abrir en una proporcién x, con 0 < x < 1y la tasa de
flujo a través de ésta es proporcional a la diferencia entre la presion del tanque y la
presion en el exterior del tanque P,,;.

Figura 4.9. Contenedor liquido gas
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Como se muestra en la Figura 4.9, el volumen V,, del liquido y el volumen V; bajo
el tubo de salida determinaran cual sustancia sale del contenedor, si el liquido o el
gas.

Cuando V, < Vy, el gas sale del tanque y la dinamica esta representada por el
sistema de ecuaciones diferenciales (4.42), donde x; y x, son la cantidad (en
moles) de gas y de liquido respectivamente, K, es la capacidad de flujo de gas en
la valvula, R es la constante universal de los gases, T es la temperatura absoluta y

RT . 4
=17 es la presién dentro del tanque.
V-x,/pL

) x,RT
[xl] _ |Fo— Kex (m - Pout)
Xy F; (4.42)

Cuando V,, > V,, el liquido sale del tanque y la dindmica esta representada por el
sistema de ecuaciones diferenciales (4.43), donde K; es la capacidad de flujo de
liquido en la valvula.

(k)- i
552 F, — K x [#Z/M‘ - Pout] (443)

Puesto que el volumen del liquido se define como V, = x,/p,, donde p, es la
densidad de éste, el limite de discontinuidad para el sistema es el conjunto
2 = {(x1,x2): H(xq,x3) = 0}, con H(xy, %) = x2/p, — V.

45 Sistemas sociales

Los sistemas en los cuales las decisiones de individuos o grupos de una sociedad
dependen de ciertas condiciones o de alguna situacion en particular, deben
modelarse como sistemas no suaves. A continuacion se presentara un modelo
que representa la dinamica de una democracia constituida por dos partidos y que
fue analizado en [16].
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4.5.1 Democracias de dos partidos

Este modelo representa la dinAmica de una democracia constituida por solo dos
partidos politicos D y R, cada uno de los cuales cuenta con un grupo de presion
cuyos integrantes pueden desgastar el bienestar que brinda el gobierno. Cada T
afos se realizan elecciones y las personas votan por el partido con el grupo de
presidn gue representa una menor amenaza para el bienestar del pueblo al
momento de las elecciones.

Cuando uno de los partidos se encuentra en el poder, el tamafio de su grupo de
presion puede aumentar y una pequefa fraccion de los integrantes del grupo de
presion del partido opuesto tiende a cambiarse al grupo de presién del gobierno
actual. Mientras que, si el partido no se encuentra en el poder, algunos integrantes
de su grupo de presion abandonan su actividad y el tamafio del grupo disminuye.

Las variables de estado para este sistema son el bienestar social x;, con
0<x; <1y eltamafo x, y x; de los grupos de presion de los partidos D y R,
respectivamente.

Cuando, al momento de las elecciones, el desgaste del bienestar social por parte
del grupo de presién D es menor que el del grupo de presiéon R, el partido D es
elegido y su grupo de presion aumenta mientras que el del partido R disminuye.

En este caso, la dinAmica esta representada por el conjunto de ecuaciones
diferenciales (4.44), donde r es la tasa de crecimiento del bienestar social cuando
no existen grupos de presion, ap es la tasa a la que disminuye el bienestar social
por cada integrante del grupo de presion del partido D, e, es el factor de
proporcion entre el desgaste del bienestar y la entrada de nuevos integrantes al
partido D, ki es la fraccion de integrantes del partido R que se pasan al partido D y
d; es la tasa a la cual los integrantes abandonan el grupo de presion i, para
i € {D,R}.

X1 r(1—x —apxz)x;
9252 =\ (epapx; —dp)x, + kpxs (4.44)
X3 (—dr—kg)x3

Cuando, por el contrario, el desgaste del bienestar social por parte del grupo de
presion D es mayor que el del grupo de presion R, el partido R es llevado al poder
y Su grupo de presion aumenta mientras que el del partido D disminuye.
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En este escenario, el sistema esta representado por el conjunto de ecuaciones
diferenciales (4.45), donde, ay es la tasa a la que disminuye el bienestar social por
cada integrante del grupo de presién del partido R, e; es el factor de proporcion
entre el desgaste del bienestar y la entrada de nuevos integrantes al partido R y kj,
es la fraccion de integrantes del partido D que se pasan al partido R.

X1 r(1 —x; — agxs)x,
9:52 = (_dD_kD)xZ (4.45)
X3 (eragx; — dg)x3 + kpx;

En vista de que el desgaste del bienestar social por parte de los grupos de presion
de los partidos D y E son apx, Yy agxs respectivamente, el limite de discontinuidad
es 6| COﬂjUI’ltO X = {(xl,xZ, X3, t):Hl(xl,xz,X3) = 0} con Hl(xl, X7, X3) = apXy —
agpXxs.
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5 ANALISIS DEL SISTEMA DEPREDADOR PRESA

En este capitulo se ilustrara el método SPT en la continuacion de bifurcaciones no
suaves locales y globales utilizando el modelo depredador-presa propuesto en [1].

Este modelo representa la dindmica de dos poblaciones de individuos, un
depredador y una presa con densidades x; y x,, que comparten un mismo habitat.
Con el fin de proteger la poblacion de depredadores, el depredador solo puede ser
explotado cuando su densidad supera un valor a determinado.

La configuracion (f;, f», H) del sistema es presentada en la ecuacion (5.1) donde o
es el parametro de bifurcacion y k, k,, k3 y k, son los pardmetros del sistema que
se han asumido constantes.

x1(1 xl)_k +x1x2
fl(x)— kx
171y — kax
k, +x;72 St
51
ok (5.1)
x4 ( X1) & +x1x2
fz(x): klxl

kK, + %, Xy — K3Xy — kyxy

Hx,a) =x,—a=0

Los parametros k; se han fijado en los valores propuestos en [1] como se
presentan en la ecuacion (5.2).

{kkl =0.3556 k, = 0.33 5.2

. =0.0444 k, = 0.2067

Las densidades de los individuos deben ser positivas, x; >0 y x, > 0. En los
retratos de fase la densidad de la presa es variada en el rango 0 <x; <1,
mientras que la densidad del depredador es considerada desde 0 hasta un valor
un poco mayor que a. El pardmetro de bifurcacién a estd asociado al limite de
discontinuidad ¥ = {x:x, = a} y a es variado en el rango [0.25,3].

Primero, se analizara el sistema para diferentes valores de a con el método SPT.
Luego se aplicaran las técnicas de continuacion para bifurcaciones no suaves
locales y globales basadas en el método SPT.
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Para valores de o mayores a 3, el LD del sistema depredador—presa tiene la
secuencia de puntos presentada en la ecuacion (5.3). Se detectan dos puntos

singulares: Q.. = (0.047;a) y Qdsr,, = (0.793; ). Los puntos singulares estan
en las transiciones de dos cambios de cruce a deslizamiento estable.

_ l 1 l
Sy = QC21 - Qger,, = Ogs,, = Qgsr,, = Qcy, (5.3)
N—— N——
x1=0.047 x1=0.793

En la Figura 5.1, se presenta el retrato de fase x; vs. x, del sistema para a = 2.75.
En la zona Z;, el campo vectorial f; tiene un foco estable F, y un ciclo limite
estandar C; representado por la ecuacion (5.4). La direccion del segmento
deslizante ®; estd asociada a la direccion del flujo en el ciclo C; y el punto

tangente Q_éSTlZ esté alineado con el foco F,.

-
T

0.5}

X1
1.2

[==]
N

ok
b

0.2 04 0.6 0.8

Figura 5.1. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 2.75.

Cuando a disminuye, la frontera de discontinuidad se vuelve mas cercana al ciclo
estandar C;. Para a = 2.44 (Figura 5.2) el ciclo estandar choca con el LD en el
punto tangente Q}STlZ, produciendo una bifurcacion global grazing (GB). El ciclo
grazing resultante C, esta dado por la ecuacion (5.5). La secuencia de puntos
sobre el LD sigue siendo la misma.
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C,=d,/ QMO (5.5)

La bifurcacién grazing no es detectada con el andlisis del LD, sin embargo la
informacion del LD puede usarse para reducir el tiempo computacional en la
deteccion de la bifurcaciébn global. Usando el punto tangente QSZST12 como

condicion inicial se integra el campo vectorial f; y se puede verificar la existencia
del ciclo C, facilmente.

1.5r

0.5r

X1
1.2

[<=]
N

ol
g

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5.2. Retrato de fase del sistema depredador presa para a ~ 2.44.

Cuando a < 2.44, después de que la bifurcacion grazing se ha presentado, la
solucion periédica se convierte en un ciclo deslizante C; representado por la
ecuacion (5.6). En la Figura 5.3 se presenta el retrato de fase para a = 1.625. La
solucién tiene entonces una transicion de un ciclo estandar a un ciclo grazing y de
un ciclo grazing a un ciclo deslizante. La secuencia de puntos en el LD es igual a
la secuencia dada en la ecuacion (5.3).

C3=d, /O /05 /0P © (5.6)
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Figura 5.3. Retrato de fase del sistema depredador presa para a« = 1.625.

Cuando el parametro llega a a = 1.2437 (Figura 5.4) aparece un punto pseudo
equilibrio Qgs4c,, en x = (0.3584,1.2437), presentandose una bifurcacion local
pseudo-saddle-node (PSN). El ciclo deslizante C; de la ecuacion (5.6) sigue
presente en la dinAmica. En la ecuacion (5.7) se presenta la secuencia de puntos
en el LD para este valor del parametro.

— l l n l l
SZ - QC21 - QSSle - (DSSlz - QSSAC]_Z - CI)Sslz - QSST]_Z - chz (5'7)
—— ———— ——
x1=0.047 x1=0.3584 x1=0.793

4
T4r QSSle -QS.S‘ACH

Fy
0.8F
0.6 C3
0.4t
X1
033 0 02 04 06 08 ] 72

Figura 5.4. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 1.2437.
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Reduciendo un poco mas el valor de a, el punto Qg4 , Se convierte en dos
puntos Qgsac,,. EN la ecuacion (5.8) se presenta la secuencia de puntos en el LD y
en la Figura 5.5 el retrato de fase para a = 1.2375. Entre los dos puntos Qgsac,,

aparece un segmento deslizante @7 y se presentan dos cambios de direccion en
el LD. Nuevamente, el ciclo deslizante C3 de la ecuacion (5.6) sigue presente en el
sistema.

! n r n Lo
53 - CDSS]_Z - QSSAC12 - cDSSu - QSSAC:lz - q)sslz (58)
~———— ———
x1=0.2532 x1=0.3813

0.4

n n
Qssacy, Qdbac,,
o2 O = O
X1
—8.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2

Figura 5.5. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 1.2375.

Cuando disminuye «, se forma una o6rbita deslizante homoclinica C, en a = 1.2277
(Figura 5.6). Esta o¢rbita comienza en el pseudo equilibrio Qgs.,, Y vuelve
nuevamente a él. Se presenta por tanto una bifurcacién global pseudo-homoclinica
(PHB) la cual se puede detectar utilizando el método SPT.
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Figura 5.6. Retrato de fase del sistema depredador presa para a ~ 1.2277.

Al reducir nuevamente el pardmetro «, tanto la 6rbita deslizante homoclinica C,
como el ciclo deslizante C; desaparecen. La secuencia de puntos es la misma de
la ecuacion (5.8) pero los puntos pseudo equilibrio se vuelven mas cercanos a los
puntos tangentes como se muestra en la ecuacion (5.9) para a = 1.175.

— ... 1 n r n l
Sa = Psg, = Qgsacy, = Pssy, 2 Qssacy, = Pss,, (5.9)
N e’ N
x1=0.1792 x,=0.4912

El retrato de fase paraa = 1.175 se presenta en la Figura 5.7. Se puede observar
que la frontera de discontinuidad se vuelve méas cercana al foco inestable F,. Este

hecho se refleja en el LD con la proximidad de los puntos QéSle Y Qssac,,-

Figura 5.7. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 1.175.
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Cuando a = 1.03 (Figura 5.8) se puede detectar una segunda bifurcacion global
homoclinica. La orbita homoclinica C, es muy pequefia a causa de la extrema

proximidad de los puntos QSIST12 Y Qgsac,,- La ubicacion de esos puntos se
presenta en la ecuacion (5.10).

— l l n
55 - QC21 - QSST12 - q)SS]_z - QSSAC12 o (510)
—— ———
x1=0.047 x1=0.0594
16
X2

1.4f

1.2F

a-

0.8

0.6

0.4r

0.2f

12
Figura 5.8. Retrato de fase del sistema depredador presa para a ~ 1.03.

Al reducir a, la 6rbita homoclinica desaparece y se genera nuevamente el ciclo
deslizante C5; pero con un tamafio muy pequefio. En la Figura 5.9 se presenta el
retrato de fase del sistema para a = 1.02.

1.6r
X2

1.4f

1.2F

0.8r

0.6r

0.4

0.2r

Figura 5.9. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 1.02.
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En a = 1.01017 (Figura 5.10) la frontera de discontinuidad choca con el foco
inestable dando lugar a una bifurcacion local Boundary-Focus (BF) y conduciendo
a la desaparicion del foco F, y del ciclo deslizante C5. A causa de la bifurcacién BF
el punto tangente Q}ST“ se convierte en un punto del tipo Qgy4,, Y la secuencia
de puntos en el LD es diferente. En la ecuacion (5.11) se presenta la nueva
configuracion de puntos después de la bifurcacion.

— n T n l l
S6 - QC21 - QSVAC]_Z - CI)SS:LZ - QSSAC]_Z - q)S.S‘lz - QSST]_Z - chz (5'11)
~——— ~——— ——
x1=0.047095 x1=0.6235 %1=0.7929
18- X2
1.4F
Zy
1.2F n L
Qfvacy, Qgsac,, Qssty,

BNERYA A
a & 6
o8t Fo

0.61

0.4f

0.2f

ol
=}
(b
o
~

06 0.8 1

Figura 5.10. Retrato de fase del sistema depredador presa para a ~ 1.01017.

En la Figura 5.11 se presenta el retrato de fase para a = 0.9. Al igual que en el
caso anterior solo se conserva un punto pseudo-equilibrio en el LD. El punto
Qgvac,, ahora se transforma en un punto tangente Qggr,, con direccion contraria a
la anterior y el punto Qgs,.,, Se vuelve méas cercano al punto tangente QSISTH. La
nueva secuencia de puntos se muestra en la ecuacion (5.12)

— r T n l l
S7=Q¢,, = Qgsr;, = Pss,, 2 Qssac,, = Pss, 2 Qs = Qe (5.12)
~—— ~—— ~——
x1=0.047095 x1=0.6846 x1=0.7929
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n L
12 QSSACU_ QSSle

0.6f

0.4f

0.21 xl

Figura 5.11. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 0.9.

En a ~ 0.6527 (Figura 5.12) el punto pseudo-equilibrio Qgs,4.,, choca con el punto
tangente QSIST12 en una bifurcacién local Boundary Node (BN), convirtiéndose en
un punto del tipo Qgy4,y,,, COMO Se muestra en la secuencia de la ecuacion (5.13).

— r r T
58 - QC21 - QSSle - (I)SSlz - QSACV12 - chz (513)
—— —_——
x1=0.047095 x,=0.7929
1.4F

-
0.8 Qger,,

0.2r

O = =
P
N

ok
o
N
o
'S
o
[=}]

Figura 5.12. Retrato de fase del sistema depredador presa para a =~ 0.6527.

58



Para a < 0.6527 aparece un nodo estable N, en el campo vectorial f,. El sistema
tiene la secuencia de puntos mostrada en la ecuacion (5.14). Note que la
secuencia es similar a la secuencia para a > 1.625 presentada en la ecuacién
(5.3) pero ahora el movimiento deslizante es en la direccion contraria ®3. En la
Figura 5.13 presentamos el retrato de fase para a = 0.5.

= r T r
So=Q¢, = Qgssry, = Pss, = Qssr,, = Qcp, (5.14)
N—— N——
%1=0.047095 x1=0.7929

Figura 5.13. Retrato de fase del sistema depredador presa para a = 0.5.

En la Figura 5.14, se presenta el diagrama de bifurcacion del sistema depredador-
presa cuando a es variado en el rango [0.25,3]. Este diagrama resume los
cambios en las secuencias de segmentos regulares y puntos especiales aislados
sobre el limite de discontinuidad originados por las bifurcaciones locales.

Las bifurcaciones globales, a su vez, produjeron cambios en las secuencias de
segmentos y puntos aislados en las regiones suaves y en los limites de
discontinuidad pertenecientes a Orbitas periédicas. De manera que, las
bifurcaciones no suaves locales y globales pueden ser identificadas utilizando el
método SPT.
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Figura 5.14. Diagrama de bifurcacion para el sistema depredador-presa
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6 OSCILADOR ROTATIVO

En este capitulo se analizara una version ampliada del modelo presentado en [17]
y [18], el cual presenta multiples limites de discontinuidad debido a la forma de las
levas y al contacto de friccion.

El oscilador a analizar esta constituido por un disco principal rotativo que consta
de dos levas (leva 1 y leva 2) y que estd sujeto a un torque eldstico, con
coeficiente de restitucion k, y coeficiente de friccibn viscosa ¢, que intenta
desplazar el disco a su posicién original. El disco principal est4 en contacto con
dos discos auxiliares (disco 1 y disco 2) que giran a velocidad constante w;. Cada
leva i tiene contacto con uno de los discos auxiliares a través de una longitud a
(para laleva 1 y el disco 1) o B (para la leva 2 y el disco 2), ejerciendo el disco
auxiliar una fuerza normal N; sobre la leva. Los angulos ¢; y ¢; indican la fase de
la leva i y el disco i respectivamente con respecto al angulo de referencia 6 = 0.
El sistema se muestra en la Figura 6.1.

Figura 6.1. Oscilador rotativo

El sistema se describe mediante la ecuacion (6.1), donde ] es el momento de
inercia del disco principal, T es el torque de friccibn que depende de la velocidad
del discoy f es una funcién de las variables de estado.

]dz—9+cﬁ+kr6=f(9,%)+T(d0) 6.1)
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La funcién f (9,%) (ecuacion (6.2)) mantiene una entrada de energia al sistema,
de forma que los ciclos limite de éste dependen de la amplitud A de f.

2 (6.2)
(022) =4 o (&) sn(22) "

Tomando 7 = wt donde w = ./k,/] es la frecuencia natural del sistema y { =

c//Jk, es el coeficiente de amortiguamiento del sistema, se obtiene el modelo
adimensional de la ecuacion (6.3).

(6.3)

El torque de friccion T es la suma de los torques T; producidos por cada uno de
los discos auxiliares segun la ley de friccion de Conti [17] como se describe en las
ecuaciones (6.4) - (6.7), con v,; la velocidad relativa entre la levai y el disco i, R
el radio del disco y U; el coeficiente de friccion, en el cual ug y p; son los
coeficientes de friccidn estatico y dinamico respectivamente y p; es un coeficiente
gue mide la pendiente de la fuerza de friccion causada por el disco i.

T(6) = ). Ti(0)sen(v(9)) (6.4)

vr‘i(é) =riw; — RH (65)

T;(6) = RN,U,(8) (6.6)

(6) = Pt —Hei (6.7)
Ul(H) 1+pl|‘l]rl(9)| +:ukl

Cada fuerza de friccion T; esta presente en el sistema solo cuando existe contacto
entre la levai y el disco i, de modo que dependiendo del numero de discos que
estan en contacto con las levas, habra campos vectoriales diferentes. Ademas,
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como se puede observar en la ecuacion (6.4), el torque de friccion T toma valores
distintos cuando la velocidad relativa es positiva y cuando es negativa, generando
asi nuevos campos vectoriales. En total el sistema tiene nueve campos
vectoriales.

Tomando el vector de estado x = (xq,x,) con x; = 6 y x, = df/dr, el sistema esta
definido por el conjunto de ecuaciones diferenciales x = f;(x) para x en cada
region Z; segun la ecuacion (6.8).

X2 (6.8)
F0 = g, - gy 4 LG0T 9105

El primer campo vectorial f; se da en el caso en que no existe contacto entre los
discos y las levas. La funcion g, esta representada por la ecuacion (6.9).

91(x) =0 (6.9)

Los siguientes cuatro campos vectoriales f, - f; corresponden al caso en el cual
los dos discos auxiliares estan en contacto con sus respectivas levas y se
diferencian por el signo de las velocidades relativas. Las funciones g, - g5 estan
descritas por las ecuaciones (6.10)-(6.13).

g2(x) = Ty (x) + To(x) (6.10)
g3(x) = =Ty (x) + T2(x) (6.11)
ga(x) = Ty (x) — To(x) (6.12)
gs(x) = =T1(x) = T2(x) (6.13)

Los campos vectoriales f; y f, estan caracterizados por g¢ y g €n las ecuaciones
(6.14)-(6.15) y se presentan cuando solo existe contacto entre el disco 1y la leva
1.

ge(x) = T1(x) (6.14)

g7(x) = =T, (x) (6.15)
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Finalmente, los campos vectoriales fg y fy estan determinados por gg y go en las
ecuaciones (6.16)-(6.17) y se presentan cuando solo existe contacto entre el disco
2ylaleva 2.

gs(x) = T (x) (6.16)
go(x) = —T,(x) (6.17)

Las funciones h;(8, q) (ecuaciones (6.18) y (6.19)) dependientes del &ngulo 6 y del
vector de pardmetros q = (a, 8, ¢, ¢), determinan si hay contacto entre la leva i y
el disco auxiliar i, dando como resultado 1 si hay contacto y O en caso contrario.

(1 si g1+t <O<a+t¢;+oq
(1 si Pt <O<BtP,+ o,
h2(0,q) = {0 si 0>B+ ¢, + ¢, (6.19)

De acuerdo a lo anterior, las nueve regiones suaves para el sistema son las
siguientes:

Z, ={x ER®hy(6,9) =0 A hy(6,q) =0} (6.20)
Z,={x€R%:h(0,qQ) =1Ah(0,Q) =1A v,y >0A v, >0} (6.21)
Z;={x € R%:h(0,9Q) =1Ah(0,Q) =1A v, <OA v, >0} (6.22)
Z,={x€R%:h(0,9) =1Ah(0,Q) =1A v,y >0A v, <0} (6.23)
Zs ={x ER*: (6,9 =1Ah,(8,Q) =1A v,y <OA v, <0} (6.24)
Ze ={x €R%:Nh(0,qQ) = 1Ahy(0,q) =0A v,y >0} (6.25)
Z; ={x € R%:hy(0,q) =1Ahy(0,9) =0A v, <0} (6.26)
Zg={x € R%:h(0,9) =0Ah(0,9) =1A v,, >0} (6.27)
Zo={x €R%:nh(0,9) =0Ah(0,qQ) =1A v,, <0} (6.28)

Cuando a = 8 = 360, los dos discos auxiliares siempre estaran en contacto con el
disco principal y de acuerdo a los valores de x, en los cuales v,; = 0, se presenta

64



alguna de las estructuras de campos vectoriales que se presentan en la Figura
6.2.

Ur =Vr1 = VU2

X5 Xy X2
fs fs
Vg =0 V=10 fS
fa 0 f3 vr =0
Vpp =0 U =
, , f2
> x > X X
—T T 1 —TT T I —m T 1
(a) (b) (c)

Figura 6.2. Distribucién de los campos vectoriales de acuerdo a los valores de x, en que v,; = 0.

Para los demas valores de a y 8, de acuerdo al valor de los parametros es posible
obtener una division del espacio de estados en entre 3 y 8 campos vectoriales. En
la Figura 6.3 se muestran algunas de las configuraciones posibles.

— B — — B — — B —
x,— @ — x, F—a— x, F—a—
h
f
AN BlB| | ool LB,
v, =0 v, =0|f fi fi ; fa fi
Vyy =0 6
fo| fa | fo fof ol | 6l
> X, X1 X1
Vr =Vr1 = VUr2 Uy =V = Vg
(a) (b) (c)
xp—a +— f — X7 —a — x, Fad FpB-
f'.'v’ f5 f';v‘
vy =0 fo Vpq =0 —— vy =0 fo
h e fi f fi
Vg =0 f — v, =0 —— V2 =0 fe
e f8 fz fB
> X1 X1 X1

(d) (e) 0

Figura 6.3. Distribucion de los campos vectoriales de acuerdo a los valores de los parametros
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Para ilustrar la complejidad dinamica de un sistema mecanico relativamente
simple, se presenta el ejemplo del oscilador rotacional con las siguientes
caracteristicas: a = 171.8871 grados (3.0 rad), g =171.8871° (3.0 rad), ¢; =
302.7043° (5.2831 rad), ¢, = 246.00° (4.2935 rad), ¢; =0, ¢, =0, w; = 15 rpm
(1.5708 rad/s) w, = —21 rpm (—2.1991rad/s), J = 2.62 kgm?, k, = 2.62 Nm/rad,
C = 0.02088Nms/rad la, N;=49 N, R=012 my r, = 012 m . puy = 0.65,
Ui = 0.35y p; =15 son los coeficientes para calcular el coeficiente de friccion
U;.

Con las anteriores condiciones el diagrama de fase se divide en 8 campos
vectoriales como en el caso de la Figura 6.3c y como se presenta en la Figura 6.4.
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Figura 6.4. Distribucion de campos vectoriales con A = 0.3

El método SPT brinda una primera aproximacion para determinar los valores de
los pardmetros en los cuales se presentan bifurcaciones, lo cual por métodos de
fuerza bruta es bastante costoso computacionalmente en sistemas complejos. Los
mapas de la Figura 6.6 que muestran los diferentes tipos de puntos sobre cada
limite de discontinuidad (v, =0 en la Figura 6.6ay v,, =0 en la Figura 6.6b)
con respecto al parametro A, de acuerdo al mapa de colores de la Figura 6.5,
permiten inferir donde iniciar la busqueda de bifurcaciones.
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. Cruce hacia arriba
. Cruce hacia abajo

Deslizamiento hacia la izquierda

Deslizamiento hacia la derecha

. Puntos singulares

Figura 6.5. Colores asociados con las dindmicas en los limites de discontinuidad
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Figura 6.6. Diagrama de bifurcaciones para (a) w = 1.5708 (v,; = 0) y (b) w = —2.1991(v,, = 0)
6.1 Bifurcaciones sobre los limites de discontinuidad Z45y X5 4

Para valores de A inferiores a —0.299 se presentan ciclos limite estandar cuyo
tamafio depende del pardmetro A. El procedimiento del método SPT para la
deteccion de bifurcaciones globales es el siguiente: Se comienza el proceso de
integracion mientras se detecta la secuencia y tipo de elementos que presenta la
orbita. Esta secuencia se compara con los patrones de las bifurcaciones grazing,
switching y crossing. El valor de A se incrementa hasta que se detecte algun
cambio en la secuencia que lleve a una bifurcacion.

67



En la Figura 6.7 se presentan los retratos de fase para las bifurcaciones grazing,
switching y crossing en los limites de discontinuidad X5 y 2 4.

En la Tabla 6.1 se presentan los valores de A en los cuales se presentan las
bifurcaciones para cada limite de discontinuidad. En el limite de discontinuidad X g

en A = 2.5 todavia no se ha presentado la bifurcacion crossing y para valores
superiores ya no existen ciclos limites.

Tabla 6.1. Valores de A en los que se presentan bifurcaciones en cada limite de discontinuidad

Limite de discontinuidad Zys e Zgo Zo4
Bifurcacion grazing -0.299 0.1 0.1 0
Bifurcacién switching -0.15 0.328 0.72 0.355
Bifurcacion crossing 0.62 1.42 1.63

Finalmente, en la Tabla 6.2 se presentan las secuencias de los ciclos para los
valores de A en que se presentan las bifurcaciones detectadas sobre el limite de
discontinuidad X s.

Mediante el andlisis del oscilador rotativo se comprueba que el método SPT es util
para analizar sistemas no suaves complejos con dinamicas deslizantes y que
permite la deteccion de los puntos iniciales de los ciclos y de los cambios en las
secuencias de ciclos y por consiguiente la deteccién de bifurcaciones no suaves
deslizantes.

Tabla 6.2. Secuencias de los ciclos para los valores criticos de A en el limite de discontinuidad X4 5

A Secuencia del ciclo
-0.299 &, /00 1D, /0, JDJOr [P/ DD [P,/ Do/ [ D
4-/ 54_‘5/ 4-/ C4'6/ 6/ 66‘1/ 1/ C1'6/ 6/ C6_4/ 4-/ C4_9/ 9/ C9,1/ 1
/QC1_9/¢9/QC9_4/O
-0.15 | 09707 /10 10,/Q. 1B /Qq D, /O D)D) D/
Su s/ 2505/ s, o/ Pa/Qc, o/ P/ Qg 1/ P1/ 0, o/ Po/ Uy o/ Pa/ VU, o/ Po/ Oy,
[®1/Qc, o/ Po/C
062 | g/ /05, /O /@1 /Qc, o/ P6/ Uy, / P2/, /DS, /O /D5 /L) /

q)l/QCl‘g/q)‘)/QCg_s/O
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Figura 6.7. Bifurcaciones en X, sy 2, 4. (a) Bifurcacion grazing en A = —0.299, (b) Bifurcacion
switching en A = —0.15, (c) Bifurcacién crossing en A = 0.62, (d) Bifurcacion grazing en A = 0, (e)
Bifurcacién switching en A = 0.35, (f) Bifurcacion crossing en A = 1.63
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7 OSCILADOR DE FRICCION DE DOBLE BANDA

En este capitulo se analizara el oscilador de friccion de doble banda que fue
propuesto en [18] con algunas modificaciones con el fin de lograr escenarios ricos
en bifurcaciones. El sistema consiste en un cilindro horizontal de masa m
conectado mediante un resorte con coeficiente de restitucion k y un amortiguador
con coeficiente de amortiguamiento ¢ a un soporte fijo. El cilindro se desliza entre
dos barras con friccién despreciable. La distancia recorrida por el cilindro entre las
barras se denotard por x. Dos bandas transportadoras en la parte inferior y
superior del cilindro con velocidades lineales v, y v, respectivamente pueden
ejercer fuerzas de friccion causadas por fuerzas normales N; y N, al deslizarse el
cilindro sobre ellas. Las bandas transportadoras estan caracterizadas por sus
posiciones mediante los parametros §;,8,,85y 6,. El modelo del sistema se
muestra en la Figura 7.1.

00000

A4

Figura 7.1. Oscilador de friccion de doble banda

El sistema se describe mediante la ecuacion (7.1), en la cual f es una funcién de
las variables de estado y Fr son las fuerzas de friccion que dependen del cilindro.

d®x  dx dx dx (7.1)
m——+c—+kx =f<x,—>+Ff< )
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La funcion f describe una fuerza externa que permite remplazar la energia perdida
por los efectos de la friccion en el sistema. El valor A es la amplitud de la fuerza de
entrada y determina la pérdida de balance en el sistema y por consiguiente sus
cambios topologicos.

dx\ dx/dt (7.2)
f (x, d_t> = Asin <\/x2 = (dx/dt)2>

Tomando 7 = wt donde w = ./k/m es la frecuencia natural del sistema y ¢ =

c/2vkm es el coeficiente de amortiguamiento del sistema, se obtiene el modelo
adimensional de la ecuacion (7.3),

d*x dx 1
—+2{—+x=—f<x,w

dr? dt k dx) 1 ! ( dx) "

) e\ @

La fuerza F es la suma de las fuerzas de friccion F; producidas por cada una de
las bandas transportadoras definidas mediante la ley de friccibn de Conti [17]
como se describe en las ecuaciones (7.4)-(7.7), en las cuales v,, es la velocidad
relativa entre el cilindro y la banda transportadora inferior y v,, es la velocidad
relativa entre el cilindro y la banda transportadora superior.

F () = ) F()sgn(vn () (7.4)
V(X)) = v; — X (7.5)

Fy(x) = NiU(x) (7.6)

Hsi = Hki (7.7)

Ui(x) = ——"< 4y
(%) 1+ pi|v ()| it

Al igual que en el sistema analizado en el capitulo 6, existen diferentes campos
vectoriales dependiendo de si el cilindro se desliza por una sola banda
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transportadora, por las dos o por ninguna y si las velocidades relativas entre el
cilindro y las bandas son positivas o negativas.

Puesto que [18] estudié las bifurcaciones causadas por la variacion de las
velocidades de las bandas transportadoras, en este caso se dejardn fijas en
v, =05m/s y v, =-0.7m/s. Con estas velocidades se obtiene un espacio de
estados dividido en ocho regiones.

Tomando el vector de estado x = (x4, x,) con x; = x Y x, = dx/dt, el sistema esta
definido por el conjunto de ecuaciones diferenciales x = f;(x) para x en cada
region Z; segln la ecuacion (7.8), con g; como en las ecuaciones (7.9)-(7.16).

X2 (7.8)
fi(x) = (—x1 20w, f (xl,kwxz) N gj(f;:xz))
91(y) =0 (7.9)
9:(y) = —F,(y) + F,(y) (7.10)
93(y) = Fi(y) + F2(y) (7.11)
9+(y) = —F,(y) - F,(») (7.12)
9s(y) = F1i(y) (7.13)
96(¥) = —F,(y) (7.14)
9:(¥) = —F(y) (7.15)
9s(y) = F(y) (7.16)

El campo f; corresponde al caso en el que el cilindro no estd en contacto con
ninguna de las bandas transportadoras, los campos f, — f, a los casos en el que
esta en contacto con las dos bandas, en los campos fs y f, el cilindro solo esta en
contacto con la banda inferior y en los campos f; y fg solo con la banda superior.
De acuredo a esto las ocho regiones para el sistema son las siguientes:
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(7.17)
(7.18)
(7.19)
(7.20)
(7.21)
(7.22)
(7.23)
(7.24)

029my

065 m, 62 = —0.20 m, 63

{x € R?: (6, < x1 < 8;) A v > 0}
(x ER?: (6, <x; <6)A v,y <0}
(x ER?: (6, <x; <83)A v, <0}
(x ER?: (6, <x1 <83)A v,>0}

Zs
Z7
Zg

Z]_ ={XER2:(.X1 >61/\x1 >53)V(x1 >52/\x1 >64,)}
Zg

{XER21(52<X1<51)/\ (64<x1<63)/\vr1>0/\ 171-2>0}
{XER21(52<X1<51)/\ (64<x1<63)/\ vr1<0/\ 171-2<0}

Z, ={x ER%: (6, <x; <O)DNA (6, <x,<8)ANv,y>0A v, <0}

Z3

Zy
6, = —0.59 m, se obtiene la configuracién de regiones de la Figura 7.2(a). En la

Figura 7.2(b) se muestran los campos vectoriales para A = 1.0.

Fijando la posicién de las bandas en §;
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Figura 7.2. (a) Campos vectoriales para A = 1.0
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Inicialmente, la masa es liberada sin bandas transportadoras desde el punto (1,1)
fijando el valor de A en cero. El sistema muestra un comportamiento oscilatorio
alcanzando finalmente el punto de equilibrio estable (0,0). La secuencia para la
trayectoria C, se presenta en la ecuacion (7.25).

(1 = {¢1}A/{0-0/O} (7.25)

A continuacion, las bandas transportadoras se incorporan al sistemay la fuerza de
contacto normal se fija en 5N, manteniendo el valor de A en cero. La masa es
liberada desde el punto (0.001,0.001) y la evolucién del sistema cambia de un
punto de equilibrio a un ciclo limite en la region Z,. La secuencia para la
trayectoria C, se presenta en la ecuacion (7.26).

C, = ®,/C (7.26)

Para valores de A menores a 0.54 la evolucién del sistema termina en un ciclo
formado por los segmentos ¢, y ®.. En A = 0.54 el ciclo choca con el punto final
del segmento deslizante @g. presentandose la primera bifurcacion grazing. La

secuencia del ciclo grazing SC; se muestra en la ecuacién (7.27). Para valores
mayores a 0.54 el ciclo incluye segmentos deslizantes.

°Cy = @,/Qc, . /Ps/Q) /C (7.27)

En un sistema de Filippov simple con dos campos vectoriales y un solo limite de
discontinuidad, después de que se presenta una bifurcacion grazing, la porcion del
segmento deslizante por el cual evoluciona el ciclo aumenta hasta alcanzar el

punto inicial del segmento Qg"). En este caso, a causa de la existencia de
multiples campos vectoriales y limites de discontinuidad, la 6rbita alcanza el primer
punto del segmento deslizante &g presentandose una bifurcacion switching, pero

al aumentar aiin mas el valor de 4, la trayectoria entra en el segmento deslizante
adyacente ®g hasta alcanzar su punto final Qgi el cual coincide con el punto

inicial Qggi entrando nuevamente al segmento ®g . Se presenta entonces una
nueva bifurcacion que ha sido llamada long switching en [19].

En A = 2.195, como se muestra en la Figura 7.3, la masa recorre las bandas
transportadoras de un lado a otro y regresa. De esta forma, la Orbita evoluciona a
través de todos los campos vectoriales formando un ciclo con 4 segmentos
deslizantes. Se presentan dos bifurcaciones long switching, una sobre los

segmentos @y, y &g,y laotra sobre gy dg . Elciclo °c, tiene la secuencia
de la ecuacion (7.28).
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Figura 7.3. Retrato de fase para A = 2.195.

Al aumentar el valor de A a 2.5, el segmento @ alcanza el punto inicial ng de
forma que la trayectoria recorre completamente el segmento deslizante cp',;—z'g y
ocurre una bifurcacion switching regular. Pero, cuando la trayectoria alcanza el
punto final Q_g;g ingresa al segmento deslizante adyacente (I>§7_8 recorriéndolo

también completo. Este paso a una secuencia de dos segmentos deslizantes
completos, uno regular ®g . y uno largo ®g , ha sido llamado bifurcacién double

switching en [19]. El ciclo °Cs se muestra en la Figura 7.4 y tiene la secuencia de la
ecuacion (7.29).

s = 04/ V5, 05 OV, O[04/ Qe o/ @519/, (729)
o 1057 105, 10D 10, /¢, /®;/0,,/C

75



1,50-
1,25
1,00-
0,75
0,50-
0,25

& 0,00

Dsgs
\

AN
/o)
£2ss_6m £2ss_5(‘,

3.0,25 Q7500 Qs, 40

-0,50 C2s:50 \/ QS 2.307)

-0,75 /
-1,00-
-1,25

\\

/

(I)Sm s, 2.3 :

!

0 : : : : :
-1,50 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00
X1

Figura 7.4. Retrato de fase para A = 2.5.

El ciclo anterior muestra una serie de caracteristicas mecanicas especiales. El
recorrido completo por la banda transportadora inferior de derecha a izquierda se
efectla a velocidad constante, a pesar de la variacion de la fuerza del resorte y de
la fuerza externa.

Incrementando el valor de A a 5.5 (Figura 7.5) el segmento que evoluciona por la
region Z, alcanza el punto final Q(+) del segmento deslizante &g , y al mismo

tiempo choca con el punto inicial Qgs‘z del segmento deslizante q’s; dando lugar a
una bifurcacion crossing en el limite de discontinuidad X,, y a una bifurcacion
switching en el limite de discontinuidad X5 s . Ademas se presenta una bifurcacion
local long switching en el limite de discontinuidad %, 5. El ciclo °Cs para este valor
del parametro se codifica en la ecuacion (7.30).

*Co = D4/, /O §5, o/ Ut 91/ Q, o/ Ps /ey /31O /P, (7.30)

52,4 Ss.,6

o 105 105, 100 [0, /¢, /®;/9,,/C

52,3 S7,8
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Figura 7.5. Retrato de fase para A = 5.5.

En A =5.71, el segmento que evoluciona por la region Z, alcanza el punto final
ng del segmento deslizante @g, , y el punto inicial Qg;i del segmento deslizante
®g, , dando lugar nuevamente a una bifurcacion doble, una bifurcacion crossing en
el limite de discontinuidad X,; y una bifurcacion switching en el limite de

discontinuidad X, g. La secuencia para el ciclo °C, se codifica en la ecuacién (7.31)
y se muestra en la Figura 7.6.

°Cr = Do/ /D5, [T/ P1/ Qe s/ Qe B3/ /05 ) /@5, /) (7:31)
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Figura 7.6. Retrato de fase para A = 5.71.

Para valores de A mayores a 5.71, el fenédmeno long switching en el limite de
discontinuidad X, g desaparece, dando lugar a un ciclo con solo dos segmentos

deslizantes. Cuando A = 5.815 (Figura 7.7), el segmento que evoluciona por la
region Z¢ alcanza el punto final Qgi del segmento deslizante ®g, = generando una

bifurcacién crossing. Ahora el ciclo °Cg solo posee un segmento deslizante g
como se muestra en la ecuacion (7.32).

" = Do/ D1/ o/ P/, | D3/ Q, [ Pa/ /D5, /U /1) (7:32)
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Figura 7.7. Retrato de fase para A = 5.815.

En A = 5.945, la Orbita que evoluciona por la regidén Zg alcanza el punto final ng;

del segmento deslizante &g’ = generando una bifurcacion crossing. La secuencia
del ciclo °C, se presenta en la ecuacién (7.33) y su retrato de fase en la Figura 7.8.

*Co = ©1/Qc, o/ Ps/ ey /319, [ Pe/ O P2/, ,/D7/0c, [P (7.33)

S7,8

QC4‘6/¢6/QC6_1/O/

Finalmente, para valores de A mayores a 5.945 ya no existen segmentos
deslizantes. La trayectoria es un ciclo que atraviesa por todas las regiones, este
ciclo C;, se representa mediante la ecuacién (7.34). Al igual que en el caso
A = 2.195, la masa recorre las bandas transportadoras de un lado a otro y regresa,
pero esta vez con velocidad variable durante todo el trayecto.

Cio = ©1/Q, o/ s/ Dy /P3/Q, [ P6/ V[ P1/ s,/ D7/, ,/ P (7.34)
/96, o/®6/,, /O
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Figura 7.8. Retrato de fase para A = 5.945.

El analisis del oscilador de doble banda demostré la capacidad del método SPT
para detectar bifurcaciones globales compuestas por hasta cuatro segmentos
deslizantes. El estudio mostr6 dinamicas muy complejas y permitié identificar
nuevas dinamicas y eventos en los cuales se presentan simultdaneamente dos
bifurcaciones deslizantes.
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8 MESA MOVIDA POR LEVA

En este capitulo se analizara mediante el método SPT un sistema que incluye
varios tipos de discontinuidades: discontinuidades en los campos vectoriales y en
las variables de estado. La existencia de mdltiples tipos de discontinuidades, hace
mas dificil el analisis del sistema y le agrega riqueza a la dinamica.

El sistema consiste en un bloque de masa m y largo L, que descansa sobre una
mesa. La mesa es movida horizontalmente en ambas direcciones por una leva
mecanica que rota con velocidad angular w y excentricidad e. La mesa ejerce
fuerza de friccién sobre el bloque causada por el peso N de éste. La posicion del
bloque en la mesa se denotara por x y la distancia recorrida por la mesa por x;.
En el lado derecho, la mesa esta restringida por un resorte con coeficiente de
restitucion k y un amortiguador con coeficiente c. En el lado izquierdo, la mesa
tiene una barrera no eléstica. La configuracion del sistema se muestra en la Figura
8.1.

l Ll O LZ |
X
=
w L
N 3 | k
L FE
_| C
—fel— = 2

Figura 8.1.Bloque sobre una mesa movida por una leva

El espacio de estados para este sistema se divide en un conjunto de regiones Z;
que se explicaran mas adelante. Tomando el vector de estado x = (x;,x;) con
x; =x Y x, =dx/dt, el sistema se representara por el conjunto de ecuaciones
diferenciales x = f;(x) para x en cada region Z;.

Cuando el blogue no esta en contacto con la barrera izquierda y el resorte y el
amortiguador no ejercen fuerzas sobre éste, el sistema se describe mediante la
ecuacion (8.1), donde F; es la fuerza de friccion entre la mesa y el blogue.
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d’x (dx) (8.1)
TR AT
La fuerza de friccidon Ff(aé) se describe segun la ley de friccion de Conti [17] como

en las ecuaciones (8.2) y (8.3), donde v,.(x) = X; — x es la velocidad relativa entre
la mesa y el bloque.

Fy (%) = Fsgn(v, (4) 8.2)
N Hsi — Hii _ (8.3)
FeO _N(1+pi|x't—5c| ”’“)

En la ecuacion (8.2) se observa que la fuerza de friccion F; es diferente para
velocidad relativa positiva y velocidad relativa negativa y por tanto se generan dos
regiones con campos vectoriales diferentes, Z; y Z,, con f; y f, como en las
ecuaciones (8.4) y (8.5).

X2 (8.4)
filx) = (F(X2)>

m

X2 (8.5)
fo(x) = (_ F(x2)>

m

El limite de discontinuidad X, , entre las regiones Z; y Z, es del tipo Filippov, ya
que su campo vectorial es discontinuo. En esta frontera, a diferencia de lo que
ocurre en las regiones Z; y Z,, el bloque se mueve con la misma velocidad de la
mesa a causa de la fuerza de friccion que no permite que éste se deslice. Las
regiones Z, y Z, estan determinadas por las ecuaciones (8.6) y (8.7).

Z;={X€ER%*x; >0 A(xy <LyVk(x;— L) +cx, <0) Av, >0} (8.6)
ZZZ{XEIRZ:X1>O /\(X1<L2Vk(x1_L2)+Cx2<O) /\Ur<0} (87)

Cuando el resorte y el amortiguador ejercen fuerzas sobre el bloque, el sistema se
describe mediante la ecuacion (8.8).

N dx+k L _F(dx> (8.8)
m c . (x 2) = T\ g
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Nuevamente, se generan dos campos vectoriales diferentes Z; y Z, para los
valores positivos y negativos de la velocidad relativa, con f; y f, como en las
ecuaciones (8.9) y (8.10).

X2
= k F
f3(x) <_E(x1 - L)) — %xz + (:12)> (8.9)
X2
= k F
fa(x) ( Sy —Ly) ——x, - (:f)> (8.10)

Al igual que la frontera %, ,, el limite de discontinuidad X3, entre las regiones Z; y
Z, es del tipo Filippov. El bloque se mueve con la misma velocidad de la mesa
sobre esta frontera. Las regiones Z; y Z, estan determinadas por las ecuaciones
(8.11) y (8.12).

Z3={X€ER%x; >0 Ax; > L, Ak(xy — L) +cx, >0 Av. >0} (8.11)
Zy,={XER%x; >0 Ax; > Ly Ak(xy — L) +cx, >0 Av. <0} (8.12)

Finalmente, existe una region adicional Zs, la cual se encuentra detrds de la
barrera no elastica y es inaccesible. Por lo cual, su campo vectorial no esta
definido. Esta region esta representada mediante la ecuacion (8.13).

Zs = {x € R%x; <0} (8.13)

Cuando el bloque se encuentra en cualquiera de las regiones Z; 0 Z, y choca con
la barrera no elastica en el lado izquierdo alcanzando el limite de discontinuidad
215 0 2,5, el bloqgue cambia de direccion y se presenta un salto en su velocidad.
Por consiguiente, los limites de discontinuidad X, 5 y X, 5 tienen discontinuidad de
salto.

La leva tiene un movimiento dividido en tres fases: primero avanza con
movimiento armonico segun las ecuaciones (8.14) - (8.16), luego permanece en
reposo Yy finalmente se devuelve. El perfil de la mesa se muestra en la Figura 8.2.

x; = e(1 — cos(wt)) (8.14)
X; = we sen(wt) (8.15)
¥ = w?e cos(wt) (8.16)
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Figura 8.2. Perfil de la leva

En la Figura 8.3 se muestra el retrato de fase para k = 50,c = 10, RPM = 50,
e = 0.10 y posicion inicial x, = 0.05. EI movimiento libre del blogque a la misma
velocidad de la mesa, se representa en azul y cuando hay velocidad relativa
v, # 0 en magenta. EI movimiento restringido por el resorte a la misma velocidad
de la mesa se representa en verde y con v, # 0, en naranja. En este caso, debido
a la baja excentricidad y velocidad de la leva, el bloque no toca el resorte ni la
barrera y se desplaza siempre a velocidad relativa cero.
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Figura 8.3. Retrato de fase para k = 50, ¢ = 10, RPM = 50, e = 0.10, x, = 0.05
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Al aumentar las RPM de la leva a 100 (Figura 8.4), aumenta la velocidad relativa
entre la mesa y el bloque y disminuye la fuerza de friccion dinamica mientras que
aumenta la aceleracion, por lo cual en los valores de maxima aceleracion se
presenta movimiento con velocidad relativa v, # 0, es decir, deslizamiento entre el
bloque y la mesa.
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0,00 002 004 006 008 010 0,12 014 0,16 018 020 0,22

X1

Figura 8.4. Retrato de fase para k = 50, c = 10, RPM = 100, e = 0.10, x, = 0.05

Con RPM =50 y al aumentar la excentricidad a e = 0.24 (Figura 8.5), el bloque
hace contacto con el resorte y el amortiguador lo cual hace disminuir la velocidad
del bloque y se produce deslizamiento entre el bloque y la mesa. Cuando la leva
se devuelve, el bloque cambia de direccién. La masa choca la barrera no elastica
cuando la leva se mueve en direccion negativa, por lo que el bloque choca varias
veces con la barrera hasta que la leva comienza a moverse en direccion positiva.
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Figura 8.5. Retrato de fase para k = 50, c = 10, RPM = 50, e = 0.24, x, = 0.05

Cuando las RPM de la leva disminuyen a 20 (Figura 8.6), la fuerza del
amortiguador sobre el blogue (proporcional a la velocidad del bloque) es menor y
por tanto los cambios en la velocidad no se presentan inmediatamente el blogue
hace contacto con el resorte-amortiguador sino cuando la compresion del resorte
es mayor. Cuando la leva se detiene, la fuerza del resorte empuja el blogue hacia
la izquierda mientras su velocidad oscila alrededor de cero. En este caso el bloque
no golpea la barrera no elastica.
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Figura 8.6. Retrato de fase para k = 50, ¢ = 10, RPM = 20, e = 0.24, x, = 0.05
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Finalmente, al aumentar las RPM a 80 (Figura 8.7) se presenta deslizamiento
entre el blogue y la mesa en los valores altos de aceleracion cuando el bloque no
esta en contacto con ninguna de las restricciones. La fuerza del resorte y la fuerza
del amortiguador la cual es de gran magnitud debido a la alta velocidad del bloque,
compensan la fuerza de inercia, por lo cual, mientras el bloque esta en contacto
con el resorte-amortiguador, solo se presenta deslizamiento cuando éste avanza
en direccidn negativa o cuando su velocidad es muy pequefa. Finalmente, el
bloque impacta con la barrera cuando la mesa se mueve en direccion positiva por
lo cual rebota sin volver a chocar con ella.
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Figura 8.7. Retrato de fase para k = 50, c = 10, RPM = 80, e = 0.24, x, = 0.05

Como se pudo observar, las dinamicas del sistema son bastante complejas,
presentando multiples segmentos deslizantes tanto en el movimiento libre como
en el movimiento restringido por el resorte y el amortiguador y dando lugar a
continuos cambios entre un modo de funcionamiento y otro. La presencia de una
barrera no elastica da lugar a diferentes dinAmicas que dependen de la velocidad
de la mesa cuando el bloque choca con la barrera. El andlisis demostro la
capacidad del método SPT para analizar sistemas con varios tipos de
discontinuidades.
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9 CONCLUSIONES

El analisis de un grupo de varios sistemas no suaves o discontinuos de diferentes
campos de la ciencia y la ingenieria utilizando el método SPT (Singular Point
Tracking) ha sido presentado. EI método SPT esta basado en la identificacion y
seguimiento de algunos puntos con caracteristicas especiales sobre los conjuntos
de discontinuidad.

La ampliacion del método SPT mediante la caracterizacion de los puntos sobre las
regiones suaves para identificar los tipos de puntos de equilibrio y la direccién de
giro de los puntos regulares, llevé a la extension de la clasificacién de 45 a 53
puntos, la cual facilita el andlisis integral de los sistemas discontinuos y ayuda a
comprender las dinamicas tanto en las regiones no suaves como en las suaves.

Se present6 una sintesis de sistemas mecanicos, eléctricos, ecoldgicos, quimicos
y sociales que han sido estudiados anteriormente y que pueden ser modelados
como sistemas no suaves o discontinuos. Esta sintesis ayudd a valorar la gran
variedad de sistemas no suaves presentes en los diferentes campos de la ciencia
y la ingenieria.

El sistema depredador presa propuesto en [1] fue ampliado para ilustrar el método
SPT en la deteccién de bifurcaciones locales y globales de sistemas no suaves.
Se demostr6 el cambio en las secuencias de segmentos regulares y puntos
especiales en el limite de discontinuidad cuando se presenta una bifurcacién local
y en las secuencias de segmentos y puntos aislados en las regiones suaves y en
los limites de discontinuidad pertenecientes a O6rbitas periddicas cuando se
presenta una bifurcacion global.

Un oscilador rotativo con multiples limites de discontinuidad debido a la forma de
las levas y el contacto friccional fue utilizado para ilustrar el procedimiento de
deteccion de bifurcaciones globales. EI meétodo SPT brindd una primera
aproximacion para determinar los valores de los parametros en los cuales se
presentan bifurcaciones y permitié detectar los puntos iniciales de los ciclos, los
cambios de las secuencias de ciclos y las bifurcaciones grazing, switching y
crossing, resultando en una metodologia util para analizar sistemas no suaves
complejos que presentan dinamicas deslizantes.

El analisis de un oscilador de doble banda con multiples limites de discontinuidad
demostré la capacidad del método SPT para detectar bifurcaciones globales de
ciclos compuestos por hasta cuatro segmentos deslizantes. El estudio permitié
identificar nuevas dinamicas y eventos en los cuales se presentan
simultdneamente dos bifurcaciones deslizantes.
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Finalmente, el método SPT fue utilizado para analizar las dinAmicas de un sistema
compuesto por un bloque sobre una banda transportadora con friccibn que
ademas esta sujeto a impacto y a una restriccion del tipo resorte-amortiguador. El
analisis permiti6 demostrar la capacidad del método para analizar sistemas con
varios tipos de discontinuidades.

El andlisis de los diferentes sistemas no suaves mediante el método SPT permitié
entender la gran complejidad dinamica de sistemas relativamente simples, los
cuales presentan gran variedad de campos vectoriales y limites de discontinuidad.
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