UNIVERSIDAD DEPARTAMENTO DE CIENCIAS MATEMATICAS
Iniciacion al Calculo

EA I l I Racionalizacion
®

Pedro Vicente Esteban Duarte

Presentacion

La racionalizacién es una operaciéon que permite eliminar raices de numeradores o denominadores. Para
ello, se utilizan las reglas de las potencias y las de factorizacion. Para racionalizar una fraccion, se debe
multiplicar el numerador y el denominador por un factor que elimine la raiz o las raices, bien sean del
numerador o del denominador. La nueva expresion debe ser equivalente a la que se tenia inicialmente.

Este médulo tiene los siguientes objetivos:
Objetivo general

Aplicar reglas de potenciacion y factorizacion para eliminar raices de fracciones aritméticas y algebraicas
bien sea del numerador o del denominador.

Objetivos especificos

= Utilizar la racionalizacién de numeradores o denominadores para eliminar radicales.

= Utilizar la racionalizacion, cuando sea necesario, para simplificar o reescribir una expresion algebrai-
ca.

Los conceptos expuestos y los ejercicios planteados son bdsicos para comprender conceptos fundamentales
del Célculo y de las Matematicas en general.

El tiempo estimado para la solucién del taller es de tres (3) horas.

En su estudio y solucién le deseamos muchos éxitos.
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1. Racionalizacion de un monomio

. . . a ..
Para racionalizar un monomio de la forma T cona#0,meZ", neZ", m>n,se debe multiplicar

el numerador y el denominador de la fraccion por la raiz del denominador cuyo radicando se eleva a la
diferencia entre el indice y el exponente. Si el exponente es mayor que el indice, antes de racionalizar se
simplifica la raiz.

Ejemplos

a. Racionalizar el denominador de la fraccion %2 En este caso el indice de la raiz es 3 y el exponente es

2. Por lo tanto, la diferencia entre el indice y el exponente es 3 —2 = 1. Luego, en el numerador y el
denominador de la fraccién se debe multiplicar por v/4.

2 W4 2V4 V4 V4
V& Vs Ve 42

En la anterior expresion la fraccion de la izquierda y la de la derecha son iguales numéricamente (com-
probarlo).

\5/—

b. Racionalizar el numerador de la fraccién 77. En este caso, el indice de la raiz es 5 y el exponente es
1. Por lo tanto, la diferencia entre el indice y el exponente es 5 — 1 = 4. Luego, en el numerador y el
denominador de la fraccién se debe multiplicar por V74,

ViV VBT
9 9v/74  9v7% 974

c. Racionalizar el denominador de la fraccién %ﬁ En este caso, el indice de la raiz es 3 y el exponente es

V25
5. Por lo tanto, la diferencia entre el indice y el exponente es 3 —5 = —2. En este caso, es conveniente
simplificar la raiz.
1 1 1 1

VB VB2 VB N2E w2
Como se puede observar, el factor racionalizante es \3/?, por lo tanto
R - - R R
V2 av22 V222 2V 2(2) 4
NG

d. Racionalizar el numerador de . En este caso, el indice de la raiz es 2 y la potencia es 1. Por lo tanto,
el factor racionalizante es /x.

VEi_VivE Va2 x

4 A4/x  4yx 4yx
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Aqui se debe tener en cuenta que x no puede tomar el valor de cero (0) para todas las fracciones que

involucren raices en el denominador.

Cuando el numerador y el denominador tienen varios productos con raices se procede de igual manera,

como se muestra en el siguiente ejemplo.

e. Racionalizar el denominador de

2
VRVB

El factor racionalizante de la primera raiz es V33 y el de la

segunda es v/7. Al multiplicar el numerador y el denominador por estos factores se obtiene

2 VYT 2T V3T 23T

VNTE - VRPN VBV 30) 2l

Ejercicio

obtiene

a. 5v11
b. SW

Al racionalizar el denomidor del monomio

i

Ejercicio

x # 0, se obtiene

a. Z—\/’“}
b. 7x\/x
< 7(‘2?
Tx
d e

Al racionalizar el numerador del monomio

4
#, para

2. Racionalizacion de binomios con raices cuadradas

En muchos ejercicios aparecen expresiones de la forma a\/x+ b,/y o a\/x — b,/y en los numeradores
o denominadores. Para simplificarlas, se requiere encontrar factores que permitan reescribirlas en forma

equivalente, sin raices en el numerador o denominador.

3
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Para encontrar dichos factores se parte de la diferencia de cuadrados x*> —y?> = (x —y)(x+y). Si x e y son
ndmeros positivos, x — y se puede escribir como una diferencia de cuadrados de la siguiente forma:

x—y=(Vx—¥(Vxt+y

De esta forma, se tiene que si en una fraccidn aparece:

= /x—/y el factor racionalizante es \/x + /Y.

= \/x+,/y el factor racionalizante es \/x — ,/y.
Ejemplos

X

V2x—y/3y’

a. Racionalizar el denominador de la fraccion

Solucion

El término que aparece en el denominador es v/2x — /3y, por lo tanto el factor racionalizante es

V2x + /3y, de donde
: WEAVE) _ aWVERVE) VBV

VB (V- VR (VR VE) (VIR (VR 23y

La expresion es valida para y # %x

JES

b. Racionalizar el numerador de la fraccion 7

Solucion

El término que aparece en el numerador es \/x+ 5, por lo tanto el factor racionalizante es /x — 5, de
donde

VEES  (VE+S)(VE-S) (VA S)(Va—5) (VX255 x—25

7 7(Vx=5) (Vx=5)  T(/x=5) (Vx5
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Ejercicio

. . . V2
Al racionalizar el numerador de la expresion —
se obtiene

B

(VT R)

2—x
b VrvE

c. —2

A(V2H/A)

d 7z

3. Racionalizacion de binomios con raices cubicas

Al racionalizar fracciones en las que aparecen términos como /x — /y, v/x+ /7y, V2 4 VXYY + vyt o

3 .. , .
V2 — VXYY + /2, se deben encontrar factores que eliminen las raices, bien sea del numerador o del
denominador.

Para encontrar los factores correspondientes que eliminan las raices, se deben tener presente las formulas
de la suma o diferencia de cubos.

Para la suma de cubos:

Ay = (xFy) (o —xy+y?)

Xty = (Va4 ) (Vo2 = Vi +V7?)

Para la diferencia:

=y = (x—y) (P Fxy+y?)

3
x—y=(Vx— IV +Vxy+ Vy?)
Si en la fraccion aparece
= /x+ /Y, el factor racionalizante es Va2 — VXYY + v y?

= /x — /y, el factor racionalizante es V2 4 XYY+ /2
= Va2 — Yx Yy + /y2, el factor racionalizante es /x+ /3



Universidad EAFIT Pedro Vicente Esteban Duarte

o Va2 XYy + /2, el factor racionalizante es /x — Yy
Ejemplos

a. Racionalizar el denominador de la expresién —=—

T
Solucion

En el denominador aparece la expresion /x — 2, que se puede reescribir en forma equivalente como
Vx— V3, por lo tanto el factor racionalizante es Va2 + y}% ++/82 , de donde

3 _ 3 3V IaVR+VEY)  _ 3(VAT+ AR+ VD) _ 3(VaR+ YavE+VEY) _ 3(Vak+2da+a)
VA2 Y-8 (Ya- VB (Valt Ya B+ V82 (Y2)3-(V8)} x8 x8

y2_3
. . ., 2 1
b. Racionalizar el numerador de la expresion M
Solucién

En el numerador de la expresion aparece Va2 — /x+ 1 por lo que el factor racionalizante es /x+ 1, de
donde
VIR YR (DR YD) et

5 - 5(v/x+1) T 5(YxHD)

Ejercicio

Al racionalizar el denominador de la expresion

—2__ se obtiene

3+2%

2(943 2+ V42
a. 27+2x

b, VA Vaxi Vad)
) 2(1—x)

2(9-3 Y2+ V4r?)
c. 27+2x

g VA Vars Va2
: 2—x

4. Racionalizaciéon de binomios con raices de indice mayor a tres

En algunos ejercicios de cdlculo se presentan algunos binomios con indices mayores a tres, para racionalizar
fracciones en los que aparecen estos tipos de binomios, en la que n € Z™, hay que tener en cuenta que

n—=3 2 1 n=2
n

1 1., a1 a2 1 1 12  a-l
_x—|—y:(_xn—|—yn)<xn —xnyn+xny —...—Xnyn —|—yn)
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1 n—1 n=2 1 n=3 2 1 n=2 n—1
x—y=(xn—yn)(x n 4xn yi+txnm yn4. .. fxnyn 4yn)

Para n = 4 se tiene:

Para n =5 se tiene:
1 1 1
x+y: <x§ —|—y§)(_x§ —X3y5 —|—x§y5 —Xx5y5S —y

1 1 4

X—y= (x3 —y?)(xS -|-x5y5 -|-xiy5 -|-xiy5 _|-y§>

Ejemplo
Racionalizar el denominador de ﬁ

Solucion

La expresion /x — 2 se puede escribir como ¢/x — v/32 = X5+ (32)% y su factor racionalizante es
X5 +x3(32)5 4+x5(32)F +x5(32)3 + (32)3, luego

S}

Yy oy oy () a3 a3 (323 + (32)5)
VAZ2 Ja-V32 x5 (32)3 (xF 4 (32)3)(xF +a3(32)5 +F (32)F +43(32)F + (32)3)

y(x% 203 445+ 8x5 + 16)
x—32

5. Ejercicios

14
Neg

1. Al racionalizar el denominador de la expresion - - se tiene que es igual a

2
3.7
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b. V7
c. 2v7

1
d.%

_6

2. Al racionalizar el denominador de la expresion T Se tiene que es igual a

2V3x

\e]
N
=

w
= = |[\J
o -

%

3x

X

d.

18
V3

3. Alracionalizar el denominador de la expresion —

a. 93
b. 6v/3
c. 2v/3
d. 3v3

4. Al racionalizar el denominador de la expresién -

5 Se tiene que es igual a

Y

5. Alracionalizar el numerador de la expresion

—_—

o
S
- F
S

i
S

VY

o
-5

T
<

a\/—

6. Al racionalizar el numerador de la expresion se tiene que es igual a

®
‘ 1
>

Q
@S
W

=3
Q
=3

o
S
g

se tiene que es 1gua1 a

se tiene que es igual a
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10.

1.

—2a
d 7

3/—2b

. Al racionalizar el numerador de la expresién ~5-~ se tiene que es igual a

b
2Vab?

b. a
2V/ab?

S

2Y/a2b
2b

ﬁ

Vb—2

. Al racionalizar el numerador de la expresion 47— se tiene que es igual a

1
2vb+2

=
§‘_

+2
1

[\

(Vb-2)

1
d. 2(Vb+2)

8

. Al racionalizar el denominador de la expresion =~ se tiene que es igual a

2
2v/4
8V/4
432
4v/4

g o TP

Al racionalizar el denominador de la expresién =% se tiene que es igual a

o ®
N =
w O
\®) -
N

(V)]

d. 2v/25

Al racionalizar el denominador de la expresion SL se tiene que es igual a

V34
a. 2v/3
b. V3
c. 6v3
d. 24/3
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12.

13.

14.

15.

16.

Al racionalizar el denominador de la expresién <% se tiene que es igual a

&

398
X

b. 3v/%3
3Vx3
d. 3

o

Al racionalizar el denominador de la expresién < se tiene que es igual a

s
3
3
X

[on
mxlmL,Il
=

o,
<

=
)

. . . ., 2 . .
Al racionalizar el denominador de la expresion 4=~ se tiene que es igual a

Ve
2y

Y

[\
~
S

Y

y
/7
y
d. 27

y2

. . . ., 5 . .
Al racionalizar el denominador de la expresién == se tiene que es igual a

a. SW
b, 3V
50

y2
53/
d. v
y
Al racionalizar el denominador de la expresion \7/5"17] se tiene que es igual a
m
7
a 2t
m
5 7
b. T4
m
5Um
C. o

10
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Al racionalizar el denominador de la expresién —— se tiene que es igual a

V5—1

a 10(v/5+1)

: 2
5(v/5-1

b, > )
1-5(+/3)

C. )

5(v/5+1
d. (2"‘)

8
V5-1

Al racionalizar el denominador de la expresion se tiene que es igual a

a. 2v/5+1

b. 2(vV5+1)
2(v/5-1)
. 8(V5+1)

e o

2
V543

Al racionalizar el denominador de la expresion se tiene que es igual a

3—v5
2

S

-3

2
c. V5-3
d. 2(v/5+3)

Al racionalizar el denominador de la expresion \ﬁi

se tiene que es igual a

S

a. 3(V7+5)
b. 6(v7—V/5)
C. 3(\/7—\/5)
d. 2(v7—-+/5)

. . . .z 4 . .
Al racionalizar el denominador de la expresion 575 5€ tiene que es igual a
a. 2(vV5—/3)

b. —2(+/5—/3)

c. 4(v3-/5)

d. 2(v/5+73)

Al racionalizar el denominador de la expresion ﬁ‘{i 7S¢ tiene que es igual a

11
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23.

24.

25.

26.

27.

a. 8

b. 2+6
. V3-1
d. v6-2

Al racionalizar el denominador de la expresién —=2
VE—VY

o

se tiene que es igual a

25 +5)

ai

=y

b, 20/5y)

2/5-y9)
o WEHY)

x=y

4 2WED)

xX+y

Al racionalizar el denominador de la expresion ﬁ se tiene que es igual a

4/3-1)
3y+1

b 4(y/3y+1)
: 3y+1

4(y/3y+1)

C Y -7 —J

3y—1

4(V/3y—1
d. (3)31)

5
A

Al racionalizar el denominador de la expresion se tiene que es igual a

S+ 3)

a. —==

x+y
b, W)

x+y

S(Vx—7)

C - v
X=y
4 SWE)

=y

Al racionalizar el denominador de la expresion ﬁ se tiene que es igual a

x—1

4 20

x—1

3x—3y
NaN

Al racionalizar el denominador de la expresion se tiene que es igual a

12
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28.

29.

30.

31.

a 3(vA+ )

b 3(VE— )
355

¢

PRI

=y

Al racionalizar el denominador de la expresién =20 se tiene que es igual a
p )

5(vx+2)
a. x—4
5(vx+2)
b. ==
c. 5(v/x—=2)
d. 5(v/x+2)
. . . .z 1 . .
Al racionalizar el denominador de la expresion T se tiene que es igual a
o VY e
. =y
b \3/;_ % %"‘ W
: parey
Vot Y xR
c. parey
4 Ve ey
. o
. . . ., 1 . .
Al racionalizar el denominador de la expresion D se tiene que es igual a
o VYR
. Ty
b, Vaio Y Yat Ry
. pr
Va2t Yx Yt /Y2
c. pr
4 Ve Yy
. o
Al racionalizar el denominador de la expresiéon ——+~ se tiene que es igual a
Va- b

N R 8

d. a—b

o V@ Y Vo VP
: a+b

o V= Ya b+ Vp
: a+b

d \3/a72+ \S/E+ \3/172
: a—b

13
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32. Alracionalizar el denominador de la expresion %151 se tiene que es igual a
a. 5(Va2+ Jx+1)
b. 5(Va2— Jx+1)
c. 5(Vx24Yx—1)
d. 5(Vx2—Yx—1)
a—b

33.

34.

Al racionalizar el denominador de la expresion = se tiene que es igual a

a.\3/_—\3/5

b. a+b
c.a—>b
d. Va+ /b
. . . .z 4x—4 . .
Al racionalizar el denominador de la expresion Vo se tiene que es igual a
a. 4(v/x+1)
b. 4(J/x—1)
c.a—>b
d. 49/x—1
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