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Resumen

El modelo de tres estados es un modelo de computacién cudntica geométrica. Se ilustra que
éste es un modelo de computacién cudntica universal, con base en el trabajo desarrollado
por Niskanen, Nakahara y Salomaa [@] Las universalidades U(2) y U(2"2!) del modelo
se obtienen a partir de la construccién de las compuertas de rotacién Rz(a) vy Ry(a), y
de las compuertas de Hadamard H y de fase B(n), respectivamente. Para cada compuerta,
se presenta explicitamente el operador de holonomia I'4(y) y el ciclo v sobre el cual es
construida.

Palabras claves: computacién cuéntica geométrica, compuertas cuénticas universales,
modelo de tres estados.

Abstract

The three state model is a geometric quantum computation model. We show that this one
is an universal quantum computation model, with base in the work developed by Niskanen,
Nakahara and Salomaa [@] The U(2) and U(2"21) universalities are obtained from the
construction of the rotations gates Rz (a) and Ry(«), and the Hadamard gate H and the
phase gates B(n), respectively. For every quantum gate, we explicitly show the holonomy
operator I' 4 () and the loop 7 on which this is built.

Key words: quantum geometric computation, universal quantum gates, three state

model.
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Universalidad de la computacién cuantica geométrica: modelo de tres estados

1 Introduccién

En la actualidad, la Computacién Cudntica Geométrica (CCG) es un drea activa de inves-
tigacion en el contexto de la Computacién Cuéntica y realiza aportes a ésta iltima, en las
subdreas de modelos de computacién y propuestas de implementacién, como es eviden-
ciado por las diferentes publicaciones en el area [R8, L9, B, iLd, [, B, [T, i3, [Lg). La cCG
estd sustentada en varios fenémenos y situaciones fisicas observadas experimentalmente
(tales como la fase de Berry y la evolucién adiabética), en la formulacién matemaética de
las mismas (en la teoria de los haces fibrados principales) y en la posibilidad de “realizar”
compuertas cudnticas (compuertas de fase) con el corpus fisico-matemdtico anterior. La
fase a partir de la cual se construyen las compuertas cuanticas en los modelos de CCG tie-
ne un caracter puramente geométrico, detallado teéricamente por grupos de holonomias
adecuadamente formulados.

En la Computaciéon Cudntica Geométrica Abeliana (CCGA), la conexién o potencial
gauge toma valores en el dlgebra conmutativa de Lie asociada al grupo de Lie U(1), de
donde se obtienen entonces compuertas cuanticas de fase abelianas [@, @], mientras
que en la Computacién Cuéntica Geométrica No Abeliana (CCGNA), la conexién toma
valores en el dlgebra no conmutativa de Lie asociada al grupo de Lie U(2"!), en cuyo
caso se obtienen compuertas cuanticas de fase no abelianas [@]

Por otra parte, la universalidad de un modelo de computacién cudntica, es decir, su
capacidad de realizar cualquier operacién que realice una méquina de Turing, se establece
por su capacidad de generar un conjunto de compuertas cuanticas U, tales que cualquier
transformacién unitaria U (2"=1), es decir, cualquier compuerta cudntica que opere sobre
n-qubits, puede ser aproximada con suficiente exactitud por un circuito cuantico que
consta unicamente de un ntmero finito de compuertas del conjunto U [@]

El objetivo del presente articulo es ilustrar explicitamente la universalidad del modelo
de CCGNA denominado modelo de tres estados [E, @, @, @] En principio, para obtener
la universalidad de un modelo de computacién cudntica seria necesario una demostra-
cién por induccién, a partir de la cual se establezca la universalidad para las compuertas
cuénticas U(2) de 1-qubit, U(4) de 2-qubits, U(8) de 3-qubits y asi sucesivamente, hasta
establecer la universalidad de las compuertas U(2") de n-qubits. Contrario a este proce-
dimiento, con base en el trabajo desarrollado por Niskanen, Nakahara y Salomaa [@] se
ilustra en el presente articulo, como establecer la universalidad del modelo de tres esta-
dos sélo a partir de la universalidad para U(2) y para U(4), de acuerdo a los resultados
actuales relacionados con los conjuntos miminales de compuertas cuanticas universales
[ [d, @, B. La universalidades U(2) y U(4) del modelo se obtienen a partir de la cons-
truccién de las compuertas de rotacién R, () y Ry (), y de las compuertas de Hadamard
H y de fase B(n), respectivamente. Para cada compuerta, se presenta explicitamente el
operador de holonomia I'4(7) y el ciclo v sobre el cual es construida.
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2 Estructura matematica de la CCGNA

En el contexto de las compuertas y circuitos cuanticos, la computacién cuantica puede
ser vista como la aplicacién de un operador unitario de evolucién U € U(2") sobre un
n-qubitf] | z) = | 21,...,2,) € C*", para producir un nuevo n-qubit |2') = |24,...,2,) €
C?", es decir
/
Ulz) =[a). (1)

En el contexto de la CCGNA, los operadores de evolucién U € U(2™) corresponden
al grupo de holonomia Hol(A) C U(2"), asociado a la conexién A de un haz fibrado
principal y los n-qubits |z) € C?" corresponden a elementos de la fibra tipica de una
haz fibrado vectorial, la cual es isomorfa a C2". En particular, a partir de un haz fibrado
principal Foog se construye un haz fibrado vectorial Voeog asociado. Puesto que los
operadores de evolucién Hol(A) surgen de una familia de Hamiltonianos {Hy | A € M}
adecuadamente caracterizada por M, es necesario contar con un espacio de parametros
de control M. La relacion entre este espacio M y los haces fibrados Foecag v Veocg es
inducida al construir un nuevo haz fibrado principal P*Fcce y un nuevo haz fibrado
vectorial P*Vooa, denominados los pullbacks debido a M, de los haces fibrados Fooa
y Veea, respectivamente. Entonces, los operadores de evolucién Hol(A) se obtienen a
partir de la conexién A asociada al haz fibrado principal P*Foeg v éstos operan sobre los
n-qubits | z) representados por puntos de la fibra tipica del haz fibrado vectorial P*Voeoa
B4, [id], tal como es ilustrado por la figura ().

Haz fibrado principal haz fibrado asociado Haz fibrado vectorial
FCCG VCCG
pullback pullback

Haz fibrado principal Espacio de pardmetros Haz fibrado vectorial

P*Fcoca M P*Veea
grupo de holonomia fibra tipica

Operadores de evolucién n-qubits
Hol(A) C U(2™) |z) e C?"

Figura 1: Estructura matematica de la CCGNA

Sea M el espacio de parametros de control y sea -y un ciclo en A\g € M, es decir

~v:[0,1] = M, tal que v(0) = v(1) = Ao, (2)

1Los términos ‘compuerta sobre n-qubits’ y ‘compuerta u operador U(2")’ se intercambiaran libre-
mente.
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sobre el ciclo v el operador de holonomia I' 4(7) estd definido por

rae) = {Pes ( # A)}even, )

donde P es el operador camino ordenado y A es la conexién asociada al haz fibrado
P*Feoeoa- El grupo de holomonia Hol(A) estd constituido por todos los operadores de
holonomia I" 4 (7), es decir

Hol(A) = {Ta(y) | 7: trayectoria cerrada sobre \g € M } C U(2"). (4)

La identificacién del espacio de los estados cudnticos (n-qubits) como la fibra tipi-
ca C2" del haz fibrado vectorial P*Veeg generado a partir de los vectores propios del
Hamiltoniano H)y, parametrizado por M, y la identificaciéon del grupo de operadores de
evolucién unitarios (compuertas cudnticas) como el grupo de holonomia Hol(A) compues-
to de los operadores de holonomia I" 4 (7), los cuales son obtenidos a partir de la conexién
A del haz fibrado principal P*Focg v de un ciclo 7y sobre el espacio de pardmetros de
control M, establecen finalmente, desde una perspectiva computacional, el modelo de la
CCGNA [pg, [Ld). El modelo es ilustrado por la figura (f]), donde |z),|2’) y U estdn
relacionados por ([l) y k& = 2.

ck,

|2’y € CF

final <4----- 29
UeU(k) .
Laly) ——=--- evolucién

L |x) € CF
inicio 4------ z

M

Ao O K

Figura 2: Computacién en el modelo de la CCGNA

3 Computacion universal para la CCGNA

En la actualidad se conocen varios conjuntos de compuertas cudnticas universales, tales
como, la compuerta U(8) controlled-controlled rotation [ﬂ], compuertas de 2-qubits con
parametros irracionales [E], el conjunto formado por las compuertas de Hadamard, 7/8 y
CNOT [E, H], o el conjunto formado por las compuertas de Hadamard y Toffoli [ﬂ, @]H De

2Usualmente la compuerta de Toffoli representada por el circuito cudntico
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hecho, se ha demostrado que “casi” todas las compuertas U(4) son universales [ﬂ, @] y se
ha demostrado que no es posible obtener universalidad sélo a partir de compuertas U (2)
[E] Los resultados anteriores indican que para obtener la universalidad para U(2"=1!)
s6lo es necesario contar con algunas compuertas U(2), las cuales generan la universalidad
sobre los 1-qubits, y con algunas compuertas U(4), las cuales generan la universalidad
sobre los n-qubits.

Por otra parte, la universalidad o no de un modelo de CCG esta determinada por el
grupo de holonomia Hol(A) asociado a su conexién A, de manera tal que mientras que
los modelos de la CCGNA son universales [l [L6], BT}, los modelos de la CCGA no lo son
[@] Hasta hace poco existian algunos malos entendidos respecto a la universalidad de la
CCGNA para el caso de U(4), puesto que algunos autores afirmaban que era necesario
que la conexién A fuera irreducible, es decir, Hol(A) = U(2") [@, p. 97], mientras
que otros autores demostraban que la conexién para U(4) no era irreducible , p. 81].
Hoy en dia se sabe que la condicién de irreducibilidad de la conexién A para U(4) es
una condicién suficiente, pero no necesaria para obtener la universalidad [B] Cuando
la conexién no es irreducible, la universalidad para U(4) se obtiene demostrando que el
modelo puede construir al menos una compuerta de 2-qubits “no local” o “no trivial”, es
decir, una compuerta que no sea de la forma SU(2) x Iy o de la forma I, x SU(2) [i4].
Dicho en otros términos, un modelo de CCGNA es universal para U (4), si éste tiene una
conexién irreducible, o si éste es capaz de producir al menos una compuerta U(4) que
genere estados enredados a partir de los elementos de la base candnica para un 2-qubit.

A continuacién se presentan dos conjuntos de compuertas que son universales para
U(2) y para U(2"21). Sean R, (0), Ry(0) y R.(0) las compuertas de rotacién dadas por

Ry, (0) = e ""*/2 para k € {z,y, 2},

donde T, son las matrices de Pauli, y sean B(n) las compuertas de fase controlada de
2-qubit dadas por

|z) —e— |)
ly) —— |v)
l2) —o—  [2®(zAy)

es considerada una compuerta universal. Sin embargo, la universalidad de la compuerta de Toffoli se
refiere a una “universalidad cldsica”, es decir, es posible construir cualquier circuito cldsico con un
numero finito de compuertas de Toffoli. Este hecho estd sustendado en que la compuerta de Toffoli
implementa un conjunto completo de operadores para la légica cldsica (tales como los operadores A y —)
como es senalado por

x Ay siz=0 (compuerta and),
& (@ Ay) r@®z siy=1 (compuerta zor),
2@ (z =

Y -z si z =y = 1 (compuerta not),

z si z = 0;y = 1 (compuerta identidad).
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100 0
010 0
Bm=1y o 1 o
00 0 e

Teorema 3.1 (Universalidad U(2)). Sea U cualquier operador unitario que opere sobre
un 1-qubit. Entonces existen niumeros reales o, 3,7 y 6 tales que [E, p. 176]

U = " Ra(B) Ry (7) R (0). (5)

Ejemplo 3.1. Para la compuerta de Hadamard H dada por

)

de acuerdo al teorema () corresponde la descomposicién
H = ¢ Ry (9)R, (7) R, (8), donde a= 2,8 = —m,7 = 2.5 = 0. (6)

Teorema 3.2 (Universalidad U(2"=1)). La compuerta de Hadamard vy las compuertas
de fase controladas de 2-qubits B(n) son un conjunto de compuertas universales para

U@ty B, p. 2503).

4 El modelo de tres estados

El modelo de tres estados es un modelo de CCGNA construido por [L]. Para la cons-
truccién del modelo para el caso de 1-qubit se define un hamiltoniano Hy representado
en su forma diagonal por

e 0 O
Ho=c|2)2|=[0 0 0], (7)
0 0 O

donde |2) = (1 0 0)7. El hamiltoniano ([]) presenta una degeneracién de orden 2 para
el autovalor de energia ' = 0 y un autovalor e diferente de cero del cual deriva un estado
no degenerado. Los autovectores correspondientes al autovalor de energia E = 0 son los
qubits |0), | 1) y éstos estan representados por la segunda y tercera columna de (ff). El
espacio computacional de la computacién cuantica sobre un qubit, en el presente modelo,
es precisamente el espacio de autovectores degenerados asociados al autovalor £ = 0. La
primera columna de (ﬂ) corresponde al autovector asociado al autovalor de energia € £ 0,
este ultimo autovector es denominado estado auxiliar.

Para el caso del hamiltoniano (ﬂ) la transformacién isoespectral que deja invariante
el subespacio de estados degenerados esté dada por [2q]

|1O Ingenieria y Ciencia, volumen 1, ndmero 1
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H(Xiy i) = g(Xiy i) Hog" (Ai, o), (8)

donde g(A;, ;) € SU(2), los pardmetros A;, u; € C son los pardmetros de control que
definen el espacio pardmetrico M e i € {1,2}.

La estructura topoldgica de la construccién geométrica que se deriva a través de los
subespacios bidimensionales formados por los autoestados degenerados del hamiltoniano
paramétrico (E), permite definir una conexién A no abeliana, la cual determina el modo
de realizar el transporte paralelo de estados degenerados, conducidos a lo largo de los
caminos cerrados (E) mediante la evolucién adiabética. La conexién A de la estructura
topolégica es antihermitica A = — A y estd definida por

A= Ay + Apdp; — AL X\ — Al di; - donde i € {1,2}.
Las componentes de la conexién A se calculan mediante la expresion

0
60'1'
donde a, 5 € {0,1} rotilan los estados degenerados de Hy y o; € {\;, pu;} pertenece al

espacio de parametros de control M. Bajo una adecuada seleccién de los pardmetros de
control las componentes de la conexién A toman la forma [

A3l =(alg!

glB),

A = ( —isen? 6, ~ —isenf); sen 6y cos b, eia)
1 —isen @1 sen 65 cos ;e isen? 01 sen? 6, ’
0 —e~HP1=02=91) gen O,
A, = (em sen 0 0 ) ’

0 0
Ag, = <O —isen? 92) ’

00
A"2<o 0>’

donde a = ¢1 — o — Y1 y 01,02, 01, ¢2,1%1 € R. Con el conjunto de conexiones (E) es
posible construir todas las compuertas cudnticas que actiian sobre un 1-qubit.

Como fue mencionado, un modelo de computacién cudntica universal exige la cons-
truccién de transformaciones no locales que actian sobre un 2-qubit. Para obtener estas
compuertas en el modelo de tres estados se define el hamiltoniano

HY' = H¢ @13 + 13 ® HY, (10)

donde ng es el hamiltoniano inicial y H¢, H¢ son hamiltonianos [@ asociados a los
subsistemas de 1-qubit a y b. El conjunto de autovectores del hamiltoniano ng corres-
pondientes al autovalor E = 0 estan dados por
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{10,0),10,1),[1,0), |1, 1)}. (11)

El espacio generado por el conjunto de vectores base definido en ([L1]) es el espacio sobre
el cual actian las transformaciones de 2-qubit en el presente modelo. Los operadores que
transforman los estados generados por la base (EI) estan dados por el producto de dos
operadores definidos de acuerdo a

G(ENS 1 AL 1f) = g2 E) (9" (N, 1) © g° (AL, b)),
donde g%4(&) representa las transformaciones que no admiten una descomposicién como
un producto tensorial de transformaciones de l-qubit y g¢*(A\?, u¢) y gb()\f,ui-’) con
i € {0,1}, representan las transformaciones de 1-qubit asociadas a los subsistemas a
v b, las cuales se pueden componer mediante el producto tensorial de trasformaciones
de 1-qubit [E] La transformacién isoespectral que deja invariante el espacio de estados
degenerados del Hamiltoniano ([L]) est4 dada por

H2U(E N, ud N by = g(g° ® g") H (9" @ g°)Tg?1.

La conexién de la estructura topoldgica que se origina a partir de las transformaciones
de 2-qubits es antihermitica A = —AT, como en el caso de las transformaciones de un
1-qubit. Las componentes de la conexién para el modelo de tres estados en el caso de
2-qubit estan dadas por

0
(9" ® ") g™ 5 -g° ﬁ>,

457 = <
donde o; € {&, A%, ué, \b, b} pertenece al espacio de pardmetros de control M y | ) y | 3)
pertenecen al conjunto () de autovectores del hamiltoniano HOQq. Estas componentes

de la conexién bajo una adecuada seleccién de pardmetros &, 64,605 € R, toman la forma

4

(9" ® g")

0 0 O 0 0 0 00
0 0 O 0 0 0 00

Af 1o o o 0 ) A@g = A92 ® A92 ~1l0o 0 0 0 (12)
0 0 0 icos?0gcos?6 00 00

Con el conjunto de conexiones de 2-qubits (@) v el conjunto de las conexiones de 1-qubit
(E), es posible obtener la universalidad U(2"=!) del modelo de tres estados.

5 Universalidad U(2) para el modelo de tres estados

A partir de las componentes de la conexién (E), el operador de holomonia () y el grupo

de holonomia (E), asociados al modelo de tres estados, para el caso de 1-qubit, toman la
forma
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FA(’}/) = {7) exp < % A¢1d¢1 + Agldﬁl + A¢2d¢2 + A92d92>} S U(2), (13)

Y

Hol(A) = {T'a(v) | 7: trayectoria cerrada sobre A\g € M (61,02, ¢1, d2) }
=U(2).

Puesto que el operador de holonomia ([L3]) representa las compuertas cudnticas U(2)
posibles de realizar en el modelo de tres estados, la idea entonces es construir ciclos so-
bre una variedad M parametrizada por {01, 62, @1, 2}, de forma tal que las compuertas
asociadas a estos ciclos, constituyan un conjunto de compuertas universales para U(2).
De acuerdo al teorema (@), salvo un factor de fase e'® expresado en (E), es necesa-
rio construir compuertas que produzcan las rotaciones R (8) y R, (), para obtener la
universalidad de la compuertas que operen sobre un 1-qubit.

La construccién de la compuerta R, () se realiza sobre el plano (6, 61) fijando a cero

los pardmetros ¢1 y ¢2. Sobre este plano se construye el ciclo yr, representado por la
figura (), dado por

1, (0): (0,0) = (0.5) = (3:5) = (5:0) — ©.0).

02

(0,a/2)

(7/2,a/2)

1
1
1
1
1
1
1
1
(05 0) i 91
2

Figura 3: Ciclo ygr,(a) para la compuerta Ry ()
Para el ciclo yg,, sobre el plano (62, 01), la ecuacién ([3) toma la forma

Universidad EAFIT 13|
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La(vr, () = exp (jé Ag, dbs + Ap, d91>
YRy (@)

0
exXp <_ /(1/2 (A91|92:7r/27¢1:¢220) d91>

(o W) a0

De acuerdo al calculo anterior, la linea punteada de la figura (E) indica cual es la
parte del ciclo g, y cual es la componente de la conexién que realmente contribuye a la
formacién de la compuerta R, («), puesto que en las otras partes del ciclo, las componentes
de la conexién se anulan.

= exp

= Ry(a).

A diferencia de la compuerta R, (a) que es construida sobre un plano bidimensional,
la compuerta R, («) se construye sobre el plano tridimensional (¢2, 02, 6;) fijando a cero
el pardmetro ¢1, en cual el ciclo vgr, estd dado por

o (300) =~ (330) - (355) ~ (0.8 - (300

En este caso, la ecuacién (B) para el ciclo yg,, sobre el plano (¢,63,61), toma la
forma

La(yr, (@) = exp <—7{ Agp, dpa + Ag, dfs + Ap, d91>
YRy ()

— exp [— (moﬂ iO‘O/Q)] (15)
_ Ru(a).

De acuerdo al teorema (B.1), es posible obtener la universalidad para U(2) sin nece-
sidad de la rotacién R, («). Sin embargo, estd rotacién serd necesaria para construir una
composicién de caminos para obtener la compuerta de Hadamard, la cual a su vez es
necesaria para obtener la universalidad para U(4) en el modelo de tres estados. Similar
a la compuerta R, («), la compuerta R.(a) se construye sobre un plano tridimensional
(01,02, ¢1) fijando a cero el pardmetro ¢s, en cual el ciclo vg,, representado por la figura

(@), esta dado por [, [Lq]

Tr.(@): (0,0,0) = (0,0,5) = (5,0,5)

(339 G39)~ (Gor) oo,

|14 Ingenieria y Ciencia, volumen 1, nimero 1
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b1

(0,0,/2)

(7/2,0,a/2) (m/2,7/2,0/2)

02

DI S ——

(77/2,0,0)/ (r/2,7/2,0)

61

Figura 4: Ciclo vgr, (o) para la compuerta R ()

La ecuacién (L) para el ciclo vg_, sobre el plano (61,65, ¢1), toma la forma

Fa(Yr. (@) = exp (-7{ Ag, by + Ag, dO1 + Ay, d¢>2>
TR, (@)

el (72
= R.().

6 Universalidad U(2"2!) para el modelo de tres estados

De acuerdo al teorema (@), la universalidad para la compuertas que operan sobre un
n-qubit se obtiene a partir de la compuerta de Hadamard y las compuertas de fase
controladas de 2-qubits B(n).

Una vez obtenida la universalidad U(2) sobre el modelo de tres estados, es posible
construir cualquier compuerta que opere sobre un 1-qubit, en particular, es posible cons-
truir la compuerta de Hadamard. Con base en ([I4), (L) y (1L€]) se definen las matrices
Cy(@), Cy(a) y C,(a) dadas por
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Rufe) = espl-Cal@] = exp |~ (), “U7)]
Ry f0) = expl-Cyfal] =esw |- (0, 7).

R.(a) = exp[~Ca(a)] = exp :— (i‘“o/ 2 0 /2)} |

De acuerdo a (E), salvo el factor de fase e~*"/2 la construccién de la compuerta de
Hadamard se lleva a cabo realizando la rotacién

H' = Rm(_ﬂ.)Ry(ﬂ-/Q)Rz(o)
= exp|[Cy(—m)] exp[Cy(7/2)].

Intuitivamente, los ciclos yr, (=) y Yr,(7/2) se pueden componer para obtener la ro-
tacién H’. Sin embargo, puesto que las matrices Cy(—7) y Cy(7/2) no conmutan, es
necesario recurrir a la férmula de Campbell-Baker-Hausdorff para expresar el producto
de dos exponenciales de matrices como una “suma de exponenciales”, y de esta forma
obtener la composicién deseada. Para matrices Ay y Asg, la férmula de Campbell-Baker-
Hausdorff, a quinto orden, estd dada por [@]

exp(A1) exp(4sz) =

1 1 1
A A —A —(A A —A
exp | (A1 + 2)+2 12+12( 112 + 221)+24 1221 (17)
1
~720 (A11112 — 2A21112 — 6A11201 — 6422112 — 2419901 + A22991) |
donde,

Akt..omm = [Ak, [AL, - [Am, A -]

Sea NC(A;, Ay) el término adicionado a ([L7) por la no conmutatividad de A; y As,
entonces la composicién de caminos para obtener la rotacién H’ estd dada por

H' = exp[—Ci()] exp[—Cy (7/2)]

~ exp[—[Cy(m/2) + Co(m) + NC(Cy(7/2), Cu(m))]]
~ exp[—[Cy(—0,05) + C(4,02) + C,(—2,4)]].

Una vez expresada la rotacién H' como una suma de caminos, es posible componer
los caminos Yg, , Yr, ¥ 7= La composicién de estos caminos es un camino v (a, b, c) en
el plano (¢1, ¢2,01,62) dado por
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v (a, b, ¢):
(0’0’0’0) - (O’anag) - (O;Oaz g) —
camino g, (a)

camino g, (b)

2
C C ™ C ™ T
_503050) (_aoa_ao) (_aoa_a_)
(2 T\t T\t ag)
camino g, (¢)
™ T ™
(050353 5) - (0305550) - (0305070)

Entonces la ecuacién (B) para el ciclo v (a, b, ¢), sobre el plano (¢1, ¢2, 01, 62), donde
a=—0,050=4,02, y c = —2,4, toma la forma

FA('YH/ (a, b, C)) = exp <j£ A¢1 dop1 + A¢2 dpo + Ael df, + A92 d92>
Yg (a,b,c)

= exp [~ (Cy(a) + Cy(b) + C=(c))]
~ H'.

Por otra parte, las compuertas de fase controlada B(n) son las uinicas compuertas de
2-qubits que se requieren para demostrar la universalidad U (4) del modelo de tres estados,
y por lo tanto, la universalidad U(2"2!) en dicho modelo. El espacio de parametros
{£,09,05} es quien parametriza los componentes () de la conexién para el caso de
2-qubits. A partir de estas componentes, el operador de holomonia () y el grupo de
holonomia (E), asociados al modelo de tres estados, para el caso de 2-qubit, toman la
forma

) = {Pown # e + Augs)) } € Ua) (1)

Universidad EAFIT 17|
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Hol(A) = {T'(7) | 7: trayectoria cerrada sobre \g € M(&,6%,65) }
Cc U(4).

Para la obtener la compuerta B(n), se construye un ciclo yp en el plano (65, £), fijando
a cero el parametro 65, dado por [@,

v5(n): (0,0) — (g,O) — (gn) — (0,m) — (0,0).

Para el ciclo vz, sobre el plano (64, ¢), la ecuacién ([[§) toma la forma

Ca(ys(n)) = exp (‘7{ ( )(Aﬁd'f + A@gd9§)>

0
0
0

I
@
[}
e}

\
cocoo
cocoo
cocoo

—in

7 Conclusiones

La universalidad de un modelo de Computacién Cuantica se obtiene a partir de las
posibilidades que ofrece el modelo para la construccién de un conjunto de compuertas
cuénticas tales que cualquier transformacién unitaria U(2"21) pueda ser aproximada con
suficiente exactitud por un circuito cudntico que consta tinicamente de un nimero finito
de compuertas de dicho conjunto. Por lo general, estas compuertas cuanticas son algunas
compuertas U(2), es decir, compuertas sobre un 1-qubit y algunas compuertas U (4), es
decir, compuertas sobre un 2-qubit.

En el contexto de la Computaciéon Cuédntica Geométrica, uno de los modelos que
presenta caracteristicas de universalidad, es el modelo de tres estados, el cual se obtiene
a partir de un Hamiltoniano degenerado en el valor de energia E = 0. Para este modelo,
las compuertas se obtienen como operadores de holonomia I'4() construidos con base
en una conexién A y en un ciclo v sobre un espacio paramétrico M. En particular, la
universalidad U(2) del modelo se obtuvo al construir las compuertas de rotacién R ()
y Ry(a). La universalidad U(4) y por lo tanto la universalidad U(2"=1) del modelo, se
obtuvo al construir la compuerta de Hadamard H y las compuertas de fase B(n).
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