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Introduccion

El estudio de los sistemas de elasticidad puede realizarse desde diversas areas de la
ciencia, e ingenieria. Los ingenieros civiles estan interesados en que sus estructuras de
concreto mantengan niveles de elasticidad que toleren fenémenos sismicos, los fisicos
les interesa tener en cuenta la elasticidad para el estudio de la resistencia de un ma-
terial, algunos especialistas en fisica analizan la elasticidad de los fluidos y de ciertos

gases.

La elasticidad de un material es definida en ingenieria y fisica como la relacion que
se da entre la fatiga y la deformacion de un objeto. La elasticidad finita es la teoria
del estudio de las grandes deformaciones en los objetos, esta teoria es no lineal y por
ende una teoria de dificil tratamiento matemaético y fisico. En general las teorias de
la elasticidad se han convertido en una situacion de estudio desde la matematica,
debido a su dificil entendimiento como objeto fisico, de hecho en libros como el de
Gurtin [16] y Ciarlet [15] se hace un estudio interesante de la elasticidad finita y de
la elasticidad en tres dimensiones respectivamente, donde el componente matemati-

co es fundamental para dar interpretaciones y argumentaciones al interior de la teoria.

En este trabajo se aborda el estudio de las soluciones de un sistema general de ecuacio-
nes de elasticidad y que son conocidos como sistemas de elasticidad extendidos. Segin
Lu en [1] este tipo de sistemas generalizan los sistemas de ecuaciones diferenciales par-
ciales relacionados a un gas politropico, dos sistemas especiales de ecuaciones de Euler
y las ecuaciones generales de Euler para un fluido comprensible. El estudio esta re-
lacionado a las Ecuaciones diferenciales Parciales, en particular a un tépico especial
llamado Leyes de conservacion hiperbodlica. Las leyes de conservacién hiperbélica son

un tipo particular de leyes de balance. Para este trabajo se estudiara la bisqueda de
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soluciones viscosas a un sistema de elasticidad que presentan conservacion de masa
y momento, y mostraremos toda la teoria requerida para estimar dichas soluciones.
En especial se dardn condiciones para demostrar una proposicién que se cumple para

encontrar ciertas estimaciones de las soluciones del sistema.

Para demostrar algunos teoremas y proposiciones de este trabajo se usan resultados
conocidos como los son el principio de contraccién de Banach, el principio del maxi-
mo, y una metodologia inherente a las leyes de conservacién hiperbédlica que permite
estimar soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales hiperbdlicos via sistemas

de ecuaciones diferenciales parabdlicos.

Finalmente se debe decir que como parte fundamental del trabajo se han demostrado
ciertos resultados que se encuentran en la literatura, que no se demuestran con fre-
cuencia en los libros especializados de Ecuaciones Diferenciales Parciales y que sirven

para estimar soluciones del sistema de elasticidad estudiado.
El desarrollo del trabajo es como sigue:

En el capitulo 1 se presenta los requerimientos matematicos para abordar el estudio

de los sistemas de elasticidad.

En el capitulo 2 se presentara la teoria que permite encontrar los resultados del capitu-
lo 3.

En el capitulo 3 se establecen las condiciones de los sistemas de elasticidad para poder

demostrar la existencia de soluciones viscosas usando el principio del maximo.



Capitulo 1

Preliminares Matematicos

Diversos fenémenos naturales, expresan comportamientos de conservacion o balance
como se sabe por ramas de estudio en Fisica, Quimica o Economia, ejemplos de este
tipo de aplicaciones se pueden ver en [1],[2], [3],[4],[5],[6]. En particular los libros
del profesor Plaza [7] y [31] presentan una intuitiva introduccién a las leyes de ba-
lance y de conservacion. En esta primera parte de estos preliminares matematicos se
resume algunas de las ideas que el profesor Plaza presenta en estos libros. En una
segunda parte de estos preliminares se presenta la ecuacién del calor homogénea, no
homogénea, semilineal, el principio del maximo para ecuaciones parabdlicas y la teoria

matematica bésica relacionada a las leyes de conservaciéon hiperbélica.

Para comprender que es una ley de conservacion y una ley de balance, tomemos
reR", n>1, tel0,00).

donde t, generalmente se toma como el tiempo y (x,t) € R™ x [0,00) se puede ver
como el espacio-tiempo donde ocurren ciertos fenémenos. Las leyes de conservacion
o balance se expresan en términos de n cantidades de conservacion, conocidos como

variables de estado.

Sean Uy, us, - -+ ,u, con n > 1, las densidades de las variables de estado; entonces el

vector de densidades de variables de estado es
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Uy, (2, 1)

donde u(z,t) € R" y x € R" con n > 1.

Se tomara que si ) es un abierto de R™ tal que 2 C R™ entonces u € €2 se llamara el

conjunto de variables de estado del sistema.
Sea D C R"™ una regién del espacio fisico, acotada y abierta con frontera 0D suave
y orientable, donde se puede aplicar el teorema de la divergencia. Sea n € R" con

||| = 1, el vector normal a la frontera 0D en la direccién exterior a D.

Se entendera por M (t) el vector

M(t):/Du(a:,t)d:c eR"

que representa la cantidad total (6 masa) de las variables de estado en D para un

tiempo ¢t > 0.

La razén de cambio de la masa M (t) estd balanceada por el flujo F' de la misma a

través de la frontera Of2.

La funcién flujo se puede escribir como

F :Q— R™
donde F(u) = (f*(u),---, f%(u)). Las funciones de flujo f*(u) € R™*! se toman de
clase C2.

Podemos suponer que en el sistema interactiia campos externos con densidades dadas

por el campo vectorial
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g1(z,1)
g(z,t) = :

gn(z,1)
La cantidad total de variables de estado u que fluye a través de un elemento de

susperficie dS, sobre la frontera 0D, cuya normal exterior en la direccién del vector

normal n; estd dada por:

— F(u)fidS,

De lo anterior el principio de balance estda dado por

4 udS, = —/ F(u) ﬁde—l—/ g(x,t)dx
dt D D D

para todo dominio D C R".

Si no hay campos externos, es decir, si ¢ = 0 la ley de balance se llama ley de

conservacion,

d

— udx:—/ F(u)ndsS,
dt Jp oD (v)

Aplicando el teorema de la divergencia para 1 < k < n en la ley de balance, se ve

que:
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de donde

obtenemos

ut%—zzj(fj(u))xjdf =y

que se llama sistema de leyes de balance y si ¢ = 0 se llama sistemas de leyes de

conservacion.

Para este trabajo el objetivo principal de estudio, son las soluciones de sistemas de

leyes de conservacion, en esta direccion veamos algunos ejemplos de dichos sistemas.
Ejemplo 1. (Sistema de Euler para un fluido compresible.)

Un fluido compresible es aquel en el cual existen variaciones de densidad significativas

producidas por cambios de temperatura, presion o por grandes velocidades.

El sistema modela la dinamica del fluido compresible no viscoso que no conduce calor

pr + div(pv) =0 (conservacion de la masa)
(pv) + div(pv @ v) + Vp =0  (conservacion del momento lineal)

(pE); + div(pEv + pv) =0 (conservacién de la energia)

donde p > 0 es la densidad de la masa del fluido, v es el campo de velocidades, p
es la presién termodinamica, E es la densidad de energia total del fluido. Diversos

estudios relacionados con este sistema, tedricos o numéricos se pueden encontrar en

[71, 18], 191, [10], [11], [33].
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Ejemplo 2. (Modelo de trafico)

Considerese una carretera en un solo sentido y sin desviaciones. Sea p el nimero de
autos en la carretera, de modo que 0 < p < pae donde P, s el nimero maximo
posible de autos que pueden en la carretera. Sea u la velocidad de los autos y .z €l

limite de velocidad en carretera.

La conservaciéon de masa de autos en la carretera, que se desplazan con velocidad u

se pueden ver por las leyes de conservacion como

pr+ (pu)e =0

Se puede proponer una relacion simple para la velocidad dependiendo de la densidad.

Para esto supongamos que se quiere que esta relaciéon cumpla que:

U(0) = Uppae Y U — 0 S0 Prge — 00

una posible relacion que cumple lo anterior es

I—p
u(p) = Umazx ( )
Pmax

El modelo inicial toma la forma

1 —
P+ [pumax ( p)} =0
Pméx T

donde 4z <p17,p ) es la funcion de flujo. Una técnica para resolver este modelo se da
m

ax

con el método de las caracteristicas que se puede encontrar en [20].

El modelo finalmente obtenido es llamado modelo de Lighthill-Whithan-Richards
[12][13][14].

Ejemplo 3. (Materiales Hiperelasticos)
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Considere un sélido deformable que ocupa un lugar Q C R3. Se va a describir el

movimiento de este so6lido mediante un mapeo

(2,) = X(8);  (2,8) € Q2 x [0,00)

que denota la posicion en el tiempo ¢ de una particula en el sélido. La velocidad local

V' y el tensor de deformacién U se definen como

V:Q - R U:Q— R3
V=X, U=V,X

Un material se dice hiperelastico si su densidad de energia interna W se puede escribir

como W = W (U) y que las fuerzas de deformacién 3, se puedan escribir en la forma

3
ow
%azzaxjﬁaj’ cona:1,2,3

=1
es decir, si su densidad de energia interna W depende el tensor de deformacion y si

las fuerzas de deformacion se derivan de esta energia.

Para expresar la dinamica del sistema en leyes de conservacién se requiere que:

a) La densidad de energia sea invariante bajo una rotacién R.
(W(U) =W(RU) tal que RTR=1y detR=1)

b) El material no cambie de deformacién es decir, detU > 0

c¢) El material sea conductor de calor, que el proceso sea insentrépico, es decir que

la entropia del sistema permanezca constante.

d) No hayan fuerzas externas.

De esta manera las ecuaciones del movimiento son las siguientes:

avi—Y 0,0 ;=123
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que se puede abreviar como

U —V,V =0

V, — div,0(U) =0

donde o(U) := Z¥ es el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff [15][16].
El sistema anterior se puede leer de arriba hacia abajo fisicamente como la ley de con-
servacién de masa y momento. Un tratamiento matematico de este sistema se puede

encontrar en [4].
Ejemplo 4. (Magnetohidrodindmica)

Es un ejemplo del movimiento de un fluido en presencia de un campo electromagnético
de tal manera, que la aceleracién del fluido se ve afectada por el campo y el cuerpo

del fluido influye en la evolucién del campo. El sistema es el siguiente
3
j=1
1
(PVi)i + div(pViV) + (p+ 5 |BI)a, — div(BiB) =0

1 1 1
(ép V|* + pe + 3 |B|2> + div (§Vp VI + Vpe+pV + EIB) =0
¢
Bt X V;EE = O

donde p > 0 es la densidad de la masa del fluido, V' es el campo de velocidades, e > 0
es la densidad de energia interna, p es la presion termodinamica y E, B son el campo
eléctrico y magnético respectivamente. La primera ecuacion del sistema representa la
conservacion de masa, la segunda (de arriba hacia abajo) la conservaciéon del momen-
to, la tercera la conservacion de energia y la cuarta la ley de Faraday. Las ecuaciones

del sistema anterior son bien estudiadas en [17] [18] y [19].
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Este trabajo se hace para estudiar los sistemas extendidos de elasticidad sin fuente
y con fuente; en concreto, se demuestra la existencia de un cierto tipo de soluciones
de estos sistemas y en particular se estudia el problema de Cauchy. Por tanto los

siguientes sistemas ocuparan un lugar central en el tercer capitulo.

Ejemplo 5. (Sistemas de elasticidad extendidos)

(a.) Sin fuente:

u+(cu+f(v))e =0

v+ (utg(v))e =0

(b.) con fuente:

w+(cu+f(v))s =01 (u,v)

vy + (Ut —I—Q(U))m :.92(u7 U)?

si ¢ = g(v) = 0 en las ecuaciones de (a.) y (b.), v es la deformacién, f(v) la fatiga
y u la velocidad; el sistema (a.) de elasticidad, describe la conservacién de masa y
momento y el sistema (b.) el balance de masa y momento lineal, ya que tiene dos
términos fuente g; y ¢o. El sistema (a.) es estudiado completamente por Lu en [1];
¢l usa el método de las regiones invariantes para encontrar soluciones viscosas y el
método de la compacidad compensada para encontrar soluciones débiles al sistema.
En este trabajo se encuentra soluciones viscosas al sistema (a.) usando el principio
del maximo y también se encuentra soluciones viscosas al sistema (b.) usando los

resultados de Zhixin y Ming en [29].
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1.1. Ecuacion del Calor

La ecuacién del calor es el ejemplo mas simple de lo que es una ecuacién diferencial
parcial parabdlica.Una ecuaciéon parabdlica junto con su problema de valor inicial se

pueden describir asi:

Sean U un subconjunto abierto y acotado de R™, entonces U, = U x (0,7] para un
T >0fijjoy I'r = E/ U; la frontera de U,. El problema de Cauchy para ecuaciones

parabdlicas es

u+Lu=fen U
u=g sobre U x {t =0}

donde f:U; > Ry g:U — R son funciones dadas y v : U; — R es desconocida.

La ecuacion de calor para una constante k£ > 0 que puede ser homogénea o no ho-

mogénea se conoce respectivamente como

U — kg, =0

Uy — kg, = F(z,1)

donde F : U x [0,00) — R es una funcién dada.

1.1.1. Ecuacion del calor homogénea

El problema de Cauchy

u—Au=0 en R"x(0,00)
u(z,0) = g(z) en R" x {t =0} (1.1)
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tiene una sencilla pero interesante interpretacion fisica. La ecuacién (1.1) es conocida
como difusion de calor; si V' C U es una subregion suave, la rata de cambio de la
cantidad total de volumen en V' es igual al negativo de la cantidad de flujo que pasa

por la frontera OV

d
—/udx:— ?-nds
dt Jy ov

donde ? es la densidad de flujo. De esta manera

Uy = _divF (1.2)

En diversas situaciones F' es proporcional al gradiente de u y de direcciéon opuesta. Si

D representa el operador diferencial F' se puede escribir como:

F = —aDu (a>0).

Sustituyendo F' en (1.2) se obtiene la ecuacién diferencial mencionada en (1.1) .
En la ecuacién (1.1),¢ >0y z € U con U C R™ un abierto.

La solucién u : U x [0,00) — R es desconocida y u = u(x,t), el Laplaciano A con

respecto de x = (x1,-+- ,2,) es

n
Au=A,u= E Ug,, -

=1

Se puede usar la transformada de Fourier de u denotada por U en la variable x en

(1.1) para hallar a u ast:

U+ |y|*u =0 para t > 0

u=gq

~ 2 .z . . . . .
Luego u; = — |y|” que es una ecuacion diferencial ordinaria de variables separables
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P
u
de donde In(i) = — |y’ t + ¢
U= e WltHe — oIt | po (1.3)

pero si t =0, u = g y sustituyendo en (1.3) tenemos

o~

~ 12
u=e Wy,

\%
: . 2 . .
inmediatamente u = (e 1yl tg) , se entendera como la transformada inversa de Fou-

rier (V) de un producto de funciones.

Luego

gx*xF

donde F = (e"y‘Qt) y usando el teorema integral de Cauchy vemos que:

F = (e|92t>v = 1 emy*ﬂy'Qdy = ;e*%
(27)"/2 Jgn (2t)n/2

Usando (1.4) se tiene

1 7Iw—y\2
u(z, t) = W/Rne g(y)dy

Una presentacién de la transformada de Fourier se puede ver en [20].

La solucién de la ecuacién (1.1) se puede escribir asi

1 > _le—y?
u(x,t)zm/ g(y)e”  dy (1.5)

donde la funcién G(z,t) definida por
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es llamada la funcién de Green y la funcién (1.5) se puede escribir como

u(z,t) = /OO G(r —y,t)g9(y)dy. (1.7)

—00

La funcién de Green tiene las siguientes propiedades:

Lema 1. Para todo t > 0 se cumple que

/ Gz —y,t)de =1

o0

Lema 2. Para todo t > 0, se tiene que

t o0 t
/0 /_00|Gy(x—y,t—r)|dydT:2 .-

1.1.2. Ecuacion de calor no homogénea

El problema de Cauchy no homogéneo

w—Au=f en R"x(0,00)
u(z,0) =g(z) en R"x {t=0} (1.8)

es la ecuaciéon general de calor no homogénea.
En [20] se encuentra la expresién de la solucién de esta ecuacion.

Se estudiard un caso particular de (1.8) dado por

U —k Uy, = F(x,t) en R x (0, 00)

(1.9)
u(z,0) = g(z) en R x {t =0}

donde F': U x [0,00) — R, es una funcién dada.
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Se busca la solucién general de (1.9), para esto tomese en cuenta un principio tipo

Duhamel, que establece que la soluciéon del problema

v —k Uy = F(2,t) en R x (0, 00)

(1.10)
v(z,0) =0en R x [t =0
mas la solucion dada por

wy —kw,, =0 en R x (0,00)
w(x,0) = g(x) en R x [t = 0]

donde

y v(z,t,7) es solucién de

—k vy =0en R x (1,00)

v(z,t;7) = F(z,7) en R x {t =7}

que es un problema homogéneo como en (1.5) y cuya solucién es de la forma

vz, t, ) = /00 F(y, 7)G(z — y,t — 7)dy

[e.o]

de manera que la solucién de (1.10) se puede escribir como

v(x,t) // G(x —y,t — 1)dydr

y la solucién del problema (1.9) es

ula, 1) = / )Gl — g, t)dy +

/ / G(r —y,t — 7)dydr (1.11)
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1.2. Ecuacién de calor semilineal

Se presenta el problema semilineal de ecuacién del calor de la forma

w+f(u), + g(u) =cug, en R x (0,00)

u(z,0) =ug en R x {t =0} (1.12)

donde ¢ >0, f € C'y g € C. Véase [32].

Lema 3. Si u es una solucién acotada del problema (1.12) sobre R x [0, ¢), entonces

u se puede expresar usando la funcién de Green (1.6) asi:
uant) = [ wl)Gl .ty +
[ [ stutmiuta = vt = ryiyir -
[ [ stutv.mcte -yt -m (113)

donde G(z,t) = \/ﬁe%.

Reciprocamente se tiene que si una funcién acotada u(z,t) satisface (1.13), entonces
ue C®(R x (0,7)) es solucién de (1.12).

Demostracion.
Sea u(x,t) solucién de (1.12) sobre R x [0, t), haciendo

F(z,t) = —f(u(z, 1)) — g(ulz, 1))
el problema (1.12) se describe como:

U —e(U) e = F(z,t) en R x (0, 00)

(1.14)
u(z,0) = ug(x) en R x {t =0}
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que tiene una solucién de la forma (1.11) asf:

u(x,t):/ o (y) Gz — gt dy+// Glz -yt — 7)dydr
=/ uo(y)G(x — y, t)dy — // fuly,7))yG(z —y,t — 7)dydr

/ / G(zr —y,t — 7)dydr

Integrando por partes la expresion

| )G =yt = )y
asi con

r=Gx—yt—71) dv= f(u(y,t)),dy
dr =Gylx —y,t —71) v= f(u(y,t))

se tiene

/_ " Fuly ), Gl — gyt — Ty =Gla — gt — 7)f (uly, 7))

[e.9]

- / " F(uly, )Gy — gt — 7)dy

pero

; 1 —(z—y)?
lim Gz —y t—7)= lfm ——— et —
y—r+oo y—rFoo 47T5(t _ 7—)

como f y u son acotadas, luego

Gz =yt —=7)f(uy, 7))|Z = 0

por tanto

u(z,t) = /_OO uo(y)G(z —y, t)dy — /Ot /_OO fu(y,7))Gy(z —y,t — 7)dydr

/ / G(x —y,t — 1)dydr

15

(1.15)

(1.16)
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1.3. Principio del maximo para ecuaciones

parabdlicas

Considerese el operador dado por

i 0% u - du ou
Lu= ex bi(, 1) o Hu—22 1.17
u ”Zﬂa](x )axiauj%—; (x )axj+c(a: Yu 5 (1.17)
en Qr =Q x (0,7), con T >0y 2 C R abierto y acotado.
Tomemos
& 0?u = ou

ij=1 i=

y los coeficientes de (1.17) como funciones acotadas en 7, L como un operador lineal.

Se entendera que

2
02<QT)I {UIQT%R;U,UT,% O u

o, <O |

0" Qr = 00,\Q x {T}

Definicién 1. Se dice que L es un operador parabolico en Qr si existe A > 0 tal que

para todo (x,t) € Qr y para cualquier vector £ € R, £ # 0

n

D ai(w, )6 > A

ij=1

Teorema 1. Sea L un operador parabdlico en €27, cuyos coeficientes son funciones
acotadas en Qr y con c(z,t) = 0. Si u € C?(Qr) N C(Q) satisface
L(u) = A(u) — u¢ > 0, entonces sup u = max u = MAaxu
QT ﬁT G*QT
Demostracion.

Supongase L(u) > 0 y que el maximo se da en (2o, %) € Q. Por tanto 2% = 2% = 0 en
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(z0,t0) vy a;;D*(u) < 0 lo que implica que Lu < 0; hecho que es una contradiccién.

Si el méaximo se da en (g, 7") entonces

ou
E(IO,T) S O

y esto implica que

L(u) = (a;)D*u—u; <0

lo que es contradictorio.

Si L(u) > 0 tomando u® = u —et tenemos

L(u®) =Au® -0
=(A—0y)u°
—(A—0)(u—st) (1.17.1)

pero

L(v®) =L(u+et) = L(u) + L(et)
=L(u) + ¢L(t)
—Lu)+e>0 (117.2)

es decir, de (1.17.1)(1.17.2)

L(u®)=(A—=0)(u—=ct)=L(u)+e>0
esto implica que:
max u® = maxu’
Qr o*Qrp

para todo € > 0. Tomando que ¢ — 0 vemos que u® — u y

SUp U = MAX U = MAX U
QT QT 8*QT
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El teorema 1 es una versién particular del principio del maximo en su forma débil.
El siguiente teorema es la versién general del principio del maximo en su forma débil.

Teorema 2. Sea L un operador parabdlico en {27, cuyos coeficientes son acotados en
Qryc(z,t) <0.

Siue C*HQr)NO(Qr) y L(u) = A(u) — u; > 0, entonces

supu = mixu < maxu’t

Qr Qr o*Qrp

donde u = u* —u~ y vt = méx(u, 0)

Demostracion. Supongase que L(u) > 0y que u tiene un méximo no negativo en

(xo,t0) € Qr, entonces
L(u) = (aij) D*(u) + C(xo, to) u

pero (a;;)D*(u) < 0, C(xo,t0) < 0y u > 0, entonces L(u) < 0; hecho que es una

contradiccion.

Si el maximo se d& en (zo,T), entonces Z%(zo,T) > 0, entonces

L(u) = ((aij) D*(u) — us + C (20, T)) u

pero (a;;)D?*(u) <0, —u, < 0y C(zg,t0) u < 0, entonces L(u) < 0, hecho que es una

contradiccién.
Ahora si L(u) > 0. Suponga que Q C {||z1|| < d}.

Considere

Uy = U +ee™?
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entonces
L(u.) =L(u+ee®t) = L(u) + L(ce*™)
=L(u) +eL(e**) (1.17.3)
y
L(u.) =A(u.) — 0 (ue)

=A(u+ee*™) — Oy (u +ee™™t)

=(A — 0)(u+4ee*™) (1.174)
pero

n n

2 ox ax
X1 1

QT a ae QT
L(e*™) = Z aij(x,t)m + Z bi(x,t) oz, + c(x,t)e

ij=1 i=1

=(a?ay (w0, t) + aby (z,t) + c(z,t))e*™

y sustituyendo en (1.17.3) y tomando (1.17.4) vemos que

L(u.) =(A — 0)(u+ee™™)
=L(u) + e(a?ayi (x,t) + aby (z,t) + c(z,t))e*™
>e(a®X = a[|bll . = [1Cllc)e™™

tomando « suficientemente grande se ve que L(u.) > 0y para e >0

supu < supu, < méxu = méxu < maxu fee?

QT m QT o* QT 0 QT

si se toma € — 0 se tiene que:

supu = mixu < maxu’t

Or ar 0*Qr
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El prinicipio del méximo débil tiene aplicaciones al Analisis y a las Ecuaciones dife-

renciales parciales [22].
Teorema 3.(Principio del Mdximo fuerte)

Sea () un abierto, acotado y conexo en R". Sea L un operador parabdlico en {21 y con
coeficientes acotados en Q7. Sea C2(Qr)NC(Q7) con Lu = Au—0;u > 0 entonces

a) Sic =0, entonces u no puede tener un méximo global en 27 a menos que u sea

constante.

b) Si ¢ < 0, entonces ¢ no puede tener un maximo global no negativo en Qr, a

menos que u sea constante.

Demostracion. En [20] puede encontrarse una demostracién de a) en la pagina 376
y una demostracion para el caso Lu = Au—0;u < 0y ¢ > 0 que da la idea para

construir la demostracién de b).

O

En [23] se hace un completo estudio del principio del méaximo. En los capitulos 2 y
3 se usa el principio del méaximo débil para presentar y obtener algunos resultados

centrales en este trabajo.

1.4. Teoria basica de leyes de conservacion hi-
perbdlica (LCH)

Considerese el sistema de leyes de conservacion

ug +f1(u,v), =0

(1.18)
v+ fo(u,v); =0
donde u,v € R y el sistema de leyes de conservaciéon con fuente
us +f1(u,v), + g1(u,v) =0
(0, 0)s + g1 (1, 0) 1)

(% + fQ(U,U)m + gZ(“vv) =0
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Sean U = (u,v), F(U) = (f1, f2) y G(U) = (g1,92)" entonces el sistema (1.18) y

(1.19) pueden ser escritos como

U, +dF(U)U, =0 (1.18.1)
U, +dF(U)U, + GU) =0 (1.19.1)

donde dF'(U) es el Jacobiano de F.

Definicién 2. El sistema (1.18.1) se dice hiperbdlico si la matriz dF' tiene valores
propios A\ y Ao reales. Si los valores propios A1 y Ao son reales distintos entonces el
sistema (1.18.1) dice estrictamente hiperbolico.

Se denota los vectores propios derechos e izquierdos de la matriz dF(U) como €y, (),

Y Yags Vo, TESPECtivamente.

Definicién 3. Las funciones w = w(u,v), z = z(u,v) son llamadas invariantes de

Riemman del sistema (1.18.1) correspondientes a Ay y Ay si ellas satisfacen
Vw-v,=0 ; Vz-9, =0 (1.20)

Es decir que w y 2z son constantes a lo largo de las trayectorias de los campos vecto-
riales 7y, , 7, respectivamente. Las ecuaciones (1.20) se resuelven tomando una curva
C que no sea tangente en algtiin punto de vy, 6 v, y asignando valores para w o z a
lo largo de C. Después se soluciona cada par de ecuaciones (diferenciales ordinarias)
a través de C, dadas por U = vy, (U) y U = 7,,(U) haciendo w y 2 constante a lo

largo de cada trayectoria. Ejemplos de esto se encuentran en [2].

Si v, ¥ 7, son linealmente independientes, una trayectoria de U= Y, (U) sirve para
describir a C'. Témese ahora una trayectoria fija en particular I'y, y fijese la otra
trayectoria I'y, que pasa a través de I'y, y elijase a z estrictamente creciente a lo largo

I'),; ver la figura 1.1.
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Figura 1.1: Trayectorias para vy,, Y,

Es posible mostrar que el mapeo (u,v) — (w,z) es biyectivo en una regién simple

conexa [2].

Es conocido del andlisis de matrices que los vectores propios derecho r e izquierdo ¢
correspondientes a valores propios distintos A; y A2 son ortogonales [24], es decir si
dFr = A\ir, LdF = ol entonces \olr = bdFr = A\dr y r =0 si \; # Xo.

De la definicién de invariante de Riemman se ve que £y, - vy, = 0 implica que Vw
es un multiplo de ¢,, por tanto Vw es un vector propio izquierdo de dF' con valor

propio As , luego

VwdF = \Vw (1.21)

de igual forma se puede ver que Vz es multiplo de 7y, y por tanto Vz es un vector

propio izquierdo de dF con valor propio \;, luego
VzdF = \Vz (1.22)

Usando (1.21) y (1.22) y multiplicando (1.18) en la izquierda por Vw y Vz respecti-

vamente se obtiene

VwU, + VwdF(U)U, =VwU; + AoVwU,
=w; + AW,

=0
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VU, + VzdF(U)U, =VzU; + \\VzU,

=2+ M2
=0
luego
wy + Aw, =0 (1.23)
y
2+ Mz =0 (1.24)

Teniendo en cuenta que el mapeo (u,v) — (w, z) es biyectivo, las ecuaciones (1.23) y

(1.24) son equivalentes al sistema (1.18), en el sentido cldsico de una solucién [2].

Al sistema (1.18) se le puede adicionar un término de regularizacion asi

Up + U, V)p = EUgpy
v+ fo(u,v)y = eV

u(x,0) =ug(x) y v(x,0)=1vy(x) (1.26)

que es un sistema de ecuaciones parabdlicas semilineales cuyas soluciones son llama-

das viscosas [1].

Las soluciones viscosas de este tipo de sistemas llamados de leyes de conservacion

hiperbdlica (LCH) son el tema de interés del siguiente capitulo.



Capitulo 2
Soluciones Viscosas

Se requiere para este capitulo del conocimiento de espacios Banach, del teorema del
punto fijo, operadores acotados, funciones de Lipschitz y de la norma L*° que pueden
leerse en [21] [25] [26].

2.1. Solucién viscosa para una LCH

Teorema 4. Sea

w4 f(u)z + g(u) = gy

u(z,0) = ug(x)

(2.1)

con g localmente Lipschitz y f € CY(R") yu e R", n>1

(a) Para un € > 0 fijo, el problema de Cauchy (2.1) con condicién acotada medi-
ble u(z,0) = wug(x) tiene solucién tnica local suave u®(z,t) € C(R x (0,t))

para un tiempo pequeno 7, el cual depende de la norma L en los datos iniciales.

Demostracion. El problema de Cauchy (2.1) es equivalente a :
00 t 00
uet) = [ wwGla -yt [ [ funm)Gyle - vt - r)dydr
— oo 0 J—-o0
t 00
—/ / g(WG(z —y,t — T)dydr (2.2)
0 J—o0

24
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donde G(z,t) = —= e

4dmet

Definamos

B ={u(z,t) : u(z,t) € C°(R x (0,7)) N L=(R x 0,7)}

es facil ver que B es un espacio de Banach bajo lanorma ||u(z, t)[| 5 = [[u(z, )| oo 0.1 -

Para todo 7

B, = {u(x,t) cu(z, 1) € CF(R % (0,7)), [lu(@, )| o e o)) < 2M}

es un subconjunto convexo cerrado y acotado de B.

Definamos un operador 7' sobre B, como

1w = [ w6 -0y + [ [ 5ty )G, 0.t - i
_ /Ot /Z GG — y, t — 7)dydr.

Se probard que existe 7y tal que para cualquier v € B, , donde T'(u) € B, es
una contraccion.

Sea u € B, entonces existe una K, constante positiva, tal que
fl <K, |gu)| <K

puesto que f,g son continuas, g es acotada y u es acotada por estar en B,.

Ademas, existe una constante L > 0 y uy, us soluciones de (2.1) tal que

| (u2) = fu1)] < Lfug — (2.3)

lg(uz) — g(u1)| < L |ug —uy (2.4)
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ya que f, g son localmente de Lipschitz.

De lo anterior y considerando los lemas 1 y 2 tenemos que:

|T<u>|s/_ o) |Gz — u, |dy+// WGy (x — .t — 7)) dydr

+/ 9(u(y, )| |Gz — gyt — )| dydr

<M [ (G- ut \dym// (& =yt — 7| dydr

t
—i—K// |G(z —y,t — 7)| dydr
0 —00

t
<M +2K\/— + Kt.
e

De manera similar teniendo en cuenta las desigualdades (2.3) y (2.4), obtenemos
1T (u2) — T'(w1) ||

// flu)|1Gy(x =y, t — )| dydr

// g(w) — glus)| |Gz — . ¢ — )| dydr
SL// luz —w| Gy & — 9.t — 7| + s — us] |Gz — g, ¢ — 7)|] dydr

L(||ug — uzl| ;o) / / J@ =y t—7)+ |G —y,t —7)| dydr

S(QL\/;6 + Lt)([Juz — vl )

[t
1T (uz) = T(un)ll g <(2Ly[ — + L) [luz = wa]

por tanto
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y como

1T (ug) — T'(ur)|lp. =T (u2) — T'(u1)| e

< (2Ly/ L) |us — wr]
7T€+ 7) |Jug —usll,
=(2L\/— + L -

Ly = + 17) [z — ]

oK v Ko< My (2042 + L) < 1
e TE

si se escoge a 19 > 0 tal que

entonces T'(u) € B,, es una contraccién, por tanto existe un unico u® € B, tal
T'(u) = u, de donde, para el problema de Cauchy (2.1) se tiene tnica solucién
u® € C®°(R x (0,79)) y |uf(z,t)] <2M V(x,t) € R x [0,70)

Si la solucion u® tiene estimaciones apriori en L> de la forma
|uf(z,t)|| e < M(e,T) para t € [0,T], entonces la solucién existe sobre R x
[0, 7]

Demostracion. Si la solucion tiene estimaciones apriori

[uf(z,t)| ;00 < M(e,T), Vt e [0,T], entonces up(z) < M(T), entonces de (a)
existe 7 > 0 el cual depende solo de M(T) tal que la solucién u®, existe en
R x [0, 7] y debido a la hipdtesis tenemos que |u®(z,t)| < M(T).

Si consideramos 7 como el tiempo inicial, un procedimiento similar, muestra
que la solucién existe en R x [1,27] y |u®(z,t)| < 2M(T) V(z,t) € [1,27] .

De esto tenemos |u®(x,27)| < M(T) y haciendo el mismo procedimiento, se
puede ver que el tiempo local 7 puede ser extendido a T, ya que el tiempo
depende solamente de M (7).
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2.2. Solucién viscosa para LCH con fuente

Se considera el siguiente problema de Cauchy para el sistema semilineal parabdlico:

up +fi(ut,u? o ut) + g(utu? ) = el

u? +fo(ut,u?, . u™) + go(ut u? ) = eul,
(2.5)

n 1 2 n 1 2 n\ __ n

Lup +fn(ut v, u”) + g (ut et u”) = eull,

en R x (0,00) con datos iniciales medibles acotados

ut(z,0) = uj(z), . .., un(,0) = ug ()

up(@)| < M. Ju(a)| < M (2.6)
Teorema 5.

(a) Supongase que g; son funciones localmente Lipschitz para
(u',u?, ..., u™), acotadas y continuas en R x [0,+00) vy f; € C(R") para i =
1,...,n.
Entonces el problema de Cauchy (2.5) y (2.6) tiene tnica solucién
(u'e,u®, ... u") € C=(R x (0,79)) para todo 7y pequenio el cual depende de
solo la norma L de los datos iniciales y
ju'e(z,t)| < 2M, ... |[u"(z,t)| <2M ;V(z,t) € R x (0,7);

(b) Ademds, si la solucién (u'®,u?, ... u") tiene estimaciones apriori
|u' (2, 1)|| o < M(T), ..., |u" (2, )| < M(T)

Vt € [0, T, entonces la solucién existe sobre R x [0, T']. Particularmente si existe
N > 0 tal que

||u1€(x7t>HL°°(R><[0,oo)) SN [ (@ O] oo i o,00))

entonces la solucién (u'®, u?, ... u"™), existe sobre R x (0, 00).

Demostracion. La demostracion estd basada en el teorema 4 para u’ soluciones

coni=1,...,n. Se puede ver esta demostraciéon en [27].
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2.3. Lemas auxiliares para soluciones viscosas.
Lema 3. Sea v° una solucién de la ecuacién diferencial parabdlica
v+ (vf(u))y = evge; v(x,0) = vo(x)

donde f(u) es continua para u € R™ entonces

v® >¢(t, d,e) >0, si wvo(x)>0>0

donde o es una constante positiva y ¢(¢, 4, ¢) puede tender a cero o ¢ tiende a infinito.

Demostracion. La ecuacion v, + (vf(u)), = ev,, se puede escribir como

wy + f(wwy + f(u)s = &(Wae + w?c)

donde w = log(v), entonces

Wy = EWge + (W, — %?)2 — f(u)s — f4(€U)

La solucién de (2.7) con dato inicial wy(z) = log(vo(x)) puede ser representada por

(2.7)

la funcion de Green

asi:

w= [ Gl -y nuy

+/0t /_Z <€<wx - @)2 - i:_z - f(“)x) G(x —y,t — s)dyds (2.8)

por el lema 1y 2

/G(x—y,t)dyzl, / |Gy(z —y,t)|dy <

[e.e] —00

=
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se sigue de (2.8) que

w >/Oo Gz —y,t)wo(y)dy

/ / ( f(“)x) G(z —y,t — s)dyds

_ / Gl — g tywo(y)dy

// Gylx —y,t—s)) — fi(:)G(x—y,t—s)dyds

Mt M
>log(o) — — — Wi

NG

de donde v°(x,t) tiene una cota inferior positiva c(t, d,€) para un ¢ fijo y un t < oo

> —c(t,0,) > —00

[
Lema 4. Supongase que v°(z,t) satisface la ecuacién parabdlica
v + (Uf(u7 U))w + g(U7 U) = EVgy (29)

y v(z,0) = vo(z) > d > 0, donde f(u,v) € C*(R?), g(u,v) es localmente Lipchitz
continua y g(u,v) = vh(u,v), h(u,v) € C(R).

Si|u(z,t)| < M(e,0,T) , [v°(x,t)] < M(e,0,T) en R x [0,T], entonces la solucién
ve(x,t) > c(t,0,e) > 0 en R x [0,7] donde ¢(t,6,¢) puede tender a cero cuando 9, €
tienden a cero o ¢ tiende a infinito.

Demostracion. Basicamente esta demostracién se fundamenta en la demostracion
del lema 3, agregando un término fuente g(u,v). Véase [29]

Lema 5. Sea u una solucion de la ecuacién parabdlica
g +a(u, T, t) uy +g(u, ,t) = Uyy (2.10)

y |u(x,0)] < M, donde |g(u,z,t)| < C'|u| + C, con C,C > 0y a(u,x,t) localmente
acotada.
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Entonces para todo T' > 0, existe M (T") > 0 tal que |u(x,t)| < M(T') sobre R x [0, T].

Demostracion. Multiplicando (2.10) por 2u se obtiene que

(u?); + a(u, z,t)(u?)y =2 U Uz —2u g(u, z,t)
<[(2uuy)y — 2u2] + 2|ul (C |u| + C)
<(U)ar + (20 + 1) w* +C°

Si v = u?e ¢! se puede ver con algunos calculos que
O+ avy < gy + CPeGCHDE (2.11)
y si
_ YT o+t
w=v-+ 20 + 16

se ve que (2.11) se transforma en

wy + a(u, z, t)w, < Wy

y
C? C?
2 V2
_n = _ <
Wheo = (o) + 577 < M H 55
por el principio del maximo
C?
t) < M?
w(z,t) < + 2301

por tanto

~ 1/2
CQ
|u(x,t)| < [<M2 + m6(20+1)t>] < M(T)
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Corolario 1. Suponga que u(x,t) > (<)0, satisface
wta(u, z,t) uy +g(u, x,t) < (>) Uy (2.12)

y |u(z,0)| < M, g(u,z,t) > (<)Cu+C, con ¢, C € Ry a(u,z,t) localmente acotada.

Entonces para todo T' > 0, existe M (T") > 0 tal que

u(z, t) < M(T),  (u(z,t) = —M(T))

sobre R x [0, T7.



Capitulo 3

Sistemas de Elasticidad Extendidos

En este capitulo se considerara una extension de las leyes de conservacion hiperbélica
relacionadas con dos sistemas de ecuaciones de Euler, un sistema de ecuaciones gene-
rales de Euler para el flujo de un fluido compresible y un sistema para gas dinamico

politrépico como se relacionan en [1].

Los resultados que aqui se mostraran permiten establecer la existencia de soluciones

viscosas para sistemas extendidos de elasticidad sin y con término fuente.

3.1. Condiciones para el sistema

Se considera la existencia global de soluciones suaves para el siguiente sistema de

elasticidad

u+H(cu+f(v)), =0

(3.1)
v+ (u4g(v)), =0
y el sistema de elasticidad extendido con fuente relacionado a (3.1) dado por
U +Hcu+f(v))y + gi(u,v) =0
Heu+ (). + 01 (u,0) s

v+ (U+g(v)e + g2(u,v) = 0

En (3.1) y (3.2) las condiciones acotadas medibles estdn dadas por

33
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(u(z,0), v(z,0)) = (uo(x), vo(x))

En (3.2) g1 y g2 son funciones localmente Lipschitz continuas.

En (3.1) cuando g(v) = 0y ¢ = 0, se tiene el sistema de elasticidad no lineal uni-
dimensional que describe el balance de masa y momento lineal, donde v denota la

tensién, f(v) es la fatiga del sistema y u la velocidad .

No es el interés de este trabajo entrar a estudiar las situaciones fisicas inherentes a
(3.1) y (3.2). Por ejemplo, el funcionamiento del Tensor de tensién, fatiga etc. Para

un estudio al respecto véase [16].
Para los sistemas (3.1) y (3.2) se supondrd que g(v) y f(v) satisfacen:

(A) f,ge C3¥y f'>dparaveRy
2"+ 4" (sa+¢g —¢) >0
2f" +4¢"(sa+¢g —¢c) <0, para v<0
2f"+4"(g' —c—s2) >0
2f"+9"(¢ —c—s2) <0

para v >0

para v >0

para v <0

donde

5=/ (g —)? +4f
Es facil probar que existen funciones (f, g) que satisfacen la condicién (A), segin [1]
elijase f'(v) = (v* + d)*, ¢'(v) — ¢ = k(v? + )™, donde d,e,m, ¥, k son constantes
positivas y e > d, £ > m.

3.2. Soluciones a sistemas de elasticidad sin fuente

Considerese

ut+(cu —|—f(1))>$ = EUgy (33)

v+ (U+g(v))e = €V
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con las condiciones acotadas medibles dadas por

(u(z,0),v(x,0)) = (uo(x), vo(x))

En [4], se garantiza la existencia de soluciones viscosas globales del sistema (3.2) usan-

do el método de las regiones invariantes .

Aqui se usa el principio del maximo para demostrar la existencia de dichas soluciones

como en [30].

Teorema 6. Para un £ > 0, el problema de Cauchy (3.3) y suponiendo cumple las

condiciones de (A), tiene solucién tnica global suave (u®(x,t),v°(x,t)) que satisface

lu®(z, )| < M, |v°(z,t)| < M

donde M es una constante positiva independiente de €.

Demostracion. El sistema (3.1) se puede escribir como
U +dFU, =0 (3.4)
donde U = (u,v), F : R? — R?, tal que
(u,0) = (cu+f(u),utgv)) y
. ( f’(v)>
1 g(v)
para calcular los valores propios de dF', se resuelve

(c=Ng'(v) =A) = f(v) =0

de donde

_ct g+ /(g - +Af

A _
! 2 y 2

llamado sy = \/(¢' — ¢)? + 4f’, tenemos que
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c+ g + s )\_c—i-g'—sQ
cry o2 A

A =
! 2 y 2

los vectores propios a derecha 71,7y, asociados se calculan resolviendo

Y = [dF = MI0] y v, = [dF — MI|0]
de donde se obtiene
T = (g/_c+527_2)T7 Mo = (g/_c_527_2>T
Para calcular los invariantes de Riemman w y z se resuelve:
Vw- vy =0, Vz-v, =0

y se encuentra

v
w(u,v) = u—l—/ %de
0

v o _
z(u,v) = u+/ "
0 2

Calculando w,, Wy, Wyy, Waw, Waw' Zus Zus Zovs Zuus Zue S€ tiene

) v
w, = 1+—/ gt
0

ou 2
o v L
2y = 1+—/ I e =1
ou Jo 2
0 ["q —c+ s9 g —c+ sy
, = 14— dv =
v a0 ), 2 2
0 [Y"qd —c— sy g —c— 89
y = 14+ — d
- +8v/0 2 2
w B gll(g/_c+82)+2f”
v 282
2f//+g//(g/_c_82)
Zyy =
282
Wyy = Wyp = Zuy = Zup = 0

36

(3.6)

(3.7)
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Multiplicando el sistema (3.3) por Vz(u,t) se tiene que
Vz(U; + dFU,) = eAU
st
VzdF = \Vz
entonces se encuentra

2+ Mz = VzeAU = (24, 20) (Uzz, Uiy

2 2
= €2pp — E(Zun US F2200Ug Uy + 24 U3)

sustituyendo 2yu, Zuw, Zow

2
2t + M2z = €256 (200 )V

9 I e
:mm_g(f-i-g(g ¢ SQ))vi

282

por (A)siv>0,2f 4+ ¢"(¢ —c—s2) >0, luego

2+ Mzp < €24y
Ahora multiplicando (3.3) por Vw(u, t) se tiene que
Vw(U, + dFU,) = AU

si VwdF = A\aVw, se encuentra

wy + Aw, = VweAU = e(wy, wy) (U, Vaz)

2 2
= EWgy — E(Wyy Uy F2Wyp g Uy + Wey V)

sustituyendo wyy, Wy, Wy

2
Wy + AWy = EW,r&(Wyy )V

(2f” +9"(g —c+ 82)) 9
= EWgy — € v,
252
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(3.15)

(3.16)

(3.17)
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por (A) siv>0,2f" 4+ ¢"(¢g — c+ s2) > 0, luego
Wy + MWy < EWgy (3.18)
Por otra parte de (A), si v <0, 2f" + ¢"(¢' — ¢ — s2) < 0, entonces
2+ M2y > €2n (3.19)

v 2"+ ¢"(¢' — c+ s3) <0, entonces

Wy + AWy > EWgy (3.20)
Tomando (3.17) y (3.18) asi
(_Zt) + Al(_zx) Z 5(_wa) (321)
Wy + AWy < EWgy (3.22)
y (3.19)-(3.20) asi
2t + Mz2g > €2z (3.23)

Al considerar las desigualdades (3.21)-(3.22)y (3.23)-(3.24) con variables en w y z,

por el principio del maximo se puede conseguir estimaciones
w(u®,v?) < M, z(u,v%) > -M, wu,v°)>-M, =z ,v°) <M,
del teorema 4 parte (b) se tiene que

[ (z, )| <My (. t)| < M

3.3. Solucion a sistemas de elasticidad con fuente

Considerese el sistema de ecuaciones diferenciales para las leyes de conservacion hi-

perbdlica (3.2) dado por

ur + (cu+ f(v))e + g1(u,v) = 0

(3.25)
ve+ (u+g(v))e + g2(u,v) = 0



CAPITULO 3. SISTEMAS DE ELASTICIDAD EXTENDIDOS 39

donde ¢ es una constante, g;(u,v) y g2(u,v) son funciones localmente Lipschitz con-

tinuas cuyas condiciones acotadas medibles son

(u(z,0),v(x,0)) = (ug(x), vo(x)) (3.26)

se supone para (3.25) y (3.26) se cumple las condiciones en (A).

Se debe tener en cuenta que las soluciones locales del sistema (3.25) estan garantiza-
das por el teorema 5. Se va a usar los lemas auxiliares de la seccién 2.3 para buscar

estimaciones apriori de (3.25) que se puedan extender a sus soluciones globales.

Proposicion 1. Supongamos g (u,v) y ga(u,v) de (3.25) cumplen
Wygi + WyGa = LW + €2, 2ug1 + 20g2 < €32+ 4

donde ¢y, 9, ¢3,¢4 € Ry go = vh(u,v), con h(u,v) una funcién continua para (u,v),
entonces el problema de Cauchy (3.25),(3.26) tiene unica solucion (u®(z,t),v*(z,t)) y
satisface que para todo T' > 0, |u®(z,t)| < M(T); 0 < ¢(e,t) < v*(z,t) < M(T),

sobre R x [0,7], donde M(T) es una constante positiva que es independiente de
g; c(g,t) es una funcién positiva la cual puede tender a cero cuando ¢ tiende a cero

o t tiende a infinito.
Demostracion. Escribamos el sistema (3.25) como

U +dFU,+G =0

donde
U= (u,v), F:R*— R?tal que

(u,v) = (cu+ f(v),u+g(v)) y

i <c v)
1 ¢(v)

donde los valores propios de dF' estan dados por (3.5)

c+ g + 59 )\_c—l—g'—sQ
cryg T =g 2

A\ =
! 2 y 2
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con vectores propios a derecha
=0 =t s, -2y oy =(¢ —c—s,-2)"

cuyos invariantes de Riemman estédn dados por (3.6) y (3.7)

v v
w(u,v):u—i—/ %de, z(u,v):u—l—/ %dv
0 0

Por otra parte de (3.8),(3.9),(3.10),(3.11),(3.12),(3.13),(3.14) se tiene

wu:Zu:L wuu:wuvzzuuzzuvzo

g —c+s g —c— s
I R e
B 2f//+g//(g/ —C+82)

v 282
B 2f”+g”(g’ —e— 82)

v 282

Considérese ahora el problema de Cauchy para el sistema parabdlico relacionado a
(3.25)

Uy + (Cu + f(v>)x + gl(u’ U) = EUgy

(3.27)
U + (u + g(v))x + 92(u7 U) = EVgx
con las condiciones dadas en (3.26) se puede escribir como
U +dFU, + G =AU (3.28)

Multiplicando (3.28) por la izquierda con Vz y teniendo en cuenta que
VzdF = )\1VZ Y Ruus Fuvy Fov

2+ M2e + (2091 + 2092) =€2Z0z — (a2 + 220 UgVp + ZupU2)
e [2f"+9"(¢ —c—s2)] ,
v

=EZzx — =
2 S9 v
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de la condicién (A).
Siv>0,2f"+4¢"(¢d —c—s2) >0y

2+ Mz2e + (0120 + 9220] < €240 (3.29)
Siv<0,2f"4+¢"(¢d —c—s9) <0y
ze + Alzx + [QIZU + 92%] Z EZzx (330)

Por otra parte si se multiplica (3.28) por la izquierda con VwdF = A\Vw y se usa

wuu7 wuvv w’U’U

w + /\me + (w191 + w292) =EWgzy — Z':(U}uuui + 2wuvuxvac + wvvvz)

e [2f"+9"(g —c+s2) .2

=Wy — 5 " :
de la condicién (A).
Siv>0,2f"4+¢g"(sa+¢g —¢c)>0y
Wy + Aaw, + [g1wy + gow,| < ewyy (3.31)
Siv<0,2f"+g"(ss+¢ —c) <0y
Wy + AWy + [grwy, + gowy,] > ewyy (3.32)

De (3.31)-(3.29) y (3.32)-(3.30) respectivamente tenemos:

w+/\wm+ wu+ Wy Sewmm
t 2 [91 g2 ] (3'33)

—2t — M2z — (9120 + §220]) > —EZu

— Wy — AWy — |qrwy, + gowy,| < —eWyy
t 2 [gl g2 ] (334)

2t + )\12$ + [leu + gQZv] Z EZzx

Usando la hipétesis de la proposicion 1 se tiene para (3.33) y (3.34)
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Wy + Aow, + [crw, + cowy| < ewyy

(3.35)

—2t — MZp — [C124 + C22y] > —E242

— Wi — AWy — |Crw, + cow,| < —ewy,
v~ daws = il (3.36)

zZt + )\1293 + [Clzu + C2ZU] Z EZzx

si se considera (3.35) y (3.36) como desigualdades en las variables w y z y aplicando
el corolario 1, entonces w(u®,v*) < N(T'), —z(u®,v°) < —N(T) sobre R x [0, T] donde
N(T) es independiente de € y T" es cualquier nimero real positivo. De acuerdo a esto
se puede encontrar un M (T") > 0 tal que |u®(z,t)| < M(T) y |v°(x,t)| < M(T) ,
segin el teorema 5 y en vista del lema 4 se tiene que 0 < ¢(e,t) < v*(z,t) < M(T)

O

Observacion 1. Se puede ver que existen funciones gq, go que satisfacen la hipotesis

de la proposicion 1, por ejemplo

gl(u,v):k1u+k1/ wydv ; u>0, kgt >0, v>0
0

ks

m}, k2>0,?}>0.

92(u,v) = vh(u,v) = v [

De hecho teniendo en cuenta que

_gl—C+82> 2f//
2 -9

|wu| = 17 Wy
se obtiene

grw, = kq (u +/ wvdv> =kw > cw; ¢ < ky
0

>CQ

ko g —c+ sy ko 21"
> —v
— 'U2+U2+1 g// —

QQwUZU{v2+u2+1 5
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de aqui se tiene

Wyg1 + Wyga = LW + Co.

Por otra parte

2f//

/
—c—s
g 7%

lzul =1, 2z, = S$9 >0

luego

v /_ v /_ _
g:k(u+/ u)Sk(w/ g—c—s
0 2 0 2

< kiz<c3z

g22y =V [

—v
v2+u?+1 2 - ov4ul+1 g

de aqui se tiene

Zug1 + 292 < 32+ ¢y

ko 1 {QI—C—Sz} < ko 2f" <

43



Conclusiones

1. Es posible aplicar la metodologia expuesta para la biisqueda de soluciones vis-
cosas a sistemas de L.C.H diversos, por ejemplo sistemas de Euler para un fluido

compresible, sistemas de gas politrépico, véase [2],[9],[10],[11].

2. Queda abierta la busqueda de soluciones débiles a los sistemas de elasticidad
planteados, con el uso del método de compacidad compensada y con la ayuda

del principio del maximo.

3. Los métodos de busqueda de estimaciones apriori por perturbacion del sistema
de leyes de conservacion permite la bisqueda de soluciones débiles usando las
soluciones viscosas, este hecho indica que este trabajo es previo al calculo de

soluciones débiles.

4. Es interesante que se haga un estudio numérico del problema de elasticidad

planteado en este trabajo con aplicaciones a la fisica o ingenieria.

5. Es posible que situaciones fisicas de electricidad y magnetismo sean planteadas
desde las leyes de conservacién hiperbélica. Por ejemplo leyes de magnetohidro-

dindmica, de maxwell, etc.

6. Es importante dejar claro que las L.C.H se pueden abordar si se conoce la teoria

relacionada a las ecuaciones parabdlicas, en particular a la ecuacién del calor.
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