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Introduccion

La ecuacién Korteweg - de Vries es una ecuacién diferencial en derivadas parciales no
lineal, sobre la cual se han realizado diversas investigaciones como modelo matemadtico,
con el fin de encontrar soluciones exactas y soluciones aproximadas. En [19] la ecuacién
KdV se centra en el estudio para diferentes sistemas fisicos, uno de ellos es el problema
de Cauchy y también el problema periédico en la variable espacial.

En Curry [8], se considera la Aproximacién de Padé, que supone a la solucién de la
ecuacion KdV como el cociente de funciones polinémicas de exponenciales decrecientes,
y luego define un operador de diferenciacién bilineal conocido como el D-operador Hirota
que permite expresar la ecuacién KdV en términos de una forma bilineal y asi obtener
finalmente la solucion.

El método de Galerkin también ha sido utilizado para resolver la ecuaciéon KdV. Este
método consiste en hallar la solucién aproximada a partir de considerar a la solucién como
una combinacion lineal de funciones base, que pueden ser funciones polinémicas [6], [17],
Polinomios cibicos de Hermite [24] , Spline o B-Spline [1], [31]. En [24], se toman como
funciones base a Hermites ctibicos, ésta es una opcién particularmente adecuada cuando se
requiere la derivada de la funcién como solucién. Desafortunadamente una interpolacién
de este tipo conduce al crecimiento de errores substanciales en la solucién para pequenos
pasos de tiempo; el método de Galerkin para polinomios cibicos de Hermite considera
una gran cantidad de cédlculo computacional, pero si se requieren derivadas de la solucién
puede ser el método a utilizar y aunque muchas soluciones tedricas estan disponibles para
la ecuacién KdV, se eligen los solitones individuales como medio para comparar varios
métodos numéricos.

El método de Petrov-Galerkin para ondas dispersivas no lineales, enfoca su estudio
para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial Korteweg-de Vries utilizando inter-
polantes lineales por tramos, este método emplea diferentes funciones de forma y funciones
base, donde al considerar interpolantes lineales se reduce el esfuerzo de calculo computa-
cional. En [32], se considera las funciones prueba en términos de las funciones base para
realizar la intepolacién por Hermite cibicos, en comparacién con el método de Galerkin
donde se emplean splines ctibicos como funciones base admitiendo de esta forma un tér-
mino de disipacién adicional en la KdV.

En sintesis, el método de Petrov- Galerkin proporciona una mejoria significativa en



relacién al estudio de la exactitud y eficiencia en el célculo de la solucién, el cual es el
resultado de un esfuerzo de célculo menor que el asociado con el método estdandar de
Galerkin.

Mitchell [24] también presenta el método de Petrov-Galerkin para hallar la solucién
de la ecuacién KdV, ademds de mostrar otros métodos de solucién, uno de ellos es el
método de dispersion inversa, el cual centra su atencién en emplear condiciones iniciales
obteniendo la forma reducida de la ecuacién de Schrodinger, calcula la evolucién en el
tiempo de los datos de dispersién y resuelve la ecuacién integral lineal Gelfand-Levitan
para obtener la solucién al problema inverso. Estudios concernientes al método numérico
de solucién estdn en relacién a la discretizacién del espacio y tiempo de la ecuacién facil-
itando su solucién con el empleo del computador. En [37] las funciones base consideradas
son Hermite racionales.

Otro trabajo que considera el estudio de los elementos finitos en la bisqueda de la
solucién de la ecuacién KdV, es [7] en donde la aproximacién de la solucién se busca
a partir del método de elementos finitos de minimos cuadrados. La ecuacién Korteweg
- de Vries se establece como un sistema de primer orden, se introduce el método de
elementos finitos de minimos cuadrados con el fin de obtener la forma semidiscreta del
tiempo. Al establecer un problema representativo, en donde la amplitud y el error de
fase del solitén son analizados, se llega a la conclusién de que para solitones de amplitud
pequena existe una pequena disipacién o dispersién, mientras que para amplitudes altas
estas influencias son significativas, ya que en este método la disipacién es proporcional al
tiempo, la reduccién del paso mejora la situacion pero aumenta el tiempo para realizar los
célculos computacionales; sin embargo el método resulta ser una buena alternativa para
llegar a la solucién aproximada.

Diversas modificaciones se han realizado al implementar el método de elementos finitos
para solucionar una ecuacién diferencial parcial. Una primera ha sido la seleccién de las
funciones base, en algunos casos se han tomado funciones polinémicas, Polinomios ciibicos
de Hermite, Splines o B- Splines de diferentes ordenes [5], [14], [18], [20], [27], [33]. Ademads
de la discretizacién en el espacio que establece el método, se puede realizar discretizacion
en el tiempo usando expansion en serie de Taylor, a dicho método se le llama método
Taylor-Galerkin [3], [5], [22], [23], [34], [36].

En Canivar [5] se utiliza el método de elementos finitos Taylor-Galerkin para la
ecuacién Korteweg-de Vries con el objetivo de encontrar la solucién aproximada con alta
precision; el método se implementa inicialmente relizando la particién del intervalo sobre
el cual se estd buscando la solucién y se definen los B-Splines ctibicos sobre los subtinter-
valos obtenidos. La solucién aproximada de la ecuacién diferencial se supone como una
combinacion lineal de los B-Spline. Luego se realiza la discretizacion en el tiempo usando
expansion en serie de Taylor y asf aplicar el método de Galerkin en la discretizacion del
espacio, es decir, considera la funcién de peso y la aplica en el problema variacional que
finalmente da la solucién de la ecuacién con la interpolacion, en este articulo el autor con-
sidera tres tipos de problemas con los cuales realiza los cédlculos y compara las soluciones
aproximadas con las soluciones exactas llegando a la conclusién de que el error es pequeno
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al analizar la estabilidad del problema.

El principal objetivo de este trabajo consiste en determinar una solucién aproximada
de la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV), sujeta a condiciones de frontera nulas y con
condiciones iniciales dadas, mediante la aplicacién del método de los elementos finitos
Taylor - Petrov - Galerkin. La aplicacién del método consiste inicialmente en realizar la
discretizacion en el tiempo, usando la expansién en serie de tiempo discreta de Taylor, para
luego realizar la discretizacion en el espacio usando como funciones base los polinomios
de Legendre y como funciones de forma a B-spline ctibicos. Los célculos son realizados
usando MATLAB y comparando los resultados obtenidos con la solucién exacta.

Organizacion del trabajo

El documento estd organizado mediante cinco capitulos que permiten la adecuada
lectura y comprensién del problema planteado y su solucién. El Capitulo 1 se ocupa de
describir las bases tedricas necesarias en cuanto a definiciones y teoremas del anilisis
funcional necesarios para abordar el método de los elementos finitos, ademéds de describir
las principales caracteristicas de los Polinomios de Legendre y los B-Splines cibicos, que
son las funciones con las cuales se aplica el método de elementos finitos.

En el Capitulo 2 se presenta la teorfa bdsica de la forma variacional de un problema
de ecuaciones diferenciales parciales sujeto a condiciones iniciales y de frontera, ademds
de describir las principales caracteristicas de la ecuacién Korteweg - de Vries.

En el Capitulo 3, se describen las principales caracterisitcas del método de elementos
finitos para solucionar una ecuacion diferencial parcial, en particular el método de Petrov
- Galerkin que es el utilizado en el desarrollo del trabajo.

En el Capitulo 4 se muestra el desarrollo completo del método de los elementos finitos
para la determinacion de la solucién aproximada de la ecuacién KdV. Ademas se presentan
los célculos desarrollados en MATLAB para llegar a dicha solucién aproximada

Finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo y algunos puntos
de interés para futuras trabajos.

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

En este capitulo se presentan algunas definiciones del andlisis funcional necesarias
para tener una buena comprensién de este trabajo. Ademds se describen las principales
caracteristicas de los B-Splines y de los Polinomios de Legendre utilizadas en capitulos
posteriores.

1.2. Analisis Funcional
Definicién 1.1 Sea Q un dominio acotado en RY con d = 2,3 yp € [1,00), p > 1, se
define
LP(Q) = {u : Q= R:u es medible y / lu (z)|P dz < oo} (1.1)
Q

el espacio formado por todas las funciones definidas en §, medibles con / lu (2)]” dz < oo
y Q
L>(Q) = {u:Q—>R:sup|u(x)| <oo} (1.2)

z€Q

Definicién 1.2 Un operador lineal es un operador A definido sobre el espacio lineal
normado E en otro F', A: E — F, tal que

A(au+ pv) = aA(u) + A (v) (1.3)

para todo u yv € D(A) con a y 3 escalares del campo K sobre el cual estd definido el
espacio E.

Definicién 1.3 Un operador lineal A se dice acotado, si existe una constante M > 0 tal
que para cualquier u € D (A) se cumple que

[ Aull < M [l (1.4)

donde ||| es la norma del espacio E vy ||| es la norma del espacio F.

4



1.2. ANALISIS FUNCIONAL 5

Ejemplo 1.1 Uno de los operadores lineales mas importantes del andlisis es el operador
diferenciacion Dy(z) = Ly(z) = y(z). Este operador no se encuentra definido sobre todo
el espacio de las funciones continuas C [a,b] ,se restringue para el espacio C*|a,b], esto
es, el espacio de las funciones con primera derivada continua y con campo en C [a, b]

dn
—:C"]a,b] — Cla,b
] = Clat)
Es posible considerar el espacio més restringido C?[a,b], al considerar la ecuacién
diferencial y"”'(x) + v'(z) = f(z), la cual es equivalente en términos de operadores a

Ly(z) = y"(x) + ¢/(z) = f(z),siendo L un operador de C?[a,b] en C [a, ] .[6].

Definicién 1.4 Sea K un campo escalar, el funcional lineal | sobre un espacio vectorial
E esta definido como el operador lineal que asigna a un elemento v € E un escalar [ (u) .

El espacio de todos los funcionales lineales [ sobre el espacio normado E, L (E, K) = E’
se le denomina espacio dual de E.

b
Ejemplo 1.2 El operador integral A : C'[a,b] — R, definido por A(f) = /f(l‘)dl‘, para

a

todo f € C'la,b], es un funcional lineal sobre C'|a,b].

b
Ejemplo 1.3 Si f : L*(a,b) — R definida por (f,u) = /u(x)dx entonces [ es un

funcional lineal acotado.

Como f es lineal entonces se cumple que (f,au + pv) = a (f,u) + B {(f,v). Por otro
lado, por la desigualdad de Cauchy - Schwarz sobre L? se tiene que

b
[(fru)| = /1U(f€)dfﬂ < e Nlull 2 = 6= al lull .2

a

lo cual indica que el funcional es acotado, por tanto f es un elemento del espacio dual
(L*(a, b))’

El teorema de representaciéon de Riesz hace referencia a que si se tiene un espacio F
con producto interno (u,v) con u € E y v un elemento arbitrario de E. El producto
interno (u, v) puede ser interpretado como la accién de un funcional [, es decir, se puede
tener la igualdad ([, v) = (v, u) para un u dado y un elemento arbitrario v del espacio con
producto interno.

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



1.2. ANALISIS FUNCIONAL 6

Teorema 1.1 Teorema de representacién de Riesz Sea H un espacio de Hilbert y sea |
un funcional lineal acotado sobre H . Entonces existe un unico elemento u € H tal que

(I,v) = (v,u) para todov € H (1.5)

Ademdas
1] = [l (1.6)

Demostracion:

Considerese un espacio de Hilbert H real. Si [ = 0 entonces (1.5) y (1.6) se cumplen
solo si u = 0, por tanto para que (1.5) se cumpla u debe ser diferente de cero, asi que
sup6ngase que [ # 0, luego para cualquier v en H para el cual ([,v) = 0 entonces se
debe tener que (v, u) = 0, esto implica que u debe ser ortogonal a cualquier miembro del
espacio nulo del funcional [, es decir u € Nt (1), asf que la existencia de u se mostrar
considerando a N (1) y a N+t (1). [28]

Existencia: Si el espacio nulo N (I) = H entonces [ es un funcional lineal cero y se
puede definir que u = 0. Si N (I) # H , entonces existe un elemento uy de N+ (1) diferente
de cero . Si z = (I, v) ug — (I, up) v para cualquier v € H, entonces

(I, zy = (I, {l,v) ug — (I, up) v)
<lv U> <lv u0> - <l7 u0> <l7 U)
0

luego z € N (I).
Por otro lado, como uy € N+ (1) se tiene que

0 = (ug, 2) = (uo, {{,v) ug — (I, up) v)
<l>'U> (anuO) - <la u0> (UQ,’U)
0 = (L, v) [[uo|l* — (I, uo) (uo,v)

(1, up) (ug,v)

de donde al despejar (I, v) se tiene ([, v) = para todo v € H .

<Z,UQ>

Ug -
oI
Unicidad: Supéngase que existen v y w del espacio F, tales que

Por lo cual se concluye que u =

(l,v) = (v,u) = (v,w), para todo v € H

luego por linealidad del producto interno se tiene que (v,u —w) = 0 para todo v € H.
Siv=wu—w entonces u = w.
Finalmente falta demostrar ||{|| = ||u|| . Como [ es lineal y acotado, entonces se cumple
que
1,0} = I, v)] < K [lo]

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



1.2. ANALISIS FUNCIONAL 7

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y tomando como K = ||ul| se tiene que
12} < el

Ademis ||I]|* = |(u,u)| = ||ul|* < ||I]| ||u| entonces |[I]| > ||u||, por lo tanto se cumple que
12 = Nl -

Ejemplo 1.4 Sean | un funcional tal que | : R" — R, lo cual significa que | es un
funcional real, por tanto por el teorema de Riesz se puede encontrar un unico elemento
u € R” tal que (l,v) = u-v. Si se define al funcional como (l,v) = vy + vy +v3+ ... + v,
para v = (vy, Vg, V3, ..., v,) € R", entonces existe u = (1,1,1,..,1) tal que (l,v) = u-v.

1.2.1. Formas bilineales

Otro operador importante que se utiliza en el trabajo con problemas de valores en la
frontera y en particular en este trabajo son las formas bilineales.

Definicién 1.5 Si E y F son espacios vectoriales, una forma bilineal a : E X F — R
estd definida como un operador que cumple las siguientes propiedades

a(ou + Pw,v) = aa (u,v) + fa(w,v), parau,w € E yv € F (1.7)
a(u, av + fw) = aa (u,v) + fa (u,w), parauv € E yv,w € F

con « y B nimeros reales.

Ejemplo 1.5 Sea £ = F = C*{a, b] los espacios vectoriales de las funciones con derivadas
continuas en el intervalo [a,b]. El operador a : C'[a,b] x C[a,b] — R, definido como

b
a(u,v) = / (uv 4+ u'v') dz
es una forma bilineal.

Se dice que la forma bilineal a : £ x ' — R donde E y F son espacios lineales
normados, es continua, si es posible encontrar un nimero K positivo tal que

la (u,v)| < K ||ul| ||v]|, para todou € Eyv e F

También una definicién importante es la de una forma bilineal H-eliptica, [28]; se
considera asf a la forma bilineal a : H x H — R donde H es un espacio con producto
interior, si existe una constante o > 0 tal que

a(u,v) > aljv||3 para todo v € H

esto indica que la forma bilineal H-eliptica es siempre no negativa y es cero solamente
en el caso en que v = 0, lo cual significa que es definida positiva.

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



1.2. ANALISIS FUNCIONAL 8

Un teorema importante que relaciona a las formas bilineales con los funcionales lineales
es el Teorema de Lax -Milgram. Este teorema es utilizado en problemas de valores en la
frontera y garantiza que existe u en un espacio de Hilbert H, tal que para todo v de
H la forma bilineal y H-eliptica a (u,v) es igual al funcional [. A continuacién se da el
enunciado del teorema, sin demostracién.

Teorema 1.2 Teorema de Lax-Milgram. Sea H un espacio de Hilbert y sea a : H X H —
R wuna forma bilineal continua y H-eliptica definida sobre H. Entonces dado cualquier
funcional lineal | sobre H, existe un unico elemento u € H tal que

a(u,v) = (l,u) para todov € H (1.8)

1.2.2. Distribuciones y espacios de Sobolev

Una distribucién, también llamada funcién generalizada, es una funcién infinitamente
diferenciable donde la funcién y todas sus derivadas tienen soporte compacto [6], [28], es
decir, es diferente de cero en un dominio de definicién, llamado soporte, y fuera de éste
es igual a cero, por lo cual la adherencia del dominio es un conjunto cerrado y acotado.

Definicién 1.6 Sea Q un subconjunto abierto y no vacio de R?, se define:

1. El soporte de una funcion continua p, como sop () :={x € Q: ¢ (x) # 0}.
2. El conjunto C* () = {p: ¢ tiene derivadas continuas en Q} .
3. El conjunto C§° () tal que
Cy () ={p e C>®(Q) :sop(p) CQ, donde sop () es compacto} (1.9)

4. El conjunto Dk (), tal que
Dk (2) ={p € C* () : sop(p) C K}
donde K es un subconjunto compacto de €

Definicién 1.7 Una distribucion en un conjunto abierto Q@ C RY, es una aplicacion T :
Cg (R2) — C tal que:

1. T es un funcional lineal

2. Para cada compacto K C 2 existe una constante C'x > 0 y un entero no negativo
my tal que

(T, @) < Cr > sup D% (z)| Vg € Dk (Q)

la|<N zeK

donde o es un multiindice' .

'Notacién multifndice: Sea 77 el conjunto de todas la n-uplas de enteros no negativos, o € Z} tiene
la forma « = (o, @9, ...,a) donde cada a; >0y |o| = a1 +ag + ... + ay

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



1.3. B-SPLINE 9

Teorema 1.3 Sea ) C RY abierto, u € C™(Q) y o un multitndice tal que |a| < m.
Entonces’

/QDau (z) ¢ (z) dz = (—1)O‘|/Qu(x) D¢ (z)dx , Vo € CP(Q) (1.10)

Definicién 1.8 Sea 2 C RY un conjunto abierto, m > 1 un entero positivo y p € [1,00).
Se define el espacio de Sobolev WP () como

W™mP(Q) ={f € LP(Q): D*f existe y pertenece a L* (), Ya, |a] <m} (1.11)

Los espacios de Sobolev  H™ (2) = W™2(Q) sobre Q C R? , abierto, definidos
anteriormente son espacios de Banach, y al definir el producto interno

|2 = (1, 0) g = / Z (D%u) (D%v) dx para todo u,v € H™ (£2)

aj<m

. iy . . 2
el espacio de Sobolev es también un espacio de Hilbert con norma ||u/7m.

1.3. B-Spline

La interpolacién polinémica es un método numérico que permite aproximar funciones
a partir de cierto nimero finito de imagenes conocidas de la funcién, sin embargo, presenta
una desventaja ya que a medida que aumenta el grado del polinomio de interpolacion,
es posible que se presenten oscilaciones entre los puntos lo cual se disminuye cuando la
interpolacién polinémica se hace a trozos.

La interpolacién polinémica a trozos consiste en dividir el conjunto de puntos ( o
nodos) en subconjuntos disyuntos que se interpolan con un polinomio de grado bajo, por
lo cual la interpolacion queda definida a trozos. Estas aproximaciones se pueden realizar
utilizando diferentes técnicas entre las que estdn las de interpolaciéon de Lagrange, de
Newton, de Hermite, por Splines, a partir de los polinomios de Legrendre, de Hermite, de
Chebyshev, de Laguerre o las funciones de Jacobi.

Un Spline ciibico es una funciéon polinomica cibica a trozos que es dos veces con-
tinuamente diferenciable, por lo cual la funcién polinémica cibica a trozos s(x) es la
interpolacién de una funcién f(x) en los nodos x; , 0 < i < n, de una particién P del
intervalo [a, b] .

Dada la particién P del intevalo [a, b] tal que a = xg < 11 < X9 < ... < Tp_1 < Ty, = b.
Sea S5 (P) el espacio de todas las funciones s (x) € C? [a, b] que son funciones polinémicas

dloly,
2Se denota por D®u la derivada parcial D%u =

= . Si |a| = m entonces D%u representa
0x{*0z5?...0xn" o

la m-ésima derivada parcial de u.

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



1.3. B-SPLINE 10

reducidas al subintervalo (z;,z;+1), con 0 < i < n, de [a,b]. Existe una funcién s (z) en
Ss (P), que satisface las restricciones de interpolacién

s' (o) = [ (o) (1.12)
s(x;))=f(z;) para0<i<mn

s' (xn) = f/ (xn)
a la funcién s (z) se le denomina la interpolacién spline cubica de f (z) .

b—a_

n
x;—Ti_1, Yy nodos ;. Se definen cuatro nodos adicionales t_o < x_1 < Xy Y Tp < Tpi1 <

Tnia Y se construyen las funciones ¢, (x) definidas como

Definicién 1.9 Considérese la particion P uniformemente espaciada, con h =

(x — x;_ 2)3 $i x € [Ti_g, Ti_1]
1 h3 +3h% (x — x;_1) + 3h (x—xi_1)2 —S(x—xi_l)?’ $ix € (w1,
&; (z) = 3 h3 4 3h2 (2341 — @) + 3h (2341 — ) — 3 (241 — 2)° 80 2 € 24, iy
(212 — 2)° St T € [Tit1, Tiyol
0 en otro caso
(1.13)
las cuales son continuamente diferenciables. Ademds se tiene que
4 sij=i
Gi(z))=¢ 1 sij=i—1oj=i+1

0 sij=14+10j=1—1
y que ¢, (x) =0, para toda x > x40 y v < x; 1.

Teorema 1.4 Sea = {gb,l,qﬁo,gbl, ...,¢n,¢n+1} y sea ¢5 (P) = gen (B). El conjunto 3
es linealmente independiente sobre [a,b) .

Demostracién: Ver [27]

Teorema 1.5 Eziste una tinica funcion s (x) € ¢4 (P) que satisface el problema de inter-
polacion (1.12).

Demostracion:
Sea s (z) una funcién del conjunto ¢4 (P), entonces existen a_y, ag, ..., an41, tal que

s(x) =a_1¢_; + aopy + ... + anp10,44 (1.14)
Como s (x) satisface las condiciones (1.12), entonces se tiene que
s (20) = a—1¢"; (w0) + a0y (¥0) + ... + ans1¢p, 11 (20) = [ (w0)

S (:L’Z) =a_19_, ( ) + apy (%) + ...+ an+1¢n+1 (37@) = ( ) paral <:1<n
s’ (zn) = a—lgbl—l (zn) + a0¢0 () + ... + an+1¢n+1 (zn) = f (7n)

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin
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generando un sistema de ecuaciones lineales (n 4 3) x (n + 3), que se puede escribir en
la forma matricial AX = B donde la matriz de coeficientes es

3 3
7 0 7 0 0 0 0 O
1 41 00 0 0 O
0 1 4 10 0 0 O
A: . . )
0 0 0 0O 1 4 1
3 3
0 0 0 0O — 0 -
h h

la matriz incognita es
T
X = (0,,1, ag, ..., an+1)

y los términos independientes son

B = (f/ ($0>,f(x0> 7f<x1)7"’7f(‘rn)7f/ (Sl]n))

Debido a que la matriz es 3-diagonal, entonces por el teorema de Gershgorin, se tiene
que A es no singular por lo que el sistema de ecuaciones tiene tinica solucién, esto es s ()
existe y es unica, para dichas condiciones.

Los siguientes resultados se enuncian sin demostracién, sin embargo ellas se pueden
encontrar en [27]

Teorema 1.6 ¢4 (P) = S55(P).

Corolario 1: dimS3(P) =n+3y § = {gb,l,qbo,gbl, ...,qbn,gbnﬂ} es una base para
Sz (P).

Corolario 2: Existe un tnico spline s (x) que resuelve el problema de interpolacién y
es llamado spline cubico interpolante de f ().

Usando la misma demostracién del teorema 1.5, es posible demostrar que existe un
tnico §(z) spline interpolante dado por (1.13) tal que satisfaga el problema de interpo-
lacién

s" (x0) = f" (20)
s(z;)) = f(x;) para0<i<mn
" (xn) = f" (xn)

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin
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En este caso la matriz de coeficientes toma la forma

6 12 6
h2 h? h?
1 4 10 0
0 1 4 10 0 0 0
A= : . L
0 0 000 -+ 1 4 1
6 12 6
00 0 00 5 =35 55

1.4. Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre son un ejemplo de polinomios ortogonales que son solucién
de varias ecuaciones diferenciales que modelan diversos fenémenos como reconocimiento
de objetos o imdgenes, distribucién de temperaturas, entre otros [26] . Estos polinomios,
por su propiedad de ortogonalidad, son utilizados para aproximar funciones, determinar
soluciones de integrales, determinar raices de funciones complejas, razén por la cual se
pueden utilizar como funciones base en la aplicacién del método Taylor-Petrov-Galerkin
para determinar una solucién aproximada a la ecuacién diferencial Korteweg-de Vries.

Una de las ecuaciones diferenciales para la cual los polinomios de Legendre son solucién
es justamente la ecuacién diferencial de Legendre (1.15)

(1—2%)y" —2xy + Ay =0 (1.15)

con —1<z<1; A€ R.

En primera instancia se trata de encontrar valores para A de tal manera que la ecuacién
diferencial de Legendre tenga soluciones no triviales. Usando series de potencias, se con-
sidera que la solucién de la ecuacién tiene la forma

y(r) = Zan:v"
n=0

Sustituyendo entonces la solucién en series en la ecuacion

y// _ny// o 2:cy'+)\y _ O

se tiene que

o0 o0 o0 o0

Zn(n —1a,z" % Zn(n — Dayz™ — Z2nanaz" + Z)\anx” =0

n=2 n=2 n=1 n=0
reescribiendo la primera sumatoria con el indice desde cero

o0

Z(n +2)(n+ 1)ap0z™ — in(n — Dayz™ — f:2nanx” + f:)\an:c” =0
n=2 n=1 n=>0

n=0

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin
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escribiendo separadamente los términos paran =0 y n = 1 e inicializando todas las
sumatorias en n = 2 , se reescribe la ecuacién como

(2a22° + 6azx) + Z(n +2)(n+ 1)ap 22" — Zn(n — Daya™

n=2 n=2
—2a1x — Z2nanx" + Xapz® + Aagx + Z)\anx” =0
n=2 n=2

al reordenar y agrupar términos entonces,

2as + 6azx — 21T + Aag + Aayx + Z [(n+2)(n+ 1)ans2 — (R*+n—Na,] 2" =0

n=2
2as + Aag + (6az — 2a1 + +Aaq) x + Z [(n+2)(n+1)ani2 — (n® +n— Na,| 3" =0
n=2

Para que la igualdad a cero se cumpla el coeficiente en cada potencia de x debe ser
cero, asi que

2&2 + )\ao =0 (116)
6&3 — 2(1,1 + )\(1,1 =0 (117)
y paran = 2.3, ...
n+2)(n+ 1Dayo — [n(n+1) = Aa, =0 (1.18)
Despejando a,, 12 de (1.18) se obtiene la relacién de recurrencia
n(n+1)— A
n = n, :2,3,... 1.19
e i 2™ " (1.19)
ademds de la ecuacién (1.16)
a9 = —ECLO

Ahora, hallando, con (1.19), los coeficientes de indice par ,asy,

6 A A6 — A

M= gy 2=y g M
M6 — A
aq4 = —(4' )CLO
S 20—A A6 —A)(20— )
6= "5 M7 6! o

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin
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se observa que son multiplos de ay y se encuentran en términos de n y A, con esto, el
proceso se vuelve iterativo para el calculo de cualesquier coeficiente.

Para el caso de los coeficientes impares, usando la ecuacién (1.17)

2—A 2—A
ag = ay =

6 3

a1

Luego, por la relacién recursiva de (1.19)

12— A 2—-XN)12-A
MR CED W EPVEEP

45 5!
30— A (2= A)(12 = A\)(30 — A)

ay = = ay

6.7 B 7]

a1

lo cual muestra que los coeficientes de indice impar, as, 1, son miiltiplos de a; y se
encuentran en términos de n y A, con esto el proceso se vuelve iterativo también, para el
célculo de cualesquier coeficiente.

Lo anterior, permite escribir la solucién como

y(x):Zan:c"
Ay AM6=X) , A6=X)(20—X) 4
:a0(1—§$ — (4! >:c — ( 235 )x +...>+
o ((:c+ 2;!)\:63 N (2 — )\)é!12 — )\):c5 N (2 — )\)(12;!)\)(30 — )\)x7+ )

Las series de los paréntesis son linealmente independientes con potencias pares e im-
pares de x.

Sean
Ay AM6=X) 4, A6-=N(20-))
Yelo) =1 =507 = == = 6! T+
yo(x):x+2—)\x3+ (2—-MN)(12—-)) 54 (2—>\)(12—>\)(30—>\)x7+

31 51 v 7]

Con esto la solucién general para la ecuacién diferencial de Legendre es

y(x) = aoye(w) + aryo(x)

con ag y ap constantes arbitrarias.

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin
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Calculando algunas soluciones particulares se tiene:

con A\=0ya; =1 y(z)=1
conA\=2ya; =1 y(z)=ax
con\=6ya; =0 y(z)=a
con A\=12ya; =0 y(z 3
con A=20ya; =0 y(x):ao(1—10332+3—;’$4)

y asf sucesivamente para otras soluciones.

Se debe tener en cuenta que los valores que A puede tomar para que las soluciones sean
polinomios (series infinitas) estan dados por A =n(n+1) ; n =0,1,2,3, ..., por tanto al
estandarizar y tabular estas soluciones dado A = n(n + 1), se deben elegir ag y a1 de tal
manera que la solucién polinomial sea 1 en x = 1.

Los polinomios que resultan son los polinomios de Legendre, notados por P,(x),como
caso particular se tiene que los seis primeros polinomios de Legendre son:

Py(z) =1

Pi(z) =z

Py(x) = %(3:52 )

Pyfa) = 5 (54" — 31)

Py(z) = %(35:;;4 — 302% + 3)
Ps(z) = %(633:5 — 702° + 157)

Una caracteristica importante de los polinomios de Legendre es que si n es par, todas
las potencias de x en el polinomio son pares y si n es impar las potencias de x son impares,
ademds que ellos son solucién de la ecuacion de Legendre para —1 < z < 1.

Existen varias formas numeéricas de obtener los polinomos de Legendre, usando la

. 1 . . :
funcién generadora f (r,t) = ———————=, mediante una relacién de recurrencia o a

V1= 2xt + 2’

partir de la férmula de Rodriguez. La siguiente tabla presenta cada una de dichas formas,
sin demostracion, para més detalles se puede consultar a [26].

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin
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Polinomio Observaciones
1 —1)" (2n — 2k)! i i i
P (2) = — Z (—1)" (2n ) 2k Si n es par hay singularidad para
2n £kl (n — k)l (n — 2k)! r=0yn—-2k=0
[151]
1 k() (2n—2k\ | Si n es par hay singularidad para
P = 33 (1) @( - )x bt ey sl
1 " /n ek k existe singularidad cuando
P = 523 Y - Singlaridad o
2n+ 1) xP, (x) —nP,_1 (x
P () = 2 DI D 2 b1 ) Po(e) =1y Pi(x) =
zP, (x) — P,_1 (x
P, (z)=22P,(z) — Py (x) — ( 31—{—1 1(7) Py(r)=1y P (x)=2x
1 d" 5 n ) .
) (z) = Sl T ((2*—1)") Férmula de Rodriguez

1.4.1. Ortogonalidad

Los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1, 1], para demostrarlo,
considerese los polinomios de Legendre P, y P, con n y m enteros no negativos, entonces

se debe demostrar que
1

/Pn (2) P (2) dz = 0

-1

Como P, (z) y P, (x) son solucién de la ecuacién (1.15) para A = n(n + 1), entonces

[(1-2%) P, (2)] +n(n+1) P, (x) =0

[(1—2%) P, (2)]" +m(m+1) Py, (z) =0

al multiplicar la primera ecuacién por P, () y la segunda por P, (x)

[(1—22) P, ()] P (@) +n(n+1) P, () Py (x) = 0
[(1—2%) P, (2)] P )+m(m+1)P () Py () = 0

al restarlas

[(1-2%) P, (x)}/Pm (z)—[(1—=%) P, (x)}/Pn (x)+(n(n+1)—m(m+1)) Py, (x) P,(x) =0

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



1.4. POLINOMIOS DE LEGENDRE 17

e integrar respecto de x

/ [(1—2?) P (2)] P (z) dx — / [(1—2?) Pl (2)] P, (v)dw (1.20)

:(m(m+1)—n(n+1))/Pm(x)Pn(x)d:U

-1

Integrando por partes las dos integrales del lado izquierdo de la ecuacién, tomando
como u = P, (z) y dv = [(1—2?) P, (2)] dz, y u = P, (z) y dv = [(1 — 2?) P, (2)] dz,

respectivamente se tiene que:
1

/ (1= 2%) P (2)] P (¢)dz = (1= a2) P} (&) P ()", — / (1—a2) P, (2) P, (2) da

y -
/ (1= 2?) P}, (2)] P, () de = (1 — 2®) P}, (z) P, (93)\1_1—/ (1 —a?) Py, (x) P, (x) dv

que al restarlas de acuerdo a la ecuacién (1.20), da lugar a
1
0=(m(m+1) —n(n+1))/Pm(x)Pn(x)dx
-1

1
y como n # m entonces / P, (z) P, (z)dx = 0, lo que indica que los polinomios de

]
Legendre son ortogonales en el intervalo [—1,1].

Solucién aproximada de la ecuacién KdV por el método de los elementos finitos Taylor - Petrov - Galerkin



Capitulo 2

Ecuacion diferencial Korteweg-de
Vries (KdV)

2.1. Introduccion

En este capitulo se describe inicialmente la formulacién del problema variacional de
frontera, o forma débil, de un problema clésico de ecuaciones diferenciales parciales sujeto
a condiciones de frontera homogeneas y con condiciones iniciales dadas. Ademads se realiza
un resumen de las caracteristicas de las ondas dispersivas, para finalmente presentar las
propiedades principales de la ecuacién Korteweg - de Vries (KdV).

2.2. Formulaciéon del problema variacional de fron-
tera

Las ecuaciones diferenciales parciales son ecuaciones en las cuales su funcién incégnita

es una funcién de varias variables. Una ecuacién diferencial parcial de orden m es una
expresién de la forma (2.1)

ou Ou ou 0™u ) _0 2.1)

F (:cl,xz,...,scn, Dy g’ Bz, 85}6’;3...65;3
con variables independientes 1, 3, ..., T, y funcién incognita u (x1, zs, ..., T, ) continua en
el dominio de definicién €2 de la ecuacién.

La ecuacién diferencial parcial puede ser lineal o no lineal, de orden m. Siendo las ecua-
ciones diferenciales parciales lineales clasificadas como Hiperbdlicas, Elipticas o Parabdli-
cas [30], y su clasificacién depende bdsicamente de sus coeficientes, por ejemplo si la
ecuacion es de segundo orden con incognita u (x,y) y ecuacién general (2.2)

18
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Ala, )a%ii’y)—%B(:c,y)%;z;ijC(az, )aua;?y)—%a(x,y)%Jr (2.2)
b)) u o) = £ o)

definida en el dominio 2 C R?, se tiene que:

» Si B2~ AC > 0 en Q, entonces la ecuacién es eliptica en
= Si B2 — AC =0 en (, entonces la ecuacién es parabdlica en Q) y

s Si B2 — AC < 0 en (), entonces la ecuacién es hipébdlica en

Existen muchos problemas de aplicacién que son modelados mediante ecuaciones difer-
enciales parciales, que se solucionan a partir de problemas de valor inicial o de condiciones
en la frontera: Uno de estos problemas consiste en determinar la funcién v que satisface

Au = f sobre el dominio {2 (2.3)
sujeta a las condiciones de frontera

Bou = go
. sobre I' (2.4)

Bm,1U = 0m-1

donde I' es la frontera del dominio €2 y A es una ecuacién diferencial parcial eliptica
de orden 2m en un dominio de definicién €2.

La ecuacién (2.3) con condiciones (2.4), se denomina la forma cldsica o fuerte del
problema, sin embargo para algunos problemas de valores en la frontera es posible que las
solucién no exista, debido a que la funcién u no satisface alguna de las condiciones. Por
esta razon se busca la solucién del problema usando el problema variacional de valores en
la frontera, también llamada la forma débil del problema de valores en la frontera.

Las condiciones de frontera juegan un papel importante al buscar la solucién del
problema. Estas condiciones de frontera se pueden clasificar en dos tipos:

= Condiciones de frontera esenciales, en donde el orden es menor a m, y

= Condiciones de frontera naturales, para las cuales el orden es mayor o igual a m.

Para la formulacion del problema variacional se considerardan condiciones de frontera
esenciales, puesto que la solucién del problema variacional se encuentra en el subespacio
H™ (). Dichas condiciones esenciales de frontera serén consideradas homogeneas, lo cual
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no restringe el tipo de problemas a considerar. De aqui que el problema de valores en la
frontera toma la forma

Au= " (1) D (aqg (z) D"u) (2.5)
lod,|B|<m
= en )
sujeto a las condiciones
Bou =0
p— esenciales (2.6)
Bp,1U =0
Byu = g,
N naturales

Bm—lu = 9m-1

Para definir el problema variacional de frontera, [6], [25], [28], primero se debe definir
el espacio V' en el cual se encuentra la solucién del problema variacional, el cual es llamado
el espacio de las funciones admisibles y estd definido como

V={veH"(Q): Bjv=0sobrel', j=1,...p—1} (2.7)

luego se multiplica a ambos lados de (2.5) por una funcién arbitraria v € V', para después
integrar y llegar a la forma

a(u,v) = (l,v) (2.8)
con la forma bilineal a definida mediante la expresién
a(u,v) = / Z g (2) DPuD*vdr + términos de la frontera (2.9)
Q
lal,|8]<m

Por lo cual la formulacién del problema variacional de frontera consiste en encontrar una
funcién u € V tal que satisface la igualdad (2.8) para todo v € V.

Al igual que en la forma cldsica, es posible establecer la existencia y unicidad de la
solucion del problema, dicho criterio se garantiza mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea V' un espacio de Hilbert y sea a(-,-) : V x V — R una forma bilineal
continua y H — eliptica sobre V y I : V — R un funcional lineal continuo sobre V,
entonces:

= el problema variacional de condiciones en la frontera que consiste en encontrar u €

V' que satisface
a(u,v) = (l,v) para todo v € V (2.10)

tiene una y solo una solucion
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» [a solucion depende de manera continua sobre los datos en el sentido de que
1
lully < = 1lZllvs (2.11)

donde ||-||,» es la norma en el espacio dual V' de V y a es una constante.

2.3. Ondas Dispersivas

Se puede definir que una onda es una senal que se transfiere de una parte de un medio a
otra, con una velocidad de propagacion dada, su origen puede deberse a cualquier disturbio
ocasionado en el medio al variar alguna cantidad especifica, pero que permite identificar
claramente su ubicacién en cualquier tiempo determinado.

Las ondas pueden clasificarse en dos clases, las ondas hiperbdlicas que obedecen al
modelo matemaético de las ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas y las ondas dis-
persivas, las cuales no tienen un modelado matematico general.

Considérese inicialmente la ecuacién de onda lineal unidimensional

Pu 0%

—_— =
ot? Ox?
donde ¢ es la velocidad de propagacion de la onda. Dicha ecuacién describe la altura de
una cuerda vibrante en funcién del tiempo y el espacio.
Si se considera que o =z — ¢t y = x + ct, se tiene entonces que

(2.12)

Pu 0% P*u 5 0%
=c -2 +c

ot2 da? T B0« 032

Pu 0% 0*u 5 0%

922~ o2 V29800 T o

que al ser sustituido en la ecuacién (2.12), se tiene

0%u
0B 0

e integrando dos veces, entonces la solucién de la ecuacion tiene la forma u = f (a)+g (5),

con f y g funciones arbitrarias que describen ondas que se mueven con velocidad constante

y sin cambio de forma una hacia la parte negativa y la otra hacia la parte positiva [8],[39].
Si se escribe la ecuacién (2.12) como el producto

9 _ cﬁ 9 + cﬁ u=0
oo ox)\ot ox)
entonces la soluciéon de D’Alembert dice que si se considera la ecuaciéon de onda simplifi-

cada
U+ cuy, =0
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se tiene que la solucién son ondas viajeras solamente a izquierda o a derecha, esto es
u(z,t) = f(x — ct), la cual no tiene cambio de forma.
Una onda plana es una solucién de la ecuacién (2.12) y tiene la forma

u(z,t) = Ae'kr=t) (2.13)

donde A, k y w son constantes. A k se le denomina nimero de onda, A es la amplitud
de la onda y w es la frecuencia angular.

El nimero de onda k estd relacionado con la longitud de onda A y la frecuencia w,

. . 2r w . .
mediante la expresion k = — = —, de donde w = ck denominada como la relacién de

dispersién para este tipo de ondas.

En general la relacién de dispersién indica que la frecuencia w depende del mimero de
onda, asi w = w (k) y esto significa que existe una relacién entre la energia del sistema y
su momento.

Esto indica que para una onda plana (2.13), se tiene que bzt — k(=% , por
tanto la velocidad de la onda depende del niimero de onda, lo que lleva a concluir que ondas
con diferente niimero de onda se mueven a diferente velocidad, asi que que el problema
de propagacion es dispersivo.

En conclusién, un problema de propagacién de ondas es no dispersivo si la velocidad

=constante.

w
de la onda es constante, esto es

k

2.3.1. Relaciones de dispersion: Velocidades de fase y de grupo

Teniendo en cuenta que la energfa en la onda es proporcional a la frecuencia y que
el nimero de onda es porporcional al momento, la relacién de dispersién es importante
porque permite describir como se disipa la energfa en un sistema dado, esto indica que es
posible definir dos tipos de velocidades, la velocidad de la fase y la velocidad del grupo.

Definicién 2.1 Para una onda de la forma u(z,t) = f (kx — wt) donde k y w son con-
stantes, la velocidad de fase es

y la propagacion de la energia en un sistema estd dada por la velocidad de los paquetes de
onda, dicha velocidad se denomina velocidad de grupo y estd definida por

0w

Ok

Cq -

En el caso de la onda plana, la velocidad de fase y la velocidad de grupo son iguales,
puesto que w (k) = ck, por tanto,

Cp:
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Si se considera el caso de una ecuacion linealizada de la forma
Ut + EUp + fUUggy = 0

cuya solucién es u (x,t) = ¢! entonces al derivar y sustituir en la ecuacién

Uy = Z'kez(kx—wt)
Upy = k2€i(szwt)
Uppy = _ik?;ei(k:cfwt)
up = _iwez(szwt)

_iwei(kx—wt) + gikei(kx—wt) - ,l'ukfiei(kz—wt) _

i (o 4 ek — k)

0
0

de donde —w + ek — pk® = 0. Al despejar la frecuencia se tiene que la relacién de

dispersién entre la frecuencia w y el nimero de onda k es w = ek — uk? .

k — pk?
A partir de allf, se tienen las velocidades de fase ¢, = % = % =c—uk’y

¢y = € — 3uk?, ast que la velocidad de grupo no es constante lo que lleva a concluir que
la ecuacién linealizada es una onda dispersiva, ademés si 1 > 0 entonces la velocidad de
fase es mayor que la velocidad de grupo, ¢, > ¢,.

2.4. Ecuacién Korteweg-de Vries

El estudio de los solitones u ondas solitarias se ha desarrollado desde hace muchos
anos, este fenémeno fue identificado formalmente hacia 1834, por el ingeniero escoces
John Scott Russell, al observar el fenémeno que se formaba cuando un bote pequeno o
barcaza, que se movilizaba por un canal de poca profundidad, se detenia abruptamente;
en el instante en que la barcaza se detuvo, el ingeniero observé que se generaba una onda
que se movia a gran velocidad y que aparentemente no presentaba cambio en su forma
y velocidad por un periodo de tiempo bastante grande. Tiempo después y tras realizar
muchos experimentos llegé a la conclusion de que existian ondas que se desvanecen y otras
que mantienen su forma y velocidad [10],[24].

Hacia 1895, el matemaético Holandes Diederick Korteweg y su estudiante Gustav de
Vries, presentan la ecuacién (2.14) que lleva sus nombres, Korteweg-de Vries (KdV), la
cual modela el fenémeno de las ondas solitarias,

Uy + EUUL + PUgyr = 0 (2.14)

La ecuacién KdV (2.14) tiene un término no lineal, que indica conveccién y un término
de orden 3 que indica dispersién, el balance de estos dos efectos son los que forman los
solitones. La ecuacién fue obtenida a partir de un modelo simplificado de las ecuaciones
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de Euler para ondas largas, donde ¢ = (ghg) y = —5h con g la gravedad y hg la
profundidad del agua.

En 1965, Zabusky y Kruskal [40], describen que los solitones son ondas localizadas
muy especiales ya que presentan un comportamiento de particulas, es decir, que ademas
de mantener su forma y velocidad por largo tiempo, con su velocidad proporcional a
la amplitud de la onda, también mantienen su forma al colisionar con otro solitén, solo
presentdandose un cambio de fase. A raiz de este descubrimiento decidieron darle el nombre
de soliton por tener las mismas caracteristicas de particulas elementales como electron,
protén y fotén.

2.4.1. Solucién Exacta de la ecuacién KdV

La solucién de la ecuacién KdV se ha estudiado en muchos trabajos, en [2], [8], [25] se
describen algunos métodos de solucién como la ecuacién integral de Marchenko, el méto-
do de "inverse scattering Transform" o el método de Hirota, los cuales permiten obtener
soluciones exactas de la ecuacién. Aunque por la complejidad de los cédlculos y proced-
imientos algebraicos, se han buscado soluciones aproximadas mediante diversos métodos
numéricos, tales como el método de aproximacion de Padé, el método de perturbacion,
el método de diferencias finitas o el de elementos finitos. A continuacién se muestra la
solucion de tipo onda solitaria que admite la ecuaciéon KdV, mediante la obtencién de la
solucién candnica exacta [4], [11], [10].

Supongase que la solucién de la ecuacién (2.14) es una funcién de onda viajera con la
forma

u(z,t)=v(r—ct), conz e€R, t>0 (2.15)
. . . dv d¢
para una funcién v, con velocidad de onda constante c. Si £ = x —ct, con u; = d_SE =
dv dv d3v
—C— , Uy = YV Uppe = y se sustituye en la ecuacién (2.14), entonces la funcién

)

dg de e’

u es solucién de la ecuacion KdV si la funcién v es solucion de la ecuacién diferencial
ordinaria

dv dv d3v
— — =0 2.16
cd€+€v€+ud§3 (2.16)
al integrar una vez respecto de &
v? d*v
—cv+ e + =A 2.17
e (2.17)
con A constante de integracién. Ahora multiplicando por — d £ a ambos lados de la igualdad
(2.17),
2
cv@ + e v + /,L—d vdv = A@ (2.18)

d¢ " 2de T aetde T g
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e integrar nuevamente respecto de &, se tiene

v? v3

2

dv\?
—c——l—é?——l—,u =Av+ B

dé

(2.19)

Teniendo en cuenta que la onda solucién es una onda solitén, entonces si [{| — oo,

2
entonces v,

%
Asi

de la cual se despeja —

— tienden a cero, razé por la cual las constantes A y B son cero.

v Jet v

d§ It 3p

dv c €

—_ = v R —

d§ o 3p
dv

- E_iw_i%
pwo3p

v ;fav
v ;fav
con d constante de integracion.
Si se toma a v = 3¢ sec h?y entonces dv = _be sec h?y tanh ydy, que al sustituir en la
ecuacion © 6o ©

y simplificando

—d

—— sec h?y tanh ydy
E=—[ 5=
3¢

— sec h2y

fi% sec h2y

= lo

2 tanh ydy

—d

§/¢

1 — sec h?y)

:ng/ﬁy—d
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522\/%/—(1

1 3
Luego y = 5\/55 + d, por tanto al reemplazar en v = ;C sec h?y, se tiene

v = —sech2 < \/7§+d)
3 9
V== sech <2\/;(x ct)+d>
Asi que la solucién exacta de la ecuacion KdV (2.14)es
1
u(x,t) = % sec h? < \/? (x —ct) + d) (2.20)
u(z,t) = —sech2< \/7 ——\/7t+d)

Es importante hacer notar que no se toma como posible solucién a la funcién v =

por tanto

3¢ 2 ) . . o )
——csc h”y ya que no serfa una solucién de tipo onda solitaria, debido a que no es una
funcién acotada si € = 0.

2.4.2. Leyes de conservacion

La ecuacién KdV tiene la propiedad de la integrabilidad, razén por la cual tiene muchas
leyes de conservacion[5] [8] [11], en este trabajo se considerardn tres de ellas. Teniendo en
cuenta que la masa se define como

M:= [ u(x,t)dx (2.21)
y la energia como
1
fop / : (1) dr (2.22)

las dos primeras leyes de conservacién a tener en cuenta son que la masa y la energfa son
independientes del tiempo, esto indica que tanto la masa como la energia en un solitén
son constantes.

Para probar estas leyes se hallan las derivadas de M y de E respecto del tiempo, se
probara que estas dos derivadas son cero, por tanto
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a7
— = | wdzx
dt !
pero de 2.14, u; = —€u Uy — HUzey, al Teemplazar
ar [
— = —EUUy — UUgpy ) AT
o ( [ilzz)
que al integrar se obtiene
dM u? | o
Y, = & — HUUgy|_
dt o | Ml
y como u y g, — 0 cuando |x| — oo, entonces
dM
== 0
dt
M=C= /u(x,t)d:c
con (' constante.
De igual manera, considérese I luego
dE [
— = [ uwdzx
dt / !
al sustituir u;
/uutdx = /u (—eutly — gy ) dx
- / (—5u2uz — ,uuuzm) dx
integrando
dE w | r
— = —— —u (u UII)EOOO + /,Uua:uzzdx
dt -
x 2
Uy
= //,cuxumdx = ,u( 2)

=0
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puesto que u,, — 0 cuando |z| — oo
Por tanto la energia es constante, esto es

[e.o]

E=Cy— /%(u(x,t)fdx

—00
. . 3 3/11 2
La tercera ley consiste en que la integral de u®> — — (u,)” respecto de x es constante,
€

7 (u3 — 3?” (ux)2> dx

—00

esto es

Para demostrar esta tltima ley, se multiplica la ecuacién KdV por 3u? y luego se le
resta el producto u, con la derivada respecto de z de la ecuacién KdV [11], luego

3u? (U + €U Uy + [Ugpe) — Up= (Up + EU Uy + Plgzy) = 0

ox
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Capitulo 3

Método de elementos finitos

3.1. Introduccién

El método de los elementos finitos es una poderosa herramienta que en la actualidad
ha cobrado bastante fuerza en los campos de la ingenieria y la matemética. Este método
permite resolver modelos matematicos con calculos menos complejos y se considera como
uno de los métodos mas eficaces para resolver problemas de ingenieria, ya que debido al
fuerte auge y avance de programas computacionales se facilita la resolucién de problemas
donde las manipulaciones algebraicas no son el camino mas adecuado.

Son muchas las limitantes que pueden existir al abordar un sistema complejo con-
siderando una sola propiedad global, debido a esto, diversas disciplinas han requerido
para la solucién de sus problemas, particionar los sistemas en términos de sus compo-
nentes o " elementos " de tal manera que se pueda tener una informacién mas detallada
y concreta de éstos, para luego volver a reconstruirlo teniendo en cuenta la contribucién
de cada elemento y asi establecer un patrén en su comportamiento, es por esto que el
nombre elemento finito hace referencia al estudio de sistemas discretos, criterio unificado
teniendo en cuenta la parte conceptual y numérica en el problema de estudio [42]. Este
proceso, de ver un sistema complejo como un conjunto finito de elementos se denomina
discretizacion y para el cual han existido bastantes estudios en la bisqueda de los métodos
para llevarlo a cabo.

El génesis y desarrollo del método data de siglos atrds, cuando sus primeros estudios
se basaron en el problema del discretizado, segun, [13] los egipcios empleaban técnicas de
discretizaciéon para las contrucciones de las pirdmides, también Arquimedes(287-212 ac)
hizo uso del método en el célculo de volimenes de algunos sélidos y dreas de superficies;
en china el matematico Liu Hui (300 dc) empled la técnica del discretizado en el problema
de encontrar la longitud de las circunferencias en un poligono regular de 3072 lados. En
la actualidad, el método se encuentra en un amplio desarrollo con muchas publicaciones
cada ano relacionadas en campos aplicados a las ciencias en general.

Existen modelos donde su estudio requiere de un mimero finito de componentes correc-
tamente definidos, problemas tales reciben el nombre de discretos. Sin embargo, existen
sistemas en donde sus componentes no son tan evidentes y realizar tal particién puede
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llevar a procesos indefinidos, de esta forma el problema podra expresarse en términos de
infinitésimos dando lugar a un modelo matema&tico en ecuaciones diferenciales parciales,
sistemas de este tipo se denominan continuos [42]. La solucién exacta de los problemas
continuos ha sido posible mediante técnicas algebraicas, abordar problemas continuos
reales demanda el uso de métodos diversos de discretizacién en donde el objetivo radica
en buscar una aproximacién que se acerque lo mejor posible a la solucién continua en la
medida que se incrementa el niimero de variables discretas. El estudio de problemas con-
tinuos sigue despertando el interés de matemédticos e ingenieros, algunas de sus técnicas
se emplean en ecuaciones diferenciales y en diversas aproximaciones como lo son método
de residuos ponderados, métodos de colocacién y diferencias finitas.

3.2. Formulacion del método

El método de los elementos finitos se utiliza en diferentes problemas. Para este trabajo
el interés principal consiste en determinar una aproximacién para la solucién del problema
variacional de frontera (2.10).

Definicién 3.1 Malla de elementos finitos: La malla de elementos finitos es el conjunto
formado por E elementos finitos y G nodos que definen el dominio de definicion.

Los elementos finitos son el conjunto finito formado por los E subdominios 21,82y ..., g,
que se obtienen al dividir el dominio de definicion Q0 del problema variacional (2.10), de
tal manera que no se superponen y su union es igual al dominio inicial, esto es,

E
QN=2 y(J2%=0 (3.1)

e=1
Por otra parte, los nodos o puntos nodales son puntos que generalmente se ubican en

los vértices de los elementos, aunque es posible ubicar nodos adicionales contenidos en los
elementos [28], [29].

Por ejemplo, si el dominio 2 es un subconjunto de R?, entonces el dominio serd una
forma poligonal cuya frontera I" estd compuesta de segmentos de recta y los nodos son los
puntos vértices de cada uno de los segmentos poligonales y/o en sus puntos medios. En
el caso en que el dominio de definicién sea en R, los elementos serdn subintervalos, cuyos
extemos serdn los nodos

Considérese una sucesién de subespacios de un espacio de Hilbert V, de dimensién

[o¢]
finita {Vh}zozl que converge a V, tal que UVh =V donde V" C V! C V | cuya base
h=1
son las funciones N;, con i =1, ..., G, esto es V" = gen{N,;}&,.
Las funciones base N;,de V", deben satisfacer las condiciones de frontera esenciales y
ademads cumplen las siguientes propiedades:

» Las funciones N; son acotadas y continuas en el dominio de definicién, es decir,
N; e C(Q).
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= Hay un total de GG funciones base, una por cada nodo. N; es diferente de cero
solamente en los elementos que estén conectados al nodo 1.

1 sit#j

» N, esigual alenelnodo i, eigual a cero en los otros nodos: N; (z;) = { 0 en otro caso

» La restriccién Nl-(e) de N; para €), es una funcién polinomial, esto es Ni‘ﬂe = Nl-(e),
con Ni(e) € Py (£2.) para algin k > 1, donde Py (2.) es el espacio de los polinomios
de grado mayor o igual a k sobre 2..

Asf el problema consiste en determinar la funcién aproximada u, € V* C V tal que
satisface el problema
a (up,vy) = (I, ) para todo v, € V" (3.2)

G G
donde uy, = Z%‘Nz‘ (x) y v = ijNj (), por tanto al sustituir en (3.2) se obtiene
j=1

i=1
a el el
a (ZaiNi, Z@]\/}) = <l, Zb]N]> (33)
i=1 j=1 j=1
de donde por la bilinealidad de a (-, -) y la linealidad de [ se tiene que

G G G

ZZ& (Ni,Nj)aibj = Z<Z,N]> bj (34)

i=1 j=1 j=1

al igualar a cero y reordenar

G G
b [ Sa (Vi Njyai — (1LN;) | =0 (3.5)
> (3 )

Si se define la matriz de rigidez K, con K;; = a (N;, N;) y el vector de carga F, con
F; = (I, N;) se puede escribir a (3.5) como

G G
j=1 =1

Teniendo en cuenta que b; son coeficientes arbitrarios entonces para que la igualdad
(3.6) se tenga se debe cumplir que

G
ZKijai = Fj
=1

el cual es un sistema de ecuaciones con incognitas a;.
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Para calcular la solucién aproximada se obtiene a [K;; mediante la expresién K;; =
a(N;, N;) fﬂ (N;, N;) dx, la cual se puede escribir como una sumatoria de integrales
sobre Cada uno de los elementos finitos, esto es

Q
E
:Z/ f(Ni,Nj)dQe
e= Qe
El (e) ar(
:;/ﬂ (MO, N7 d.
E
— Za(e) (Nz‘(e)ij(e)>
e=1

De manera similar se halla a F}, asi

N = /Q G (N;) (3.8)

=;El/mg(zv
-3 [ el
zE:<l(e N(e>

e=1

De (3.7) y (3.8) se puede concluir que para obtener la matriz K y el vector F es suficiente
con sumar los aportes de las matrices K¢ y F(¢) obtenidas para cada uno de los elementos

considerados, esto es
E

E
K=Y K9yFr=YF® (3.9)
e=1 e=1

en donde K¢ = a0 (Ni(e), N}e)) y F) = <z<e>, N§e>> 28], [29].

Dependiendo del tipo de funciones elegidas como funciones base, el método de ele-
mentos finitos serd de diferente tipo. Si V; y N; son funciones del mismo tipo, entonces
el método se denomina Método de Galerkin. Si se considera el problema (3.2) en donde
up € UM y v, = V" con U" y V" subespacios finito dimensionales del espacio de Hilbert
V, con bases {NZ-}Z.G:1 y {gbj}jG:l, tales que K;; = a (Nl-,qﬁj) y F; = <l,¢j> entonces el
método toma el nombre de Petrov - Galerkin, en muchos articulos o textos de estudio
se le denomina a las funciones N;, como funciones de forma y a las funciones ¢; como
funciones base o de peso.
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Capitulo 4

Solucién aproximada de la ecuacion
KdV

4.1. Introducciéon

Para determinar la soluciéon aproximada de la ecuacion KdV se utilizara el método de
los elementos finitos Taylor-Petrov-Galerkin, en el cual la discretizaciéon para la variable
tiempo t se realiza usando discretizacion en serie discreta de Taylor y para la discretizacién
en el espacio se consideran, como funciones de forma a B-Spline ciibicos y como funciones
base o peso a los polinomios de Legendre. Dichas funciones son adecuadas ya que cumplen
con las condiciones de continuidad, integrabilidad y ortogonalidad exigidas para aplicar
el método.

4.2. Meétodo de Taylor - Petrov - Galerkin para la
ecuaciéon KdV

Considérese el problema de valores en la frontera

U + Ul + PUgrr = 0 (4.1)
u(a,t) =u(bt)=0
ug (a,t) = ug (b,t) =0 (4.2)
Uz (@, 1) = Ugy (b,) =0
u(z,0) = f(x) (4.3)

con ecuacioén diferencial parcial Korteweg - de Vries, para € y p constantes, sujeta a
las condiciones de frontera iguales a cero y con condiciones iniciales u (z,t) .

El dominio de definicién espacial de este PVF es el intervalo Q2 = [a, b], y los subindices
x y t indican las derivadas parciales de u respecto del espacio y del tiempo respectivamente.
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Se buscard determinar la solucién del problema usando el método de elementos finitos
Taylor - Petrov - Galerkin. Esto significa, discretizar inicialmente el tiempo mediante
la expansion en serie de Taylor, para luego realizar la discretizacion espacial mediante la
aplicacién del método Petrov - Galerkin usando como funciones de forma B-Spline ctibicos
y como funciones base polinomios de Legendre

Para realizar la discretizacion en el tiempo se tiene en cuenta que por la expansién en
serie de Taylor [9] para el tiempo se obtiene

urtt — At

uy = 3 up, — O (1%) (4.4)

y por la ecuacion (4.1), uy = —eut, — (g, luego si se deriva (4.1) respecto del tiempo
se obtiene

Uy = (—eUly — WUgay), (4.5)

= TEUUy — EU (uz>t — M (umx>t

Por lo cual considerando la funcién u en un paso del tiempo
up = —euuy — eu” (ug); — p (Usaa); (4.6)

= —eufuy —eu” (uf), — 1 (Uf) g

un+1 —ut un+1 —un unJrl —u®
= e|l— v —) -y — 4.

al reemplazar u} de (4.1) y wuy, de (4.6) en (4.4) se tiene

o " un—i—l —un At un-l—l —un "
—E&u u, — 1Uu = —— — —|—€| ———F— ) u

un—f—l —ur un—i—l —un
ral simplificar se tiene

. . utt — e (utTt =\ et (utT —
TEU Uy — [Uyyy = + Uy + u
€T

At 2 At
ILLAt unJrl —un

ahora, realizando las derivadas y reordenando

unt — N et [untt A g u" o utt o u” et
YAN 2 JAN SWAN YAN At v

At At

At n+1 n
_ —Mugm . :u2 [uzxx uzzx:|
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multiplicando por At la ecuacién

et
" = — [l = 2ulu” + utul e Atu™ !

2
= pt, 2 [t )
la cual al reagrupar se obtiene
u™tt — " 4 5?1& [w" Ml — 2ufu™ + w4 20l = —/JTAt [ulty — by, +2ul,, ]
al simplificar y reordenar los términos para u"*! y u"
't %At [ e %Nuﬁi; =" = ’”LTN (4.8)

Por lo tanto, la ecuacién (4.1) ha sido discretizada unicamente en el tiempo, por tanto
se tiene que la ecuacién (4.8) depende unicamente de espacio; Ahora se aplica el método
de Petrov - Galerkin, a la forma débil de la ecuacién diferencial (4.8), con funcién de peso
w (z) , para discretizar el espacio.

Inicialmente para aplicar el método, se realiza una particién para el dominio de defini-
cién €2, con tamano del subintervalo uniforme h, N 4+ 1 puntos nodales z,, tales que
a =290 <1 < Ty < oy < Ty < oo < Ty < 2y =0,y Q= [T, Tinga] ¥
h = x,,41 — T, Al plantear el problema variacional para el elemento de muestra €2,,, se
multiplica la ecuacién discretizada (4.8) por la funcién de peso w (),

el eAt JI7AN

At
u"w + - [l + w el w + 'u2 ulw = u"w — T“me (4.9)

y luego integrando respecto de x sobre el intervalo [a, b]

b b
et et At At
/ (ww St 4 St 4 “Tu;f;;w> dz — / <u”w _ “Tuw) dz

a a

b b

et At
/ Ywdr + — / "Hytwdr + —/ " wdr + %/ug;jwdw

a a

b

At
= /u"wd:c — %/u;‘mwdx

a

o con notacién acorde a la particién

T

N TN
et At
/ Ywdr + 5 / "Hhywdr + —/ " wdr + %/uggwdaz

Zo o
T

N
At
= /u”wd:c — %/ugmwdx
0 o

T
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aplicando integracién por partes en los términos en los cuales se tienen derivadas de tercer
orden, tomando t = w y dv = u"ldx en la primera y, t = w y dv = u"__ dz en la segunda,
se obtiene

TN
At At At v
/ bwdy + S u”+1 ulwdx + 8— u"u M wdr + —— a [wu;‘jl N
2 2 2 o
o X0 Zo
TN TN At TN
_/un+1wzdx = /u”wdx - 'MT w3 — /uzxwzd:c (4.10)

Zo Zo Zo

al evaluar en los limites de integracion y teniendo en cuenta que las condiciones de frontera
son cero, la ecuacién (4.10) toma la forma

TN TN TN TN

At At At
/u"“wdm + %/u"“u?wdw + %/u"uﬁ“wdm - 'UT/ "ap,da(4.11)

zo o o o
TN

TN
At
= /u”wdx + %/ugwwwd:c
Zo

zo

Ahora, considerando como funciones de peso (funciones base) a los polinomios de
Legendre P, (x), que por simplificad en la escritura se escribirdn solamente como P,,, la
ecuacion (4.11) para el elemento m, [T, Tpmi1],

Tm+1 Tm+1 Tm+1

AN At
u" M Pdx + ET u" ! Pida + ET / u"ul M Pdx (4.12)
Tm+1 Tm+1 Tm+1
JI7AN JT7AN

u T Pldr = / u" Pidr + ——

Tm Tm Tm

n Pld
2 ul‘l‘ (2 T

Por otra parte, si se considera que la solucién aproximada toma la forma

N+1

=D (@) (1)

m=—1

donde ¢,, () es el B-Spline ctbico (4.20) y d,, (t) es una funcién paramétrica discretizada
N+1 N+1

en el tiempo, se tiene que Uy = Z & ()0 () y UY, = Z " (z) 0y (t), donde la
m=—1 m=—1

comilla indica la derivada respecto de x.
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Al reemplazar la funcién U y sus derivadas por su funcién aproximacién entonces
(4.12) toma la forma

Tmtl /N1 5At Tmil s N4l N+1
/ <Z iy 5““) Pz + — (Z b 5"“) <Z ¢;5z) Pdr  (4.13)

T Jj=-1 Tm j=-1 k=—1
5At Tmtl s N1 N+1 ,uAt Tmtl /N4l
( Z ¢k5n) < Z ¢ 5n+1) < Z ¢//5n+1) P{d!)ﬁ
Tom J=-1 Tom J=-1
Tm+1 N+1 TmA1 N+1
- / (Z @53) Pz + 2= “At (Z gb"5”> Pldx
Tm Jj==1 T

Como los B-Spline ¢; estdn definidos para j = m — 1,m,m + 1,m + 2, la integral

Tmil /N1 N+1
/ Z @5”“) <Z ¢;€5Z> Pidx se puede escribir como

k=-—1
TmA1 m-+2 m-+2
/ P, {( > ¢25Z> Grn1 Oy + ( > ¢25Z> GO
T k=m—1 k=m—1
m+2 m+2
( Z ¢k5n> m+1 +1 + ( Z ¢k5n> m+252;-ri-12} dx
k=m—1 k=m—1
m-+2 mt2 Tl

_ 3 / P, (607) 67+ da

j=m—1 \ k=m—1

de igual manera la integral

Tm+1 N+1 N+1 m+2 m+2 Tm41
/ (Z ME) (ZM”“) Pde= > | X / Fid; (607) 07+ da

o \k=—1 j=—1 j=m—1 \k=m—1;

Ahora reemplazando estas integrales en la ecuacién (4.13), se tiene que la ecuacién a
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resolver en cada elemento se escribe como

m-+2 Tm+1 At Tm+1
Z / Pz¢]dl’ (5;1+1 — ,u? / P;(ﬁ;/dl’ 5;1+1 (414)
=t Lm Tm
Ap 2 -
w5 3 | [ poseianatass [ poj@aaas
k=m—1 o 2
m+2 mtl . At m+2 m+1 o )
— Z Pigjdz | 67 + pn—- Z Pl¢ldx | &
j=m-1 j=m—1

Tm Tm

Al tomar como factor comin a 5?“ en el lado izquierdo de la ecuacién (4.14) y en el lado
derecho a 5?, entonces

x €T
m+2 m—+1 m—+1

A
2 / Pig;dx —/~L7t / Pi¢f/dx (4.15)
==t Tm Tm
At m+2 TmA1 Tm+1
ey 2 / Pi; ($1.0%) d + / Pig; (03 da | | 67+
k=m—1 T o
m-+2 Tm+1 Tm+1
At .
= /Piqﬁjdx —I—,u7 /Pi'gbgdx 53‘
j=m—1 o o

Analizando cada uno de los términos de la ecuacién (4.15) se tiene

m4+2 Tm+1 Tm+1 Tm41
1 1 1
3 / Pdr | 5 = / P, dw | 67 + / P, dr | 671 +
j=m—1 Tm Tm Tm
Tm+1 Tm+1
n+1 n+1
‘I’ /Pl¢m+1dx 5m+1+ /Pl¢m+2dx 5m+2
Im Im
m+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
! n+1 ! n—+1 ! n—+1
E /Piqﬁjd:c o7 = /Pl-qﬁmldx oy + /Pl-gbmdx o+
j=m—1 Tm Tm Tm
Tm+1 Tm+1
I/ n+1 /0 n+1
| [ Pt | i | [ R )
Tm Tm
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m-+2 m+2 Tl m+2 il

S Y [raad|ar = [ X [ Re@ad |
j=m—1 k=m—1 T k=m—1 Em
m+2 Tt m42 Tt
Y [ ro@ad)ar | Y [ Powa e 5
k=m—1 Tm k=m-1 Tm

m4+2 Tm+1

s / Pibyy (6,67) da | 677,

k=m—1 -

m

m+2 m+2 T mag  Tmtl
> / P (0y) do | 6770 = | Y / Pigh, (9403) da | 63
j=m—1 \ k=m—1 T k=m—1 Em
m+2 Tt m+2  Fmi
Y [rd@ad)ar | Y [ Pol @) 5
k=m-—1 T k=m-1 Tm

m4+2 Tm+1

S (DR B TANCR AT et

k=m—1 Tm
Tm+1 Tm+1 Tm+1 Tm+1
luego si A = /Pigbm_ldx, /Pl-qﬁmdfc, /Pz'¢m+1d$a /Pi¢m+2d'r )
Tm+1 o Tm41 o Im+1xm l’m+1xm
= | [ pond [ Potds [ Pode. [ PO )
ml‘—:; - Tm Tm - xm+1l'm
o= Y. [ roaaey b= Y [ pojoand
k=m—1 T k=m—1 ITm

Se llega a que la ecuacién (4.15) toma la forma matricial para el elemento e

[Ae n E?tce I E?tDe _ ,U2AtBe:| (5e>n+1 _ |f46 + MTAtBe] <5e>n (416)

con 0° = (5m717 57)’” 5m+17 5m+2>T .
Para facilitar los célculos de los elementos de las matrices, es posible reescribir las
matrices C'y D, esto es

m—+2 m—+2 Tmt1

Tm+1
Cij = Z/ Pp; (¢,0%) do = Z /Pigbjgb;dx o7
k=m—1Y%m k=m—1 T
m+2
k=m—1
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Tm+1
donde L;j, = /ij(ﬁ;d:c y

m+2 Tm+1 m+2 Tm+1
k=m— 1. k=m—1 T
m+2

= Z Nige 0
k=m—1

Tm+1

donde Njj, = /ngqﬁkdm.

Las matrices A°, B¢, Ly N°¢ son matrices independientes de los pardametros J, esto
es que solo dependen de las funciones base y de las funciones de forma, razén por la cual
es posible determinalas mediante las integrales ya definidas anteriormente.

Para determinar la solucién final de la ecuacién se suman los aportes de cada uno de
los elementos, llegando al sistema matricial de (N + 3) x (N + 3)

At At At
A+€—C(5) 52 D((S)—“T :

~

] gt — [A+ pat ] 5" (4.17)

con § = (d_1, g, ..., 5N+1)T como incognitas del sistema.

Para determinar las incognitas del sistema (4.17), es necesario tener en cuenta las

condiciones de frontera y las condiciones iniciales del problema.
N+1

Como la solucién aproximada tiene la forma Uy (z,t) Z O, , v los B-
m=—1
spline se anulan fuera del intervalo [z,,_2, Z;,12] ,entonces los valores de la funcién aprox-
imada en el nodo = = x,, queda en términos de ¢, asi

Um - (Sm,1 + 45m + 5m+1 (418)
hUrln - 3 (—6m_1 + 6m+1)
h2U7/;L == 6 ((Sm,1 - 25m + (Sm+1>

con h = x,, — Ty_1, y las comillas indican la primera y segunda derivada de Uy
respecto de x.

Por tanto al evaluar en 2o = a y xn = b se tiene que m = 0 y m = N respectivamente,
luego

U() (CL, t) = 5_1 + 450 + (51 =0 (419)
Ué’ (a, t) = 6 (5_1 — 2(50 + 51) =0
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UN<CL,t> = 5N71+45N+5N+1:0 (420)
U]/\lf (a,t) = 6 (51\7_1 — 2(5]\[ + 6N+1) =0
Al resolver este sistema para d_1,90,0n, v Oni1, se llega a que son iguales a cero, es
decir, 01 = dp = 0y = dn+1 = 0. Haciendo que el sistema matricial de ecuaciones sea
ahora de tamano (N — 1) x (N —1).
Por otro lado, la condicién inicial permite obtener los valores §"™ que describen la

evolucién en el tiempo a partir del vector inicial 6°. Con dicho vector se resuelve el sistema

matricial de ecuaciones (4.17) con incognitas 6" *".

N+1
Como la solucién aproximada tiene la forma Uy (z,t) = Z G () 04y, (1), entonces
m=—1
N+1
si t = 0 se tiene que Uy (z,0) = Z ¢, ()62, en donde la Uy (z,0) = fy (0) debe
m=—1

cumplir con las siguientes dos condiciones:

= Debe ser igual a la condicién inicial u (z,0) en los nodos z;, i = 0, ..., N, generando
N condiciones y

= La segunda derivada de la condicién aproximada U” debe ser igual a la segunda
derivada de la condicién inicial en los limites del intervalo considerado.

Esto significa que se debe resolver el sistema de ecuaciones ,

UJ/\/] (5(70,0) =0
Un (2,0) = u(zy,0) para0 <m < N
UK; ($N,0) =0

con incognitas 6° 1, 9, ..., 0, 0a4 1. Asi, usando (4.18), se obtiene el sistema de ecuaciones

(20,0) = 66_1 — 1259+ 601 =0

( ) = 0144+ 61 = u(xg,0)
Un (21,0) = &g+ 401+ 02 = u(xq,0)

( ) = 01+402+ d3 = u(x,0)

Un(zn,0) = dn_1+46y +6n41 = u(zn,0)
UJ/\/] (.TN,O) = 6(51\],1 — 12(51\] + 65N+1 =0
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el cual se puede escribir en forma matricial A6° = B, donde

6 —-12 6 0 0 - 0 0 0

1 4 100 - 0 0 0

o 1 410 - 0 0 0
A=1 . :

o 0 000 -~ 1 4 1

o 0 000 -+ 6 —12 6

00 = (621,09, .., 8% 6% 1) ¥ B'=(0,u(0,0),u (21,0, ..., u (wy,0),0).

~

4.3. Calculos y simulacion

Para mostrar la aplicacién del método se han considerado dos problemas de val-
ores iniciales, el primer caso considera la solucién exacta de la ecuacién con solucién
de onda solitaria "soliton" al considerar como condicién inicial a la funcién u (z,0) =
3csech? (Az + D). En el segundo caso se considera como condicién inicial a la condicién
inicial de Maxwellian u (z,0) = e~ [5], [12], [41].

El anélisis del error presentado en el método se realizard mediante las normas Ly y
L, definidas por [29]

N
Ly=|lu—-U"|,= hz ‘uj - UJW‘Q
J
Lac = lju = U™, = maxu; - U7
J

Ejemplo 4.1 Considérese como constantes ¢ = 1, y = 4,84 x 1074, sobre el intervalo
la,b] = [—1,1] y el tiempo en t € [0,3], con At = 0,05. Asi el problema a resolver es

Uy + uuy, + 4,84 X 107 Uype =0 con —1<2<1

sujeta a las condiciones de frontera

u(—=1,t)=u(1l,t)=0
Uy (—1,8) = u, (1,¢) =0
Uy <_17 t) = Ugy (17 t) =0

y condicion inicial
u (x,0) = 3csec h? (Az + D)

1
conAza y D = —6.

c
1
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La solucién exacta para este problema en ¢ = 0 se muestra en la Figura (4.1)
., U(x,t)=3csech’(Ax+Bt+D)

0.9

0.8

0.7r

0.6

D 05F

0.4

0.3

0.2

0.1r

0 . . . . . I I I
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 4.1: Onda solitaria: solucién exacta con t = 0

Al aplicar el método se considera, inicialment, la particién P del intervalo [—1, 1], con 4

elementos y 5 nodos por tanto N = 4. Asi: P = {zg, 21, T2, 3,4}, conh = — = T — X1,

2
para m =0, ..., 4.
Obteniendo el sistema matricial

[A+0,0025C (6") +0,0025D (6") — 1.21 x 107°B] 6" = [A+ 1.21 x 10 °B] 6"

~

(4.21)

La siguiente tabla muestra los elementos definidos junto con los nodos de conectividad,

lo que indica que al realizar el ensamble del sistema los elementos ubicados en las posiciones
de los nodos de conectividad se suman.

Num Elemento Nodo 1 | Nodo 2 | Nodo 3 | Nodo 4
1| [wo, 2] = [-1,—1] -1 0 1 2
2 (21, 29] = |—3,0 0 1 2 3
3 (22, 23] = [0, 3 1 2 3 4
4 [1133,1234] = %, 1 2 3 4 9

Debido a que los polinomios de Legendre cambian de acuerdo al elemento considerado,
las matrices A, B,C'y D cambian en cada uno de los elementos. Para el caso considerado
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la matriz A, para el primer elemento es

/Plgbl /Plgbodx /Plgbldx /Plngdx 0 00
—1 -1 -1 -1
_1 _1 _1 _1
2 2 2 2
/ngbld:ﬂ /ngbodx /ngbldx /ngdex 0 00
_ -1 —1 —1
-4 -4 -4 -4
A —
- /P3¢1d:c /P3<z§0d:c /ngbld:c /P3¢2dx 0 00
-1 -1 -1 -1
1 _1 _1 _1
2 2 2 2
/P4¢_1d:c /P4q§0d:c /P4¢1d:c /P4¢2d:c 0 00
21 —1 -1 -1
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00
el segundo
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 /P2¢0dx /P2¢1dx /P2<z§2d:c /P2<z§3d:c 00
) ) ) )
0 0 0 0
0 /ngbod:c /ngbld:c /P3<z§2d:c /P3<z§3d:c 00
) ) ) )
AR — 0 0 0

2
0
0 /a%m /a%m /a%m /a%m 00

1 1 1
2 2 2 2
0 0 0 0
0 [Psppdr | Psoydw /&%m Psdydz 0 0

0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00

y asi de manera sucesiva para los otros dos elementos. Al hacer el ensamble de los cuatro
elementos y teniendo en cuenta la conectividad de los nodos se obtiene finalmente como
matriz A

=
=
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AP AR AR a0 0 o
AV S AY A SAY A2 0 o
e;l 6§1 6§1 5

A S 4D SAY S AY S A9 A9 o
e;l 6§1 ejl ezQ A

A= | 4D SAY S AY S AY S AP SaAD AW
e=1 egl 621 652 ej3

0 A 4D YA Y AY AL AW
e=2 632 652 ej3

00 AY YA Y AY S al AY

0 00 A Taw AW

por tanto al realizar los cédlculos de las integrales se obtiene

—0,1125 —1.1 —0,9625 —0,075 0 0 0
0,006 0,6375 —0,1062 —0,5624 —0,0594 0 0
—0,0645 —0,1991 0,5918 0,0411 —0,4572 —0,0527 0

A= 00396 —0,0332 —0,2231 04336 —0,2231 —0,0332 0,0396

0 ~0,0293 —0,3281 —0,0161 0,0089 —0,0791 0,0198

0 0 —0,0275 —0,0652 0,1259 —0,0402 0,0069

0 0 0 0,0296 0,1314 —0,0027 0,0005

De manera similar se obtienen las matrices B, C' y D, teniendo en cuenta que las
matrices C'y D dependen de 6" (t), luego

6,0 6,0 —6,0 6,0 0 0 0
~15,0 12,0 18,0 ~12,0  —3,0 0 0
22.875 —37.5 —7.875 33.375 —-7.5 —3.375 0
B=| —26.813 59.25 —38.063 0 38.063 —59.25 26.813
0 ~3.5156 18.375 —34.547 54.703 —61.688 26.672
0 0 7.9922 —16.969 34.453 —49.969 24.492
0 0 0 —4.0854 30.901 —49.545 22.73

Por simplicidad en la muestra de los resultados, para el caso de C' y D se presentan
los elementos de las matrices CY y DM correspondientes al primer elemento (g, 1] =

1
[—1, ——] , asi:
2

CcY = 0,46435_, + 0,38215, — 0,80718; — 0,03935,
CY =3,15716_, + 5,62865) — 7,52865, — 1,25715,
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) =1,59295_, + 6,19645, — 5,62145; — 2,16795,
D =0,03575_, + 0,54295, — 0,29295; — 0,28575,
CY = —0,39965_1 — 0,26658, + 0,64428; + 0,02195,
) = —2,47726_1 — 2,74156, + 4,88975; + 0,329065
CiY = —1,08446_; — 1,89245, + 2,72548; + 0,251365
C$Y = —0,01385_; — 0,04968, + 0,06568; — 0,00225,
CY =0,31735_; + 0,13556, — 0,44895; — 0,00395,
) =1,68175_ + 0,06165, — 2,14695; + 0,40360,
i) =0,53820_, — 1,59046, — 0,04898; + 1,10114,
C8) = —0,00606_1 — 0,29425, + 0,11348; + 0,186865
CY = —0,23095_1 — 0,02178, + 0,26158; — 0,008955
C\Y = —0,94585_1 + 1,48275, + 0,10056; — 0,637455
ClY = —0,10516_1 + 2,8476050 — 1,46016; — 1,28246,
) =0,01626_, + 0,33208, — 0,16755, — 0,18065,
y para D

DY = 0,46436_1 + 3,157180 + 1,59296; + 0,03575,
DY) = 0,38216_1 + 5,62860 + 6,19640; + 0,54296,

DY = —0,80715_, — 7,52868, — 5,62146; — 0,29295,
DY) = —0,03930_, — 1,25716, — 2,16796, — 0,28575,
DY = —0,39966_; — 2,477260 — 1,08446, — 0,01385,
DSy = —0,26655_; — 2,74158, — 1,89246; — 0,04960,
D(li = 0,64420_; + 4,889700 + 2,72545; + 0,065605

DS =0,02195_; + 0,32908, + 0,25138; — 0,00226,
DY = 0,31736_1 + 1,68178, + 0,53828; — 0,006055
DY) = 0,13556_1 + 0,061660 — 1,59048; — 0,29425,
) _
) _

D) = —0,44895_, — 2,14696, — 0,04896; + 0,11344,
D) = —0,00390_; + 0,40368, + 1,10115; + 0,18683,
DY = —0,23095_, — 0,94585, — 0,10516; + 0,0162655

Dfé = 0,26150_7 + 0,100509 — 1,46016; — 0,167592

D _
41
DY) = —0,02175_, + 1,48275 + 2,84765; + 0,33200,
) _

1
Dy

—0,00890_; — 0,637460 — 1,28244; — 0,180602

El sistema matricial de ecuaciones (4.21) es de (N + 3)x (N + 3) = 7x7, que al aplicar
las condiciones de frontera iguales a cero, se reduce a un sistema de 3 x 3. Resolviendo
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el sistema para la condicién inicial dada se obtiene como solucién aproximada la funcién
cuya grafica se muestra en la Figura 4.2

0.6

Un(x,0)

0.4

uUn

0.2

U(x,0)

-0.2 I I I I I I I I I I

Figura 4.2: Solucién aproximada Uy para N = 4 elementos

Al resolver el sistema y determinar la solucién para diferentes valores de ¢ € [0, 3|, se
obtienen las funciones aproximadas, ver la Figura 4.3,

0.8 —

0.6 4

0.2 —|

Figura 4.3: Onda solitaria propagada para tiempos desde 0 hasta 3 con At = 0,5
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En la tabla siguiente se consigan los valores obtenidos del error y de las leyes de

conservacién C7, Cy y Cs

E

G,

C

| Cs

L

L.

0

0,5
1,0
1,5
2,0
2.5
3,0

0,2790507037
0,3130413381
0,3182434652
0,3236491959
0,3292703014
0,3351195443
0,3412107806

0,1018476342
0,2180020404
0,2254276556
0,2332750113
0,2415767718
0,2503689362
0,2596912527

0,1395822179
0,1609575029
0,1693771541
0,1784309723
0,1881805835
0,1986951050
0,2100522350

7,4214880772
7,8326312864
7,9639922904
8,1006588894
8,2429405679
8,3911728372
8,5457198949

0,8617713752
0,8785614024
0,8949470742
0,9119888833
0,9297252992
0,9481980723
0,9674525721

Para el caso en que se toman N = 4 elementos se observa que el error obtenido es
grande, razon por la cual se aplica el método aumentando el nimero de elementos, las
Figuras 4.4 y 4.5 muestran el resultado obtenido al aumentar el nimero de elementos a
8, para las cuales el error disminuye de forma importante, tal como se puede verificar en
la tabla que presenta dichos resultados.

Figura 4.4: Comparacién de onda solitaria exacta y aproximada cont =0y N =8
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Figura 4.5: Onda solitaria propagada para tiempos desde 0 hasta 3 con N = 8

tal como se puede verificar en la tabla que presenta dichos resultados.

‘t |01 |02X1073 |03 |L2 |Loo ‘
0 —0,0222320757 | 0,0024261796 | —0,8985275545 | 2,1657157956 | 1,0026155610
0,5 | —0,0252988293 | 0,0028792835 | —0,8218905964 | 2,2339871903 | 1,0193231143
1,0 | —0,0245537694 | 0,0027337078 | —0,7975160668 | 2,2191531640 | 1,0170361633
1,6 | —0,0237569652 | 0,0025832788 | —0,7726560887 | 2,2034955374 | 1,0145719583
2,0 | —0,0229078251 | 0,0024289817 | —0,7475560055 | 2,1870598292 | 1,0119285597
2,5 | —0,0220058184 | 0,0022719014 | —0,7224634364 | 2,1698993999 | 1,0091042336
3,0 | —0,0210504805 | 0,0021132228 | —0,6976236390 | 2,1520760325 | 1,0060974664

Sin embargo, si se sigue aumentando el nimero de elementos sin modificar la dis-
cretizacién en el tiempo, aunque el error disminuye en los primeros tiempos en los 1iltimos
dos el error aumenta, y la forma de la onda se verd considerablemente afectada, presen-
tando oscilaciones, ver la Figura 4.6,

[t [ [ Loo |
0 | 1,2230785828 | 0,0033729286
0,5 | 1,3162861242 | 0,9354242749
1,0 | 1,4628413419 | 0,9697332293
1,5 | 1,6642615573 | 10073704683
2,0 | 1,9181464844 | 1,0486038359
2,5 | 2,2215402596 | 1,0936847507
3.0 | 2,5717614142 | 1,1428343527
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Figura 4.6: Onda solitaria propagada para tiempos desde 0 hasta 3 con N = 16

Al tomar At = 0,001, los cambios significativos se observan al tomar N = 16, el
error obtenido es menor al anterior y las leyes de conservacién disminuyen. La Figura 4.7
muestra las gréficas de la funcién para diferentes tiempos

08—
06—
5 o4
02— ]
- \/,,f~s‘,.\/-x‘,/J \
0— ‘Jv\&/
3
-02=! 2
-1 -08 -
0004 02" 0T o e 08 [} '
4 0, 1

t
X

Figura 4.7: Onda solitaria con At = 0,001 y N = 16
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con errores y constantes C, Cy y C3 dadas en la tabla

[t [Cix1073 | Gy x 107 | G5 | L, |
0 | —0,0004666826 | 0,0021401946 | —0,0218493987 | 1,2231461497
0,5 | —0,0014980498 | 0,0190638528 | —0,0311644029 | 1,2388852274
1,0 | —0,0024680269 | 0,0525055846 | —0,0710215465 | 1,2550851536
1,5 | —0,0034564928 | 0,1039642448 | —0,1429723677 | 1,2734277732
2,0 | —0,0044637762 | 0,1744526250 | —0,2540246929 | 1,2939435278
2,5 | —0,0054902067 | 0,2650260468 | —0,4118620586 | 1,3166551625
3,0 | —0,0065361135 | 0,3767834628 | —0,6248916132 | 1,3415780642

Con este valor de At, se observa que al aumentar el nimero de elementos finitos
utilizados, el método proporciona una buena aproximacién, ya que el error y los valores
de las constantes C, Cy y C3 son cercanos a cero, la siguiente tabla proporciona los errores
obtenidos para 32 y 40 elementos

N=32 At=0001 N=40 At=0,001 N =40 At =0,0006
Lt [ L IE | L RE | L |
0 0,8584427823 |[ 0 0,767815659 0 0,7678156526
0,5 0,8535180978 || 0,5 0,7678476547 | [ 0,5 0,7678360876
1,0 0,8440498841 || 1,0 0,7678892109 | [ 1,0 0,7678553113
1,5 0,8657493682 || 1,5 0,7679495545 | | 1,5 0,7678805132
2,0 0,8577013873 || 2,0 0,7680326660 | | 2.0 0,7679123552
2,5 0,8552444992 || 2,5 0,7681469300 | [ 2,5 0,7679515835
3.0 0,8532795390 || 3,0 0,7683099413 | [ 3.0 0,7679993482
N =32 At=0,0001 N=40 At=0,0001
Lt | Lo NG | Lo |
0 0,8584427592 | [ 0 0,7678156436
0,5 0,8576406911 | [ 0,5 0,7678240327
1,0 0,8569154763 | | 1,0 0,7678262411
1,5 0,8562459586 | | 1,5 0,7678285665
2,0 0,8556106742 | | 2,0 0,7678310157
2,5 0,8549017717 | | 2,5 0,7678335949
3.0 0,8543729006 | | 3,0 0,7678363100

Las Figuras 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 muestran la gréfica de las ondas para varios tiempos
y diversos nidmeros de elementos
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Figura 4.8: Soliton: N = 32, At = 0,001
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Figura 4.9: Soliton: N = 40, At = 0,001
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Figura 4.10: Soliton: N = 40, At = 0,0006

Figura 4.11: Soliton: N = 40, At = 0,0001

Es importante hacer notar que al elegir un nimero de elementos que no sea miiltiplo
de 4, la solucién aproximada obtenida serd de menor amplitud debido a que no se suman
todos los aportes de los splines considerados en cada uno de los elementos, la Figura 4.12
muestra la solucién obtenida con N = 6 elementos, en el elemento 5 y en el elemento 6
no se estdn considerando los 4 nodos necesarios para cada uno de los splines de dichos
elementos
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Figura 4.12: Soliton: N = 6, At = 0,005

de igual manera se observa lo que ocurre cuando se eligen 10 elementos, los tltimos
dos, 9 y 10, tendran splines que consideran 3 y 2 nodos respectivamente, la Figura 4.13
muestra lo mencionado aqui

Figura 4.13: Soliton: N = 10, At = 0,005
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Ejemplo 4.2 Considérese el problema de valores en la frontera y condiciones iniciales,
U + Uy + pUgee =0 con —1 <2 <1

donde € = 1, y p tomard diversos valores. Las condiciones de frontera

u(—=1,t)=u(l,t)=0
Uy (—1,8) = u, (1,¢) =0
Ugz (—1,8) = Ugy (1,8) =0

y condicion inicial

En este caso la funcién solucién cuando ¢ = 0 se muestra en la Figura 4.14

09r
0.8
0.7F
0.6
o} 0.5
0.4,

0.3F

0.2

0.1r

0 I I I I
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1 12

X

Figura 4.14: Solucién exacta para ¢t = 0, u (z,0) = e~

Al igual que en el problema anterior se realizaron cédlculos para diversos niimeros de
elementos y variando la constante .
Si se toma p = 0,04 con N = 4 se obtiene la Figura 4.15 para t =0
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Figura 4.15: Comparacion solucién exacta y solucién aproximada para t = 0

Al obtener la solucién aproximada para 0 < t < 3 con At = 0,005, con cuatro
elementos, se tienen valores para las constantes C,Cy y C3 de acuerdo a la tabla, con
error absoluto variante entre 0,4109 y 0,6857

[t |G | G | G | Lo | Lo |
0 | 0,2894958286 | 0,1747324147 | 0,0687266762 | 3,1798668245 | 0,4109213419
0,5 | 0,1967319346 | 0,0913772933 | —0,0286251135 | 4,8925081021 | 0,6044720775
1,0 | 0,1877300214 | 0,0832804713 | —0,0284580344 | 5,0454706774 | 0,6220903646
1,5 | 0,1791220435 | 0,0758900372 | —0,0280432297 | 5,1977090053 | 0,6390089814
2,0 | 0,1708976487 | 0,0691503574 | —0,0274347091 | 5,3481465913 | 0,6552402576
2,5 | 0,1630459407 | 0,0630090781 | —0,0266783093 | 5,4959350055 | 0,6708113353
3,0 | 0,1555555875 | 0,0574171124 | —0,0258126379 | 5,6404157302 | 0,6857141801

las gréficas de las soluciones obtenidas se presentan en la Figura 4.16
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Figura 4.16: Solucién aproximada g = 0,04, N =4

Al aumentar el nimero de elementos se observan oscilaciones a medida que se aumenta
el tiempo, ver Figura 4.17,

Figura 4.17: Solucién aproximada g = 0,04, N =4

Realizando cambios a i se obtienen los siguientes resultados para las constantes Cf,
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o8

Cyy Cs

=001 N=4 uw=0,01 N =
t Ch Cy Cs C Cy Cs
0 0,2894 | 0,1747 | 0,0992 0,1169 0,0555 | 0,0219
0,5 0,2049 | 0,0990 | 0,0327 0,0750 0,0265 | —0,0112
1,0 0,2036 | 0,0978 | 0,0321 0,0772 0,0281 | —0,0112
1,5 0,2024 | 0,0966 | 0,0314 0,0795 0,0297 | —0,0112
2,0 0,2012 | 0,0954 | 0,0307 0,0818 0,0313 | —0,0112
2,5 0,1999 | 0,0943 | 0,0299 0,0841 0,0331 | —0,0111
3,0 0,1987 | 0,0931 | 0,0293 0,0866 0,0349 | —0,0109
pw=0,001 N = uw=0,001 N=8
t Ch Cy Cs Ch Cy Cs
0 0,2894 | 0,1747 | 0,1083 0,1169 0,0555 | 0,0262
0,5 0,2074 | 0,1014 | 0,0530 0,0734 0,0256 | 0,0079
1,0 0,2087 | 0,1027 | 0,0540 0,0745 0,0262 | 0,0081
1,5 0,2101 | 0,1040 | 0,0550 0,0753 0,0267 | 0,0084
2,0 0,2114 | 0,1053 | 0,0560 0,0762 0,0274 | 0,0087
2,5 0,2128 | 0,1066 | 0,0571 0,0770 0,0279 | 0,0089
3,0 0,2142 | 0,1080 | 0,0582 0,0778 0,0285 | 0,0093

u=0,000048 N =14

t Ch Cy Cs

0 0,0520 | 0,0217 | 0,0090

0,9 0,0306 | 0,0088 | 0,0015

1,0 0,0319 | 0,0095 | 0,0017

1,5 0,0333 | 0,0104 | 0,0020

2,0 0,0348 | 0,0114 | 0,0024

2,5 0,0365 | 0,0124 | 0,0028

3,0 0,0382 | 0,0137 | 0,0033

Como se observa en cada caso las leyes de conservacién se mantienen dentro de rangos
aceptables muy cercanos para cada uno de los tiempos. Algunas de las gréficas obtenidas
se presentan a continuacién.
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Figura 4.18: Solucién U,, con p = 0,001 y N =4

Figura 4.19: Solucién U, con = 0,001 y N =8
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Figura 4.20: Solucién U,, con = 0,000048 y N = 16

Se observa que a medida que p disminuye es posible aumentar el niimero de elementos
para determinar la solucién, sin que se presenten grandes variaciones en la forma de la
onda a medida que pasa el tiempo.
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

El objetivo de este trabajo es utilizar el método de elementos finitos Taylor-Petrov-
Galerkin, para determinar una solucién aproximada de la ecuacién Korteweg-de Vries
(KdV) sujeta a condiciones de frontera nulas y condiciones iniciales dadas, e implementar
el método a partir de un programa disenado en Matlab. Las funciones de forma utilizadas
fueron B-Splines ciibicos que son funciones polinémicas a trozos doblemente continuas y
las funciones base elegidas los polinomios de Legendre; dichos polinomios son continuos
y ortogonales en el intervalo [—1, 1], razén por la cual la solucién y anédlisis de resultados
se limitaron a este intervalo.

A partir de los resultados obtenidos se puede mencionar las siguientes conclusiones:

= Debido a que las funciones de forma son B-Splines ciibicos, el nimero de elementos
finitos a elegir debe ser un miiltiplo de cuatro, ya que para determinar un B-Spline
cibico son necesarios 4 puntos y un nimero de elementos menor a 4 o no miiltiplo
de este hace que no se sumen los aportes correspondientes a la solucién debidos a
cada uno de los splines, afectando directamente a la amplitud de la solucién.

= A medida que se aumenta el nimero de elementos para calcular la solucién, esta
presenta oscilaciones en el progreso en el tiempo de la onda.

= Las oscilaciones que se presentan al aumentar el nimero de elementos se eliminan
al aumentar la discretizacion en el tiempo, es decir disminuir At.

= Si se eligen valores de At pequenos, menores a 0,005, las aproximaciones de la solu-
cién son mejores si se aumenta el mimero de elementos considerados, los resultados
muestran que el error disminuye.

= Las leyes de conservacién para la ecuacién KdV, obtenidas mediante el método se
mantienen, es decir, tienden a un valor constante dentro del progreso en el tiempo
de la solucion.

= Kl método de elementos finitos Taylor-Petrov-Galerkin permite aproximar soluciones
de problemas en los cuales la ecuacién KdV sea el modelo matemético adecuado,
manteniendo las leyes de conservacion y errores pequenos.
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Como recomendaciones para trabajos futuros se pueden mencionar las siguientes:

» Implementar el método a problemas con otras condiciones iniciales, como N-solitones

!
o con interaccién entre solitones, esto es u (z,0) = E u; , [ ondas.
i=1

= Realizar el andlisis de estabilidad del método de elementos finitos Taylor-Petrov-
Galerkin.

= Debido a que los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1,1] |
el andlisis se limité a la discretizacién en el espacio para dicho intervalo, un traba-
jo interesante serfa determinar el comportamiento del método para intervalos més
grandes.
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Anexos

Programa Principal
%Progama principal Implementacién del método de elementos finitos Taylor- Petrov-
Galerkin
clear;clc; %Limpiar pantalla y variables en workspace
format long % Establece el formato numérico para los resultados
% % % % % % % % % % % % Ingresar datos para la ecuacién y la solucién (pardmetros)
E=input("Epsilon = ’);dt=input(’dt = ’);
N=input('Numero de elementos = ");
miu=input(’miu = ’)
c=input(’velocidad de la onda = );
Dl1=input(’D =");
h=2/N;xm=-1:h:1;
% % % % % %Célculo de delta super cero % % % % % % % % % %
disp(’1- f(x,0)=3*c*sech~2(Ax+D)’)
disp(’2- f(x,0)=e(-x"2))
% % % % % % % %Seleccién de la condicién inicial % % % %
fl=input(’Eljja la funcién de condicién inicial = 7);
if fl==
A1=0.5*sqrt(c/miu);f=[0,3*c/E*(sech(Al*xm+D1)).~2,0];
else
f=[0,exp(-xm."2),0];
end
% % % % % % % % % %Planteamiento del sistema para determinar el vector inicial de
la discretizacion en el tiempo delta super cero
A2(N+3,N+3)=0;
A2(1,1:3)=[6,-12,6];
for i=2:N-+2
A2(i,i-1:i+1)=[1,4,1];
end
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A2(N+3,N+1:N+3)=[6,-12,6];
delta=zeros(N+3,N+3);
delta(:,1)=inv(A2)*f.”; %vector columna
%Programa para calcular A y B
integral A

%Programa para armar las matrices A y B
A=Armado(A,N);B=Armado(B,N);
%Programa para calcular C y D
matrizCl1;

%Armado de la matriz C y D

armadoC

% % % % % % % % % % % % % % % % % % Yo % Yo % Yo % %o %
% % %Armar el sistema Matricial de ecuaciones % %

% % % %0 %o %o %0 %o %o Yo %o %o Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo %o Yo %o %o
for k=2:N+3 % para obtener 1 Matriz de deltas.

for i=1:N+3
for j=1:N+3
Cd(i,j)=sumaC{i,j }*delta(:,k-1);
Dd(i,j)=sumaD{i,j } *delta(: k-1);
end
end

% % Y%matriz de coeficientes del sistema matricial general
AA=A-miu*dt/2*B+E*dt/2*Cd+E*dt/2*Dd,;
% % % % % % Aplicacién de las condiciones de frontera
AA( :)=zeros(1,N+3);AA(2,:)=zeros(1,N+3);
(N+2 :)=zeros(1,N+3); AA(N+3,:)=zeros(1,N+3);
AA(:,1)=zeros(N+3,1);AA(:,2)=zeros(N+3,1);
AA(:,N+2)=zeros(N+3,1);AA(:,N+3)=zeros(N+3,1);
AA(1,1)=1;AA(2,2)=1;AA(N+2,N+2)=1;AA(N+3,N+3)=1;
AB=(A+miu*dt/2*B);
AB(l :)=zeros(1,N+3);AB(2,:)=z eros(l N+3);
AB(N+2,:)=zeros(1,N+3); AB(N ,:)=zeros(1
AB(:,1)=zeros(N+3,1);AB(:, ):zeros(N—i—3,1);
AB(:,N+2)=zeros(N+3,1);AB(:,N+3)=zeros(N+3,1);
AB(1,1)=1;AB(2,2)=1;AB(N+2,N+2)=1;AB(N+3,N+3)=1;
BB=AB*delta(:,k-1); % Vector de términos independientes
BB(1,1)=0;BB(2,1)=0;BB(N+2,1)=0;BB(N+3,1)=0;
% % % %Solucién del sistema matrical con condiciones de frontera
delta(:,k)=inv(AA)*BB;
end

% % % % % % % % % % %Grafica solucién exacta % % % % % % % % % %

N+3);
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t=0:dt:3;
figure(1);hold on
for i=1:1 %N+3
x=linspace(-1,1.2,300);
Bl=c/2*sqrt(c/miu);
if fl==1
U=3*c/E*(sech(A1*x-B1*t(i)-6))."2;
else
U=exp(-x."2-c*t(i)"2);
end
plot(x,U)
end
% % % % % %Calculo de la solucién aproximada % % % %
figure(2);hold on
tt=zeros(1,300);
for z=1:7,;
for i=2:N+1
x=linspace(xm(i-1),xm(i),300);
xmj=xm(i-1);
% % % Definicién del B-Spline ctibico
fhid=[-1 3*(xmj+h) -3*(xmj+h) "2 (xmj+h)"3]/h"3;
fhic=[3 3*h-9*(xmj+h) 9*(xmj+h)"2-6*h*(xmj+h)-3*h"~2
-3*(xmj+h) " 3+3*h*(xmj+h) ~2+3*h " 2*(xmj+h)+h"~3]/h"~3;
fhib=[-3 3*h+9*xmj -9*xmj~2-6*h*xmj-+3*h"2
$*xmj~ 3+3*h*xmj > 2-3*h " 2*xmj+h 3] /L 3;
fhia=[1 -3*xmj 3*xmj "2 -xmj"3]/h"3;thia2=polyder(polyder(thia));
Ul=thid*delta(i-1,z)+thic*delta(i,z)+fthib*delta(i+1,z)+fthia*delta(i+2,z);
Un=polyval(Ul,x);

% % % % % % % Grafica de la solucién aproximada % % % % % % % % % % % % %
%plot(x,Un,’Color’,’red’ ' LineWidth’,1.5)
Yoplot3(tt,x,U,’Color’,[1-0.03%z,1-0.04*2,0.14+0.02*z] ); %

plot3(x,tt,Un,’Color’,[1-0.05*z,1-0.08*2,0.1+0.01*z),'LineWidth’,2);
tt=tt+0.05;
% % % % % % % % % % % % % %Célculo de leyes de conservacién % % % % %
C1(z)=trapz(x,Un);
C2(z)=trapz(x,Un."2);
dUn=diff(Un)./diff(x);dUn=[dUn,dUn(99)];
C3(z)=trapz(x,Un.” 3-3*miu/E*dUn."2);

% % % % % % % Célculo de error L2 y Linf % % % % % % % % %
e(z)=sqrt(h*sum((U-Un)."2)); %Errores
e2(z)=max(abs(U-Un));
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end
end
disp(’error= ’);disp(e);disp(’error inf = ’);disp(e2);
disp(’Conservacién: ’);disp(C1);disp(C2);disp(C3);

Programas y funciones auxiliares

Funcién para determinar los polinomios de Legendre

%polinomios de legendre
function Pn=legen(n)
%oclc;
Y%mn=input(’Grado del polinomio n=");
coef=zeros(1,n+1);
for k=0:fix(n/2);
coef(k+1)=(-1) "k*factorial(2*n-2*k) / (factorial (k) *factorial (n-k)*factorial(n-2*k)) /2" n;
end
for i=1:length(coef)
if /27 =fix(i/2)
coefl (i)=coef(fix(i/2+1));
end
end
rats(coefl);
if n/27=fix(n/2);
coefl=|coef1,0];
end
Pn=coefl;

Programa para determinar las matrices A®) y B(®) para cada elemento

%spline ctibico
for z=1:N;
% % % % % % % % %Célculos de la matriz A
for ii=1:4; %filas de A
=1
xmj=xm(z);thid=[-1 3*(xmj+h) -3*(xmj+h)~2 (xmj+h)"3]/h"3;
n=1;Pn=legen(ii+z-1); %disp("Leg=");disp(Pn)
dx=conv(Pn,thid);
int=polyint(dx);
Yofprintf(’Limites inf = %1.3f sup= %1.3f\n’,xmj,xmj+h)
A(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval (int,xmj);
%para fhi(0)
=2
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fhic=[3 3*h-9*(xmj+h) 9*(xmj+h)"2-6*h*(xmj+h)-3*h "2
-3*(xmj+h) " 3+3*h*(xmj+h) ~2+3*h " 2*(xmj-+h)+h"~3] /L~ 3;
dx=conv(Pn,thic);int=polyint(dx);
A(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval (int,xmj);
%para fhi(1)
=3
Yoxmj=-1;
fhib=[-3 3*h+9*xmj -9*xmj " 2-6*h*xmj-+3*h"2
3*xmj " 34+3*h*xmj~2-3*h "~ 2*xmj+h"3|/h"3;
dx=conv(Pn,thib);int=polyint(dx);
A(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval(int,xmj);
Y%opara thi(2)
=4
fhia=[1 -3*xmj 3*xmj~2 -xmj~3]/h"3;
dx=conv(Pn,thia);int=polyint(dx);
A(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval(int,xmj);
end
end
A;
% % % % % % %Célculos de la matriz B % % % % %
%thil=(xm-xm(1))"3;
%calculo del primer elemento de B
for z=1:N
for ii=1:4; %filas de A
%el fhi(-1)
=1
xmj=xm(z);thid=[-1 3*(xmj+h) -3*(xmj+h)"2 (xmj+h)"3]/h"3;
thid2=polyder(polyder(fhid));
Pn=legen(ii+z-1);Pn=polyder(Pn);
dx=conv(Pn,thid2);int=polyint(dx);
B(ii,j,z)=polyval(int,xmj-+h)-polyval (int,xmj);
%para thi(0)
=2
fhic=[3 3*h-9*(xmj+h) 9*(xmj+h)"2-6*h*(xmj+h)-3*h"~2
-3*(xmj+h)~3+3*h*(xmj+h) ~2+3*h "~ 2*(xmj-+h)+h"~3]/h"3;
fhic2=polyder(polyder(fhic));
dx=conv(Pn,thic2);int=polyint(dx);
B(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval (int,xmj);
%para fhi(1)
=3
fhib=[-3 3*h+9%xmj -9*xmj " 2-6*h*xmj+3*h"2
$*5xmj~ 3+ 3*h*xmj ~2-3*h " 2*xmj+h 3] /b 3;
fhib2=polyder(polyder(thib));
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dx=conv(Pn,thib2);int=polyint(dx);
B(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval (int,xmj);

%para fhi(2)
=4
fhia=[1 -3*xmj 3*xmj "2 -xmj 3] /h~3;fthia2=polyder(polyder(thia));
dx=conv(Pn,fhia2);int=polyint(dx);
B(ii,j,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval (int,xmj);

end

end
B

Funcién para ensamblar las matrices A y B

%ordena las matrices A,B
function suma=Armado(A,N)
M(:,N+3,1) =0;M(N+3,:,1) =O0;
for ii=1:N

M (ii:1i4-3,ii:ii+3,11) =A(:,:,ii);
end
suma=M(:,:,1);
for ii=2:N

suma=suma-+M(:,:,ii);
end

Programa para hallar las matrices C(®) y D(®) para cada elemento

% %Célculo de las matrices C y D
for z=1:N;
xmj=xm(z);
thi{1}=[-1 3*(xmj+h) -3*(xmj+h) "2 (xmj+h)"3]/h"3;
fhi{2}=[3 3*h-9*(xmj-+h) 9% (xmj+h)"2-6*h* (xmj-+h)-3*h "2
-3*(xmj+h) " 3+3*h*(xmj+h) ~2+3*h " 2*(xmj+h)+h"~3]/h"3;
thi{3}=[-3 3*h+9*xmj -9*xmj"2-6*h*xmj+3*h"2
3*xmj "~ 34+3*h*xmj~2-3*h "~ 2*xmj+h"~3]/h"3;
fhi{4}=[1 -3*xmj 3*xmj"2 -xmj~3]/L"3;
thil{1}=polyder(thi{1});
thil{2}=polyder(thi{2});
thil{3}=polyder(fthi{3});
thil{4}=polyder(thi{4})
for ii=1:N;
for k=1:4
for j=1:4
Pn=legen(ii+z-1);
dx=conv(Pn,thi{j});dx=conv(dx,thil{k});int=polyint(dx);

Y
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%C(j,k,ii,z)=polyval(int,xmj+h)-polyval (int,xmj);
C{z,ii}(j,k)=polyval(int,xmj-+h)-polyval (int,xmj);
dx=conv(Pn,thi{k});dx=conv(dx,thil{j});int=polyint(dx);
D{z,ii}(j,k)=polyval(int,xmj+h)-polyval(int,xmj);

end

end
end

Programa para ensamblar las matrices C' y D del sistema matricial principal

%ordena la matrices C y D

M{4,4}=[0];
MD{4,4}=[0];
for z=1:N
for ii=1:4
for k=1:4
Mk z}=C{zii} (k.:);
MD({ii,k,z}=D{z,ii}(k,:);
end
end
end

%Correr cada vector una posicién en cada matriz.
for i=1:N+3 %filas
for j=1:N+3 %columnas
for k=1:N %+ matrices
MC1{i,j,k }=zeros(1,N+3);
MD1{i,j,k}=zeros(1,N+3);
end
end
end
% Correr cada una de las matrices una fila y una columna
for k=1:N %matriz
for i=k:N+3 %filas
for j=k:N+3 %+# columnas
for 1=k:N+3
if i-k+1<=4 && j+1-k<=4 && l-k+1<=4
MC1{i,j,k}(1)=M{i-k+1,j+1-k k} (I-k+1);
MD1{i,j,k}(1)=MD{i-k+1,j+1-k k} (I-k+1);
end
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end
end
end
end

%Suma
for i=1:N+3 %filas
for j=1:N+3 %columnas
sumaC{i,j}=zeros(1,N+3);
sumaD{i,j }=zeros(1,N+3);
end
end
for i=1:N+3 %filas
for j=1:N+3 %columnas
for k=1:N %+# matriz
for 1=1:N+3
sumaC{i,j}(1)=sumaC{i,j }(1)+MC1{i,j,k }(1);
sumaD{i,j }(1)=sumaD{i,j }(1)+MD1{i,j,k}(1);
end
end
end
end
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