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Resumen

En este articulo se presenta una generalizacién del método para obte-
ner perfiles de estrategias mixtas de apuesta de precios en equilibrio de
Nash, formulado en el trabajo seminal de von der Fehr y Harbord de 1992.
El método consiste en un algoritmo en el que se solucionan numéricamen-
te sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones
iniciales. Debido a su estilo de exposicién matematicamente riguroso, este
articulo puede resultar de suma utilidad para matemaéticos interesados en
una rapida introduccion al mundo de las subastas, o para estudiantes de
economia que deseen una introduccioén rigurosa a esta importante area.

1. Introduccion

En las ultimas décadas, cada vez mas paises han adoptado una politica de
mercado eléctrico no regulado. En estos paises se implementa diariamente un
mecanismo de subasta inversa con el fin de determinar, para el dia siguiente,
cuales unidades de generacién operaran, cuanta electricidad serd suministrada
por cada una de ellas, y a qué precio por unidad se comprara. Dada la enor-
me importancia del sector eléctrico en la economia de cualquier pais, muchos
aspectos de estos mercados han sido estudiados. Uno de ellos es la determi-
nacién de perfiles de estrategias mixtas para la oferta de precios por parte de
los generadores, que formen un equilibrio de Nash. En el articulo seminal [1],
se obtiene de manera explicita los perfiles de estrategias mixtas en equilibrio
de Nash en el caso de dos firmas generadoras g1, g2, con igual capacidad dia-
ria de produccién ki = ky = 1, costos de produccién marginales ci,cs, y donde
la demanda diaria es una variable aleatoria discreta d que toma valores 1,2.
En el presente articulo se considera el problema de determinar numéricamente
perfiles de estrategias mixtas en equilibrio de Nash en el caso en que hay N
generadores ¢i,...,gn, con capacidades diarias de produccién ki,...,ky € N,
costos marginales de produccién c1,...,cy >0 y en los que la demanda es una
variable aleatoria discreta d que toma valores 1,2,..., Y, k; con Pr(d =1i) = ;.



El problema se convierte en resolver de manera sucesiva ciertos sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con condiciones iniciales. El
método esta disenado para producir perfiles de estrategias que satisfacen cier-
tas condiciones, que segun [1], son siempre satisfechas en el caso particular en
que k1 =...=ky = 1. Es importante observar que nuestro método no produce
soluciones matematicamente certificadas, ya que las soluciones a los sistemas de
ecuaciones diferenciales son obtenidas numéricamente, y algunas decisiones se
toman basadas en juicios sobre imagenes en la pantalla del computador.

Una exploracién de la literatura realizada por los autores senala que es dificil
encontrar un articulo que trate el problema de las subastas en mercados eléctri-
cos no regulados y que no requiera un conocimiento previo de teoria de juegos y
de teoria de subastas (ver por ejemplo los articulos sefialados en la revision de
literatura [2]). El libro [3] es una excelente introduccién al tema, pero leerlo re-
quiere un gran esfuerzo. Consideramos que la principal contribucién del presente
articulo es que estd al alcance de un lector que haya pasado por cursos bésicos
de andlisis y de teoria de probabilidades, y que no toma mucho tiempo leerlo.
En particular, el presente articulo puede resultar de suma utilidad para ma-
tematicos interesados en una rapida introduccién al mundo de las subastas en el
mercado eléctrico, o para estudiantes de economia que deseen una introduccion
rigurosa a esta importante area.

Cabe anotar que aunque ya existen resultados similares al desarrollado en
el presente articulo (ver por ejemplo [4]), estos son presentados en el contexto
de teoria general de subastas, y no se adaptan inmediatamente al problema de
determinar perfiles de estrategias en equilibrio de Nash en mercados eléctricos
no regulados.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se des-
cribe en detalle el problema. En la seccién 3 se presenta el problema con todo
rigor, como un problema de teoria de probabilidades. En la seccién 4 se muestra
cémo el problema planteado en la seccién 3 se puede convertir en el problema
de determinar funciones que satisfacen ciertas condiciones diferenciales. En la
seccién 5 se presenta finalmente el método que se basa en los desarrollos de las
secciones 3 y 4.

2. Descripcion del problema

En esta seccién seguiremos de cerca a von der Fehr y Harbord [1]. Supon-
dremos que el sistema generador de electricidad estd formado por N firmas
generadoras gi,...,gn, que cada firma g; tiene una unica planta generadora,
que es capaz de producir a lo sumo cierto nimero entero positivo k; de unida-
des por dia, y que tiene un costo de produccién unitario ¢; > 0. Sea K = Zjl\il k;
la maxima cantidad de electricidad que puede generar el sistema en un dia.
Suponemos que la cantidad de electricidad demandada por los consumidores en
un dia es una variable aleatoria d que toma valores enteros 1,2,..., K, y que
la probabilidad de que d tome el valor i es ;. Suponemos que ciertas politicas
del mercado exigen que las firmas s6lo pueden ofrecer precios unitarios p € R en



cierto intervalo [0,D]. Se supone que toda la informacién anterior es de conoci-
miento comuin. El mecanismo por el cual la electricidad se compra es el siguiente.
Cada dia (dfa t), cada g; envia secretamente un ndmero p; € [0,p] a un ente
regulador, que expresa el deseo de g; de producir el siguiente dia (dia ¢ + 1)
cualquier cantidad de electricidad igual o inferior a su capacidad k;, siempre y
cuando se le pague a p; o mas por unidad. En este punto hacemos énfasis en
que los generadores deciden sus p; con conocimiento de la distribucién de pro-
babilidad de d, es decir, de los ;, pero sin saber el valor particular que d toma
el dia t + 1. Una vez la entidad reguladora recibe los precios unitarios ofrecidos
p1,...,PN, ella escoge un ranqueo de estos precios, es decir, escoge una tupla
(r1,...,ry) con {ry,...,ry} ={1,...,N} y tal que p,, <ppr, <... < pry. Note
que este ranqueo no es necesariamente tinico. Por ello el regulador considera
todos los posibles ranqueos de los precios p1,...,pn, ¥ escoge uno de ellos de
acuerdo a una distribucién uniforme de probabilidad. Una vez el regulador ha
escogido un ranqueo r para los precios pi,...,pn, y conoce el valor particular
que d toma el dia ¢ + 1, este considera los nimeros Ko =0y K; = Y], k,, para
j=1,...,N, y determina el valor de j para el cual K;_; <d < K. Si llamamos
a este valor js, entonces el regulador determina que a cada generador g, con
J < Js se le compre toda su capacidad k;;, que al generador g, se le compre
d- Kj,_1, que al resto de los generadores no se les compre nada, y que a todos
se les pague p,, por unidad. A este valor p,; se lo llama precio spot. Esto
explica el uso de la letra s en la notacién. De acuerdo a esto, la utilidad de cada
generador g, con j < js serd u,, = k., (pr; —c,,), la utilidad del generador g,,_
serd u,, = (d - Kj,1)(pr;, = ¢r;.), vy la utilidad del resto de los generadores
serd cero. Como es usual, vamos a suponer que las firmas desean maximizar
sus utilidades, y que son agentes racionales. Se puede entonces interpretar to-
da la situaciéon como la repeticién de un juego clasico no cooperativo de tres
etapas: primero, las firmas escogen sus precios en el intervalo [0,7]; luego la
naturaleza escoge un valor de la demanda de acuerdo a la distribucién de pro-
babilidad Pr(d=1) =m;,i=1,..., K;y finalmente el regulador hace el despacho
de acuerdo a las reglas ya mencionadas. Note que el ultimo paso conlleva una
seleccién aleatoria que tiene el fin de resolver empates. Las utilidades de las
firmas dependen de los precios ofrecidos por todas las firmas, el valor que tome
la demanda, y el ranqueo particular escogido por el regulador. Las condiciones
del juego llevan a los jugadores a ofrecer sus precios de manera aleatoria, de
acuerdo a un perfil de estrategias mixtas Fi,..., Fx que sea un equilibrio de
Nash. Una estrategia mixta para ofrecer precios es descrita por una funcién de
distribucién de probabilidad F' definida en el intervalo [0,5]': si a,b € [0,p] con
a < b, la probabilidad de escoger un precio p € (a,b], es F(b)— F(a). Un perfil de
estrategias mixtas F1, ..., Fiy es un equilibrio de Nash si para cada j =1,..., N,

Epy.Fy by [45] 2 Epy e ey (5] (1)

para toda estrategia mixta F. Aquf u; denota la utilidad del generador g;.

IEsto significa que F es monétona no decreciente, continua por la derecha, y que F(0)=0
y F(p) =1L



Nuestro propésito es proponer un método para construir, a partir de k1, ..., kn,
C1,..-,CN, T1,-..,T, perfiles Fy,..., Fy que sean equilibrios de Nash.

3. Formalizacién del problema

Este juego se puede ver como un experimento aleatorio, cuyo espacio mues-
tral es

Q={(p1,-.,pN,7d):T1€SN t.q. 0<py, < ... <Dy <D;de{1,...,K}} (2)

donde Sy denota el conjunto {(r1,...,7n):{r1,...,rnv} ={1,...,N}}.
Vamos ahora a describir la sigma algebra F de eventos.
Observemos que
Q= U Qr,d
reSn,de{l,...,K}

donde ;.4 = {(p1,-..,pN,7,d):0<p,, <...<p,y <D}. Paracadare Sy yde

{1,..., K}, tenemos que €, 4 se corresponde biyectivamente con el subconjunto
{(z1,...,2N) 1 0 < 2y < ... < 3y < P} de RY, mediante la funcién i, 4 que
envia (p1,...,pN,7,d) en (p1,...,pn). Un A c Q serd miembro de F si para
cadare Sy yde{l,...,K}, la imagen bajo i, 4 de AN, 4 es un subconjunto

de Borel de RV . Es fécil ver que esta coleccién es una sigma algebra de Q.

Vamos ahora a definir una funcién de probabilidad P, .. my : F — [0,1]
correspondiente a una elecciéon de estrategias mixtas Fi,..., Fy por parte de
las firmas g¢1,...,g~n. Nuestro plan para definir Pr, . r, es como sigue. Sean
P1,--.,Pn,d funciones que van de Q en R, y que envian (p1,...,pn,7,d) en
P1,---,PN,d, respectivamente. Cada una de estas funciones devuelve subcon-
juntos de Borel de R en miembros de F. Estas funciones son por tanto variables
aleatorias (v.a.). Asimismo, sea r la funcién que va de  en Sy, que envia a
(p1,---,pn,1,d) en r. Si se dota al conjunto Sy de la o-dlgebra formada por
todos sus subconjuntos, entonces r devuelve miembros de ésta o-algebra en
miembros de F.

Para capturar el juego descrito en la seccién anterior, debemos definir una
medida de probabilidad Pp, . g, en F, tal que

1. cada p; tenga funcién acumulada F},

2. d tenga funciéon de densidad 71, ..., 7Tk,
3. pP1,.--,PN,d sean v.a. independientes, y
1
4 Pp,.py(r =7 [ P1 =p1,...,PN = pN,d.= d) sea ro——mp dOde.f
R(p1y-..sDN) ={s €SN :ps; ... <Dy}, 8L Pry, .o <Dy ¥ S€a cero si

no se cumple que p,, <...<ppy.

Sea A e F. Entonces definimos Pp,, . py,(A) como
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N 1 dF 3
;dlr,d(mgr,d)|R(x1,...,zN)| ma- APy (@1)-dFy (ox) 3)

donde la integral es en el sentido de Riemann-Stieljes.

Se puede verificar que la funcién Pp, . r, asi definida, tiene las propiedades
1,2,3y4.

El siguiente resultado es una bien conocida caracterizacion de los equilibrios
de Nash, que serd fundamental en este articulo. Para enunciarlo, debemos antes
definir la nocién de soporte de una estrategia mixta F'. Sea i la medida en [0, p]
inducida por F'. El soporte de una estrategia mixta F', es el menor subconjunto
cerrado S de [0,p] con la propiedad de que pr([0,p] —5)) = 0. También deno-
taremos como u; a la funcién que va de Q en R, que envia a (p1,...,pn,7,d)
en la utilidad obtenida por g; bajo las circunstancias (pi,...,pn,7,d). Estas
funciones devuelven conjuntos de Borel en miembros de F, y por lo tanto son
variables aleatorias.

Teorema 1. Un perfil de estrategias miztas Fy, ..., Fyn es un equilibrio de Nash
sty solo si para cada j =1,...,N, la restriccion al soporte de F}; de la funcion
®; : [0,p] —» R definida como ®;(p) = Er,,. ry(ujlp; = pl, es una funcion
constante.

4. El criterio

Para poder formular nuestro criterio, debemos imponer ciertas restriccio-
nes a los perfiles de estrategias mixtas Fi,..., Fy que consideraremos. Estas
restricciones, que a primera vista parecen demasiado fuertes, son en principio
justificadas por los resultados obtenidos en von der Fehr y Harbord (1993) en
el caso en que todos los generadores tienen la misma capacidad.

En la siguiente definicion sequiremos la siguiente terminologia. Cuando diga-
mos que una funcién F es continua (respectivamente, derivable) en un intervalo
I de R, se entenderd que es continua (respectivamente, derivable) en el senti-
do usual en los puntos interiores de I, y que es continua lateralmente (resp.
derivable lateralmente) en aquellos puntos de I que no son interiores. Si F' es
derivable en I, entonces F' denotard a la funcién que en los puntos interiores
de I es la derivada usual de F', y en los puntos de I no interiores, es la derivada
lateral correspondiente.

Definicién 1. Diremos que un perfil de estrategias mixtas F1, ..., Fny es admi-
sible, si existen numeros 0 <pR; <pR_; <...<pV* <D, tales que:

i) para cada j, Fj(p) =0 para todo p € [0,p]"]
ii) existe a lo sumo un j tal que Fj(p-):=lim,_ 5 F;(p) <1
ii1) si para cada j se define

po-{ 2 1Y



entonces Fj es continua en [0,5]; derivable en el intervalo [p},p], y en
cada uno de los intervalos, [pi™, p*1], i =2,...,7; y en el intervalo [p}", D],
y en cada uno de los intervalos, [p*,p"1], i = 2,...,7, la funcion F]' es
positiva y continua.

Por brevedad, a un perfil de estrategias mixtas admisible lo llamaremos perfil
admisible. Si Fy, ..., Fiy es un perfil admisible, entonces de aqui en adelante, FJ’
denotard a la funcién cuyo dominio es [0,P], que es la derivada usual (bilateral)
en aquellos p en que tal derivada existe, y que vale cero en aquellos p en que tal

derivada no existe. Se cumple que para todo a,b € [0,D) con a < b, [ab Fi(p)dp =
Fj(b) - Fj(a). Ademis, el soporte de F} es [p]',p]. Observemos que si los g;
juegan de acuerdo a un perfil admisible, entonces Pr(p; = p;) = 0 para todo
i3]

Teorema 2. Sea Fi,...,Fn un perfil admisible. Entonces

1. cada una de las funciones ®; es continua el intervalo [0,p].

2. para todo p € [0,p) = {p;" :i=1,...,N}, ®%(p) existe y es dada por

ke
—{ (Z 7TKA+'£) ki(p—cj)
Au{c}uB={(1,...,N} i=1
jeA

_ ’ 1- Fb(ﬁ_)
HA £ TT(R5-) - Foo) FLG) [1 ' ¥ e Fb(p)] }

+

k;
Au{j}uB={1,...,N} i=1
. N . 1-Fy(p-)
dp((p ) [ Falp) [T(F:(7-) Fb(p))[l ZFb(p_)—Fb(p)])}

acA beB beB
(4)

donde K4 denota ¥ e ka, para cada Ac {1,...,N}.

Demostracion. Sea p € [0,p].



®;(p) = E[ujlp; =p] =

f~-~fE[ujl(pi=pi,i¢j),pj=p]HFi'(pi)Hdpi +
0<pi<p [ ]
%)

Zf-ufE[ujlpnﬂ?,(pi=pi7i¢n7j),pj:p](l-Fn(Ta—)) [T E(pi) I dpi

n#j 0<pi<p 1#N,J 1#N,J

1#n,]
De aqui en adelante llamaremos primera parte a
[+ [ Eluloi = pivi = ). 2 =2 TLF (o) [T dos (5)
i%j i%g

0<pi<p
]

y sequnda parte a

> /.../E[uﬂpn:fx (pi = piri #n,7),p; = pl(1=-Fu(p-)) T Fi(pi) T] dpi-

n#j 0<p;i<p 1£N,J iEN,J
i#n,j
(6)
Consideremos ahora todas las particiones de {1,..., N} de la forma Au{c}u

B. Con cada una de estas definimos el evento

E(Au{c}uB):=(pPa<pc<Prac Abe BYAN(Ka<d<Ky+ke). (7)

Que este evento ocurra significa que a cada g, con a € A se le compra toda
su capacidad k., a g. se le compra d — K4, que a todos estos se les paga un
precio unitario p., que a los g, con b € B no se les compra nada, y que excepto
por g. nadie ofrece exactamente p.. Estos eventos son mutuamente excluyentes,
y debido a nuestras suposiciones acerca de las Fj;, su unién tiene probabilidad
1.

Vamos ahora a calcular una férmula explicita para la primera parte, (5), y

su derivada. Si condicionamos respecto a los eventos £(A v {c} v B), tenemos
que

Elujl(pi=pi,i#j),pj =p] =

{Z} Elu;|€(Av{c}uB), (pi = pi,i # j),p; = p]Pr (E(Au{c} v B)|(pi = pi,i # j),P;j = p)
Au{c}uB
(8)



Para abreviar la escritura denotemos, cuando sea necesario, a

E[uj‘g(AU{C}UB)v(pi :Pi7i¢j)7pj :p]

como EAU{c}uBa y a

PT(S(AU{C}UB)Kpi :pi,i ij),pj :p)

como PrpufciuB-
Usando (8), la primera parte (o sea (5)) toma la forma

f cee -/O<p'<ﬁ " ( Z EAu{c}uBPTAu{c}uB) H Fi,(pi) H dp; (9)

Au{c}uB i%j i)

que es

Z ff . 'EAU{C}UBPTAU{C}UBHFi,(pi)Hdpi (10)
0<p;<p,i#j

Au{c}uB i) ij

Nos detenemos aqui para estudiar el término Pray(cyup- Este es

Pr((pa<pc<pr,a€Abe B)A(Ka<d<Ka+ke)|(pi=pii#3j),pj=p)-

Silos p; con ¢ # 7 y p cumplen las desigualdades, es decir, si p, < p. < pp, Va €
A, Vb e B donde p; significa p, entonces el evento

(Pa <Pc<Pp,a€Abe BYA(Ka<d<Ka+ke) (11)

ocurre con probabilidad Pr(Ka <d < Ka+k.) = Zf;l TK ,+i; Y Silos p; cond # j
y p no cumplen alguna de las desigualdades, entonces el evento (11) no puede
ocurrir, con lo que su probabilidad es cero.

Esto nos permiten reescribir a

f--~[EAu{c}uBP7“Au{c}uBHFi'(Pi)HdPi (12)
0<pi<P,i%] #] i#]

como

k¢
/ / EAu{c}uB (ZWKAJri)HFiI(Pi)HdPi (13)
D<pi<p.ie) i=1 i%j i%j
Pa<pec<py,YacA,VbeB(p;=p)

Vamos ahora a expresar Egu(cyup explicitamente. Dividimos en tres casos:
jeA, j=cy jeB.

Caso j € A: En este caso el jugador g; propuso un precio por debajo del
precio spot, que es p., y entonces su utilidad esperada Fsu{.jup €s

kj(pe=c;). (14)



Con esto tenemos que (13) es

f [--~[f-~-/kj(pc_cj)(;ZL;WKAH‘)HF;(PZ’)Hdpb [T dpa|dpe

p<pe<p \ 02pa<pc  pc<pp<p v beB acd,a%j
acA,a+j

(15)

que a su vez es

e
fp%@ (/fj(pc -¢j) (Z; WKAH-) [T Falpo) [T(F(p-) - Fb(pc))) F/(pe)dpe

acA,a*j beB
(16)

Esta es una funciéon de p que es claramente continua en todo su dominio
[0,P]. Ademds esta funcién es derivable por lo menos en cada p € [0,7) — {p}" :
i=1,...,N}, y su derivada es

ke
—kj(p—cj)(;m) [T F) [5G - Be)EW).

acA,a%j beB
Caso c = j: En este caso el jugador g; determina el precio spot, con lo que
su utilidad esperada Esy(cyup €8
El(d-Ka)-(p-¢;)IE(Au{j}uB),(pi=pii+j)p;=pl (17)

Pero



E[(d-Ka).(p-¢))E(Av{j}vB),(pi=pii#j)pj=pl=

(p—c¢;). (E[d|Ka<d<Ka+kj]-Kyu)=

K
—C] (Z d|d=i,KA<dSKA+kj]PT(d:i|KA<dSKA+/€j)—KA)=

kj
(p—cj).(Z(KA+i).Pr(d:KA+iKA<dSKA+kj)—KA):

i=1

(p-c)). (Z(KA +1). Z& —KA) =

1=1 TK A+l

(p-c¢) kj ' kj
&7. Z(KA+Z)~7TKA+1I _KA~Z7TKA+1‘ =

2y TR+ \i=l i=1

c i
) (ZWW)-

Z 17TKA+’L i=1

Con esto tenemos que podemos escribir (13) como

/ /f f (p ) (ZCZJ;ZWKA+1)(Z7TKA+1)HF (pi) [Tdpi- (19)

0<pa<p  p<py<p 1K gt bl i
acA,a+j beB

Ahora,

10



I k= o (iszA+z)(ZwKA+z)HF(pz)Hdpz-

0<pa<p  p<py<p Xi 17TK +i v i
acA,a%j beB

o)) e —Ca)(ZwKAH)HF (o) T dps =

0<pa<p  p<pp<p e i
acA,a+j beB

(p—cy)(Zme) [1Fu(p) [T(F(P-) - Fo(p)).

acA beB

(20)

Esta es una funciéon de p que es claramente continua en todo su dominio
[0, ﬁ] Ademaés, esta funcién es derivable por lo menos en cada p € [0,p) — {p}" :
i=1,...,N}, y su derivada la indicaremos como

j{ —CJ)(ZWKAH) [1Fulp) [T(F(B-) - Fb(P))} (21)
P acA beB

Caso j € B: En este caso la utilidad del jugador g; es cero.

De todo lo anterior se concluye que la primera parte es una funcién de p que,
al ser una suma de funciones continuas en [0,p], es continua en dicho intervalo.
Ademass, ella es una suma de funciones que son derivables por lo menos en todo
pe[0,p) - {p" : i =1,...,N}, con lo que ella misma es derivable en dicho
conjunto, y su derivada alli es

ke
5 —kJ-(p—cj)(zwm) [T Eu() TT(EsE-) - Fo(p))

Au{c}uB,jeA i=1 acA,a%j beB
+
d
> ZMKAH —(-¢) [TFa(p) [T(F(p-) - Fy(p)) p  (22)
Au{jtuB \i=1 acA beB

Pasamos ahora a calcular una férmula explicita para la segunda parte,(6), y
su derivada. Si condicionamos respecto a los eventos £(A u {¢} u B), tenemos
que

11



Elulp, =D, (pi = pisi #1,5),p; = p] =

Z {E[u_7|pn :ﬁ,S(AL'J {C} UB)a (pl = plvz * na])7p] :p]
Au{c}uB

Pr (S(AU {C} u B)|pn =D, (pz = pzvl * nvj)vpj :p)} (23)

Para abreviar la escritura denotaremos, cuando sea necesario, a

Elujlp, =p,E(Au{ctuB),(pi=pii*n,j),p; = 1]

COINo EAU{C}UBv ya

PT(E(AU{C}UBNPTL :17)7 (pl :pivi ¢n7j)7pj :p)

como PraufcyuB-

De acuerdo a lo anterior, la segunda parte es

i#EN,J %N, ]

Z/ ( Z EAU{C}UBPTAu{C}UB) (1—Fn(ﬁ—)) H F;(Pz) H dpz
"5 7 0cpi<p  \AU{ctuB={1,...,N}
iEN,J

Z Z f-~-fEAu{c}uBPTAu{c}uB(I_Fn(ﬁ_)) H Fi,(pi) H dpi
Av{choB={1,..,N}nzj 7 o 3 i#n,j i#n,j
i#N,J

(24)

Ahora, como £(Au{c}w B) y p, =P pueden ocurrir simultdneamente sélo
si n € B, tenemos que la anterior expresién se reduce a

Z f"'fEAU{c}UBPrAU{C}UB(l_F’ﬂ(p_)) H Fi,(pi) H dp;

Au{c}uB={1,...,N} 7;;? 0<p; <p i#En,J i£n,]
1#n,J

(25)

Ademés, cuando j € B sabemos que la ganancia de g; es cero, con lo que la

anterior expresion es

> /~~/EAu{c}uBPTAu{c}uB(1—Fn(79—)) [T Fi(p:) TT dps
Au{c}uB={1,...,N} neB 0<pi<p i#n,j i#n,j
Jj¢B in,j

(26)
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Consideramos ahora dos casos, j € Ay j = ¢, y en cada uno de ellos deter-
minamos explicitamente a Equ(cjup ¥ @ Praufciup-
Caso j € A: En este caso Equ{cjup €8

kj(pe = cj).

Consideremos ahora el término Pr4u¢cup- Este es

Pr((pa<pc<pp,a€Abe BYAN(Ka<d<Kyg+k)|pn=0,(Pi=pi,i£n,5),pPj =D).

Silos p; con i #n,j, py p cumplen las desigualdades, es decir, si p, < pe <
py, Ya € A,Vbe B donde p; significa p, y p, significa p, entonces el evento

(Pa <Pc<PpacAbe BYA(Ka<d< Ka+k.) (27)

ocurre con probabilidad Pr(Ka<d < K4 +k.) = ngl Tk ,+i; €1 caso contrario,
el evento (27) no puede ocurrir, con lo que su probabilidad es cero.
Esto nos dice que si j€ Ay ne B,

f ce fEAU{c}UBPTAU{C}UB(l - Fn(ﬁ_)) H Fi’(pi) H dp,; =
0<pi<p i£EN,J i£n,j
1#EN,J

IR kj<pc—cj>(:zszA+i)<1—Fn<p—>> [T Eo) TT do | FoGoo)dpe =

p<pe<p \ 0<pa<pe Pe<pb i#n,],c i#n,],c
acA,axj beB,b#¥n

(1- (7)) ] ,
S |t e (B 7 ey T Falo0 TG - Rt | Fi i

P<pc<p aj

(28)

La anterior expresién es una funcién de p que es continua en el intervalo [0,D].
Esta funcién es derivable por lo menos en cada pe [0,p) - {p/*:i=1,...,N}, y
su derivada es

& l_Fn(ﬁ_) — /
—kj(p—c;) (; WKAH‘) (o) - Fup) gFa(P) 171;13 (Fy(p-) - Fy(p))) Fe(p)

a*)

(29)

Caso j = c: En este caso Egyfcjup €8
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E[(d-Ka)(p-c)IE(Av{j}uB),pn=D,(Pi = pisi #1n,j),Pj =p] =
(p-c;)(E[dIE(Av{j}uB),pn=D,(Pi=pisi #n,j),Pj =p] —Ka) =

(p—Cj)(E[C”KA<dSKA+k‘j:|—KA)=

_oe) (ZK) (30)

Zl 17TKA+Z i=1

Consideremos ahora a Pr4u(cyup- Recordemos que esta es

Pr(pa<pj<pbaa€Aab€B;KA<dSKA+kj‘pn:pv(pi:pi7i¢n7j)apj:p)
(31)

Si los p; con i # n,j, py p cumplen las desigualdades, es decir, si p, < p <
Py, Ya € A, Vb e B donde p,, significa p, entonces el evento

(Pa <Pc<PpacAbe BYA(Ka<d<Ka+k.) (32)

ocurre con probabilidad Pr(Ka <d < K +k.) = Zfzcl Tk ,+i; €1 caso contrario,
el evento (32) no puede ocurrir, con lo que su probabilidad es cero.
Esto nos dice que si j=cyne B,

f /EAU{C}UBPTAU{C}UB(I F.(p-)) H F (pi) H dp; =

0<pi<p i#EN,J i#EN,J
i#=N,]
(p
f ff f ZWKAH ZWKAH (1-F,(p-)) I1 Fi(ps) T dpi =
0<pa<p P<po<p 1 TK A+i =1 1#n,j 1#EN,J

acA beB,b#n

acA beB,b+n

k]
(p—Cj)~(Z;i7TKA+i)-(1—Fn(p—))HFa(p) [I (F(p-)-Fu(p)) =

k; _ 5
(p-cy). (Z mm) Fl(F(i’” [T Fu(p) TT(Fo(B-) - Fo(p)).  (33)

n P—) - Fn(p) acA beB

La tltima expresion es una funcién de p que es continua en el intervalo [0, 7].
Esta funcién es derivable por lo menos en cada p € [0,p) - {p/*:i=1,...,N}.
Su derivada la indicaremos como

14



kj
;;{(p—cj)~(;i7rm+i)-(1—Fn(p—))HFa(p) [1 (Fb(p—)—Fb(p))}-

acA beB,b+n

De todo lo anterior se concluye que la seqgunda parte es una funcién de p que,
al ser una suma de funciones continuas en [0,D], es continua en dicho intervalo.
Ademais, ella es una suma de funciones que son derivables por lo menos en todo
pe[0,p)-{p* :i=1,...,N}, con lo que ella misma es derivable en dicho
conjunto, y su derivada alli es

ke _ e
» Z—kxp—cj)(;m”)w“’) 1 Fo [1EG)-FK)

Au{c}uBneB Fn(p-) - Fu(p) aeA,a%j beB
jeA
+
k; _
i d { _ 1-F,(p-)
ik avi |- (=) [ Fa(p) [[(Fo(P-) - Fo(P) 2 v
Au{jluB (; A ) dp ! Cl];G_JI4 bIe_lI3 rg:B Fn(p_)_Fn(p)
(34)
Concluimos que para cada j = 1,..., N, la funcién ®; es una funcién continua

en su dominio, [0,5]; que es derivable por lo menos en cada p € [0,p) — {p}" :
i=1,...,N}; y que, de acuerdo a las férmulas (22) y (34), su derivada all{ estd
dada por la férmula en el enunciado del presente teorema. O

Podemos ya formular un criterio para determinar si un perfil admisible dado
de funciones F7i,...,Fy es un equilibrio de Nash, el cual sirve de base para el
método de construccién de dichos equilibrios que presentaremos en la siguiente
seccidn.

Teorema 3. Sea Fy,...,Fn un perfil admisible. Fy,...,Fn es un equilibrio de
Nash si y solo si para todo k = 1,...,N, si j > k entonces <I>;- es cero en el
intervalo (p}*,pit,) (aqui se toma pg' como p).

Demostracion. Supongamos que Fy, ..., F es un equilibrio de Nash. De acuer-
do al teorema 1, para cada j = 1,..., N, la funcién ®; es constante en el intervalo
[p}",ﬁ]. Esto implica que para cada k=1,..., N, si j > k entonces ®; serd cons-
tante en el intervalo (p}*,p}",), ya que, debido a que 0 < p} < ... < p{* < P,
(pyr,piq) [p}",ﬁ]. En consecuencia, <I>; es cero en (P, Pr-1)-
Reciprocamente, supongamos que para cada k=1,..., N, si j > k entonces
@’ es cero en el intervalo (py, pj’; ), y por tanto ®; es constante en este intervalo.
Esto implica que para cada j =1,..., N, la funcién ®; es constante en el inter-
valo (pi',pit1), para cada k < j. Ahora, como u;_, (pi*,piy) = [p;",;ﬁ] -{pp:
k =0,...,5}, la funcién ®;, al ser continua, tendrd que ser constante en to-
do el intervalo [p;ﬁ,;ﬁ]. Luego, por el teorema 1, tenemos que Fi,..., Fy es un
equilibrio de Nash.
O
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5. Método de construccion de equilibrios de Nash

Vamos ahora a formular un procedimiento computacional para construir
perfiles admisibles en equilibrio de Nash, basado en el criterio presentado en
la seccién anterior (Teorema 3). Debemos enfatizar que el método que propon-
dremos, al emplear métodos numéricos para solucionar sistemas de ecuaciones
diferenciales (ordinarios), y al basar algunas decisiones en juicios, por parte
del usuario, acerca de imagenes en una pantalla de computador, no pretende
producir soluciones matematicamente certificadas.

Partimos de unos generadores g1, ..., gy, con capacidades diarias de produc-
cion kyq,...,kn y costos de produccién unitarios cq,...,cy; de una distribucion
de probabilidad de la demanda diaria 71, ..., 7k, y de un precio unitario maximo

D.

Empezamos por elegir el generador que, intuitivamente, parece tener venta-
ja sobre los deméas. Después de una renumeracién de los generadores, podemos
suponer que este jugador es g;. Luego se intenta construir un perfil admisi-
ble Fi,...,Fy que sea un equilibro de Nash, con Fy(p-) = -+ = Fn(p-) =
mediante el procedimiento siguiente.

Para describirlo, necesitaremos la siguiente terminologia. Sea a € (0,p] y
Gq,...,Gy funciones que van de [a,p] en [0, 00), tales que para ciertos ji, ..., jn
donde 0 <n <N, Gj(a)=-=G;,(a) =0y Gj(a) >0 j#ji,k=1,....n
Una extension hacia atrds de Gl, .,G N, consta de un b € (0,a) y de funciones
G1,...,Gy, con dominio [b,p], tales que

1. paratodo j=1,..., N, Gj coincide con G, en el intervalo [a,p]
2. paracada k=1,...,n, ij =0 en el intervalo [b, a].

3. las funciones G jcon j # ji,k=1,...,n forman una solucién, en el intervalo
[b,a], del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de N—n ecuaciones
y N —n incégnitas Fj,j # ji,k = 1,...,n, que se obtiene tomando las
ecuaciones ®’(p) = 0 con j # ji, k = 1 (Ver enunciado del Teorema
2)y sustltuyendo por cero cada aparlclon de Fj, y de Fj, ! en ellas; con
condiciones iniciales G;(a), j # jx, k=1,...,n

Una extensién hacia atrds se llamard exitosa, si existe g € [b,a) tal que para
al menos un j ¢ {j1,...,jn}, G; ;i(q) = 0, y en el intervalo (g,a], las Gj con
j+jk,k=1,...,N, son pObltlvab estrictamente crecientes y suaves. Un ¢ con
estas propiedades es necesariamente 1inico.

Se fija un nimero natural n “grande” y se sigue la siguiente rutina:

Paso 1. Haga i=0

Paso 2. Haga G1,...,Gy : {p} - [0,1] tales que Gi(p) = %, Go(p) = -+ =
Gn(p) =1

Paso 3. Se intenta construir una extensién hacia atras exitosa de Gy,...,Gxn.
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Paso 4. Si no se puede construir la extensién e ¢ < n, se incrementa i en 1 y se
va al Paso 2. Si no se puede construir la extensién e i = n, se detiene el
proceso y se declara que el proceso no arrojé ningun resultado.

Paso 5. Si sf se pudo construir la extensién, sea ella G1,...,Gx : [b,p] = [0,1] ¥
sea g € [b,p) como en la definicién de extensién exitosa.

Paso 6. Si G(q) = - = Gn(g) = 0 entonces el proceso se detiene y si se define F}
como la funcién que vale cero en [0,¢], que coincide con Gy en [¢,P) vy
Fi(p)=1;y Fj con j=2,...,N como la funcién que vale cero en [0,q], y
coincide con Gj en el intervalo [g¢,q], resulta que Fi,..., Fx es un perfil
admisible que es un equilibrio de Nash.

Paso 7. Si para algun j, G'j(q) > 0, sean Gy, ...,G N las restricciones de las fun-
ciones G1,...,Gn al intervalo [¢,p] y vuelva al Paso 3.

Si este proceso no produce un resultado, entonces se vuelve a hacer pero
tomando como ¢; cualquier otro generador.

6. Trabajo futuro

Al principio de la seccion 4. se dijo que la restriccion a perfiles admisibles es
en principio justificada por los resultados obtenidos por von der Fehr y Harbord
en el caso en que todos los generadores tienen la misma capacidad. Seria més
satisfactorio dar una demostracién similar a la que aparece en [1], en nuestra
situacién més general, es decir, demostrar que si Fi,...,Fn es un perfil de es-
trategias en equilibrio de Nash, entonces F7, ..., F serd un perfil admisible.

Parece también razonable suponer que los métodos desarrollados en el pre-
sente articulo puedan extenderse al caso en que cada generador tenga varias
plantas de generacién de electricidad y que pueda ofrecer un precio unitario
distinto para cada una de ellas. Incluso se podria tratar el caso en que no sélo
se ofrecen precios por planta, sino también cantidades méximas de generacion
por planta.
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