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Resumen

En el conjunto M, de densidades estrictamente positivas y equivalentes segiin una medida
de probabilidad p, se presenta la utilizacion de las g-deformaciones segiin Tsallis para la
construccién de una variedad estadistica modelada sobre espacios de Orlicz. Para cada
p € M, se construye un mapeo o,, de un subconjunto U,, de I, en un subconjunto
abierto V,, de un espacio de Orlicz asociados a p. La familia (U, 04,)peon, constituye
un C*°—atlas para 9M,,. Dicho atlas induce una topologia en 91,; la cual es mas fuerte que
la topologia de L'(u) y coincide con la topologia de la e-convergencia en las sucesiones.
Como consecuencia de esta construcciéon, cada modelo paramétrico g-exponencial esta
identificado con el espacio tangente de 9, y las funciones coordenadas o,, quedan, en
forma natural, definidas en términos de las f-divergencias o entropias relativas segin
Tsallis.
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Introduccion

Sin duda la busqueda de enfoques interdisciplinarios ha servido para la construcciéon de
novedosos marcos teoricos, en los cuales la labor de sintesis y generalizacion de ideas
se ha vuelto 1til como modelo para una amplia gama de aplicaciones, tanto teéricas
como practicas. En la historia de las matematicas se encuentran ejemplos sobresalientes,
como el surgimiento del célculo infinitesimal, el desarrollo del analisis matematico, la
geometria diferencial, etc. Muy recientemente se ha presentado la conjuncién de varias
ramas de las matematicas como son el analisis funcional, la geometria diferencial y la
estadistica. Particularmente en el &mbito de los espacios de funciones de Orlicz se han visto
aplicaciones, con base en la geometria diferencial, ideas relacionadas con la estadistica
y la teoria de la informacion. Este desarrollo comenzo en 1945 con C.R. Rao [6] y H.
Jeffeys [13], quienes dieron una interpretacion de modelos de la teoria de la informacion
a la luz de la geometria riemanianna en modelos estadisticos parametrizados. Para las
correspondientes familias de funciones de densidad de probabilidad parametrizadas se
establece una estructura de variedad y desde 1985 algunas importantes aplicaciones han
sido estudiadas [27], [28].

Un referente importante para esta propuesta, es el articulo publicado en 1995 por G.
Pistone y C. Sempi [2]], titulado An infinite-dimensional geometric structure on the space
of all the probability measures equivalent to a given one. En dicho trabajo, se construye una
variedad de Banach sobre las funciones de densidad de probabilidad no parametrizadas,
la cual permite interpretar la entropia clasica relativa a dos funciones de densidad de
probabilidad que estén conectadas por un modelo exponencial. Dicha variedad es conocida
en algunos articulos como variedad de informacion estadistica de Pistone y Sempi, y ha
permitido logros en el estudio de los estados fisicos de sistemas clasicos y cuanticos en
trabajos que aparecen después de 2004 ([26], [3]), donde espacios de Orlicz son asociados a
algebras de Von Newman de operadores sobre espacios de Hilbert. El trabajo de Pistone y
Sempi desarroll6 una teoria de los mejores estimadores (de minima varianza) entre todos
los estimadores localmente insesgados para la estimacién no paramétrica en la teoria
estadistica clésica.

De otro lado, G. Kaniadakis ( [8], [9], [10] y [II] ) basado en argumentos de fisica y relati-
vidad especial definié una funcién exponencial k-deformada, donde k es un pardmetro real
entre —1 y 1. Previamente, se habian introducido funciones exponenciales g-deformadas,
siendo ¢ un parametro real distinto de 1, y de igual forma, se han definido varios tipos
de deformaciones de la funciéon exponencial que permitieron desarrollos importantes en



2 Introduccion

termoestadistica generalizada; ésta se basa en una extension no clasica del funcional de
entropfa de Shannon-Boltzmann-Gibbs, como es el caso del formalismo en termoestadis-
tica planteado por Constantino Tsallis [30] en 1988. Precisamente, Tsallis introdujo un
nuevo concepto de entropia y conjuntamente nuevas restricciones para el correspondiente
funcional, el cual se utiliza para describir sistemas que poseen propiedades no extensivas.
Esta formulacion generalizada de entropia depende de un parédmetro real llamado paré-
metro de no extensividad, ¢, el cual se propone de acuerdo a las condiciones especificas
que describen el sistema. Para que el formalismo de Tsallis constituya una teoria fisica
completa cerrada, es necesario determinar, en el marco de la mecanica no extensiva, el
valor particular (o valores particulares) de ¢ para un sistema fisico dado. En el presente
trabajo se considera la entropia relativa asociada a funciones de densidad de probabili-
dad en un sistema no extensivo, segtin Tsallis, que sea subaditivo; lo cual ocurre cuando
0<qg<l.

En general, las deformaciones de la funcién exponencial siempre dependen de un para-
metro real y Naudts [I8] presenta un estudio general que denominé k-deformaciones; de
éstas son casos particulares las k-deformaciones segin Kaniadakis y las g-deformaciones.
También, en la dltima década, muchos topicos en matematicas se han desarrollado conside-
rando casos especiales de k-deformaciones, como la ¢-transformada de Laplace, funciones
g-trigonométricas, g-waveletes y otros que se pueden consultar en [4]. El op

En 2009, G. Pistone [22] publicé un articulo, en el cual presenta una generalizacion de
su trabajo de 1995; contruyendo una variedad basada en deformaciones de la funciéon
exponencial segiin Kaniadakis y un tipo de conexion k-exponencial, que permitié describir
la entropia relativa segin Kaniadakis.

En el presente trabajo se propone la generalizacion de la variedad de informacién esta-
distica de Pistone y Sempi en forma aniloga al trabajo expuesto en [22], pero usando,
en lugar de la k-deformacion de Kaniadakis, una g-deformaciéon. En este sentido se debe
construir una variedad de Banach sobre las funciones de densidad de probabilidad no
parametrizadas, mediante relaciones dadas en términos de g-exponenciales (como exten-
sion de modelos exponenciales) para funciones de densidad de probabilidad. Ademés, la
variedad debe permitir caracterizar la entropia relativa, segtin Tsallis, a dos funciones
de densidad de probabilidad que estén conectadas por un modelo g-exponencial. Tam-
bién es necesario describir el espacio tangente mediante la idea de funciones conectadas
g-exponencialmente.

Vale la pena resaltar que, dentro de los aportes mas relevantes a la estructura de la meca-
nica estadistica clésica, se encuentra la definiciéon de diferentes funcionales para describir
la entropia de un sistema. Puede citarse, como ejemplos de tales propuestas, los funciona-
les de entropia de Shannon y Kolmogorov (relacionados con teoria de la informacion en
sistemas clasicos); la entropia de Von Newnman (equivalente a la de Shannon en sistemas
cuénticos); la entropia Sg de Renyi, la cual logra un gran avance respecto a las anteriores,
dado que caracteriza diferentes tipos de entropias haciendo uso de un indice entrépico a.
Casos similares estan dados por la entropia S, de Kaniadakis relacionada con estadistica
relativista, y la entropia S, de Tsallis, la cual se aplica a fendmenos donde la evidencia
experimental muestra que no se cumple el principio de extensividad de la entropia cla-
sica para sistemas probabilisticamente independientes. El uso del funcional de entropia
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de Tsallis ha dado muy buenos resultados en la mecéanica estadistica generalizada (no
extensivo), con apoyo en evidencia experimental. Si bien el trabajo de Pistone en 2009
[22] permite extender los resultados de la variedad de informacion de Pistone y Sempi,
del funcional de entropia de Boltzman-Gibbs al de Kaniadiakis, no lo hace asi para el
funcional de entropia de Tsallis. Este es precisamente el objeto principal de esta tesis.

Esta memoria de tesis se presenta de la siguente manera. El primer capitulo presenta los
objetivos del trabajo. El segundo capitulo es de preliminares matematicos, donde se ex-
ponen conceptos y resultados necesarios para el desarrollo del trabajo. Se introducen los
espacios de Orlicz, g-deformaciones, conceptos basicos de geometria diferencial y la varie-
dad de informacién de Pistone y Sempi. En el tercer capitulo se presenta la ¢g-deformacion
de la variedad estadistica exponencial, con una secciéon adicional en la cual se caracteri-
za el funcional acumulante. El cuarto capitulo, esta dedicado a la construcciéon del haz
tangente de la variedad y su caracterizacion. Ademaés se muestra la relacion entre los mo-
delos paramétricos g-exponenciales y los vectores tangentes. De igual forma, se muestra
la relaciéon entre el concepto de entropia relativa de Tsallis y la variedad de informacion
g-exponencial. Finalmente, se presentan las conclusiones y problemas abiertos.
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Capitulo 1

Propuesta inicial

1.1. Objetivos

Objetivo general

A partir de modelos g-exponenciales, construir una variedad de Banach sobre las funciones
de densidad de probabilidad positivas, que permita describir la entropia relativa segun
Tsallis de manera que cuando ¢ tienda a uno, la variedad construida coincida con la
variedad de informacion de Pistone y Sempi [21].

Objetivos especificos
1. Introducir el concepto de relaciéon g-exponencial entre funciones de densidad de
probabilidad positivas.

2. Construir una variedad de Banach sobre las funciones de densidad de probabilidad,
basada en modelos g-exponenciales, la cual es una ¢-deformacion de la variedad de
la informacién de Pistone y Sempi.

3. Describir el espacio tangente asociado a dicha variedad.

4. Describir la entropia relativa, segin Tsallis, a dos funciones de densidad de proba-
bilidad, mediante la variedad de informacién construida.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios de funciones de Orlicz

Para describir la variedad de informacion de Pistone y Sempi, es necesario conocer aspectos
generales de la teoria de espacios de funciones de Orlicz, los cuales se presentan en esta
seccion.

Los espacios de sucesiones de Orlicz ¢ y de funciones de Orlicz Lg(p) (donde @ es
una funciéon de Young) son la extension natural de los espacios clasicos de sucesiones
escalares ¢, y de funciones LP(y1), respectivamente. Precisamente, en un intento natural
por generalizar los espacios clasicos L, () y ¢, aparece en la literatura la teorfa de espacios
de Orlicz, de funciones medibles y de sucesiones. En estos espacios el papel de la funciéon
tP es esencial y resulta natural tratar de reemplazarla por otro tipo de funcién convexa
més general. En principio Young, en sus estudios sobre series de Fourier [32], ya habia
estudiado una clase de funciones convexas que hoy dia se denominan funciones de Young,
pero fueron Orlicz y sus estudiantes quienes plantearon el estudio de espacios de Orlicz,
definidos a partir de funciones de Young.

Se presenta a continuacién algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de espacios
de funciones de Orlicz, que el lector puede encontrar en los libros de Rao y Ren [24], [23].

Una funcion de Young es una funcion convexa ® : R — [0, oo] tal que:

O(z) =P(—x), ®0)=0y Lim ®(x) = 0.

Tr—00

Como ejemplo considérese las siguientes funciones de Young, que son de interés para el
presente trabajo:

¢1(x) = cosh(x) — 1

Go(w) = el —[a] —1
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¢3(x) = (1 +[z]) Ln (1 + |2]) — |z|

¢P(z) = |z|P paral <p < occ. (2.1)

Dada una funciéon de Young &, existe una tnica funcién de Young ®*, llamada funcion
complementaria de ®, definida por

®*(y) = sup{ay — ®(z) : x € R}.

Se verifica ®** = ¢ y también zy < ®(x) + *(y) que es una version de la desigualdad
de Young. A manera de ejemplo se observa que ¢ = ¢5 vy que (¢F)" = ¢?, donde

—1 -1 _
p+q =1
Se dice que dos funciones de Orlicz ® y ¥ son equivalentes, y se escribe ® = V| si existen
0<c<(C<ooyxy>0 tales que para cada x > x,

O(cx) < ¥(z) < P(Cx).

En tal caso se verifica que ® = ¥ implica ®* = U*. Respecto a las funciones de Young
propuestas como ejemplo, se cumple que ¢ = ¢s.
De otro lado, se dice que una funcion de Young ® satisface la condicion A, ( y se escribe
en este caso ¢ € A, ), si existen ¢ > 0y zg > 0 tales que para todo = > xy se cumple

O(2x) < c P(x).

Por ejemplo, ¢” y ¢3 satisfacen la condicion As, pero no ocurre asi ni con ¢; ni con ¢,.

La clase de Orlicz asociada a un espacio de medida (€2, B, 1) y funcién de Young @, se
define por

L) ={f:Q— R medible : / O(f)du < oo }.
Q

El espacio de funciones de Orlicz, asociado a un espacio de medida (Q,B, ) y a una
funcion de Young @, se define como

L®(u) = {f : Q — R medible : /QCI)(ozf)d,u < 00, paraalgin a > 0},

identificando las funciones que difieren solamente en conjuntos de medida cero, respecto
a la medida pu.

Ahora, L® (1) es un espacio vectorial (de variables aleatorias cuando u(Q) = 1) que es la
expansion lineal de £®(11) y que resulta ser un espacio de Banach con la norma de Orlicz
que se define, mediante la funciéon complementaria ®*, como:

Mcp(f):sup{/glfgldu cgeLl™u) y /Q<I>*(g)du§1}.
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También L*(u) se puede dotar de la denominada norma de Luzemburgo, dada por:

N¢(f):inf{k>0 : /ch(ﬁ)dug}.

Debido a que M < N < 2M, estas dos normas son equivalentes. Debe destacarse que
funciones de Young equivalentes proveen normas equivalentes, y que si ® y * son un par

de funciones de Young complementarias, se satisface la siguiente version de la desigualdad
de Holder:

/ Faldu < 2Na(f)Ma- (g).

De otro lado, si se supone que el espacio de medida (€2, B, ) es tal que u(2) < oo, resulta
claro que L>(u) C L®(u), el espacio de funciones escencialmente acotadas. Denotando
por E% a la clausura de L>(u) en L? respecto a la norma Ng de , se define

Mq’:{feLq’(u) : /QCD(kf)du <oo,‘v’k:>0}.

En general, M® C E®, y siempre que ® sea continua con ®(x) =0 sii x = 0, se tendré:
1. M® = E°®.

2. M? es separable si y solo si (€2, X, 1) es separable. Si ademas ® satisface la condicion
Ay, entonces M® = L®.

Si (2,3, 1) es un espacio de medida y p es una funciéon de densidad de probabilidad
positiva, la medida con densidad p serda denotada por p - pu, es decir, la medida definida
para cada A € ¥ como

1)) = [ pdn

Ahora bien, en el espacio de funciones de Orlicz L®(p - 1), la norma de Luxemburgo se
denotaré por

|- llep = No(-)

2.2. Funciones ¢-deformadas

En contextos propios de formalismos matematicos para termoestadistica, se llama ¢-
calculo al calculo con generalizacion de funciones basicas y operadores, mediante expresio-
nes que dependen de un parametro real ¢ # 1, tal que cuando ¢ tiende a uno se recupera
lo generalizado; lo clasico. La expresion que depende de ¢ es llamada g-deformacion de
la expresion que se generaliza. En este sentido, como veremos, se tienen por ejemplo,
funciones exponenciales y logaritmicas ¢g-deformadas, funciones trigonométricas (o hiper-
bolicas) g-deformadas, la g-transformada de Laplace, etc. En esta seccion, se presentan
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algunos aspectos del ¢g-calculo con conceptos y resultados necesarios para el planteamiento,
desarrollo y contextualizacion del presente trabajo. Las demostraciones de los resultados
expuestos en la presente seccion, se pueden consultar en [4] y [5].

El estudio del g-calculo inicia con trabajos de Euler y Gauss, y su construccion rigurosa
fué realizada en la primera mitad del siglo X X. En este periodo, trabajos en series ¢-
hipergeométricas, aplicaciones al anélisis combinatorio y ecuaciones g-diferenciales, fueron
realizados por Jackson, Carmichael, Ramanujan y Watson, entre otros. A Jackson se debe
un gran numero de escritos relacionados con g-diferenciacion, g-trigonometria y teoria
general del g-calculo, como aparece bien resenado en el libro The History of q-Calculus
and a New Method [1].

En la ultima década del siglo X X, algunas de las ideas desarrolladas durante la primera
mitad de dicho siglo tomaron gran fuerza en diferentes campos de la ciencia y la mate-
maética; uno de los campos donde se ha aprovechado en gran medida el g-analisis, es el de
la termoestadistica no extensiva (no clasica). Esta seccion esta destinada basicamente a
la descripcion de dos importantes funciones g-deformadas, exp,(x) y log,(x).

2.2.1. Exponenciales y logaritmos deformados

Para mostrar la diferencia entre el trabajo presentado en esta memoria y el de Pistone
publicado en 2009 [22], es pertinente mostrar las exponenciales g-deformadas y las expo-
nenciales k-deformadas definidos por Kaniadakis, como casos particulares de la clase de
funciones exponenciales k-deformadas que considera Naudts en [I8]. Por ello se partira
de la consideracion de exponenciales k-deformadas segiin Naudts para definir los otros
dos tipos de deformaciones y notar que dan lugar a distintas deformaciones de modelos
exponenciales.

Dado un real &, una funcion exponencial k-deformada segin Naudts [18], denotada por
exp,(z), es aquella que cumple las siguientes propiedades:

1. exp,(x) > 0 para todo x € R . Se permite exp,(z) = oco.

2. expy(x) es una funcién convexa y es estrictamente creciente en todos los puntos
donde no se anula o no se hace infinita.

3. exp,(0) = 1.

4. exp,(z) tiende rapidamente a cero cuando z tiende a —oo, en otras palabras:
o0
/ erpy(—x)dr < oo: (2.2)
0

Similarmente, una funcion logaritmica k-deformada, la cual se denota por In,(x), es aque-
lla funcién definida para todo ntimero positivo x de manera que cumpla las siguientes
propiedades:

1. In,(x) es una funcioén concava y es estrictamente creciente.
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2. In.(1) = 0.

3. fol Ing(z)dr < oco.

Ahora bien, la funcion inversa de una exponencial k-deformada es una funciéon logaritmi-
ca rk-deformada. Puesto que exp,(x) es estrictamente creciente, diverge cuando x — oo.
Ademas, exp,(z) tiende rapidamente a cero cuando z tiende a —oo; las dos situaciones
anteriores indican que el rango de exp,(x) incluye al intervalo (0, +00). Esto implica que la
funcién inversa esta definida para todo ntimero positivo x. Reciprocamente, para una fun-
cion logaritmica x-deformada dada, la funcion exponencial k-deformada correspondiente
es:

Y, si existe y > 0 para el cual z = In,(y),
expy(x) = < 0, si z < In,(y) para todo y > 0,
+oo, six > In.(y) para todo y > 0.

De otro lado, una propiedad de la funcién exponencial usual, que podria ser de interés
que poseyera la funcion exponencial k-deformada serfa exp,(—x)exp,(z) = 1, siempre que
exp.(—x) y exp,(x) no sean ni cero ni infinito. Para el caso de la funcion logaritmica, la
propiedad correspondiente seria In,(1/z) = In,(—x). Sin embargo, estas propiedades no
siempre se cumplen para funciones k-deformadas. Cuando esto sucede, es posible definir
funciones deformadas duales. Para el caso de la funciéon exponencial k-deformada, la
obtencion de la funciéon dual correspondiente es posible siempre que se satisfagan las
siguientes condiciones:

1. [ (eapy(z)) e < oo

2. (expe(x))~! es una funcion convexa de z.

En tal caso, la funcién dual de la exponencial k-deformada estara dada por:

expi(x) = m. (2.3)
Similarmente, la funcién dual de la funcién logaritmica x-deformada se define por:
In’(z) = —In.(1/z). (2.4)
Para la funcién logaritmica x-deformada, considerese la siguiente integral:
Fo(z) = /w Ing(y)dy, x> 0. (2.5)
1

La expresion anterior se utiliza para definir una nueva funciéon logaritmica s-deformada,
denotada por w,(z), la cual se define como:

wi(r) = (x = 1) F(0) — 2Fe(1/x) (2.6)
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siempre que se cumpla la condicién para la existencia de la funcion dual in’(x) dada por:

/1 Ing(1/z)dz < oc. (2.7)

Ahora, dados dos parametros A > 0 y x> 0 y una funcién logaritmica k-deformada, se

puede definir una nueva funcién logaritmica x-deformada, denotada por (n¢“(x) como:
InZ () = Mink(pw) — Ing(p)) (2.8)
Para el caso de exponenciales k-deformadas se tiene la relacion:
eap(x) = p expe(N " + Ing (1)) (2.9)
En tanto que si existe la logaritmica deducida, la relacion estarad dada por:
Wi (2) = Mwa(p @) — we(p™)) (2.10)

A continuacion se presentan dos ejemplos de x-deformacionas segin Naudts, que corres-
ponden precisamente a las deformaciones definidas por Kaniadakis y Tsallis, respectiva-
mente.

Ejemplo 2.2.1. Logaritmica deformada de Tsallis. Considérense las siguientes fun-
ciones k-deformadas, donde —1 < k < 1:

Ing () = <1 + %) (% — 1), (2.11)

1/k
erp.(x) = [1 + . j_ Rx} . (2.12)
donde [u]; = mx(0,u). En este caso se tendrd:
cr N Iy 1+=k
In'(z) = —In, <E> =7 Rln_ﬁ(x). (2.13)

Por otro lado,

F,(z) = l(x“q —1) - (1 + %) (z—1) (2.14)

K

En particular, F;(0) = 1. Asi, se obtiene:

wi(x) = ﬁln,{(x) _

In’(z) (2.15)

De donde se concluye que w,(x) = In®S(x) con los pardmetros de escalonamiento \ y u

stendo cualquier par de positivos que cumplan la relacion

(L= mA= "
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Observacion 1. En el contexto de Tsallis se utiliza la funcién logaritmica rk-deformada

definida por
1

we(z) = —=(1—27"), (2.16)
K
la cual se puede obtener facilmente de [2.6]y Por otro lado, la notacion en tal forma-

lismo es exp,(x) y In,(x) con ¢ = 1+ k. Cuando se haga explicito que se esta trabajando
en el contexto de Tsallis, se escribira ef y In, (x), y por tanto:

1—q __ 1
y
el = (14 (1—q)z)"/079. (2.18)

Aunque en esta seccion se usa la notacion exp,(x), en su lugar se escribe e, bara abreviar
la notacion en el resto de esta memoria de tesis.

Ejemplo 2.2.2. Funciones deformadas de Kaniadakis. Para —1 < k < 1, K # 0
Kaniadakis define

expr(z) = (kx + V1 + k222)V*, (2.19)

la cual es una funcion positiva y finita para todo nimero real x. Su funcion inversa es

Ing(z) = i(mk — 7M. (2.20)

En el caso limite k = 0 estas funciones coinciden con las definiciones usuales de funciones
exponencial y logaritmica, respectivamente.

2.2.2. Propiedades y algebra de ¢-deformadas

Es de interés resaltar las propiedades basicas de las funciones g-deformadas exp,(z) y
Ing(x) asi como otras posibilidades de genralizaciones que pueden obtenerse a partir de
ellas. Considérense las funciones ¢g-deformadas definidas por y En tal caso se
tiene las siguientes propiedades.

Proposicion 2.2.1. La funcion exp,(z) tiene las siguientes propiedades geométricas:

1. Para ¢ < 0, z € [0,00), exp,(z) es una funcion positiva, continua, creciente, con-
cava, y tal que:
lim exp,(z) = o0
T—00
2. Para 0 < g < 1, z € [0,00), exp,(z) es una funcion positiva, continua, creciente,
conveza, y tal que:
lim exp,(x) = oo

r—00
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3. Paral < q< q_%, x € |0, q%l), exp,(z) es una funcion positiva, continua, creciente,

convexa, y tal que:

A continuacién se muestran algunas graficas que ilustran el comportamiento de exp,(x)
para diferentes valores de q.

g=0.5
=0
g=—0.5
g==1

Figura 2.1: Gréficas exp,(r) para ¢ < 1
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Figura 2.2: Grafica de expy(x)

En este trabajo se emplean las funciones exp, para construir funciones de Young y por
la forma de construccion sera necesario que las exp, empleadas sean convexas y definidas
en [0,00). Los ¢ admisibles para el requerimiento anterior corresponden a 0 < g < 1. Se
descartan los valores negativos de ¢ porque, como lo muestra la grafica [2.2.2] la funciéon
erp, no es convexa para valores negativos de ¢. También se descartan los valores de
¢ mayores que uno porque, como lo muestra la gréafica y como lo expresan las
propiedades expuestas, cuando ¢ > 1 la grafica de exp, tiene asintota vertical en q%l.

Proposicion 2.2.2. La funcion In,(z) tiene las siguientes propiedades geométricas:

1. Para ¢ < 0, x € [0,00), Iny(x) es una funcion continua, creciente, convera, y tal
que:

lim In,(z) = o0

Tr—00

2. Para 0 < g <1, x € [0,00), Iny(x) es una funcion continua, creciente, concava, y
tal que:

lim In,(z) = o0

r—00

3. Para 1l < q < q%l, x € [0,00), Ing(x) es una funcion creciente para x € [0, q%l),

continua, concava, y tal que:

lfm 1 = —
i ng(n) = 075
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Algunas graficas de Iny(x) se muestran a continuacion.

— g=0.5
——-—- =0

-m— g=—0.5
8 g=—1

Figura 2.3: Graficas In,(z) para ¢ < 1

La siguiente proposicion da cuenta de propiedades similares a las de las funciones expo-
nencial y logaritmica usuales.

Proposicion 2.2.3. Las funciones expy(x) y Ing(z) tienen las siguientes propiedades:

1. Producto
expy(z)expy(y) = exp (v +y + (1 — q)zy) (2.21)
2. Cociente (@) ( )
expy(z T —y
—eap, [ —2 Y 2.2
= () 222)
3. Potencia
(exper)" = expi_(1—g)/n(n) (2.23)

4. Inverso

(equ@))il — “ha <ﬁ) = expr_q(—1) (2.24)
5. Deriada p
gz xpa(@)] = (exp(2))" = expy—iyjg(qr) (2.25)

6. Integral
de = —— 2=q 2.26
/equ(nx) T q)n(equ(n:p)) ( )
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7. Producto
Ing(xy) = Ing(x) + Ing(y) — (1 — q)lng(z)lng(y) (2.27)

8. Cociente
oct I (/) = Ing(z) — Ing(y) (2.28)
YT T (1= g)ing(y) |

9. Potencia
n

Ing(z") = -

Ing_p(z'79) (2.29)

10. Inverso o () .
Ing(z~1) = Mgl - 2.30
n‘l(x ) 1 + (1 o q)lnq(:c) xlfq nq($) ( )

11. Deriwada
[Ing(z)] = — (2.31)

12. Integral
/lnq(x)dx = 2(ing(x) = 1) (2.32)

2—q

¢-Algebra

Se pueden considerar g-deformaciones de las operaciones suma y producto como sigue.

1. La g-suma @, de R? — R, esta dada por:
r®y=c+y+(1—q)vy (2.33)

2. El ¢-producto ®,, de R x RT — R, esta dado por

1

TR,y =[x +y" =117, (2 >0,y > 0) (2.34)

Proposicion 2.2.4. Las operaciones @, y ®, cumplen las propiedades asociativa, con-
mutativa y modulativa, siendo 0 el modulo para ®, y 1 el modulo para ®,.

Dado que ®, esta bien definida para x,y > 0 nimeros reales, las propiedades asociativa
y conmutativa tienen sentido siempre que 0 < 2 ®,y <00y 0 <y ®, 2 < 00.

Proposicion 2.2.5. Para cada real x # qul existe un real b que es inverso unico de x

bajo ©,. Dicho inverso se denota por b = O,x

Asi
T @q (@qx) — 0

Con la definicién de inverso de x para @, es posible definir la g-diferencia para dos
elementos x,y, de la siguiente manera:

y _ O=qzy -y
I+(1-qy 1+0-qy 1+01-0q)y

TOqY =12 ®Bq (Ogy) =T — (2.35)
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Las siguientes propiedades se cumplen para @, y ©:
TOY = Oqy Dy x (2.36)
TSy (YOSq2) = (xSqYy) By 2. (2.37)

Proposicién 2.2.6. Para x > 0 existe un inverso inico bajo ®,.

Dado z > 0, su inverso bajo ®, se le representa por @,z y permite definir la g-razon, la
cual estd dada para dos reales z i, ambos mayores que cero, y tales que z'79 < y'=9 + 1,
por:

1 1
TQuY=7@ (Ogy) = (¢ + (2 -y )y — DT = (2T -y T 1) (239)

Para 0 < z < 2 se cumple 1 ©, (1 @, x) = z. Asi mismo, si ¢ < 1, la expresién bastante
singular 1 @, 0 no diverge.

A continuacion se presentan propiedades, similares a las del producto y cociente usuales:
TQuy =10, (y 04 ) sio Iyt 41 (2.39)
T0q(YDg2) = (2 Dgy) ®g2 = (1@ 2) Oqy  si 2 T-1<y "<z 77+1 (240)

Las definiciones de @, y ®, dadas por [2.33] y [2.34] asi como las propiedades para las
funciones exponencial y logaritmica ¢g-deformadas que se demostraron en las proposiciones
permiten establecer el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.7. La relacion entre las operaciones @, ®q, Oq, Yy Qq para las funciones
expy(x) y Iny(z), estin dadas por las siguientes propiedades:

» Propiedades algebrdicas para exp,(x)

expg()expy(y) = expy(r By y) (2.41)
expy()/expy(y) = expy(r Sqy) (2.42)
expy(r) ®q expy(y) = expy(z + y) (2.43)
expy () Qg expy(y) = expy(r — y) (2.44)

» Propiedades algebrdicas para In,(z)
Ing(ay) = Ing(x) @, In,(y) (2.45)

Ing(x/y) = Iny(x) 4 Ing(y) (2.46)
Ing(z @qy) = Ing(x) + Ing(y) (2.47)
Ing(z @qy) = Ing(x) — Ing(y) (2.48)
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2.2.3. Otras ¢g-deformaciones

Muchas expresiones matematicas pueden ser escritas en términos de la funcién exponen-
cial, por lo que parece claro que una g-deformaciéon de dichas expresiones puede darse de
forma natural, haciendo uso de la funcion exp,(x). Es este el caso de las funciones tri-
gonométricas, hiperbolicas, la transformada de Laplace, o las distribuciones gaussianas.
Acorde con los trabajos de tesis citados [16], [4] y [5], a continuacion se presenta de forma
sucinta algunas de estas posibles ¢-deformaciones.

g-trigonomeétricas

Sea g € R, y considérese

Qn(g) =q(2¢—1)(3¢—2) - (ng— (n— 1)) = H(iq —(i—1)) (2.49)

y Qolg) =1
Proposicion 2.2.8. Sea exp,(x) definida como antes, entonces
d ng—(n—
L lerp()] = Qua(@eapy ()] () (2.50)

Si se considera la serie de Taylor alrededor de x = 0 para f(x) = exp,(z) se tiene:

" O d d2 332
£0)+ f(0)x + —f ( )x2 + - = expy(0) + —[exp,(v)] T+ —— lexpy(z)] — 4+
2 dx 0 d oo 2!
22 3
= 1+x+q§+q(2q—1)3—+ o

Esta serie converge para toda x € R. Asi pues, la expresion en serie de Taylor para exp,(z)
viene dada por:

expy(zr) =1+ ZQ” 1 (2.51)

Teniendo en cuenta las series de Taylor para e”, sen(x) y cos(z),

e“:1+22—7;

sen() = nzzo(_ Ay
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entonces, la expresion [2.51| sugiere una generalizacion natural para las funciones trigono-
métricas en términos del pardmetro ¢q. De acuerdo con [2.51] las g-trigonométricas sen,(z)

y cos,(x) estan dadas por
2n+1

n 2.52
(el =Y Oa gy 252
cos(x), =1+ Z Qaon— 1— (2.53)
las cuales convergen para = < |1 — q|_ . Notese que con las definiciones anteriores se
cumple la conocida identidad de Euler:
expy(ix) = cosy(x) + iseny(x) (2.54)

Ahora puede probarse la siguiente caracterizacion de las funciones ¢-trigonométricas en
términos de las funciones trigonométricas usuales.

Proposicion 2.2.9. Las funciones seny(x) y cos,(x) se pueden escribir, respectivamente,
en términos de las funciones sen(x) y cos(x) como:

seng(x) = pq(x)sen(fy(x)) (2.55)
cosy(x) = pq(x)cos(0y(x)) (2.56)
donde
pq(z) = \/(1 + (1 = q)22)1/(1=9) = [eap,((1 — q)2?)]? (2.57)
arctan((1 — q)x)
0,(z) = - (2.58)

Las funciones g-trigonométricas restantes se definen en la forma usual. Por ejemplo, para
el caso de tan,(x) se tiene:
sengy(z)

tang(x) = c05(2) = tan(b,(x))

Por otro lado, es posible mostrar que las propiedades mas relevantes de las funciones
circulares usuales tienen propiedades correspondientes para las ¢ generalizadas, las cuales
recuperan a las primeras cuando ¢ — 1. Entre ellas tenemos:

1. Teorema de Pitégoras:
seng(x) + cosq(x) = pi(z)

2. x ~ sengy(x) para z — 0:
lim seng(x)

x—0 x

=1

3. Derivada de sen,(z):

ﬁsenq(:z:) = 089-1/4(qx)
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4. Derivada cos,(x):

d
%cosq(x) = —seny_1/4(qx)
5. Formula de De Moivre:

(cosq £ iseng)" = cos1_(1—q)/n(nx) £ seni_q_qy/m(nx)

6. Definicion de las trigonométricas en términos de exponencial (forma alterna de la
identidad de Euler):

expq(ix) + expy(—ix)
2
exp,(iz) — expy(—iz)

2

cosq(x) =

seny(z) =

g-hipérbdlicas

Los resultados obtenidos en las generalizaciones anteriorers para el caso de las funciones
g-exponencial, g-logaritmica y g¢-trigonométricas permiten realizar de forma natural la
extension a las funciones hiperbodlicas mediante las expresiones

_expy(r) — expy(—x)

senhgy(x) = 5 (2.59)

wpy(2) + epy(—2)
2
A partir de las definiciones dadas por y se tiene la expresion para tanh,(z) dada

por

coshy(z) = (2.60)

tanhg(x) = %{jég (2.61)

Por otro lado, es facil probar que las siguientes propiedades se cumplen:

1. Teorema de Pitdgoras para hiperbolicas:

coshi(x) + senhl(x) = exp,y(x)expy(—2)

2. Formula de De Moivre:

(coshq(z) + senhg(x))" = coshi_a—_q m(nx) + senhi_q_q m(nx)

3. Derivada de senh,(x)

d
@[senhq(l‘)] = coshy_(14)()

4. Derivada de cosh,(x)

d
@[COShq(SC)] = senhy_(14)(7)
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g-Transformada de Laplace

La transformada de Laplace para una variable de valor real no negativo f(t) esta dada
por:

C{f()} = / " f(t)edt = / " F(t)eapy(—stydt

Hay tres maneras de generalizar la transformada de Laplace utilizando g-exponenciales,
dependiendo de las posibles interpretaciones que se toman del término exp;(—st); estas
son: expy(—st), (exp,—t)® v (expy(t))~*. Todas las posibilidades anteriores recuperan la
transformada usual cuando ¢ — 1. Siguiendo la propuesta de |?|, que corresponde a la
segunda opciéon para la generalizacion buscada, la g-transformada de Laplace para una
funcion f(t), con t > 0, esta dada por la funcion

Fyls) = L{f (D)} = / " F (1) eap(—t))dt (2.62)

donde s = a + (i es un niimero complejo.
Para proceder con la generalizacion dada por son necesarias las dos definiciones

siguientes.

Definicion 2.2.1. Sea f(t) una funcion definida en el intervalo [a,00). Se dice que f(t)
es de orden g-exponencial oy, con oy € R, si existe M € R, tal que |[exp,(—t)]*f(t)| <
M, para todo t > a

Definicion 2.2.2. Se dice que una funcion f(t) definida para todo t € [a,00) es continua
por trozos en [a,00) si para todo intervalo finito [a,b] se cumple que:

1. f(t) tiene un nuimero finito de discontinuidades en |a, b].

2. En cada punto ty donde f(t) presenta discontinuidad, existen

lim f(¢) Yy lim f(t).

t—ty t—tg

Con lo anterior se puede probar lo siguiente.

Proposicion 2.2.10. Sea f(t) continua a trozos y de orden g-exponencial o para 0 <
t < oo. Entonces, Fy(s) = L{f(t)} (s = a+ Bi) existe para a > ap + (¢ — 1).

Al igual que en los casos anteriores, la generalizacién propuesta para la transformada
de Laplace a partir de la funcién exp,(x) permite definir propiedades para Fy(s) que se
reducen a las propiedades usuales de F(s) cuando ¢ — 1. Algunas de estas propiedades se
presentan a continuacion. Los detalles de la prueba de cada propiedad pueden consultarse
en [4].

Propiedades de la g-transformada
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1.

10.

La inversa de F,(S) esta dada por la funcion:
MR = g [ Fo)lean ()0 s
o VO T o J L T

donde ¢ es una constante real que supera a la parte real de todas las singualridades
de Fy(s). De la definicion de £ 'F(s) se derivan las siguientes igualdades

LoHLASOM = 11) y  LALTHE(s)}) = Fy(s)

. Valores limite:

lm SC,{f(0} =1im f(t) v lmsCf()} = lm[1 - (1 - )] (1)

Linealidad:

L{crfi(t) + cafo(t)} = arLo{ f1(8)} + c2Lo{ f2(t)}
Cambio de escala:

1 s 4 1;(]

L{f(at)} = EFq’{a}a con ¢ =1 a

Primera propiedad de traslacion:
Lo{lexp, (=) f(1)} = Fy(s — s0)

Segunda propiedad de traslacion:

A

donde u(x) es la funcion escaléon unitario de Heavyside.

g-transformada de derivadas (orden 1y 2)

ctroy=se { =10~ o
LAF" (0} = s(s — (1 @)L, {ﬁ} ~ F(0) - s£(0)

Derivada de ¢-transformada:
Fy(s) = Lo{[ln(exp (—1))]f ()}
F{(s) = Lo{[In" (ezp,(—1))]f (£)}

. g-transformada de la integral:

£ { [ rwan} = —rq0- 0 -anso)

Integral de la ¢-transformada

/m“ =2, { e
AR {m(n[equ<(t i)
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2.3. Geometria diferencial

2.3.1. Diferenciabilidad de una funcién entre espacios de Banach

Se iniciara recordando el concepto de diferenciabilidad de una funcién entre espacios de
Banach de acuerdo a [25] y [15].

Para una funcion diferenciable f : U C R — R, la interpretacion usual de la derivada en
un punto ug € U es la pendiente de la linea tangente al grafo de f en ug. La generalizacion
de lo anterior, se basa en la interpretacion de D f(ug) = f’(up) como una funcion lineal
actuando sobre el vector u — wug; se puede decir que D f(ug) es la tnica funcion lineal de
R en R tal que la funciéon

g:U— R dada por u+ g(u) = f(ug) + Df(ug)(u— up)

es tangente a f en uy.

Esta version puede ser extendida a funciones definidas entre espacios de Banach como
sigue.

Definicion 2.3.1. Sean E y F espacios vectoriales normados, y f,g : U C E —
F funciones, donde U es un conjunto abierto en E. Se dice que f y g son funciones
tangentes en el punto ug € U si se cumple

Lo 1) = g(w)le

wmuof|u = uol|g

=0.

Para f: U C E — F y ug € U supongamos que existe por lo menos una aplicacion li-
neal L : £ — F, tal que la funcion g1, : U C E — F dada por g (u) = f(ug)+L(u—1uo)
es tangente a f en uy.

Siempre que L existe se puede probar que es tnica, y se dird que f es diferenciable en
ug. Se define la derivada de f en ug por D f(ug) = L.

La evaluacion de D f(ug) sobre v € E sera denotada por D f(ug)-v. Si f es diferenciable
en cada ug € U, la funciéon

Df:U— L(E,F); uw Df(u)

es llamada la derivada de f, donde L(E, F') es el espacio de aplicaciones lineales de E en
F. Ademés, si Df es una funcion continua (considerando en L(FE, F) la topologia de la
norma uniforme) se dird que f es de clase C! (o que es continuamente diferenciable).

Procediendo inductivamente se considera la funciéon
DPf .= D(DP'f):UcC E— LF(E,F),

identificando L(E, LP~*(E, F')) con LP(E, F). Si D*f para 1 < k < p existe, y es continua
en norma, decimos que f es de clase C? (0 es p-veces continuamente diferenciable).
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Proposicion 2.3.1. Sea U un abierto en un espacio de Banach E, y sea f : U — F una
funcion de clase CP. Entonces DPf (visto como un elemento de LP(E, F)) es simétrico.

Las siguientes proposiciones corresponden a mapeos continuos lineales y multilineales.

Proposicion 2.3.2. Sean E, F' y G espacios de Banach, y U abierto en E. Sea f : E — F
de clase C? y g : F — G continuo y lineal. Entonces go f es de clase CP y

D¥(go f)=go(D"f)
Proposicion 2.3.3. St Ey, ..., E,. y F son espacios de Banach y
fiEixX. .. xXE —F

es un mapeo continuo multilineal, entonces f es de clase C*, y su primera (r+1) derivada
es 0.

Proposicion 2.3.4. Sean E y F espacios de Banach isomorfos. St uw : E — F es un
isomorfismo lineal topoldgico, denotamos su inversa por u~—'. Entonces el mapeo

u—ut

es un isomorfismo de clase C*. Su derivada en un punto ug es el mapeo lineal de L(E, F)
en L(F, E) dado por:

v—>ualvu51.

Dos conceptos importantes respecto a la diferenciabilidad de funciones entre espacios de
Banach son la diferenciabilidad de Gateaux y de Fréchet, los cuales son de gran utilidad
en aplicaciones de los espacios de Orlicz.

Definicion 2.3.2. Sean X un espacio de Banach y S(X) = {x € X : ||z|| = 1} la esfera
unidad. Entonces la norma || - || es:

1. Gateaux diferenciable si

t —
Gz, y) = tim 12 = N2l (2.63)

t—0 t

existe, y es uniformemente Gdteaux diferenciable si el limite es uniforme en x €
S(X) para cada y € S(X) fijo.

2. Fréchet diferenciable si el limite en existe uniformemente en y € S(X) para
cada x € S(X) fijo, y es uniformemente Fréchet diferenciable si el limite en
existe uniformemente para el par (xz,y) € S(X) x S(X).
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2.3.2. Variedades de Banach

Para precisar el concepto de variedad de Banach de clase C?, considérese, X, un espacio
topologico. Una carta sobre X consiste en un par (U, ¢), donde U es un conjunto abierto
en X y ¢ es una biyecciéon de U a algin abierto A en un espacio de Banach €. Dado un
conjunto de indices I, una colecciéon de cartas sobre X

A={(U;,¢;)iel}

donde
¢ U — A; C €,

se denomina un C?-atlas con p > 0, cuando se verifican las siguientes condiciones:
1. la familia F = {U; : i € I} es un cubrimiento de X.
2. Para cada i, j se tiene ¢;(U; (\U;) es un abierto en €.
3. si para todo ¢, j € I, con U;(U; # @, el mapeo (llamado funciéon de transicion)

¢j0¢;11¢i(UiﬂUj) —>¢](UlﬂU]) s (264)

es un isomorfismo de clase CP.

U, N Uj
®i @j

A

¢i(U; N UAj) ¢;(U: N Uj)

$jod; |
Diagrama 1.

En general X no tiene que ser un espacio de Hausdorff. Si se requiere esto, se debe especi-
ficar una condicién de separacion en el cubrimiento de X. Si X es un espacio de Hausdorff
entonces cualquier construccion que se realice (productos, haces tangentes, etc), conducira
a espacios de Hausdorff.

Se denomina variedad de Banach de clase C? al par (X, A), formado por el espacio X
y un CP-atlas A. Supongamos que (U;, ¢;) v (Uj, ¢;) son dos cartas tales que U; (\U; # @
y sea p > 1. Entonces D(¢; 0 ¢, 1) es un isomorfismo topolégico y lineal entre los espacios

in y sz'

Si Vi, 7 la funcion definida en (2.64) es un isomorfismo topologico (es decir, isomorfismo
lineal y homeomorfismo), entonces todos los espacios €; son isomorfos a un espacio &, me-
diante isomorfismos topoldgicos lineales. En este caso se dice que A es un atlas modelado
sobre €.
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Sea X una CP variedad de Banach, z € X y considérese

E(z) ={(U,¢,v): (U,¢) es una carta con x € U,v € ¢}

Ahora, en E(z) se forma una relacion de equivalencia R como sigue: dos ternas (U, ¢, v),
(V, 4, w) se consideran R-equivalentes si

D(Wo¢™")(¢(z)) v=w

La derivada del mapeo 1) o ¢~! en ¢(z) evaluada en v es un elemento de ¥ (V).

El espacio

T.(X) = E(z)/R = {{(U,¢,v)] - x € U},

se denomina espactio tangente de X en el punto x y la clase de equivalencia de dichas
ternas se denomina vector tangente de X en el punto z. El espacio T,(X) es la mejor
aproximacion lineal local en x. Dicho espacio hereda una estructura de espacio vectorial
topologico de la siguiente manera.

Cada carta (U, ¢) determina una biyeccion de T,(X) en un espacio de Banach, es decir,
en la clase de equivalencia (U, ¢,v) correspondiente al vector v. En términos de dicha
biyeccion es posible transportar a T,(X) la estructura de espacio vectorial topologico
dado por la carta, y es claro que dicha estructura es independiente de la carta seleccionada.

La familia { X, T,,(X)} se denomina el haz tangente y se denota por T'(X). En esta familia
se puede definir una estructura de C? variedad.
Para cada variedad X, sea 7'(X) la uniéon disjunta de los espacios tangentes 7,,(X), y la
proyeccion natural:

m:T(X)— X

Sea (U, ¢) una carta en X tal que ¢(U) es un abierto de un espacio de Banach E. Entonces
won W(U)=T{U)—-UxE
es una biyecciéon que conmuta con la proyeccion en U, asi

U

71 (U) UxE

4 »

U

Ademés, si (U, ¢;) v (Uj, ¢;) son dos cartas y denotando al mapeo ¢;o0¢; ! por ¢; definido
en ¢;(U; NU;), se obtienen mapeos de transicion

Tji = (TjT{l) : (bZ(Uz N Uj) X FE — (ﬁ](Ul N U]) x E
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definidos por la férmula
Tji(,v) = (¢5i(x), D(dj:) (2) - v)

Como D¢j; es un isomorfismo de clase C?~! entonces en T'(X) se induce una estructura
de CP~!-variedad. Es claro que localmente, para subconjuntos abiertos U de un espacio
de Banach, el haz tangente se puede identificar con el producto U x FE.

2.4. Variedad de informacién de Pistone y Sempi

Acorde con [21], [12], [1] ¥ |2], a continuacion se presentan los resultados de los trabajos
de la variedad de informaciéon de Pistone y Sempi.

Dado el espacio de probabilidad (€2, ¥, i), considérese el conjunto M, de todas las densi-
dades de probabilidad estrictamente positivas, es decir,

mu:m(Q,Z,u):{f:Q%R, i — medible : f >0 casisiempre,/fd,uzl}.
Q

En [21], Pistone define una estructura de variedad diferenciable para 9%, que se presentara
después de aclarar cierta terminologia.

Para cada p € 9, considérese la medida con densidad p denotada por p- u, esto es, para
cada A € ¥ la medida p - u definida por

1)) = [ pdn

Para la medida anterior se cumple que f es (p-u)-integrable, siy solo si, fp es p-integrable

y en tal caso
[ fdw-w) = [ tan

Para cada p € M, se denota por E,, al operador lineal que a cada variable aleatoria
u: ) — R, p—medible, le asigna

E,(u) = /Qu p dp.

Dada p € 91, para cada una de las funciones ¢; definidas en la seccion 2.1], se denota:

1. Por W, , al conjunto convexo {u € L'(p - p) : Ep[¢;(u)] < 1}.
2. Por L% (pu) al espacio de funciones de Orlicz , dado por
LY (pp) = {u: 3a >0, Eyl¢i(au)] < oo}
dotado de la norma

lull,,, = inf {r >0 B, [qﬁi (%)] < 1} . (2.65)
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Para cada p € M, la clase de Cramer en p es el conjunto de variables aleatorias u
definidas sobre (2, %, p- 1), tales que la funciéon generadora de momentos de u, dada por:

inlt) = [ epd = By (e,
Q

sea finita en una vecindad de cero.

En adelante, ¥ denotara a la funciéon de Young ¢;. La clase de Cramer construida para
V¥, denotada por B, viene dada por

BpZ{u€L1(p-u)|Ep[UJ=0}={UGMW(pH/Qupdu:O} ,

el cual es espacio de Banach ya que B, es un subespacio cerrado del espacio de Banach
L'(p-p).

Definicién 2.4.1. 1. Sir € M, X, u), se dice que p(f) es un modelo exponencial
unidimensional, si existe un intervalo real abierto I que contiene a cero, tal que
p: I — MQ,X, 1) con
p(0) =00 per

2. Se dice que dos densidades de probabilidad p y q estin relacionadas por un modelo
exponencial st
q=p(th) y p=p)

donde 6 varia en algin un intervalo real abierto I = (6;,0;) que contiene a cero.

Para una funcién de densidad p € 9, la clase de Cramer en p es un espacio de Banach
con la norma ||-[| ;. , definida por (2.65)).

En términos probabilisticos, el conjunto MY (p) tiene la caracteristica dada por el siguiente
hecho: LY (p- i) coincide con el conjunto de variables aleatorias u, para las que la funcién
generadora de momentos E,(e™) es finita, para todo nimero real t.

Es de resaltar que si dos densidades de probabilidad p y ¢ en 9(Q2, ¥, ), estéan conectadas

[

por un modelo exponencial p(6) = /=% entonces son isomorfos los espacios LY (p) =
L¥(q) .

Las cartas del atlas seran definida sobre la bola abierta de radio 1, W, = {u € By | [Jull, < 1} )

siendo |[ull, = [lully, - StueW,yq= Ejf“] entonces:

1. la variable aleatoria e* es pu-integrable y ¢ € 9(Q2, 3, u).
2. L"(pp) = L¥(qn).

Sea
ep: Wy, = M, 1)

tal que ey(u) = g =e p, para u € W,. Esta funcién es uno a uno y su rango se
denotara por U, asi que es biyeccion si se considera ey, : W, — U,,.

u—Kp(u)
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Considérese ahora
sp U, — By,

0= () [ 3) - (2) -5n2)

Se cumple que s, = ¢, !. Ahora bien, para cada p € M, el par (U,, s,) es una cartas y
dados p1,p2 € M, las funciones de transicion quedan definidas por

(Sps ©55,1) (u) = u+1n (ﬂ) B, {u i (ﬂ)}

P2 D2

de modo que

La coleccion de pares (U, s,), con p € M, constituira un C*-atlas para M, el cual induce
una topologia sobre 91, a partir de las funciones s,. Al respecto, el resultado significativo
fué probar que estas cartas efectivamente definen una variedad infinito dimensional.

La derivada del mapeo de transicion s,,%e,,, es
u € By, — u— Ep,u| € B, (2.66)

el cual es un isomorfismo lineal topoldgico entre los espacios B, y B,,. Por tanto la va-
riedad puede considerarse modelada sobre el mismo espacio de Banach.

Tambien es importante resaltar que el atlas induce una topologia equivalente a la topologia
de la convergencia exponencial en las sucesiones de 9,,. Dicha convergencia esta definida
de la siguiente manera:

Definicion 2.4.2. La sucesion { gy, }nen € M), converge exponencialmente (o es e-convergente)
ag €M, si{g,} tiende a g en p— probabilidad y ademds, {%} y {£} son eventualmente
convergentes en el siguiente sentido:

gn\" 9\’
Vp>1, limsupFE, {(—n> ] < oo, limsupkF, [(—) } < 00.
g

n—oo n—oo n

En el contexto de la variedad estadistica de Pistone y Sempi, la importancia del haz
tangente se presenta en dos direcciones:

= Los vectores tangentes a cada elemento de la variedad 901, corresponden al concepto
estadistico de probabilidad score.

= El espacio tangente en una densidad p esta identificado con los modelos exponen-
ciales unidimensionales alrededor de p.
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Sea p una densidad en M, y g(t) : I — M, una curva regular tal que g(t,) = p. Si
(U,,, Sp,) es una carta para p entonces, el vector tangente a la curva en p es u)(ty), donde
uy(t) = s, (g(t)). Para otra carta (Up,, sp,) los vectores tangentes estan relacionados bajo
la relacion

(59255, ) [5p (P)]1t (o) = i (to)-

La coleccion de vectores tangentes en p, via esta relacion de equivalencia, es el espacio
tangente en p de la variedad y debido al mapeo dado en se tiene que u; € B, es
equivalente a tener uy € By,.

El respectivo haz tangente se denotado por T'(9,), para el cual un atlas esta dado por
los mapeos

(9,u) € T(Up) — (sp(g),u = Eplu])

y las funciones de transicion de esta nueva variedad seran:

(ur,v1) € Uy, X By, — (u1 +In (E) — E,, {ul +In (]2>} s 01 — B, [vl]> .

P2 P2

Un resultado importante esta dado por la siguiente proposicion expuesta en [12].

Sea ¢ una curva regular que pasa por p y u su representacion coordenada por una carta
s4. Entonces la funcion score de cualquier modelo exponencial unidimensional en p, es
u y tambien cada uw € B, tiene dicho modelo exponencial unidimensional. Por tanto, el
espacio de los modelos exponenciales unidimensionales es otra representacion del espacio
tangente en p.

Estos resultado son de vital importancia en el sentido de que no todas la parametriza-
ciones de alguna regularidad, definen una carta en el espacio tangente. Ejemplos de esta
situacion se encuentran en el trabajo de Pistone y Rogantin [12].

Considere ahora, dos densidades p y ¢ en 9,,. Si (%)ln(%) es p - u—integrable, entonces
el contenido de informacion relativa de Kullback-Leiber, i.e la entropia relativa (Clasica:
Shannon-Boltzman-Gibbs) de g respecto a p es el nimero

T(gllp) = Eq[ln(g)]-

El cual es de la forma de las f—divergencias estudiadas en [17]. Este concepto esté direc-
tamente relacionado con la estructura geométrica del espacio 9, en el siguiente sentido
(ver [12]):

SipeM,yqel,yademas u= s,(q) entonces:
n K(u) = I(pllg)

= Eylu] = Ky(u) + I(qllp)
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» Para cada @ € VW, el maximo valor del mapeo

- Eqwnﬁf) )

se obtiene en el punto u y

mgx { B} = ral)

u P

Tambien que el mapeo coordenado de la variedad esta definido entonces por

sp(q) = In (%) + I(pllq)-

Para cada p € M, si &(p) es la componente conexa de M, que contiene a p y se denota
P = {p € L'(p): /pdu = 1}

* q 3
&(p) C *&(p) := {q eEP: 5 € L‘fpm} :

entonces,

donde L‘éf.u) es el espacio de Orlicz asociado a la funcién de Young
¢3(x) = (14 [x[)in(1 + [z[) — ||

Un aspecto que caracteriza las densidades p € 9, es el siguiente [I]:

I(qllp) < 00 <= q € "€(p).

De otra parte en [12] se tiene la siguiente proposicion: Sea *B,, := {v € L‘éju) D Eyv] = 0}.
» Todos los elementos *u € *B, se identifican con un elemento u* del espacio dual de
B, por la formula: v*(v) = E,[*uv] con v € B,. En particular, *B, esta identificado

con un subespacio propio de By y la inyeccion de "B, en By es continua.

» Todos los elementos u € B, se identifican (mediante sobreyeccién) con un elemento
u del espacio dual (*B,)* de *B,, por la formula: u(*u) = E,[u*u], con *u € *B,,

Estas propiedades son de gran utilidad para extender el concepto de variedad exponencial
al espacio de las densidades equivalentes segiin la medida de probabildad u, que no nece-
sariamente sean estrictamente positivas. Esta extension es una nueva variedad modelada
sobre espacios de Banach, y su construccion puede consultarse en la tesis de Cena [1].



Capitulo 3

Variedad de informacién g-exponencial

3.1. Introducciéon

En este capitulo se planteara una ¢-deformacion de la variedad de informaciéon de Pistone
y Sempi [2]], dicha g-deformacion se denominara variedad de informacion g-exponencial.
Para esto, considerando un espacio de medida (X, X, ) y 9, el espacio de todas las
densidades de probabilidad estrictamente positivas y equivalentes respecto a p, se procede
como se indica a continuacion.

En la secciéon se define la conexiéon g-exponencial entre dos densidades de probabilidad
de 91, como una g-deformacion de la conexion exponencial, y ademas se muestra que 91,
esta particionado en clases de equivalencia segiin modelos g-exponenciales paramétricos
unidimensionales; con lo cual se podré considerar la variedad a construir, como modelada
sobre un espacio de Banach (salvo homeomorfismos).

En la seccion se retoma el funcional acumulante empleado en el trabajo de Pistone
v Rogantin [12]. Se muestra que dicho funcional es analitico en el interior de su dominio
propio; lo cual sera condicion necesaria para probar que ciertas funciones son isomorfismos
de clase C* y por ello tendran sentido como mapeos de transicion de la variedad. Los
resultados de esta seccion fueron expuestos en el trabajo de Pistone y Rogantin [12] y en
esta memoria se presentan agregando algunos detalles adicionales en las pruebas.

En la seccion se construye la variedad de informacién g-exponencial; propiamente,
en I, se induce una estructura geométrica a través del modelo g—exponencial no pa-
ramétrico. Esta definicion esta relacionada con una cierta clase de variables aleatorias
“g—exponencialmente integrables” cuya topologia serd dada por espacios de Orlicz aso-
ciados a la medidas p- p (con p € M,,) y a la funcién de Young ®; que se define mediante
3.2 en la seccion [3.4] La nueva variedad infinito-dimensional de clase C*°, induce sobre
M, una topologia equivalente a la topologia de la e-convergencia de Pistone.

33
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3.2. Modelo g-exponencial

En estadistica, un modelo es una distribucién de probabilidad la cual depende de un cierto
nimero de parametros. Dado que para la fisica estadistica, usualmente estos parametros
son la energia total U en el ensamble microcanénico o el inverso de la temperatura 3 en
el ensamble canoénico y que la motivacion del presente trabajo es caracterizar la entropia
relativa de Tsallis, es conveniente establecer un tipo de modelo paramétrico unidimen-
sional basado en exponenciales g-deformados. Lo anterior se presenta después de una
g-deformacion de la clase de Cramer [12], que como es usual, plantea el contexto para las
definicién de modelos exponenciales. Se denotara por E,.,[-] la esperanza respecto a la
medida de probabilidad con densidad p, que se denota p - . Sin lugar a ambigiiedades se
escribird E,.,[-] = E,[-].

Definicion 3.2.1. Sea u una variable aleatoria respecto a (X,X,p - u). Se define una
q-deformacion de la funcion generadora de momentos, como ul : R — [0, +00] tal que

etu + etu etu + etu
wl(t) ::/ qud,u =E, {QT} con 0<q<1. (3.1)
X

i.e. es la media entre la g-transformada de Laplace y la transformada de Laplace de la
funcion de densidad de la variable aleatoria u con respecto a la medida de probabilidad
p - p. Para cada densidad p € M, la g-clase de Cramer en p, denotada por C,, es el
conjunto de las variables aleatorias u respecto a (X,%,p - u), tales que ul < oo en una
vecindad de cero. El subconjunto de C, que consiste de todas las variables aleatorias u
con esperanza cero (respecto a p-u ), se denominard clase de Cramer centrada en p y se
denotard por B,; es decir,

B,={u€eC,: E,u]=0}.

Definiciéon 3.2.2.

1. Dado p € M, se dice que una funcion f es un modelo q-exponencial unidimensional
st existen u € Cp, una funcion real de variable real U tales que para todo t en un
intervalo abierto I que contenga a cero, se cumple que

f(t) _ ef]ueqll/(t)p'

2. Se dice que dos densidades de probabilidad p,z € IM, estdn relacionadas por un
modelo q-exponencial unidimensional, si existen r € M, u € C,, una funcion real
de variable real 1 y § > 0 tales que para todo t € (—94,9), la funcion definida por

( tu—1)(t) )
f(t) _ eqH—(l—q)w(t) r = eZquw(t)r

cumple que existen ty,t1 € (—0,0) tales que p = f(to) y z = f(t1) .
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El espacio 9, queda particionado en clases de equivalencia segin la siguiente relacion:

Dadas p,z € M, decimos que p ~ z si y solo si p y z estan relacionadas por un modelo
g-exponencial unidimensional. Esta relaciéon de equivalencia es una condicién necesaria
para que el atlas de 91, sea modelado sobre espacios de Banach.

El modelo g-exponencial unidimensional es una g-deformacién del modelo exponencial,
que se motiva en el de Boltzman-Gibbs,

fo(x) = exp(=InZ(B) — GH (x))c(x),

donde H(x) es el Hamiltoniano del sistema y Z(3) es la constante de normalizacion. En
[20] se prueba que el modelo de Boltzman-Gibbs pertenece a la familia de modelos expo-
nenciales.

De otro lado, para caracterizar C, mediante espacios de Orlicz, es necesario tomar una
funcién de Young adecuada. La eleccion de dicha funcién se relaciona con la topologia
que se considerara en 9, cuando se introduzca la variedad g-exponencial. La relacion
se hace explicita en la prueba de la proposiciéon de la seccion que permite la
consideracion, en M, de la convergencia exponencial definida por Pistone y Sempi [21].
Dado 0 < ¢ < 1, la funcién de Young que serviré para tales fines, se define por

1 1
O (z) = 3 (ej + e_x) —1, parax >0 y Pi(z) =P (—2), parax <0. (3.2

De ahora en adelante, siempre que se escriba ®; serd para hacer referencia a la funcion de

er+e™®
Young anterior. Dado que en este trabajo aparecera repetidas veces la expresion qT’

se denotaré
eg" + e "

Cq(w) = 5

que resulta ser una opcion de g-deformacion (distinta a cosh,(-)) de la funcién coseno
hiperbélico usual.

Proposicién 3.2.1. Para cada densidad p € 9, se tiene que C, es subconjunto del
espacio L* (p - ).

Demostracion. De la teoria de espacios de Orlicz se tiene que

L*(p-p) = {umedible : /CI>1(au)d(p - 1) < 400, para algin a}

= {u medible / E,[®(au)] < 400 para algin o}

es un espacio de Banach con la norma de Luxemburgo

fullysi=inf {5 >0/ £, o ()] < 1.
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Sea u € C, entonces, para todo real ¢ en una vecindad de cero, sucede que

E

GZu + etu
p

< .
5 } +0o0

tu

De tal forma. Ey[el'] < +oo y E,[e™] < +oo, para todo real ¢ en una vecindad G
de cero. De lo anterior, considerando una vecindad simétrica de cero incluida en G y
llamando r = % para algun ¢ en la vecindad simétrica, se tiene que existe » > 0 tal que

|u| ]

Eyleq | < 400y Eple” v | < +00. En consecuencia

H
.

e +eIrl
2

E

» -1

< 400,

es decir, existe r > 0 tal que

y por tanto u € L®*(p - p).
[

El resultado del proximo lema es fundamental para el planteamiento de la variedad ¢-

exponencial como variedad modelada sobre un espacio de Banach. En la prueba de dicho
lema, sera necesaria la siguiente equivalencia: si ||ul|e, , < 1 entonces

E,lcjlau) =11 <1 <= E)lc(au)] <2. (3.3)
En efecto, si ||ul|s, , < 1 entonces
inf{r>0/ Ep[<1>1(%)] < 1} <1,
y en consecuencia existe o > 1 tal que
Eylc,(au) — 1] <1 +— E,[c,(au)] — /pd,u <1
Puesto que (X, X,p - 1) es un espacio de probabilidad se sigue
Bylesfon)) = [ piu = Byfey(en)] - 1

y por lo tanto se cumple |3.3

Lema 3.2.1. Sean p,z € M, dos densidades de probabilidad relacionadas por un modelo
q-exponencial unidimensional. Entonces
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L L*(p-p)=L™(2-p)

2. El mapeo identidad, id : (L* (p-u), | - lorp) — (L*(z-pw), ] - |lo,.) es un
homeomorfismo.

Demostracion. Sean p, z € M, dos densidades de probabilidad relacionadas por un mode-
lo g-exponencial unidimensional. Asi, existen r € 9, u € C,, una funcion real de variable
real 1) y § > 0 tal que para todo t € (—4,9) la funcion definida por

(1 tulfﬂ)(t) )
f(t) = eq +(1—q)v¥ () r = e;ueqw(t),r

cumple que existen tg,t; € (—0,0) tales que p = f(to) y 2 = f(t1). Se asume sin pérdida
de generalidad que ty < t;.

Dado que la relacién g-exponencial entre variables aleatorias es simétrica, para probar el
numeral 1| basta con demostrar que L (p - pu) C L®(z - ).

Sea w € L* (p- uu). Se debe probar que existe un 3 > 0 tal que E,[®;(Bw)] < oco.

Antes de elegir el real 3, notese que para todo G > 0 se cumple que

Ela(ow)] = [ af0u): du

— /Cq(ﬁw)eglu60¢(t1)]r d/,[/

= B c,(Bw)efro ]
et
= B |c(Bw) 555
€q

Ey[cq(Bw)eg™]

= ; ;1/ o . (3.4)
Ahora, de la relacion g-exponencial con t = t1, se tiene que z = eff“eq’(tl)r y por propiedad
2.42] se sigue que
2 phued(t) _ egw
r a e;I’(tl) ’
Por tanto .
quj(tl) = Ez[eq\IJ(tl)] = EZ[;G?U] = Er [ef;“].
De lo anterior y de [3.4] se tiene que
E,Jcy(Bw)elr”]
E.[ey(Bw)] = —— : (3.5)

E, [eéw]
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El numerador de la expresion anterior, involucra la funciéon definida por

g(0,t) = E, [cq(ﬁw)egu].

A continuacion se analiza un dominio para la funcién g, en el cual g asuma valores finitos.

Si 6 = 0 entonces g(0,t) = E,[e}'] < 400, ya que u € L* (p.u) ( es decir, u esta en la
clase de Cramer en p).

Sit =ty entonces

9(0,t)) = Ei[cg(0w)e,]
= /cq(Gw)eZO“rd,u.

Ahora, en forma analoga que en [3.5 se tiene

E,[cq (QIU)@ZOU]

E, [Cq (fw)] = B [eff’u]

Asi, en la expresion que define a g se obtiene

9(0,t0) = Eplcq(Ow)] Er[e"].

q

Es claro, que

9(0, 1) = Epleq(0w)] Er[eg™].

q

Ahora bien, puesto que w € L**(p - 1), existe 6 > 0 tal que E,[®;(fw)] < co y por [3.3]se
sigue que E,[c,(fw)] < co. Mas atn, para todo 6 € (—6,6) se cumple que E,[®;(6w)] < oo
y por tanto en dicho intervalo se garantiza que g(6,ty) < oo.

Sean 6 € [—0,0], a € [0,0] y b > t; con b € [~6,0], para algtin § > 0. En consecuencia,
la funcion t — ¢(0,t) es finita en [to, b] y la funcion § — ¢(0,ty) es finita en [—a, a].

De este modo, el mapeo (6,t) — g(6,t) es finito en la region triangular cuyos vértices son
los puntos (a,tg), (0,b) v (—a,ty) ya que este mapeo es convexo. La figura muestra
la region triangular en la cual se cumple que g(0,t) es finito. Respecto a dicha region se
elige 3 de la siguiente manera:
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a
b
L
..
 J

| 5

-

Figura 3.1:

considerando que la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0,b) v (a,tg) es

t—b:(to_b>0
(0%

se elige  como la preimagen de t; bajo la funciéon correspondiente a dicha recta. En tal
caso se tiene que § > 0 y ademas

th—b B

to—b_CY.

Dada la convexidad de g(f,t) se sigue

9(B,t1) < ng(a,to) + (1 —n)g(0,t0)

y tomando 1 — 7 = 2, se tiene:

o’

to—1 t1 —b
t1u to B tl tou tl — b tou
Bla(BuBl" < T2 Blefaw) Bl + Bl
to — 11 Elef] t —bE[ele”]
E, < E 1 7__
[CQ(ﬁw)] — tO —b P[Cl](aw)] Er [ezlu] tO —b Er [Gélu]

De lo anterior, F,[c,(fw)] < 400 y por E.[®(fw)] < 400, lo cual implica que
w € L*(z-u) o bien L* (p- p) C L*(z - ).
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Hasta este punto el sentido de la igualdad entre los espacios es conjuntista. Se probara
ahora el numeral 2

Para probar que el mapeo id es un homeomorfismo es suficiente con probar su continui-
dad, pues por la prueba anterior se tiene que esta bien definido, y por simetria se obtiene
la continuidad de su inversa.

Razonando por el absurdo, supéngase que el mapeo id no es continuo. Por tanto existe
una {y, } sucesion en L®!(p- u), convergente a cero en norma | - ||s,, ¥ no convergente a
cero en norma || - ||e, .. En consecuencia, existen € > 0 y {u, } una subsucesion de {y,},
tal que para todo natural n se cumple que

lun ]|, > €. (3.6)

La convergencia en norma garantiza que existe una subsucesion {u,, } tal que para cada
natural k£ se cumple que

1
v < o
Como
o oo k‘
Z [ktin ||, p < Z ok <0
k=1 k=1
oo
y (L*(p- p),| - |ls,p) €s un espacio completo, entonces la serie > k|uy,,| converge en

k=1

norma. Sea r € L*'(p - u) tal que Y klu,, | = 7.
k=1

m

Para cada m € N, sea r,, € L* (p - p) la suma parcial r,, = 3 k|u,,|. Claramente la
k=1

sucesion {r,,} converge a r en norma || - ||¢, . Para cada k > 0, k|u,, | < r, con m > k.

Es claro que para todo natural k, se cumple

,
|unk| < E
y como la norma || - ||, . es monoétona (en sentido reticular) se tiene que
1
[unll@,,2 < E||7‘||<1>1,z —0 cuando k — oo,

lo cual es una contradicciéon con el supuesto en 3.6}

Por lo tanto el mapeo identidad es continuo y, por simetria, es un homeomorfismo. O
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3.3. Analiticidad del Funcional acumulante

Esta seccion presenta el estudio del funcional acumulante K, realizado en trabajos de
Pistone [12], [I]. Precisamente, se presenta un enfoque (tal como en [12], [1] y ampliando
algunos detalles en las pruebas) para probar que dicho funcional es anélitico en su do-
minio propio y se presentan algunos resultados sobre diferenciabilidad que seran tutiles
mas adelante. La analiticidad de K, sera necesaria en el presente trabajo, para probar
que las funciones de transicion para la variedad a construir en la siguiente seccién, son
precisamente isomorfismos. En esta seccion, ¥ denota la funcion de Young ¢, definida en

la seccion 2.11
Definicién 3.3.1. El funcional generador de momentos
M,: L¥(p-p) — [0,+00]

estd definido por

p(u) = Ep(e"). (3.7)

Para este funcional Pistone y Sempi (1995) probaron que es Gateaux-diferenciable en el
interior de su dominio y también que es infinitamente Fréchet-diferenciable en la bola
unidad B(0,1) C L*(p - ). En la tesis de Cena [I], se prueba ademés su analiticidad en
B(0,1). Para ver esto, se comenzaré con algunas propiedades importantes de funciones
analiticas entre espacios de Banach.

3.3.1. Mapeos analiticos entre espacios de Banach

Sean E' y F espacios de Banach. Como es usual L(E, F') es el espacio de Banach de los
mapeos lineales y continuos de ' en F, L"(E, F) el espacio de Banach de los mapeos
n-multilineales y continuos de E" en F. El subconjunto de aquellos mapeos de L"(E, F')
que sean simétricos se denotara por L?(E, F').

Definicion 3.3.2. Una funcion AN E — F entre espacios de Banach es llamada
continua polinomial n-homogénea si existe A € L(E, F) tal que

Az) = \a" , Ve k.

Sea P™(E, F) el espacio vectorial de los mapeos continuos polinomiales n-homogéneos de

E"en F. Sea P°(E,F):= F.

La funcion simétrica n-multilineal A estd determinada en forma tunica por 5\; de hecho,
D"\ = n!\ es llamada la forma polar de .



42 CAPITULO 3. VARIEDAD DE INFORMACION Q-EXPONENCIAL

Dotemos a P"(E, F') con la norma

. Nz R
180l o= sup 2O 3.
e20 ||| lzll=1

Claramente || Al|,» < ||A||z~. También existe una inecuacion de la forma

~ n" o
Ml < 1Az < A, (3.8)

es decir, las normas son equivalentes.

Definiciéon 3.3.3. Sea {S\n}neN una sucesion con \, € P"(E,F). Entonces
>
n=0
es llamada serie de potencias de E en F. Su radio de convergencia p estd definido como

p = sup{r € [0,00) : i’

j‘annrn < oo}

El radio de convergencia restringida p se define como

= supqr € |0,00) : ‘S\n r'" < ooy.
p{r € [0,00) ;; . !
De la férmula de Cauchy-Hadamard se tiene:
1 . 1 1 1
— =limsup |[\||" ¥ —:h’msup‘)\n "
p n—00 p" p n—00 Ln

. ., , ny1l .
De la inecuacion [3.8y ya que lim (%;)» = e, se tiene
n—oo :

<p<p

o

La inecuacion ||\, (z)] < [ Anlpe |z implica que la serie S A,(z) converge absoluta y
n=0

uniformemente en la bola cerrada B(0,r) para cada r < p, més atin ( Proposicion 1.4 de

Upmeier [31]),

[o¢]
p = sup {r : Z S\n(a:) converge uniformemente para ||z| < r}.
n=0

oo
De igual forma, la serie Y A\,(x1,....,x,) converge uniformemente para cada sucesion

n=0
{Zm}m>1 tal que sup{||z,, [} <7 conr < pfijoy

p = sup {r : Z An(Z1, ...y ) conv. unif. para todo {z,,},>1 tal que sup ||zn,|g < r}.
n=0
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Definicion 3.3.4. Sean E y F' espacios de Banachy U C E abierto. Un mapeo f : U —
F' se denomina analitico si para cada xy € U existe una serie de potencias convergente
con radio de convergencia positivo tal que, para cada x en una vecindad de xg,

Z An (T — 20). (3.9)
n=0

o ~
La serie Y A, es una funcién analitica en la bola B(0, p) de convergencia restringida.
n=0

Una funcion analitica f es infinitamente diferenciable si f tiene la expansion en series [3.9]
En tal caso D¥f(xg) = k!\, y D*f tiene la siguiente expansion en serie centrada en x

-y

n=0

W (@ — 20), ). (3.10)

Las series en el miembro derecho en y tienen el mismo radio de convergencia
restringida p.

Teorema 3.3.1. Sean E y F espacios de Banach y U C E abierto. Sea f : U — F una
funcion suave. Si existe una constante M tal que, para todo x € B(xg,7) C U

Mn)!
Jorsea,, < 2.
Ln rh
entonces f tiene una representacion en serie de Taylor
f@) = 3 20" fao) o — w0
n!
n=0

y f es analitica en B(xo, 7).

Teorema 3.3.2. Sean F, F', G espacios de Banach, U C E y V C F abiertos. Si
f:U—Fuyg:V — G son funciones analiticas tales que f(U) C V entonces go f es
también una funcion analitica.

3.3.2. La funcién exponencial exp,,

En esta seccion se definird una funcion analitica entre la bola unidad B(0,1) del espacio
de Orlicz L®(p - 1) y el espacio de Lebesgue L(p - p).

Lema 3.3.1. En el espacio de Orlicz L*(p - u) con la norma de Luzemburgo y en forma
andloga que en[3.3, se tiene:

|ulle <1< E,(cosh(u)) < 2.
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Demostracion. Como la funcion @ es estrictamente creciente y continua en [0,00), en-
tonces el mapeo k € (0,00) — E,(P(%)) € R es estrictamente decreciente para cada

z
u € L®(p - u) diferente de cero y
|ulle <1 E,(P(u) <1< Ey(cosh(u)) < 2.

]

Lema 3.3.2. Para cada a > 1, n € N* y u en la bola unidad abierta By de LY(p - p),
sea Agn(u) definida por:

Nan(w) : L¥(p-p) x . x LY(p-p) — L(p-p)
(Wi, ) — ek
a a

Entonces la funcion A\, ,(u) es continua, simétrica y n-multilineal.

Demostracion. Sea r = n~1(1 — ||u|ly). Para cada v1,...,v, € L¥(p- u) con |jv]|y = 1, se

tiene
n
wtrd fuill| < ully+rn=1,
=1

v
ast u+1 Y. |v;] € By(0,1).
i=1
Ya que ‘x% < el*l para cada z € R y por el Lemma 3.3.1., se tiene
/ /r-ﬂ e /r'/U_n eupdlu = / 7’2 LRI ‘TU_TL‘ eupd,u
a a a a
wtr 3 ful
S ® e i=1
< 2E, |cosh (u + TZ |vl|>] < 4.
i=1
Asi,
V1 Uy ul|® 4 4n™e
— o —ea| pdp < — = ————— = (,(u) < o0. (3.11)
/ a rre (1= lulle)
Para wy,...w, € LY(p - u), distintos de cero, sean v; = ”w“:ﬁw; entonces
/ﬂ...w”e;‘ pd,u:le Hw" Ep[ﬂ...v_”e% } (3.12)
a a o o a a
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Ahora, por las ecuaciones y se sigue que

() (w1, 00) e = ( / apdu)i (3.13)

< (Co(w))awrlw - - - [Jwnllw,

w1 Wy
ea

a a

y por tanto, Ao n,(u) € L™(L®(p- ), L%(p - p)). O

u
€a

Note que si u € By, entonces es € L(p - ). De hecho, como |Jully < 1 se tiene
/ “pdp < E,le) < 2B, [cosh(|u])] < 2E, [cosh (%)] <A4. (3.14)
Ul|w

Definiciéon 3.3.5. Para cada a > 1, n € N* yu € B(0,1), sea,
Xayo(u) = ea
con Ago(u) € PP(LY(p- p), L*(p - 1)) para n > 1 el polinomio n-homogéneo determinado
por la forma polar A\, ,(u) definida en el lema anterior.
Proposicién 3.3.1. Seap € M, y a > 1. La serie
Alv) = i ! ()
B — n! \a

es una serie de potencias de LY (p - u) en L*(p - p) con radio de convergencia p > 1.

Demostracion. La prueba se sigue del Lemma 3.3.2 y de la expresion [3.14] O

Definiciéon 3.3.6. Para cada a > 1 y para cada densidad p € M,,, la funcion exponencial
erpyq estd dada por

cwppa: BO,1) — L(p-p)

=1 v\
v 2l

Sea v € By C L¥(p- ). Se sabe que, en forma puntual, Y & (2)* = ex.
k=0

Como p - p es una medida finita, »_ %(%)k — ea en p - p-probabilidad. La proposicion
k=0

anterior muestra que converge a exp, , en norma || - || .. Por tanto,se tiene su convergencia

aerp,, en L*(p-u). Puesto que esta convergencia implica convergencia en medida (Pistone
[e.@]

y Sempi [21]), Y £(%)* — exp,q(v) en p- p-probabilidad y, por unicidad,

v

exPy (V) = ea.
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Proposicién 3.3.2. La funcion exp,, satisface las siguientes propiedades:

w expy.(0) =1

» para cada u,v € B(0,1), tal que u+v € B(0,1)
exPp.a(u + v) = exp, (u)exrp, o(v)

= para cada u € B(0,1), exp,, tiene una inversa en L{, Yy

-1

(exppa(u)) = exppa(—u).

Teorema 3.3.3. Sea p € M, y a > 1. La funcion exp,, es analitica. En una vecindad
de cada xo € B(0,1), se puede expandir en la serie de Taylor

1 u
ea:ppau0+u Z——

n!
n=0

Q

3.3.3. Analiticidad del funcional acumulante

Ahora se demostraran algunas propiedades del funcional M, las cuales seran necesa-
rias para la caracterizacion de la variedad de informacion g-exponencial. Nétese que M,
restringido a la bola unidad By, coincide con E, o exp,, ;.

Teorema 3.3.4. El funcional generador de momentos M, satisface las siguientes propie-
dades:
1. M,(0) = 1; para cada u # 0, M,(u) > 1;
2. es convexo y semicontinuo inferior y su dominio propio
dom(M,) ={u € L¥(p-p): My(u) < oo}
es un conjunto convexo que contiene a la bola unidad By de LY (p - p);

3. es infinitamente Gdteaur-diferenciable en el interior de su dominio propio y la n-

ésima derivada en u € ]nt{dom(Mp)} en la direccion v € LY (p - 1) es

mn

— M (u+ tv)|i—o = Ep(v"e");

dtm

4. es acotado, infinitamente Fréchet-diferenciable y analitico en la bola unidad de LY (p-
) ,la n-ésima derivada en v € By evaluada en (vy,...v,) € LY(p-p) X ... x LY (p- )
es

D" M,(u)(vy, ...v) = Ep(vy....v5e")
En particular DM, (0) = E,.
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Demostracion. 1. Claramente, por la definicion de M, se tiene que M,(0) = 1.
2. Ver Pistone y Sempi [21].

3. Si u € dom°(M,), para cada v € LY(p - u), por el numeral 2 se tiene u + tv €
dom®(M,) para t suficientemente pequeno y

Myt t0) = [ el = M) B,

donde z = %EZ [e] es la transformada de Laplace de v respecto a la densidad
de probabilidad z, es analitica en el interior de su dominio propio y por Teorema
3.3.3. .
B0
E.[e"] = th.
|
pord k!
Asi
d" = EZ [Uk] k—n
T My (u + 1) = My (u) ; = n)!t
y
N (1 £0) iy = M (1) i B0 on _ (W) E.[v"] = E,[v"e"]
drm P =07 "p k:nv"k—n)! P ? P ’

4. Paracadau € By yn € N, se tiene E, [S\M(u)} e P(LY(p-u);R)y > SE, [Xln(u)]
n=0

es una serie de potencias con radio de convergencia positivo. En una vecindad de
cada uy € By, por Teorema 3.3.3.

My(0) = Byleama ()] = [ 3= M) wo)"pe

Integrando término a término el miembro derecho de esta expresion se obtiene:

My(w) = 3 28, [Auaio)(u— )]
= 3 Bl wg)e).

Por lo tanto M,, es una funcién analitica. Su n—ésima derivada en v en las direcciones
(1, ..0n) € LY(p-p) X ... x LY(p - ) es

D" M, (u)(v1, ...v) = Ep[An(uw)(ve,...v0)] = Eylvg - - - v,e"].
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Definicién 3.3.7. Considérese By la bola unidad abierta de LY (p- p). El funcional acu-
mulante
K,: By — [0,4]

se define como

K, (u) = In(M, () (3.15)

El funcional acumulante tiene dominio propio dom(M,) () B,. Algunas propiedades de
este funcional se encuentran en Pistone y Sempi [21] proposicion (2.5(a)) y en Pistone y
Rogantin [12]. Sin embargo s6lo mostraremos las propiedades necesarias para el presente
trabajo.

Proposicion 3.3.3. Para el funcional K, es claro que W, C dom(K,). Ademds se cum-
plen las siquientes propiedades:

1. K,(0) = 0; en otro caso, es estrictamente positivo, convezo e infinitamente Fréchet
diferenciable en W,.

2.Yu € W, z = et Koy es una densidad de probabilidad en M,,. El valor de la
n—ésima deriwada en u en la direccion de v € B, de K, es decir la forma continua
n—lineal, D" K,(u) es el n—ésimo acumulante de v bajo la densidad de probabilidad

2
dn
D"K,(u)v" = —InE,[€"]|i=0.
dt®
3. Para v € B, se tiene
DK, (u)v = E,[v].
Demostracion. 1. Ver Pistone y Sempi [21].

2. Por definicion se tiene que

por lo tanto
D"K,(u)v" = (D"In [My(u)]) v".

u—Kp(u)

Como z=¢e p, por Teorema 3.3.4. se sigue

n

d
D"K,(u) = %lnEZ[et“Ht:O.

3. Es consecuencia directa del numeral anterior.

]

Corolario 3.3.1. Para cada densidad p € M, el funcional acumulante K, : B, () By —
[0,00) es una funcion analitica.

Demostracion. Este funcional es una composicion de funciones analiticas. O
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3.4. Estructura de variedad ¢-exponencial

Ahora se construira la variedad de informacion g-exponencial, la cual generaliza (en el
caso limite ¢ — 1) a la variedad de informacion exponencial construida por Pistone y Sem-
pi, y es un modelo geométrico similar al modelo geométrico k—exponencial de Pistone [22].

En 9, se considerara la topologia de la e-convergencia introducida por Pistone y Sempi
[21] que se expuso en la definicion de los preliminares.

Algunos comentarios y resultados de [21] son necesarios para el desarrollo de este trabajo,
los cuales se presentan a continuacion citando la pagina para no repetir los argumentos
de Pistone y Sempi.

Como comentario a la definicion de la e-convergencia, Pistone y Sempi establecen en [21]
(pagina 1545):
Observacion 2. la e-convergencia, de {g,} a g en M, es equivalente a la convergencia de

9n g

— —1 y __>17

9 n

con respecto a todas las seminormas f — E,[|f|"], para todo h > 1.

Este hecho conduce a otro, que aparece en [21] (pagina 1549), y que se expone en la
siguiente observacion.

Observacion 3. Sean ¢ una funcién de Young y p € M,,. Siu,v € L?(p-p) y {u,} es una
sucesion en L?(p - p), se tiene que

1. para todo € > 0, [u—v|ls, < €, siy solo si, existe h > 1 tal que E,[¢(h(u—v))] < 1.
2. u, — uwen L®(p- ), siy solo si, para todo h > 1, se cumple

lim sup E,[¢p(h(u, —u))] < 1.

Para cada p € M, se considera el conjunto

-1
V, =1int ({u eB,: |lulle,p <1y T < u c.srespecto a p - u}) ,
—q

donde int denota el interior en L®'(p - 11). Para este subconjunto del dominio propio del
funcional K, se define el mapeo

K o)
u — eé”@q p(W) = g,/ TOZDRRT, (3.16)
el cual estd bien definido porque Ty < U Oy K,(u) equivale a 1%1(1 < u, con lo cual

u 6, K,(u) esta en el dominio de e,(-).
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Lema 3.4.1. Para cada p € M, el mapeo ey, es inyectivo.

Demostracion. Sean p € M, v uy, us € V, tales que e, ,(u1) = e4,(uz); es decir,

up — Kp(w)  up — Ky (ug)
1+ (1—q@)Ky(u) 14 (1—q)Ky(uz)

(3.17)

Aplicando la transformacion lineal E,[-] en ambos lados de la ecuacion anterior, teniendo
en cuenta que ambos denominadores, K,(u;) v K,(ug) son constantes, se obtiene

Ep[ui] — Kp(u1) _ Ep[ug] — Kp(uz)

L+ (1= q)Kp(u) 1+ (1 —q)Kp(u2)

Como uy us € V, C B, se tiene que Ep[ui] = Eyus] = 0, de donde

_Kp(ul) N _Kp<u2)

T+ (1= Kp(u) 1+ (1= q)Kp(ug)’

es decir,
—Kp(u1) — (1 — @) Kp(u1) Kp(uz) = —Kjy(uz) — (1 — q) Kp(ur) Kp(u2)

y asi K,(uy) = Kp(uz); de lo cual, reemplazando en la ecuacion permite concluir que

U1p = Ua.

En adelante, el rango de ¢, se denotard por U, es decir,

U = e, (V).

P

El siguiente lema garantiza que los mapeos que se tomaran para introducir las cartas en la
construccion de la variedad g-exponencial, son precisamente biyecciones. Dichos mapeos
se definen, para cada p € 9, por

Sqp U]; -V,
lnq(i) — Ep[lng(
14+ (1 —q)E,[in,

(3.18)

Lema 3.4.2. Para p € M, el mapeo s,, es precisamente la funcion inversa de eq, (y
por tanto s,, es una biyeccion).

Demostracion. Sean p,q € M,,. Basta probar que para todo u € V), se tiene s, ,le,,(u)] =
u y para todo z € U, se tiene e, ,[s,,(2)] = 2. S6lo se probara la primera igualdad, ya
que la segunda es analoga.
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Realizando célculos directos sobre las expresiones en y se tiene:

[ 1 +7<l1_f;§)1(<7;)<u) ]
Sq,p[@q,p(uﬂ = Sgp |€q p

[ ufK:;;(u) )] [ z(er(u)( ]
1+(1—-q)Kp(u 1+(1—q)Kp(u)
Ing (eq ) - b, [lnq (eq )]

u—Kp(u)
1+ (1-q)E, {lnq (B(EH“‘”K”(“)])}

u—Kp(u) E [ u—Kp (u) :|
(19K W) P | 1+(1-q)Kp(u)
o u—Kp(u ’
1+ (1—-q)E, [H 1fqpl((p)(u)]

es decir,

u— Kp(u) — Eplu — Kpy(u)]
L4+ (1= q)Kp(u) + (1 — q) Eplu — Ky(u)]

Sqpleqp(1)]

Finalmente, como K,(u) es constante y E,[u] = 0, se sigue que

Sgpleqp(u)] = u.

]

Se probara ahora que los L{I’, son abiertos segin la topologia dada por la e-convergencia y
que las funciones s,, son secuencialmente continuas de la e-convergencia a la L*'(p - u)-
convergencia.

o e, g /
Proposu;mn 3.4.1. Sea {g,} una sucesion /e-com;ergentg a g, y supongamos que g € U,
La sucesion {gn} estd eventualmente en U, y la sucesion de funciones u, = Sqp5(gn)
converge a u = sq,(g) en V,.

Demostracion. Se debe probar que existe una sucesion u,, € V, tal que g, = e, ,(u,,) esta
eventualmente en Uy y u,, — u en V.
Considere la sucesion w,, definida por

.
Como {g,} es e-convergente a g, de la definicion de e-convergencia, se tiene que la sucesion
{w,} converge a u en p-medida. Ademas, por la definicion de e-convergencia (precisamente
por la observacion [2) se sigue que

h
}—>1 y Ep{g

9n

9n
9

h
E, [ } — 1, paratodo h > 1.
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En consecuencia

ho g

1
_Ep[g_
9n

2 g

h
} —1—0 cuando n — oo. (3.19)

Ahora, teniendo en cuenta la propiedad [2.23] se tiene

1 g h g h B 1 i e’;""@q »( p u9q p(u)p h
§Ep |: g + g—n } -1 = §Ep - uqup ‘ wn@qu(u)p 1
1 [ e“’“ h el |h
] n [
2 L eg e}]un
1 e¥n h 1 |k
= EEp ‘ qu o -1
€4 Cq
L ey
1 h 1 |k
_ = WnOgqU _
= 2Ep _eq a +|—€;Un@qu } 1
1 h(’wn@ u) 1
— Ep 5 61 (1 qq) + eh(wn@qu) — 1

(1-q)
1-2

Notese que para reales 0 < r; < ro < 1, se cumple que eq(nl) < er Ahora, como h > 1, se

puede considerar 1 =qyro=1— %, de lo cual se sigue

el) < ei‘il,Tq. (3.20)
Ademés, como 0 < 1 — (-q - 9 < 1, resulta que
ey <t (3.21)
De lo anterior se tiene
1 (wn©Squ) 1 1 h(wnOqu) 1
E, o et T oo | 1| > E, [5 <eq a4 h(wneg) ) 1
1 (1;(1>
> Ep[®1(h(wn, ©q u))]
En consecuencia,
1 In n
5 | Bl =P =1 =2 By @i(h(wn ©g u))]
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y por [3.19 se sigue que para todo h > 1,

E,[®;(h(w, ©4u))] = 0 cuando n — oo.

Asi, por la observacion , se sigue que w, S, u — 0 en L*'(p- u). Como

resulta que (w, —u) — 0 en L*(p- ).

De lo anterior resulta que la sucesion u,, = w, &, E,[w,] esta eventualmente bien definida
en L*'(p-u) y pertenece eventualmente a V,, por lo cual se debe tener g, = eé“"qup(“””p.

O

La proposicion anterior establece que los mapeos s,, inducen una topologia 7. en M,,, la
cual es equivalente a la topologia de la e-convergencia.

Ahora, como para cada p € M, el respectivo U, es abierto en 7., entonces cada par
(Z/{I’,, Sqp) €8 una carta, teniendo asi una variedad topologica para la cual no se ha definido
una estructura diferencial. Si U, (U, # @ para cada par de densidades p;, p> € M, el
mapeo de transicion es la funcion:

Sqp2 © €qp1 ¢ Sqgm <U;,1 ﬂu;u) —  Sgpo (uél mu;2> )
definida para cada u € sqp, (Us, (U,,) por

Z = Sqp, ((€qp (u))
Sq,pg (eguqup(u)]pl)

e[“qup(”)]pl e[“@quW)]pl
lnq qp—2 — Ep2 lnq qp—2

egueq}(p(w]lh ’
L+ (1= q) By, |In, | ——2

por propiedades de g—algebra y funciones g—deformadas, al simplificar la expresién an-
terior se tiene

. u+[1+(1—q)ulln, (ﬁ—;) — B, [u +[1+ (1 — q)u)ln, (;j—;)}

1+ {[1 + (1= q)Kp, (w)](1 = q)E,, [u 4+ (1— gulin, (mﬂ } (3.22)

Lema 3.4.3. Para cada par de densidades pi, po € M, la funcion sq,, 0 €qp,, €5 un
homeomorfismo.
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Demostracion. Claramente esta funciéon es una composiciéon de funciones continuas y por
tanto es continua. Su funcién inversa viene dada por

(S oe )71 — 6_1 o 3_1
q,p2 q,P1 q,p1 q,p2

= O€q

Sq,p1 D25

y por el mismo argumento anterior se tiene que ésta funcién es continua. Por tanto la
funcion s, ,, © €4p,, €s un homeomorfismo. O

Antes de definir la variedad ¢-exponencial, y para tener condiciones necesarias en la
diferenciabilidad, se resalta la siguiente notacion.

(1) La variedad de informacion de Pistone y Sempi se construye mediante la funcion de
Young ¥(-) = cosh(-) — 1. Para cada p € M,

Wy ={ue L) Julloy <1, v Bylu] =0}
y se cuenta con los siguientes mapeos inyectivos, continuos e inversos entre si:
ep W, = U, = e,(W,) C M,
sp U, — W, C LY (p- p).
En tal caso, las cartas son pares (U, s,), con p € M,,.

(2) En la presente seccion, se consider6 la funcion de Young ®; definida en 3.2lEn el
conjunto

-1
V, =1nt ({u eB,: lulle,p <1y T, <u cs respecto a p - ,u}) , peEM,,
—q
se definieron los siguientes mapeos inyectivos, continuos e inversos entre si:
€qp Vo — uzla = egp(Vp) T M,
Sqp U, = V) C L*(p - ).

La siguiente definiciéon plantea los conjuntos abiertos U, , y las biyecciones o, que se
usaran para formar las cartas de la variedad g-exponencial.

Definicién 3.4.1.

Para cada p € M, se definen

Vip =W, NV, Uyp :=U,N I/l}/0
Eqp eq,p/Vq,p b Vgp = Ugp T M,

Ogp +— Sqm/uq,p b Upp — Vgp C L\Ij(p <L)
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. . ,
Las funciones 05, s, ¥ S, 10 son iguales punto a punto en U, U, no obstante se cumple
la siguiente igualdad entre conjuntos,

0qp(Uap) = Sqp (up ﬂ%’,) = $p (Up ﬂ?/{;,) :

El siguiente teorema establece la estructura de la variedad g-exponencial.

Teorema 3.4.1. La coleccion de pares {(Uyp, 0qp) tpem, €s un atlas de clase C* modelado

en IM,,.

Demostracion. Considérese la familia de pares (U, 04, )pemm, . Claramente los U, cubren
a My, cada U, es un abierto en M, (porque U, y U, lo son) y o, , es una biyeccion;
esto hace que cada (U, ,, 04,) sea una carta y el correspondiente mapeo de transicion para
P1, D2 € M, con Uy, (Uyp, 7# 9, esté dado por

Ogpz © Eqpr * Ogpr Uy, muq,m) — Og.p Uy, muq,m),

definido de la misma manera que en |3.22]

Se debe probar que:

1. Vp,z €M, o0,,U,,NU,.) es un abierto en L (p - u).

2. Vp1,p2 € M, el mapeo de transicion oy, © g4, €s un isomorfismo de clase C*°.

(1) Notese que el conjunto o, (U, [\Uy,») coincide con la restriccion de o,, a U, es
decir,

TapUyp ﬂuq,Z) = 04p(Uy,2) = 54 (Z’{z ﬂu;) = Sp <uz ﬂU;) :

Del trabajo de Pistone y Sempi [21], se sabe que el mapeo S, ! es secuencialmente continuo
y definido de U, en W, C LY(p - u1). De lo anterior y teniendo en cuenta que U, (U, es
subconjunto de U, y ademas es abierto con la topologia de la e-convergencia, se sigue que
sp (U, (U.) es abierto en LY (p - ).

/ ! / /!
(2) Por el lema|3.4.3] 5,,0€,, €s un homeomorfismo entre s, (U, (U,,) y S¢, (U, NU,,).
4 : / ! / !/ :
Ademés, Uy p, y Uyp, son sunconjuntos de U, (U, v (U, (U,,) respectivamente (to-
dos abiertos respecto a la topologia de la e-convergencia). De lo anterior resulta que
Ogps ©Eqp: €S UNA Trestriccién continua de s, ,, 0 €,,, ¥ por tanto es un homeomorfismo de

O g1 Ugpr NUgpy) 0 05, Uy, (U p,)-

Los mapeos de transicién pueden ser expresados por

T— (3.23)
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o bien por s,,, © ey, (u) = ﬁf(u), donde

Fw) =u+[1+ (1 qulln, (%) —E, u 1+ (1 - q)u)in, (%) ,

o) = 1+ {1+ (0= o )1 = B, [u+ 1+ (1= i, (2]}

Para probar que s, ,, o€, ,, €s de clase C*, basta probar que f y ¢ lo sean, ya que g(u) # 0
porque los mapeos de transicion estan bien definidos.

Se sabe que existe z € (U, p, (Uyp,) tal que po = g,.(u); de este modo u + [1 + (1 —
q)ullng(2:) € B.. Denotando v = u + [1 + (1 — q)ullny(2:) v aplicando el numeral (3) de
la proposicion se tiene que DK, (u)v = E,,[v]. Ahora, dado que K, es de clase C*°
en W;, entonces Ep,[u+[1+ (1 — q)ulng(L>)] es de clase C*. Como toda funcion afin es
de clase C*° y f se puede expresar como la suma de una funcién afin y una de clase C'*,
se tiene que f es de clase C*°. Anélogamente, dado que K,, es de clase C*° en W,,, se

cumple que g es de clase C*.
]

En conclusion se tiene una variedad de Banach (variedad de informacioén g-exponencial),
que induce una topologia 7. sobre M, equivalente a la topologia de la e-convergencia.
Dicha variedad es una ¢-deformacion de la variedad de informacion de Pistone y Sempi.



Capitulo 4

Haz tangente y entropia Relativa

En el contexto de las variedades estadisticas exponenciales es sabido que existe una co-
nexion natural entre el espacio tangente y los modelos paramétricos exponenciales uni-
dimensionales alrededor de p; de hecho cada curva diferenciable en 9, p(t) cont € I C R,
tal que p(ty) = p, tiene un modelo tangente de la forma e/ %»("p En este sentido, se
mostrard como la variedad de informacién g-exponencial también satisface este requeri-
miento en el contexto de modelos paramétricos g-exponenciales y asi queda probado que
el espacio tangente esta identificado con las familias de modelos exponenciales. Adicio-
nalmente a esto se muestra la relacion entre entre los elementos del haz tangente a la
variedad y la funcién score ¢-deformada.

Para contextualizar un poco, la funciéon score es de gran importancia en inferencia es-
tadistica y estadistica computacional. Dicha funciéon se define de la siguiente manera.
Considere una familia parametrizada de funciones de densidad de probabilidad

x — f(z]0)

donde 6 es el vector de pardmetros. Si se consideran los observables x fijos entonces la
funcion de verosimilitud (likelihood) es

0 — f(z|0)

usualmente denotada por

L(0]x) = f(x]6).

La funcion score esté definida como el gradiente del logaritmo (usualmente natural) de la
funcién de verosimilitud

0
V = —InL(0|x).
AL (0]2)
En este capitulo se identificara la ¢g-deformacion de la funcién score al considerar el logarit-
mo ¢-deformado segtin Tsallis en la funcion score, para la cual la funcién de verosimilitud
estd dada de la siguiente manera: sean p € 9, y considere un modelo paramétrico uni-
dimensional g(t) tal que g(ty) = p (se vera que estos modelos corresponden a curvas
g(t)

regulares de la variedad); entonces la aplicacion f(t,p) = £ conp fijo es una funcion de

57
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verosimilitud, pues si t es fijo entonces f es una densidad de probabilidad. Con f definida
de esta manera se tiene que la funcién score g-deformada sera

d t

i <&>) |

dt P
Uno de los conceptos mas importantes en fisica estadistica es el de entropia relativa, tam-
bién llamada divergencia [14]. Una generalizacion de este concepto es el de f-divergencias,

el cual se encuentra ampliamente desarrollado en [17] para el caso discreto. Uno de estos
tipos de f-divergencias, conocidas como divergencias del tipo Bregman,

D(pllq) = Z[f(pk) — flar) = (o — a) f' (@),

k

las cuales en fisica estadistica miden la diferencia en energia libre entre una densidad p
y la densidad del equilibrio ¢. Naudts [I7] muestra como esta divergencia expresa que la
energia libre como una funciéon de la densidad p es minima en el equilibrio p = ¢. En la
seccion se trabajara un tipo de divergencia, ¢g-divergencia, para la cual se muestra su
estrecha relacion con la variedad de informacion g-estadistica (contenido de informacion),
y con la entropia relativa de Tsallis de gran importancia en termoestadistica generalizada.

4.1. EIl Haz tangente

Antes de definir la estructura de variedad tangente, veamos primero una caracteristica
del mapeo de transicion o, © €4.p, -

Sean u € Vyp, , WE Vyp, vV 2 € Uypy (Ugps), CON Oy ©Egp (2) =0 .

Entonces

[ ek [ ekpe]
1+(1—¢q KPI ) | py 14+(1—q Kp1 w) | p1
lnq €q p_2 — Ep2 lnq €q p_2

[ u—Kpq (u) ]
lnq eq1+(1—Q)Kp1(u) ;;_;
u—Kp, (u) P u—Kp, (u) P
(maim) @atna (3) = B | (wigiom) @oin (2)]

u—Kp, (u)
1+ (1-q)Ey, [(m) B lng (5‘)]

- (Faaiem) oot ()| oo | (i) @i (5]

1+ (1 - Q)EPQ
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Por lo tanto

u= [(u) Oq Ep,[f(u)] (4.1)

0= (g = ()] “2)

La anterior expresion muestra las funciones de transicién en términos de la ¢-dlgebra
definida en la seccion [2.35] y esta forma de representar dichos mapeos es 1til a la hora de
realizar los calculos necesarios para probar la siguiente proposicion.

donde

-1

Proposicién 4.1.1. Considere u € o, p (Uygpy MUy p,); la derivada del mapeo o4, 0 o,

evaluada en u en la direccion de v € LY (py - 1) es de la forma
A(u) = B(u) Ep, [A(u)),

donde A(u) y B(u) son constantes que dependen de w.

Demostracion. De |2.35] se sigue

U= 0g¢p, © 0;111(“) =

Por lo tanto

D04y 00 Y (u) -0 = 1+ (1= QB [F)]] 2 — 1+ (1 — g) f(u)) Lzl

w 1+ (1= @) B, [f(w)]]’ ’
lo cual se puede escribir como
9f (u)
v 2 [+ f@)] ] 0B, [f(w)
Dloun 03300 = [ T~ | L B
(4.3)
Notese que

Ealfw) = | (i) et ()]
- (g m) ) 0 (Fa e ()]
= B [t ()] [ o (2)] 8 [ |

y al diferenciar parcialmente respecto a u y por la regla de la derivada del cociente se
obtiene

0B [fw) _ |0 O (w) = [ (= @ulDE, () -+ (1= a)lng (2)]
Ou N 1+ (1= K, (u)] 7
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es claro que el argumento en £, de esta tltima expresion, es precisamente

Of(u) [+ (1 = @)Ky, (u) = DEy, (w)o[l + (1 = g)u]] [1 + (1 - q)lnq(i—;)}

du 1+ (1 = g) Ky, (uw)]? ’

la cual se obtiene al aplicar la regla de la derivada del cociente en [4.2} y por lo tanto en

4.3 se tiene

D(oyp, 00

9f(w)
IV i S ) V) I 1)1
R ] T T o)

puesto que E,,[f(u)] es constante podemos escribir esta expresion como

of(u) of(u)
IO - SR (Eacer V() L |
ST e T 00 | B R (e ) [1+<1—q>Ep2[f<u>H]’

sl tomamos

8](;(71)

[1+(1—q)f(u)]
[1+ (1= q)Ep, [f(u)]]

entonces dicha derivada se puede escribir de la forma

D(04ps © 04, ) () v = A(u) — B(u)Ep, [A(u)] (4.4)

que es lo que se queria demostrar. O

Por ser la derivada del mapeo de transicion o, o 0.} , el mapeo A(u) — B(u)E,,[A(u)]
es un isomorfismo lineal topolégico de clase C* entre los espacios LY (py - p) y LY (p2 - 1),

por lo cual el atlas de 9, es un atlas modelado sobre un espacio de Banach.

En la expresion y con las notaciones anteriores se observa que si ¢ — 1 entonces dicha
derivada es de la forma w — E,,[w] con w =1 — DK, (u)v € V,,,, lo cual coincide con la
expresion obtenida por Pistone y Sempi.

Ahora se construira la estructura de variedad tangente, en la cual se prueba que la nociéon
de vector tangente coincide con una ¢-deformaciéon del concepto estadistico de funcion
score.

Dada p € 9,, una curva que pasa por p es un modelo estadistico paramétrico uni-
dimensional:

g: ICR — M,
t — g(t)
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donde g(ty) = p para algun t, € I. Usualmente se supone que to = 0; sin embargo esta
consideracion no es necesaria en este trabajo.

Sean Uy py, 0gpr) ¥ (Ugpy, 0qp,) dos cartas para p € 9M,; entonces

9(t) = egp (w) = ey 2,

donde para cada t € [ se tiene
ui(t) = oqp (9(t)).
Asi mismo
9(t) = g, (u2)

para

uz(t) = g, (9(1))-
Las variables aleatorias uy(tg) y wus(to) estan conectadas por la relacion
uz(to) = (Tgp; © Eqp1) (ua(to))-

Teniendo en cuenta que uy(tg) = 04, (p) ¥ la regla de la cadena, se sigue que

uy(to) = (0gps © Eq,m)/ (u1(to)) - uy(to)

lo cual equivale a

th(to) = (Caps © Eam) (T (P)) - i (t0)-

La expresion anterior es una relacion de equivalencia y satisface los requisitos expuestos
en la seccion [2.3.2} por tanto el espacio tangente de 9, en el punto p sera

T,(M,) = {[{Uyps 74, ') - p € M}

Este es un espacio vectorial topolégico y tiene la misma topologia que cualquiera de los
espacios LY (z - ), tales que p € U, ..
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Iﬂ'{'@ﬂﬁ o

Figura 4.1:

Proposicion 4.1.2. Sea g(t) una curva regular en M, con g(ty) = p, y u(t) € V, su

representacion coordenada bajo o, .. Entonces g(t) = eg“(t)quz(“(t)”z y ademds:

1. Lin, (®>t:t0 =Tu'(t) — QE,[W(t)] para algunas constantes T' y ().

2. Si z=p, i.e. silas cartas estan centradas en el mismo punto entonces los vectores
tangentes estardn representados por la funcion score q—deformada en t.

3. considerando el modelo exponencial bi-dimensional paramétrico

f(t,q) = ellmeae vy (4.5)

es claro que cualquier modelo exponencial unidimensional de la forma e(t*—Kr(tw)

se obtiene de[4.5 al hacer ¢ — 1; o en general si q es fijo.
La funcion score q—deformada de cualquier modelo uni-dimensional [£.9 con 0 <
q <1 fijo, ent =1y, es un elemento del subespacio generado por u € V.

p
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Demostracion. 1.

d, (g(t)> d, O 0],
Zn [ 222 _ 4,
dt q p t=tg dt q e[u(to)@qKz(u(tO))]Z g

q

A ult) - Ka(u() |
dt |1+ (1—q)K.(u(t)) t=to
) I oy —qui)]  (d
S TR T T (- k. )P (dth( “0”)
- Tu'(t@—@(%m(u(to))) (4.6)

en donde

1 1+ (1= q)u(to)]

T oK) ¥ 7 T 0 oK. (ulto)P

Ahora, de la seccion 3.3.3 se tiene que

Por lo tanto p 0
g ! /
—I =z =Tu'(ty) — QF to)l.
dt g ( p >t=to u'(tg) — Q g(to)[u( 0)]

2. Siz = pentonces E,[u'(ty)] = E.[u/(to)];como u(t) es una variable aleatoria centrada
y por tanto E,[u/(ty)] = E.[u'(t9)] = 0 se tiene

%mq (%f))t:to — T (t).

3. Si tomamos u(t) = tu en el numeral (1) se sigue directamente que

d, (fOY _
alnq (T)t_to =Tu

]

La proposicién anterior muestra que el espacio tangente T,,(9,,) esta representado por el
espacio de las funciones score g—deformadas o bien por el espacio de los modelos para-
métricos g-exponenciales uni-dimensionales [4.5]
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El modelo 91, junto con la coleccion de todos los espacios tangentes se denomina el haz
tangente y lo denotamos por 7 (9,,). Asi,

T(M,) = {(f, w): f €Uy, CM, y u eslaclase de los vectores tangentes a f}

Este espacio es una variedad en la cual un atlas estara definido por las funciones (g, u) €
T(U,) — (04p(9), A(u) — B(u)E,[A(u)]), las cuales se definen en el subconjunto abierto
Uyp X Vyp de M, x LY (p- ).

Las funciones de transiciéon estaran dadas por:

(w1, 1) € Vyp x LY (p- 1) — ((Uq,zogq,p>(u1)7A(U1> - B(UI)EZ[A(UI)]) € Vye X LY (2 - p).

Es de esperar que una definicion explicita del haz tangente sea importante para el célculo
de aproximaciones de modelos estadisticos paramétricos y en el modelo exponencial de
Pistone y Sempi.

4.2. Entropia relativa

En general, las f-divergencias se definen en la forma:

I(pllg) = ;Qkf (%)

donde f es una funcién convexa, definida para x > 0 y estrictamente convexa en x = 1.
La razon ‘Z—: puede ser interpretada como la derivada discreta de Radon-Nikodym de la
densidad p con respecto a la densidad ¢. En el contexto de Tsallis y usando la deformacion

2.16] se obtiene:
1 pk>k
1 = — — ] =1]. 4.7
(plla) = — /pk <(qk ) (4.7)

En esta seccién se probara como la nociéon de entropia relativa de Tsallis esta relacionada
con la nocion de variedad g—exponencial. Para ello partimos de la siguiente definicion de
g-divergencia.

Definicién 4.2.1. (¢—divergencia)

Sean las densidades de probabilidad p y z en IM,,. Si (;—)) In, (g) es p-p-integrable, entonces

la g-divergencia de z respecto a p es el nimero

el = [ (2) ing (%) = . 1, (%))

Esta divergencia es de la forma (30) en [17] para el caso de funciones de densidad continuas;
por lo tanto respecto a esta divergencia se tienen las siguientes propiedades:
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(1) I,(z|lp) > 0y I,(2|]p) = 0 implica z = p,
(11) I,(z||p) es convexa en z y p.

Proposicién 4.2.1. Sean p € M, z € Uy, y u la representacion coordenada de z bajo
04p- Ademds sea *u dado por *u = ? -1y

Hy(*u) = E, [(1 +u)ing (1 +1u>]

Entonces

I(pllz) = Tz s
2. Hp(*u) = Iq(ZHp)
3. E.Ju] = I(p)|2) + I(=llp) = (1 + (1 — ) K, () Hy(*u) + Kp(u)

Demostracion. Por la definicién anterior se sigue:

1,(pl12) = By [ing (2) ]

I: u—Kp(u) ]
1+(1—q)Kp(u .
Como z = eg "7y se tiene

Ll = By |in,(5)]

- <E [1 R —%)%(u)b
(6=t
_ Kp(u)
TT (- K, ()

=5 [(3) i (8)] = 1GIp)

I,(2]lp) = E. | e } = St

2. Hy(*u) = E, [(1+"v) (

(wy Y como E [-] es una transformacion lineal
entonces,

Exlu] = (14 (1 = ¢) Ky () Hp("u) + Kp(u).
[l

Es de observar que el valor del mapeo coordenado o, ,(z) definido en estd dado por

)= (=) (e (5) ~tr1o))
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Por tanto, la conexion entre el atlas de la variedad de informacién g—exponencial y la
importante nocion de divergencia es explicita y natural, en el sentido de que la represen-
tacion coordenada de la densidad z € U, contiene la informacion relativa de la densidad
p respecto a z. Ademaés es claro que si 0,,(2) = u entonces

1
E.[u] = (1 + (1= @) (pl[2)

) (Dalzllp) — L,(p]12)).

en donde E, [lnq <§)] = D,(z||p) es la g-deformacion del funcional de entropia relativa
de Kullback-Leibler, caracterizado en [12].



Conclusiones

Se ha construido la variedad de informacién g-exponencial no paramétrica de dimension
infinita, en la cual el mapeo coordenado evaluado en una densidad z, perteneciente a una
vecindad de p, contiene la informacion relativa de p respecto a z en la forma

o) = (=) (0 (3) - 4019).

Este valor, es, de hecho, una variable aleatoria u la cual tiene esperanza cero respecto
a la medida de probabilidad (p - p) y pertenece a un espacio de Banach. Las variables
aleatorias de este espacio poseen dos propiedades importantes a saber:

1. Eyle'] < oo parateR.

2. E,[®i(au)] < oo para algin a.

Este par de propiedades caracterizan los elementos del espacio de coordenadas y por tanto
a las densidades z = ¢,,(u).

La variedad es dotada de una topologia de espacio de Orlicz inducida por el atlas la cual
es equivalente a la topologia de la e-convergencia; las caracteristicas generales de estos
espacios y su topologia inducida por las normas de Orlicz y de Luxemburgo se encuen-
tran bien desarrolladas en [24]. Esta topologia en la variedad g-exponencial permite que
las densidades en una vecindad de p tengan entropia finita, lo cual no es logrado con la
norma de traza, (ver [20]), y es una condicién de gran importancia al considerar dichas
densidades como estados normales en cierta configuracion.

Uno de los logros relevantes de esta construcciéon es ver como el espacio tangente de
la variedad, 7 (9,) esté identificado con los modelos paramétricos uni-dimensionales, co-
mo se demostr6 en la Proposicion 4.1.1 (3) y que este espacio porta en si las funciones
score y su g-deformacion, es decir, que los elementos del espacio tangente dan cuenta de
estas dos importantes relaciones que se tienen entre densidades de probabilidad.

Es de esperar que estas propiedades sean la base para una formulacion de la termoesta-
distica generalizada de Tsallis, en el caso de las g-deformaciones, puesto que el funcional
de entropia relativa definido en corresponde a una deformacion en el caso de las f-
divergencias.
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68 Conclusiones

Uno de los aspectos geométricos que no se desarrollan en este trabajo es el relacionado con
los a-embebimientos de Amari o embebimientos en subespacios de R"™; este es un topico de
gran importancia al desarrollar métricas Riemmanianas y en particular métricas de Fisher.

La variedad es en si una generalizaciéon del modelo geométrico presentado por Pistone
y Sempi [21] en el caso limite ¢ — 1; y se espera sirva como modelo geométrico para
caracterizar sistemas no extensivos.



Problemas abiertos

Dado que la variedad de informacion g-exponencial estd modelada sobre espacios de Ba-
nach, se deben desarrollar algunos topicos adicionales, los cuales se espera sirvan para
obtener resultados generales en el contexto de la fisica estadistica y en la termoestadistica
no extensiva de Tsallis; algunos de estos son:

1. Identificar y caracterizar los elementos del espacio dual [L®'(p- )] de L' (p - p),
asi como aquellos pertenecientes a un espacio de Orlicz LY (p - i) en el cual ¥ sea
una N-funcién que cumple la condiciéon A, y que ademés sea equivalente con ®q,
tal como se desarrolla en [12].

2. Caracterizar las subvariedades y embebimientos con el fin de generalizar los con-
ceptos de métricas de informacion de Fisher y métricas Riemmanianas, los cuales
son tal vez, uno de los items mas importantes en la teoria de las variedades de
informacion tal como se desarrolla en [I]. De igual manera relacionar la variedad
g-exponencial con los a-embebimientos de Amari y el Haz de Hilbert.

3. Los mapeos coordenados de la variedad de informacion g-exponencial estan direc-
tamente relacionados con el concepto de f-divergencias o entropia relativa, como
se demostro en la seccion por tanto es de esperar que en la variedad se cum-
plan condiciones propias de la fisica estadistica y la termoestadistica no extensiva
de Tsallis, tales como el principio variacional, el principio de méxima entropia, con-
dicion de estabilidad de Lesche, entre otros. Es entonces un trabajo plantear este
tipo de resultados en términos de la variedad de informacion g-exponencial y ana-
lizar si generalizan o son expresiones equivalentes, a las que se encuentran en la
termoestadistica no extensiva de Tsallis, los cuales se encuentran desarrollados en

I18].

4. Una de las aplicaciones de las variedades de informacion, a la fisica cuantica, se
encuentra en [26]. Un resultado analogo al planteado en dicho trabajo se puede
realizar con la variedad de informacion ¢-exponencial.
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Problemas abiertos
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