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Resumen

El presente trabajo estd orientado a presentar los aspectos més relevantes de la termoestadistica
generalizada de Tsallis, obtenida a partir del formalismo de funciones ¢-deformadas de Naudts
y particularmente funciones g-deformadas. Mas alla del caracter divulgativo, se establecen tres
tipos de aplicaciones de las funciones g-deformadas, las cuales hacen referencia, respectivamente,
a la obtencion de cotas para la entropia S, propia de la termoestadistica de Tsallis, en términos
de normas en espacios de Orlicz; la construccion de un criterio para hallar el indice g-entrépico
para un observable u en un medio de turbulencia para el cual es aplicable el formalismo de
Tsallis, y que aprovecha la propiedad de pérdida de memoria para exponenciales g-deformadas
segtn la propuesta de Ghitany [I]; y la obtencion de soluciones del tipo expq(kt) para dos tipos
especiales de ecuaciones diferenciales no lineales con coeficientes constantes.
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Introduccion

Durante el siglo pasado, el formalismo desarrollado por Boltzmann y Gibbs - en adelante BG -
para describir desde el punto de vista microscopico los fenémenos termodinédmicos, y conocido hoy
como mecénica estadistica, fué objeto de profundos estudios y de diferentes interpretaciones, lo
que permitié que se obtuvieran notorios resultados, no s6lo en el desarrollo de la termoestadistica,
sino también en el de su aplicacién a diferentes campos, tales como la teoria de informacion, el
analisis de riesgo, las ecuaciones diferenciales no lineales, el analisis de sistemas complejos, entre
otros.

Dentro de los aportes mas relevantes a la estructura de la mecénica estadistica de BG, se en-
cuentra la definiciéon de diferentes funcionales para describir la entropia de un sistema. Pueden
citarse, como ejemplos de tales propuestas, los funcionales de entropia de Shannon [2] y Kol-
mogorov [3] (relacionados con teoria de la informacion en sistemas clasicos), la entropia de Von
Newnman (equivalente a la de Shannon en sistemas cuanticos), La entropia Sg de Renyi [4],
la cual logra un gran avance respecto a las anteriores, dado que caracteriza diferentes tipos de
entropias haciendo uso de un indice entrépico «; casos similares estan dados por la entropia Sy
de Kaniadakis [5] relacionada con estadistica relativista, y la entropia S, de Tsallis [6], la cual
se aplica a fenémenos donde la evidencia experimental muestra que no se cumple el principio
de extensividad de la entropia clasica para sistemas probabilisticamente independientes. Las dos
dltimas son, al igual que la de Renyi, entropias dependientes de parametros k-entropicos, o en
modo més general , casos especiales de entropias biparamétricas [5], como también lo son dos en-
tropias dependientes de pardmetros g y 7, y las cuales permiten obtener como casos particulares
a las entropias de Renyi y Tsallis; tales entropias son la entropia de Sharma-Mitral y la entropia
supraextensiva [7].

El presente trabajo pretende abordar precisamente algunos de los aspectos mas relevantes de la
entropia no extensiva de Tsallis, sus aplicaciones en la descripcién de sistemas termodindmicos
y en la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales y su relacién con teorias de mecéanica
estadistica méas generales, como la que actualmente desarrolla Naudts [8] [9]. A partir de esta
dltima propuesta, se estudia la posible aplicaciéon de los espacios de Orlicz en la obtencién de
nuevos funcionales de entropia.

Como ya se ha dicho, la entropia de Tsallis no es la Ginica que se encuentra parametrizada por
un indice entrépico, en este caso g-indice; por ello, el trabajo se inicia con la descripcién de las
funciones exponencial y logaritmica generalizadas, segtun el desarrollo propuesto por Naudts en
[8]. Dicho formalismo permite obtener algunas de las diferentes entropias que se han citado, o
definir nuevos funcionales de entropia, partiendo de la definicién del ¢-logaritmo deformado, en
adelante ng(x), dada por:
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L du

Ing(z) = o) (1)

donde ¢(u) es una funciéon definida en [0, 00), continua, creciente y convexa en (0, 00). La funcion
inversa de Iny(x) es denominada expy(x). La importancia de ambas funciones (Ing y expy) en
la mecéanica estadistica, se encuentra en el hecho de que la entropia es definida en términos de la
funciéon logaritmica y la densidad de probabilidades que optimiza la entropia, y por tanto, que
describe la manera como el sistema se comporta en el estado de equilibrio, se da en términos de
la funcién exponencial.

Dado que el interés se centrara en la termoestadistica de Tsallis, en el segundo capitulo se hace
uso del g-célculo para enunciar o probar las propiedades de las funciones expy(z) y Ing(z) en
términos de las cuales se desarrolla el formalismo de Tsallis. Siguiendo varios de los resultados que
el lector podréa encontrar en forma mas detallada en [10] y [11], se desarrollan el 4lgebra para las
funciones g-derfomadas, asi como propiedades referentes a la derivacién e integracion de dichas
funciones. Se exponen asi mismo otras generalizaciones, en relacién con funciones trigonométricas,
tanto circulares como hiperbélicas, la transformada de Laplace y las funciones g-Gaussianas.
Estas tdltimas guardan una estrecha relacion con el estudio de distribuciones de probabilidad
en estadistica generalizada y en especial, con el proceso de optimizacion de la entropia S,. El
capitulo finaliza con un recuento de los aspectos més representativos del formalismo BG y su
posterior ampliacién en el contexto de la termoestadistica no extensiva; primero se expone un
analisis de tipo cualitativo, desde el punto de vista macroscopico, de las diferentes variables que
se involucran en la descripcién de un sistema termodinémico; el estudio es complementado con un
analisis similar desde el punto de vista microscopico, siguiendo el modelo de ensamble propuesto
por Gibbs, y para lo cual se ha tenido en cuenta [12]. Para tal fin, se estudia el equilibrio de sitemas
en los tres tipos de ensambles usuales: microcanénico, canénico y grancanoénico, encontrando
la forma de las correspondientes densidades de probabilidad asociadas al equilibrio de cada
sistema, a partir de las restricciones de normalizacién, intercambio de energia con el medio e
intercambio de moléculas con el medio, en términos de las cuales se caracteriza cada ensamble.
Contintia la seccion con la propuesta de termoestadistica generalizada de Naudts, para lo cual se
ha seguido [8], [13], [14] y [9]; la descripcion se fundamenta a partir de la evidencia experimental
de sistemas no extensivos. La definicién de nuevos funcionales de entropia a partir de funciones
¢-deformadas se hace constructivamente, y esta dada de forma tal, que en el caso limite ¢(x) = z,
el funcional de entropia se reduzca al del formalismo BG. En este punto se hace énfasis en la
particularizacion del formalismo de Naudts a la entropia S, de Tsallis. Para ello se inicia con
una descripcion preliminar, siguiendo [6], [15] y [I7], en la que se establecen las motivaciones
que llevaron a definir Sy; se resaltan distintas interpretaciones de S;, como objeto matematico o
cantidad asociada a un observable de un sistema fisico, desde diferentes caracterizaciones [18]. Se
aborda la caracteristica de no extensividad y se finaliza con la obtencién de diferentes funciones
de densidad de probabilidad para el equilibrio del sistema (maxima entropia), las cuales dependen
de las restricciones que se impongan a la energia en el ensamble canénico, y que guardan estrecha
relacién con la familia de densidades de probabilidad escort, tal como es presentada por Ferri,
Martinez y Plastino [19]

Desde sus inicios en 1988 uno de los principales retos que ha tenido el formalismo de Tsallis
es el de encontrar un criterio de elecciéon para el pardmetro de no extensividad, o como se ha
llamado anteriormente, indice entrépico ¢. En la literatura se encuentran varios célculos para
determinar ¢ en determinados sistemas fisicos (ver [I8] pagina 23 y siguientes). En algunos
casos los procedimientos parten de principios primeros o leyes derivadas, para determinar el
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valor o valores de g correspondientes a distribuciones de probabilidad que se ajusten a los datos
observados en un sistema. Otros procedimientos consisten en partir de datos experimentales para
encontrar una funciéon de ajuste (asumiendo caracteristicas no extensivas) y plantear un valor o
valores de ¢ 6ptimos. En 2007, Sunehag P. escribié un articulo titulado On a connection between
entropy, extensive measurement and memoryless characterization, el cual hace referencia a la
propiead de pérdida de memoria caracterizada por Ghitany M. [I] y su relacion con entropias no
extensivas. Siguiendo algunas de las ideas propuestas por Sunehag y Ghitany, el tercer capitulo
pretende introducir una nueva forma de relacionar el parametro ¢ para un observable u, con
su funcion de densidad de probabilidad estacionaria f, siempre que ésta tenga media cero en
un sistema superaditivo y la energia efectiva asociada a u esté sujeta a ciertas condiciones; este
capitulo esta basado en el articulo de éste autor, titulado, Sobre el pardmetro de no extensividad
para algunos sistemas super-aditivos [20] . La relacion se plantea mediante la comparacion de
funciones de enlace que permitan describir la pérdida de memoria, utilizando la caracterizacién
de Ghitany para ciertas variables aleatorias. La comparacion entre las funciones de enlace se usa
para plantear un criterio con el cual se puede obtener el pardmetro ¢ a partir de una estimacién
de la funcién de densidad de probabilidad estacionaria. Dicho criterio es constructivo en cuanto
no requiere suponer un valor especifico para ¢. En la primera secciéon se establece la manera
como las funciones de enlace caracterizan la propiedad de pérdida de memoria, para variables
aleatorias con distribuciones no exponenciales. La segunda secciéon esta orientada a establecer
una biyeccién entre la distribucién obtenida en forma experimental para una variable aleatoria
correspondiente a un observable u, y una distribucién dada en términos del pardmetro de no
extensividad, la cual a su vez, seréd la correspondiente a la funcién de densidad de probabilidad
que en teoria optimiza la entropia. A partir de tal biyeccion se establece el criterio de obtencion
de ¢, proceso que se desarrolla en la seccién 3. El criterio es aplicado para describir un sistema
compuesto por un cuerpo sobre el que acttiia un fluido con turbulencia. Dicho problema ha sido
abordado por Beck [2I], y més recientemente por Beck y Daniels [22]

El cuarto capitulo esta dedicado, aprovechando algunas propiedades de las normas en espacios
de Orlicz y pares normalizados de funciones de Young, a establecer cotas para la entropia S
de Tsallis en términos de normas de funciones de Young. Ademéas, como un ejemplo novedoso,
se plantea la posibilidad de considerar espacios de Orlicz y un funcional de entropia, en el
sentido de Naudts, a partir de una variable aleatoria asociada a un observable u de un sistema
termodindmico. Estos resultados hacen parte del articulo, del mismo autor, Non-extensive entropy
and Orlicz sequence spaces [23].

Otro de los campos donde se propone una apliccacion del funcional g- deformado en términos
del cual se soluciona el problema de la entropia S, es el campo de las ecuaciones diferenciales no
lineales. Para empezar, la definicion misma de In,(z) esté relacionada con la obtencion de una
solucién al problema con valores iniciales asociado a la simple ecuacién diferencial de Bernoulli:

y=y?  con y(1)=0
cuya solucion esta dada por:

y = capy(x) = (L+ (1 - @) ™"

Ahora bien, en 1998 Borges [24] propuso una soluciéon para una ecuacion diferencial no lineal
asociada a un oscilador, la cual pudiera escribirse en términos de expy(kt). Un afo maés tarde,
Mendes y Pedron [25] propusieron estudiar algunas ecuaciones diferenciales no lineales con coe-
ficientes constantes cuya solucion pudiera ser escrita en términos de exp,(kt). El quinto capitulo
aprovecha las propiedades de las funciones g-deformadas, relativas al algebra y ¢-célculo de las
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funciones exp,(z) y Ing(z), para encontrar soluciones a ecuaciones diferenciales no lineales con
coeficientes constantes, en términos de funciones g-exponenciales. Como es usual, el analisis se
inicia con la ecuacién diferencial de orden 2, y posteriormente se generaliza el método para
ecuaciones diferenciales de orden n. El primer paso del método consiste en caracterizar el tipo
de ecuaciones diferenciales sobre las cuales se desarrollara el analisis. El primero de estos tipos
estd dado por la ecuacion diferencial, denominada aqui ecuacién diferencial de tipo 1, definida
mediante la expresion:

dnyan dn_lyan—l dyal
I T ST

an + agy®® =0

Para esta ecuacion se establecen condiciones de ligadura sobre los exponentes «,, y el parametro
q. A partir de las ligaduras establecidas, se procede a encontrar la ecuaciéon polindémica auxiliar
en la variable k cuyas soluciones proporcionan los valores complejos para los cuales exp,(kt)
es solucién de la ecuacion diferencial. El proceso anterior practicamente es replicado para la
ecuacién diferencial de tipo 2 definida por:

dny Qn dn—ly Qn—1 dy aq oo
<dt> *(dt froraly) Tevt =0

En este caso, la ecuacion auxiliar que se obtiene, si bien es una ecuacién algebraica no polinémi-
ca, mediante un cambio de variable se transforma a polinémica. El capitulo finaliza con un
breve anélisis acerca de las dificultades de aplicar el método de g-transformada de Laplace, la
cual se define en la seccion 2.1, para la soluciéon de problemas con valores iniciales asociados a
ecuaciones diferenciales no homogéneas, donde la no homogeneidad estd dada en términos de
g-exponenciales.

El sexto capitulo esta destinado a exponer las conclusiones méas relevantes de los capitulos ante-
riores. Finalmente se exponen algunos problemas abiertos, los cuales estan asociados con temas
de interés, tanto teérico como aplicado.



Capitulo 1

Propuesta inicial

1.1. Objetivos

Objetivo general

Exponer aspectos matematicos de la termoestadistica no estensiva de Tsallis y, haciendo uso de
tal formalismo, proponer algunas aplicaciones en tres contextos concretos, como son: la eleccion
del indice entrépico a partir de la relacién entre la funcién de densidad de probabilidad que
optimiza la entropia de un sistema y dicho indice; la obtencion de cotas para la entropia de Tsallis
mediante normas en espacios de Orlicz; y la soluciéon de ecuaciones diferenciales no lineales con
coeficientes constantes, en términos de g-deformadas

Objetivos especificos

1. Utilizar el formalismo de Naudts para describir los aspectos més relevantes de la entropia
no extensiva de Tsallis, haciendo uso de la familia de g-deformadas.

2. Obtener un criterio para definir el indice de no extensividad ¢ para un sistema donde es
aplicable la entropia S, de Tsallis, haciendo uso de funciones de enlace.

3. Aplicar la teoria de espacios de Orlicz en la obtencién de cotas para las entropias de
Shannon y Tsallis, en términos de normas en dichos espacios.

4. Aplicar las propiedades de la familia g-exponencial para caracterizar la soluciéon o soluciones
de ecuaciones no lineales con coeficientes constantes, cuya no linealidad esta relacionada
con potencias de la variable dependiente y de sus derivadas hasta orden n.
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Capitulo 2

Aspectos matematicos relacionados con
termoestadistica generalizada

Dada la diversidad de temas que se exponen en el presente trabajo, las ideas preliminares sobre
las cuales se desarrollarédn los capitulos siguientes deben ser de tal generalidad que puedan ser
retomadas sin mayor riesgo en los diferentes contextos en los cuales seran citadas, y de tal
profundidad que no se necesiten aclaraciones posteriores que hagan perder el objetivo de cada
capitulo. Pensando en lo anterior y a modo de darle un caricter de unidad a un grupo de
contenidos en apariencia disimil, este segundo capitulo estda compuesto en primer lugar por
una aproximaciéon a la teorfa de funciones g-deformadas y en segundo lugar, por los aspectos
mas relevantes de la termoestadistica generalizada. Se espera que tales contenidos no sélo sean
suficientes para la lectura de las secciones posteriores, sino que ademas, estén presentados en
la manera mas clara y sintética posible. La primera seccién esté destinada a las definiciones
de las funciones k-deformadas, para lo cual se ha seguido la propuesta de Naudts [8]. Dentro
de esta familia de funciones se da especial interés a las funciones ¢-deformadas propias de la
teoria de Tsallis, se estudian sus propiedades y el algebra de las mismas, y finaliza la seccion
con algunas generalizaciones propias del g-calculo, las cuales hacen referencia a funciones g¢-
anélogas, tales como las trigonométricas circulares e hipérbolicas, la g-transformada de Laplace
y las g-gaussianas; estas generalizaciones seran de especial interés en el tltimo capitulo, donde se
presentan algunos resultados novedosos relacionados con la soluciéon de ecuaciones diferenciales
de segundo orden no lineales.

La segunda seccién, referente a la termoestadistica generalizada, se inicia con una breve mencién
de la termoestadistica clasica y los problemas que dieron origen a la termoestadistica no extensiva;
para darle un caracter de unidad al capitulo, se generaliza la familia x-deformada de Naudts a
un nueva familia, denominada ¢-deformada, la cual sera de especial interés en el desarrollo del
capitulo 4. Se establecen los resultados y relaciones béasicas de la termoestadistica no extensiva,
y finaliza la secciéon con un estudio detallado de la termoestadistica de Tsallis, dado que en el
capitulo 3 se expone un importante resultado asociado a tal formalismo, y en el capitulo 4 se
establecen algunas cotas notables para la entropia de Tsallis, en términos de normas en espacios

de Orlicz.



8 CAPITULO 2. ASPECTOS MATEMATICOS RELACIONADOS CON T. G.
2.1. k-deformadas

Aunque el estudio del g-calculo no estaria catalogado precisamente como una teoria reciente, dado
que sus origenes podrian situarse en los trabajos de Euler y Gauss, su construccion rigurosa se
ha realizado en el tltimo siglo y méas concretamente, en la primera mitad del siglo XX. En
este periodo, el desarrollo del g-analisis fue notorio en los trabajos de Jackson, Carmichael,
Ramanujan, Watson, sblo por citar a algunos, quienes trabajaron en series g-hipergeométricas,
aplicaciones al analisis combinatorio y ecuaciones g-diferenciales. Dentro de todos estos trabajos,
cabe resaltar el realizado por Jackson, a quien se debe un gran namero de escritos relacionados
con g-diferenciacion, g-trigonométricas y teoria general del g-célculo, como aparece bien resefiado
por Ernst [I1]. En la dltima década del siglo X X, algunas de las ideas desarrolladas durante
la primera mitad del mismo siglo tomaron gran fuerza en diferentes campos de la ciencia y la
matematica; uno de los campos donde se ha aprovechado en gran medida el g-analisis, es el de
la termoestadistica no extensiva, razén por la cual, esta seccion estd destinada a la descripcion
de dos importantes funciones g-deformadas, exp,(z) y logq(z), y su posterior aplicacién en los
fundamentos de la termoestadistica generalizada.

2.1.1. Definiciones

Una funcién exponencial k-deformada, donde el parametro k es un nimero, se denota por expy(z)
y cumple las siguientes propiedades:

1. expy(xz) > 0 para todo € R . Se permite exp,(z) = oo

2. expy(x) es una funciéon convexa y es estrictamente creciente en todos los puntos donde no
se anula o no se hace infinita.

3. exp,(0) =1

4. exp,(x) tiende rapidamente a cero cuando x tiende a —oo, en otras palabras:
o0
/ expy(—z)dr < oo: (2.1)
0

Similarmente, puede definirse una funcion logaritmica k-deformada, que se denota por In,(z),
estd definida para todo niimero positivo x y cumple las siguientes propiedades:

1. In,(x) es una funcion concava y es estrictamente creciente.
2. Ing(1)=0

3. fol Ing(z)dz < co

Es facil mostrar que la inversa de una funcién exponencial x-deformada es una funcién logaritmica
k-deformada. Puesto que exp,(z) es estrictamente creciente, diverge cuando = — co. Ademaés,
expy(z) tiende rapidamente a cero cuando z tiende a —oo; las dos situaciones anteriores indican
que el rango de exp,(z) incluye el intervalo (0,+00). Esto implica que la funcién inversa esté
definida para todo niimero positivo . Reciprocamente, si una funcién logaritmica k-deformada
estd dada, entonces la funcién exponencial x-deformada correspondiente es:
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Y, si existe y > 0 para el cual z = Ing(y),
expy(x) =<0, si x < Ink(y) para todo y > 0,
+oo, siz > lIng(y) para todo y > 0.

Una propiedad de la funcién exponencial usual, que podria ser de interés en la funcién exponencial
k-deformada estd dada por: expg(—z)expi(z) = 1 siempre que expg(—z) y exp.(x) no sean
ni cero ni infinito. Para el caso de la funcién logaritmica, la propiedad correspondiente seria
In,(1/2) = In,(—z). Sin embargo, estas propiedades no siempre se cumplen para funciones k-
deformadas. Cuando esto sucede, es posible definir funciones deformadas duales. Para el caso de
la funcién exponencial k-deformada, la obtencion de la dual correspondiente se da siempre que
se satisfagan las siguientes condiciones:

L 7% (expu(z)) tde < oo

2. (expx(x))~! es una funciéon convexa de x

En tal caso, la funcion dual para la exponencial deformada estara dada por:

exp(z) = pl() (2:2)
Similarmente, la funciéon dual para la funcién logaritmica deformada se define por:
Ini(z) = —=Ink(1/x) (2.3)
Para la funcién logaritmica k-deformada, considerese la siguiente integral:
Fi(z) = /j In.(y)dy, x>0 (2.4)

La expresion anterior se utiliza para definir una nueva funcién logaritmica s-deformada, conocida
como logaritmica deducida y denotada por wg(z), la cual se define como:

wr(x) = (r — 1)F.(0) — xF.(1/x) (2.5)

siempre que se cumpla la condicién para la existencia de la funcion dual Ink(z) dada por:

/1 Ine(1/x)dx < 0o (2.6)
0

Ahora, dados dos pardmetros A > 0 y p > 0 y una funcién logaritmica k-deformada, se puede

definir una nueva funcion logaritmica k-deformada, llamada escalada, denotada por In5*¢(z) y la

cual se define como:

In>(x) = AMing(px) — Ing(p)) (2.7)
Para el caso de exponenciales x-deformadas, se tiene la relacion:

exple(z) = 1~ erpa (A2 + Inw (1)) (2.8)

En tanto que si existe la logaritmica deducida, la relacion estard dada por:

Wi (@) = Mww(p™'e) —we(u™)) (2.9)
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Ejemplo 2.1.1. Logaritmica deformada de Tsallis Considérense las siguientes funciones
k-deformadas, donde —1 < k < 1:

In,(z) = <1 + i) (2" — 1) (2.10)

K 1/k
expg(x) = [1 + T Kx} (2.11)
+

Como es usual:
[ul - = maz(0, u)

En este caso se tendrad:

1 1
In}(x) = —In, <x> _ o7 Kln_,.g(x) (2.12)
Por otro lado:

Fu@) = 22" —1) - <1 + i) (x—1) (2.13)

K
En particular, F,,(0) = 1. Asi se obtiene:

1 1,
=1 _Kln,,{(:n) =1 +Kl () (2.14)

wg ()

Esc

De donde se concluye que wy () = In®S(x) con los pardmetros de escalonamiento \ y p cualquier

par de positivos que cumplan la relacion:
(I =r)A=p"

Observacion 1. En el contexto de Tsallis se utiliza la funcién logaritmica x-deformada definida
por:

w(z) = %(1 —a ")

la cual se puede obtener facilmente de (2.5)) y (2.13) Por otro lado, la notacion en tal formalismo
estd dada por expy(z) y Ing(x) con ¢ = 1 + k. Cuando se haga explicito que se esté trabajando
en el contexto de Tsallis, se escribira expq(x) y Ing(z), y por tanto:

i -1

T (2.15)

Ing(z) =

expy(z) = (14 (1 = g)z)"/1=9 (2.16)
Ejemplo 2.1.2. Funciones deformadas de Kaniadakis Para —1 < k < 1, k # 0 Kaniadakis
define:

expe(z) = (kx + /1 + k222)V/" (2.17)

La cual es una funcion positiva y finita para todo nimero real x. La funcion inversa es:

Ing(z) = — (2 — %) (2.18)

:2/<J

En el caso limite k = 0 estas funciones coinciden con las definiciones usuales de funciones
exponencial y logaritmica respectivamente. En este caso se tiene:

1 101 L,

1R ok [T RY 1—r

Fi(x) zlr (2.19)
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En particular:
1

BO=1"2

(2.20)

La funcion logaritmica deducida estd dada por:

1 1 14 k)%
wr(z) = 13 + mlnq ((1 — K) x) (2.21)

€esc
K

1 14k 1/2k
A= — = — 2.22
V1 — K2 a <1(1> ( )

Por tanto se tiene wy(z) = Int“(x) con los pardmetros de escalonamiento:

2.1.2. Propiedades y algebra de ¢-deformadas

En secciones siguientes se desarrollara una descripciéon detallada de la propuesta de Tsallis, razén
por la cual es de interés resaltar las propiedades bésicas de las funciones ¢-deformadas exp,(z)
y Ing(z). Asi mismo, se resaltan otras posibilidades de genralizaciones que pueden obtenerse a
partir de ellas. Considérense las funciones ¢g-deformadas definidas por y . En tal caso

se tiene:

Proposicion 2.1.1. La funcion expy(z) tiene las siguientes propiedades geométricas:

1. Para ¢ < 0, z € [0,00), expy(x) es una funcion positiva, continua, creciente, concava, y
tal que:
lim expy(z) = 00
Tr—00
2. Para0 < g <1z €[0,00), expy(z) es una funcion positiva, continua, creciente,convezra, y
tal que:
lim expy(z) = 0o
T— 00

3. Paral < ¢ < (1%7 T € [O,q%l), expqg(x) es una funcion positiva, continua, creciente,
convexa, y tal que:
lim  expy(z) =00

x—>(q%1)

Demostracion. Si se considera y = exp,(z), entonces:

ZTyc - 11(1(1 (1= q)a) ™7 = (eapy())! (2.23)
y P
8 = dleapy () (2.24)

Por tanto se cumple:

1. De (2.16) se tiene que, para ¢ < 1, expy(z) es continua en (—oo,00), mientras que para

q > 1 expy(x) es continua en (—oo, q_%) U (q_%, 00).
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2. (2.23) implica que la derivada de expy(x), con ¢ < 1, sea positiva para 0 < z, (con q>1,

la derivada es positiva para 0 < x < q%l) y por tanto, expy(x) es creciente en (0, 00) para

¢ < 1, mientras que seré creciente en (0, q%) para g > 1.

3. (2.24) implica que para ¢ < 0, la segunda derivada de exp,(z) es negativa en (0, 00); para
1

0 < ¢ < 1, tal derivada es positiva en (0,00) y para g > 1 es positiva en (0, qfl). Asi se
dan las condiciones de concavidad y convexidad expresadas en la proposicién.
4. para ¢ > 1 se tiene 1 — ¢ < 0. Por tanto, si se hace n = 1/(q — 1) (2.16)) se tiene:
1/1 o
fm [1+(1—q)]/'"% = lim [1— f}
z— T—n~" n
q—1
n n
= lim [ ]
x—n— [N —X
= +o0.
]

A continuacion se muestran algunas graficas que ilustran el comportamiento de expq(x) para
diferentes valores de gq.

" %

s P | 1 z
e

-1

— g=0.5
——--g=0
- g=-0.5
- g=—1

Figura 2.1: Graficas exp,(r) para ¢ <1
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Figura 2.2: Grafica de exp; ;(x)
{3
2
AT
_—Ff

Figura 2.3: Grafica de exp; 4()

13
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-
i
T

Figura 2.4: Grafica de exp; 7(x)

Figura 2.5: Grafica de expy(z)

Proposicién 2.1.2. La funcion Ing(z) tiene las siguientes propiedades geométricas:

1. Para g <0, x € [0,00), Ing(x) es una funcion continua, creciente, conveza, y tal que:

lim Ingy(z) = oo
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2. Para 0 < ¢ <1z €0,00), Ing(x) es una funcion continua, creciente, concava, y tal que:

lim Ing(z) = oo
r—00

1
3.Pam1<q<q_—1,

concava, y tal que:

xz € [0,00), Ing(z) es una funcidn creciente en [O,q_%), continua,

La prueba de la proposicion (2.1.2]) es similar a la de la proposicion (2.1.1). Algunas graficas de

Ing(x) se muestran a continuacion.

i
]

— g=0.5
——-—-qg=0
-m— g=-—0.5
»+o g=—1

Figura 2.6: Graficas Ing(x) para ¢ < 1
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1 s
1 e
.:-"'-'_-_F__'_-
= 3
P | 2 3
F o
_.-"
il
Iy | ra
.'l-
=4
£3
I

Figura 2.7: Grafica de Inp ()

.
a4 e
-~ 4 2 3
2
-1 /’
.'-
/
/
r 3
/
/
f
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|
-3
|

Figura 2.8: Grafica de Iny 4(x)
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Figura 2.9: Grafica de Inj 7(x)
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gl | 2 3
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/
[l
/
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b 3 ||

Figura 2.10: Grafica de Iny(z)

17

A continuacion se presentan dos proposiciones que dan cuenta de propiedades similares a las de

las funciones exponencial y logaritmica usuales:

Proposicién 2.1.3. La funcion expy(x) cumple las siguientes propiedades:
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1. Producto
expy(@)eapy(y) = expy(a +y+ (1 — @)zy) (2.25)
2. Cociente () ( )
cxpg(®) _ T —y .
ety =em (3 () (2:20)
3. Potencia
(eapg)" = eapy_1_gy/n(n) (2.27)
4. Inverso
“l—ex T = expr—_q(—T .
(can o) = ean, (1 ) = copal-2) .29
5. Derivada p
7 160Pq(2)] = (expq(2))” = ewpa—1/4(q2) (2.29)
6. Integral
/e:zpq(nx)dx = (2_1q)n(equ(nx))2q (2.30)

Demostracion. Para cada una de las propiedades se tiene:
1. El lado izquierdo de la expresion ([2.25) puede escribirse como:

expy(z)eap(y) = [(1+ (1 — q)z)(1 + (1 — g)y)] 75

Con lo cual:

1

expg(x)expg(y) = [1+1—-q@ax+1—-qy+ (11— q)2xy]fq
L+ (1—q)(x+y+(1-qay))™
expg(z +y + (1 — q)zy)

2. Partiendo del lado derecho de ([2.26]) se tiene:

_ <1+ 1-qy+( —q)(:c—y))>1iq
1+(1—q)y
_ erpg(x)
expq(y)

3. De la definicion de exp,(z)
(expy(@))" = (1+(1-q)a)™s
1

1-— (A—-q)/n
= <1 + q(nx)) ’

n

= eapy_1og(nz)
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Las propiedades 4, 5 y 6 son inmediatas. Para la 4, basta con reemplazar n por —1 en

(2.27)) y se obtiene (2.28). En el caso de 5, nétese que:

d 1 1 a_
el (1= ] ™5 = 5 (14 (L= 0)) T3 (1= ) = (eapy(0))°
Ahora, reemplazando n por ¢ en la expresion ([2.27)), se obtiene la segunda parte de ([2.29)).

Por otro lado,
1

/equ(nx)dx = /(1 + (1 —q)nx)T-a

que mediante el cambio de variable v = (1 4 (1 — g)nz) se convierte en

/uliqdu 1 22 (expy(nx))?~1
e ul-9 = ———~ 2
n(l—q n(2-q 2—¢q
O
Proposicion 2.1.4. La funcion Ing(x) cumple las siguientes propiedades:
1. Producto
Ing(zy) = Ing(x) + Ing(y) — (1 — @)lng(x)Ing(y) (2.31)
2. Cociente () — Ino(u)
ng(x) — Ing(y
Ing(z/y) = —~ 1 2.32
oo/y) 14 (1 — q)lng(y) (2.52)
3. Potencia n
Ing(z") = T Ing_p(z'79) (2.33)
4. Inverso
_ Ing(z) -1
l = 1 = l 2.34
nae™) = T i) = i) (2:34)
5. Derivada
d l _ 1 2.35
—ling(a)] = (2:35)
6. Integral
l -1
/lnq(x)dm = x(n;(_x)q) (2.36)

Demostracion. Aligual que en las propiedades para expy(x), se procedera propiedad por propiedad.

1. Partiendo del lado derecho de (2.31)) se tiene:

e St W i B M Y

Ing(a) + Ingly) + (1= g @imy) = Tt Lt
o714yl — 14 (ay) -2l — gyl 41
- e
(zy)' 9 -1
-

= Ing(zy)
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2. Si se aplica la definicion de ing4(z) al lado derecho de ([2.32)), entonces:

zyl-q¢ _1q
I, <fv) _ (y)l_
y q

1—q_,1—¢q
(%)

_ 1—q
= —
Y q
zlma—1  yl79-1
_ 1—q 1—q
= -
y
1+ (1= q) 5=

Ing(z) — Ing(y)
1+ (1 —q)lng(y)

3. En este caso:
@) 1-1
l1—gq
(z'79)" -1
l1—q
n (27" —1
1—gq n
n

= 1— qlnlfn(xl_q)

4. Claramente

Ing(z™") =

Las prpiedades 5 y 6 son triviales, dado que:

L)) = [

Por otro lado:

/ Ing(z)de — / (2177 — 1)da
1
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Algebra

Definanse las siguientes g-operaciones :

1. La g-suma &g, de R? — R, esta dada por:
t@qy=z+y+(1-qzy (2.37)

2. El g-producto ®,, de RT x R — R, esta dado por:

1

TRy =[x""+y"" =11 (x> 0,y >0) (2.38)

Proposicién 2.1.5. Las operaciones ©q y ®¢ cumplen las propiedades asociativa, conmutativa
y modulativa, siendo 0 el modulo para ©q y 1 el modulo para ®q.

Demostracion. En el caso de la operacién @®y:

(2@y)®gz = (+y+(1-qry)+2+(1-q)(z+y+(1-qry)z
= z+y+z+(1-qyz)+ (1 —-qgzy+z+(1—-qyz)
= xDq (yDq2)

La prueba de las propiedades conmutativa y modulativa son ambas triviales.

Por otro lado, para ®, se tiene:

(x®qy)@g2z = (@ 9+y"77-1) 421791
= 774 (yliq + 27— 1)—1
= T®q(Yy®q2)

Las propiedades conmutativa y modulativa, con 1 como médulo, se prueban de forma trivial. [

Observacion 2. Dado que ®, estd bien definida para z,y > 0 ntmeros reales, las propiedades
asociativa y conmutativa tienen sentido siempre que 0 < 2 ®,y < ooy 0 <y ®q4 z < 00

Proposicion 2.1.6. Para x # q_% existe un inverso unico de x bajo Oq.

Demostracion. Sea a € R tal que a ®y x = 0. En tal caso se tendria:
at+z+(1—qar=0

Con lo cual:

B —x

1+ (1-gq)x

a es por tanto tnico para xz € R tal que = # q%- O

a (2.39)

Al elemento a encontrado en (2.39)) se le representara por ©qx. Asi:
TPy (B4z) =0
Con la definicién de inverso de x para @, es posible definir la g-diferencia para dos elementos
x,1, la cual estarfa dada por:
y  O=qzy _ z—y
I+(1-qy 1+0-qy 1+010-q)y

TOqY = Dg (Ogy) =2 — (2.40)
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Observacion 3. Las siguientes propiedades se cumplen para @ y ©:
TOGY =06qy By (2.41)
204 (YOq 2) = (£ Oqy) By 2 (2.42)

Proposicién 2.1.7. Para x > 0 existe un inverso inico bajo @,

Demostracion. Como antes, supongase que existe b > 0 tal que z ®, b = 1. En tal caso:
@177+ b1 — 1) T =1

o lo que es equivalente
1

b= (2—a'"9)}. (2.43)
O

Al elemento b encontrado en (2.43)) se le representa por @,z y permite definir la g-razon, la cual
esta dada para dos reales x 3, ambos mayores que cero, y tales que (2!~ < y'=9 4+ 1), por:
e i
Ty =7R®(0gy) =@ I+ 2—y N T = (a9 —y I+ 1)} (2.44)

Observacion 4. Para 0 < x < 2 se cumple 1 ©g (1 @4 ) = x. Asi mismo, si ¢ < 1, la expresion
bastante singular 1 @, 0 no diverge.

Observacion 5. Es de interés tener en cuenta las siguientes propiedades, similares a las del
producto y cociente usuales:

Ty =10 (y@ez) (@ TSy TIH1) (2.45)
TQq(Yy0q2) = (x0qy) ®q 2= (xR®q2) Dy (771 <yt <2t 41) (2.46)

Las definiciones de @, y ®, dadas por (12.37)) y (2.38]) asi como las propiedades para las funciones
exponencial y logaritmica ¢g-deformadas que se demostraron en las proposiciones (2.1.3)) y (2.1.4)),
permiten establecer la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.8. La relacion entre las operaciones @4, ®q, OS¢, Yy Qq para las funciones

expq(x) y Ing(x), estdn dadas por las siguientes propiedades:

» Propiedades del dlgebra para exp,(x)
expg(z)expq(y) = expq(z Bqy) (2.47)
expq(z)/expq(y) = expq(r Sqy) (2.48)
expy(z) ®q expq(y) = expy(z + y) (2.49)
expq () Oq expq(y) = expy(z —y) (2.50)
» Propiedades del dlgebra para In,(x)
Ing(zy) = Ing(x) By Ing(y)
Ing(z/y) = Ing(x) g Ing(y)
Ing(x ®qy) = Ing(z) + Ing(y)
Ing(z @qy) = Ing(x) — Ing(y)
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2.1.3. Otras Generalizaciones

En vista de que existen varias expresiones matematicas de uso comiin que pueden ser escritas
en términos de la funcién exponencial, parece claro que una generalizacién de dichas expresiones
puede darse de forma natural, haciendo uso de la funcién exp,(z). Es este el caso de las funciones
trigonométricas, hiperbolicas, la transformada de Laplace, o las distribuciones gaussianas. A
continuacién se presentan de forma sucinta algunas de estas posibles generalizaciones. Para mas
detalles constltese [26] o [10].

g-trigonométricas

Sea g € R, y considérese la expresion:

n

Qnlq) = q(2¢ = 1)(3¢ — 2) -+ (nq — (n— 1)) = [ [ (ig - (i — 1)) (2.55)

=1
y Qo(q) = 1. Se tiene asi la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1.9. Sea exp,(x) definida como antes, entonces:
dn

T [€2Pq(2)] = Qn-1(q)[eapy(a) =) (2.56)

Demostracion. como ya se mostro en la formula (2.29), se tiene:

d
7 [€2Pq(2)] = (expg(2))* (2.57)
Por otro lado, si paran =k
d kq—(k—1
Trleapy(@)] = Qo (g)eapy ()01 (2:58)
entonces, para n = k + 1 se tiene:
dkz—i—l ok
gkt leapg()] = (kg — (k- 1)Q-1()epy ()] (expq(w))?

= Qu(q)[expy(x))@F+tD=((+1)-1))
= Qn (q) [equ(gg)](nQ—(n—l))‘

Ahora, si se considera la serie de Taylor al rededor de = = 0 para f(x) = exp,(x) se tiene:

1"(0) d d2 22
F(0) + £(0)x + o) 2?4 = expy(0) + %[equ(:v)] mzom + @[equ(x)] o 4.
x? a3
= 1+x+q§+q(2q—1)§+---

S 2"
= 1+ Z anlm
n=1 ’
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Esta serie converge para toda x € R. Asi pues, la expresion en serie de Taylor para exp,(x) viene
dada por:

e n
x
expg(z) =1+ Z anlﬁ (2.59)
n=1 ’

Teniendo en cuenta las series de Taylor para e, sen(x) y cos(x)

oo n
e
e =1+ E —
n!
n=1

0 p2ntl
sen(z) = 7;)(—1)”(271 )
0 p2n
cos(x) = 7;)(—1) o)

entonces, la expresion (2.59) sugiere una generalizacion natural para las funciones trigonométricas
en términos del parametro g. De acuerdo cor (2.59)), las g-trigonométricas seny(x) y cosq(z) estan
dadas por:

0 :L,Qn—‘rl
seng(x) = ; QQnm (2.60)
o0 2n
cosq(z) =1+ Z an,l% (2.61)
n=1 ’

Las cuales convergen para x < |1 — q]_l. Notese que con las definiciones anteriores se cumlpe la
conocida identidad de Euler:

expq(iz) = cosq(x) + iseng(x) (2.62)

Ahora puede probarse la siguiente caracterizacion de las funciones g-trigonométricas en términos
de las funciones trigonométricas usuales

Proposiciéon 2.1.10. Las funciones seng(x) y cosq(x) se pueden escribir, respectivamente, en
términos de las funciones sen(x) y cos(x) como:

seng() = pal@)sen(8y()) (2.63)
cosq() = py(x)cos(by(x)) (2.64)
Donde:
pal) = /(1 + (1 = 0222)Y/0-0) = [eap,((1 - q)a?)]? (2.65)
_arctan((1 — q)x)
Oy(x) = - (2.66)

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que exp,(x) puede escribirse en términos de exp(z) y
In(x) como:

In(1+(1— q)a:)) (2.67)

expq(x) = exp < -
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Por otro lado, si z = a + b, entonces:

z=|z| e (2.68)
Donde
|z| = Va? + b? (2.69)
y

b
¢ = arctan <) (2.70)
a
Asi, una expresion para In(z) esta dada por:
In(z) =Inlz| +i¢ (2.71)

Considérese ahora la expresion exp,(ix). Utilizando (2.67) se puede escribir:

In(1 1- )
expgy(ixz) = exp < n( +1(_ . q)xz)) (2.72)
Sea z =1+ (1 — q)xi, entonces, de (2.71) y (2.72) se tiene:
) In|z| id . )
= = |2| = 2,
expy(iz) exp(l_q+ 1_q) |z| 1= exp Zl—q (2.73)
Si se reemplazan (2.65)),(2.66),(2.69) y (2.70]) en (2.73) se tiene:
expy(it) = pol)exp(ify(z)) (2.74)

Aplicando la identidad de Euler a ambos lados de (2.74)) se llega a:
cosy(2)+iseny(z) = pg(w) (cos(0y(w)) +isen(8y(x)) = pg(w)cos(By(x)) +ipg(w) sen(8(x)) (2.75)

Igualando las partes real e imaginaria en (2.75)) se termina la prueba. O

Las funciones g-trigonométricas restantes se definen siguiendo la forma usual. Por ejemplo, para
el caso de tang(z) se tiene:
seng(x)

tang(z) = cosy(2) = tan(f,(x))

Por otro lado, es posible mostrar que las propiedades mas relevantes de las funciones circulares
usuales tienen propiedades correspondientes para las ¢ generalizadas, las cuales recuperan a las
primeras cuando ¢ — 1. Algunas de ellas:

1. Teorema de Pitagoras:
seng(z) + cosq(x) = pg(x)

2. x ~ seng(x) para x — 0:
lm seng(x)

x—0 X

=1

3. Derivada de seng(z):

%senq(m) = 0032_1/q(qa:)
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4. Derivada cosq(x):

d
%cosq(x) = —sengy_1/4(q)

5. Formula de De Moivre:

(cosq Fiseng)™ = cosi_(1_q)m(nT) £ s€N1_(1_g)/n(nT)

6. Definicion de las trigonométricas en términos de exponencial (forma alterna de la identidad
de Euler):
expy(ix) + expy(—ix)
2

cosq(z) =

expq(iv) — expy(—iz)
2

seng(x) =

g-hipérbélicas

Los resultados obtenidos en las generalizaciones anteriorers para el caso de las funciones ¢-
exponencial, g-logaritmica y g-trigonométricas permiten realizar de forma natural la extension a
las funciones hiperbdlicas mediante las expresiones:

senhgy(z) = exp () —2equ(—x) (2.76)

coshy(x) = expy(2) +2equ(—:c) (2.77)

A partir de las definiciones dadas por (2.76)) y (2.77) se tiene la expresion para tanhy(x) dada

por:

tanhgy(z) = m (2.78)

Por otro lado, es facil probar que las siguientes propiedades se cumplen:

1. Teorema de Pitagoras para hiperboélicas:

coshg(:c) + senhg(x) = expq(z)erpy(—2)

2. Foérmula de De Moivre:

(coshy(x) + senhy(x))" = coshy_(1_g)/n(nx) + senhi_1_q) /n(nx)

3. Derivada de senhy(x)

d
%[senhq(x)] = coshy_(1/¢)(7)

4. Derivada de coshg(x)

d
o [coshg(z)] = senha_(1/q) ()
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g-Transformada de Laplace

La definicion usual de transformada de Laplace para una variable de valor real no negativo f(¢)
estd dada por:

C{f(t)} = /0 " f(t)e it = /0 " (t)eap(—st)dt

Pueden darse tres maneras de genralizacién de la transformada de Laplace utilizando ¢- expo-
nenciales, dependiendo de las sustituciones posibles para exp;(—st) dadas por:

1. expy(—st)
2. (expy—t)*

3. (expy(t))~*

Todas las posibilidades anteriores recuperan la transformada usual cuando ¢ — 1. Se sigue aqui
la propuesta de [10], por lo cual se escogera la opcion 2 para la generalizacion buscada.

Definiciéon 2.1.1. La g-transformada de Laplace para una funcion f(t), con t > 0, estd dada
por la funcion

Fy(s) = L{f(1)} = /OOO f@)[expy(=t)]"dt (2.79)

Donde s = o+ (i es un nidmero complejo.

Para proceder con la generalizacion dada por (2.79)) son necesarias las dos definiciones siguientes:

Definiciéon 2.1.2. Sea f(t) una funcion definida en el intervalo [a,o0). Se dice que f(t) es de
orden q-exponencial ag, con o € R, si existe M € R, tal que |[expe(—t)]*° f(t)| < M

Definiciéon 2.1.3. Se dice que una funcion f(t) definida para todo t € [a,00) es continua por
trozos en (a,00) si para todo intervalo finito [a,b] se cumple que:

1. f(t) tiene un nimero finito de discontinuidades en [a,b].

2. En cada punto ty donde f(t) presenta discontinuidad

lim f(¢) Y lim f(t)

t—ty t—td

existen, y se dird que en to f(t) presenta discontinuidad finita.

Ahora puede probarse la siguiente proposicion, la cual establece condiciones suficientes para la
existencia de la transformada de Laplace.

Proposicion 2.1.11. Sea f(t) continua a trozos y de orden g-exponencial g para 0 < t < oo.
Entonces, Fy(s) = L {f(t)} (s = a+ Bi) existe para o > ag + (¢ — 1)

Demostracion. Para empezar, considérese la funcién
T
Fun(s) = [ leon (=0l 7o)

T ey
_ /0[1—(1—q)t]_q—1|f(t)|dt
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Ahora bien, dado que f(t) es continua por trozos en [0,00), f(t) tiene un namero finito m de
discontinuidades en el intervalo [0, T]. Sean t1,ta, ..., t,, los valores de t donde se presentan tales
discontinuidades; sea ademaés ty = 0. Entonces, la tltima de las integrales puede escribirse como:

T N m—Ll ot N T N
|- a-aa#= sl =Y [ a-a-00 7 @lder [ 1-0-00 7 50]de
0 i=0 Vti tm

(2.80)
Por otro lado, como f(t) es de orden g-exponencial ag, existe M > 0 tal que:
()] < Mleap(~6)] 0 = M[1 - (1 - @)t)T (2.81)
Al reemplazar (2.81)) en (2.80) se tiene:
T z+1 a—aq
/ )[1—(1—q)t] |dt<ZM/ —(1— q]_qldt+M/ —(1—q)t]” a1 dt
0
(2.82)

Ahora, después de resolver las integrales del lado derecho de (2.82)) y agrupar téminos semejantes,
se llega a:

M
a—ay+(1—q) [1_(

Flgm(s) < 1= (1= 1)~ o] (2.83)

aag

Ademas, dado que 1 — < 0, pues por hipotesis a > ag + (¢ — 1), se concluye que:

Jim (1—(1— QT) " 1 =0 (2.84)
Pero por otro lado:
i Fyy(s) = Fy(S) (2.85)

Con lo cual, si se consideran (2.83)), (2.84]) y (2.85]), entonces:

M
Fq(s)ga_a0+(1_q)

Con lo cual queda probada la existencia de Fy(s) = Lg{f(t)}. O
Al igual que en los casos anteriores, la generalizacion propuesta para la transformada de Laplace
a partir de la funcién expq(x) permite definir propiedades para Fy(s) que se reducen a las

propiedades usuales de F'(s) cuando ¢ — 1. Algunas de estas propiedades se presentan a contin-
uacion. Los detalles de la prueba para cada propiedad pueden consultarse en [10].

Propiedades de la ¢-transformada

1. La inversa de F,(S) esta dada por la funcion:

c+i0o
Lo Fy(s)} = L / Fy(s)[expy(—t)] "1~ ds

270 Jo—ioo

Dode ¢ es una constante real que supera a la parte real de todas las singularidades de Fy(s).
De la definicion de .C(;qu(s) se tienen las siguientes igualdades:

LoHLASON =)y LAL T HE(s)}) = Fy(s)
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2.

10.

Valores limite:

T sL,{F(0) =M f() i sCe{f()} = ln [1 - (1- gl ()

. Linealidad:

Lo{erfi(t) + e2f2(0)} = e1Lgl 1)} + caLo{ f2(0)}

. Cambio de escala:

Lty = LR 5y en =100

. Primera propiedad de traslacion (traslacion en s):

Loflexpg(=t)] 7> f (1)} = Fy(s — s0)

. Segunda propiedad de traslacion (traslacion en t):

A

Donde u(t) es la funcion escalon unitario de Heaviside definida por:

0, sit<O,
u(t):{ si

1, sit>0

g-transformada de derivadas (orden 1y 2)

£l r 0y = sty { i b= 10
Lol F" ()} = s(s — (1— q))Lq {D_(ﬁ(t_)q)ﬂ} ~ F(0) - s5(0)

. Derivada de g-transformada:

Fy(s) = Lo{[In(expg(—t))]f(t)}

FM(s) = Lo{[In" (expy(—1))] (1)}

. g-transformada de la integral:

£ { [ ftonda} = — - 0 - 9050}

Integral de la g-transformada

[ mtwan= e { gt

IR el
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Otras propiedades importantes de la g-transformada pueden obtenerse a partir de la generali-
zacion de la convolucion de dos funciones f(t) y g(t). La g-convolucion propuesta por Tsallis y
Prato [10] esta dada por:

(f ¢ 9)(2) =/0 f (1 _t(l__Tq)T) - _?1(7_) I (2.86)

A partir de (2.86|) se tienen las siguientes propiedades:

1. Asociativa:

[f #q (g %q P)I(t) = [(f %q 9) %4 h](?)

2. Conmutativa:

(f#q 9)(t) = (9 %q F)(2)

3. Multiplo escalar:
(c1f g 9)(t) =c1(f#q9)) y  (fxqca9)(t) = ca(f %4 9)()

4. Distributiva:
[f #q (g + R)I(E) = (f %q 9)(t) + (f %q R)(?)

5. g-transformada de la convoluciéon

Lo{(f %4 9)()} = Lo{F (1)} £e{9(D)}

g-Gaussianas

La distribucién normal o gaussiana es una de las distribuciones de probabilidad con mayores
aplicaciones, tanto en el desarrollo del conocimiento mateméatico, como en diversas areas de
las ciencias basicas y humanas. Para una variable aleatoria X que distribuya normal, dicha
distribucién esta definida mediante la expresion:

T N2
Pla) = — / 35
27 J o

g

donde, como es habitual, p representa el valor esperado de la variable aleatoria X, y o el valor
de la desviacion estandar. Naudts [14] propone una generalizacion de la distribuciéon gaussiana,
la propuesta de Naudts se apoya en trabajos anteriores de Tsallis, Plastino, Moyano y Hilhors;
para el estudio detalladao de la g-generalizacién de la distribucién gaussiana y del teorema del
limite central ver [26]. La generalizacion propuesta por Naudts [I4] para la funcién gaussiana
estd dada por la distribucién g-gaussiana:

F(z)= / ;em’pq <02> dt con q < 3. (2.87)
x Cq

La funcién de densidad de probabilidad asociada a esta distribucién puede escribirse como:

@) = emi( ) (289)
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Donde ¢, estd dada por:

/_OO expy(—2?) (2.89)

para 1<q<3 (2.90)

r(1+ %)
Cq = U 1 para g < 1. (2.91)
1 1— 3 1

Para el caso de la termoestadistica generalizada, la densidad de probabilidad que optimiza la
entropia se escribe como:

fo(x) = c(x)expy(—a(B) — BH(x)), (2.92)

donde H(z) representa el hamiltoniano de la energia, 5 es un parametro que depende del in-
verso de la temperatura % y () es un parametro que se obtiene del proceso de optimizacion
por multiplicadores de Lagrange. Para obtener la forma ¢-gaussiana para se realizan las
sustituciones:

c(x)=—; H(z)=2% B=0"9% aff)=Insy(0)

Es claro que para ¢ = 1 se obtiene la distribucién normal estandar. Un camino un poco mas
general, aunque equivalente, es abordado por Moyano [26]. En este caso (2.92)) se escribe como:

1

flz) =A1+ (¢ — 1)By(z — ,uq)2]ﬁ, para q <3, (2.93)

donde la media generalizada ji, puede escribirse, en términos de la densidad de probabilidad

__ p)?
P(z) = T p@yds (2.94)
,uq—/FxP(m)dx. (2.95)

Las probabilidades P(z) son conocidas como probabilidades escort y son propuestas por Tsallis
en el proceso de optimizacién de la entropia para el ensamble canénico. Como es usual I' es el
espacio de fase correspondiente al sistema y p(x) la densidad de probabilidad para los diferentes
estados del sistema.

Ademas:

para 1< q<3 (2.96)

<§ n L) :
S — qu para q <1, (2.97)
CSi
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con:

B, =[8—-qog) ' =[(5-3¢)0"] ", (2.98)

donde la varianza o, generalizada se relaciona con la varianza usual mediante la expresion:

5-3
0'227(10'2.
3—q

Finalmente, (2.93)) puede escribirse como la g-gaussiana:

(@) = Ageapg(—=Bq(x — 1g)*) (2.99)

2.1.4. ¢-logaritmica y ¢-exponencial

Recientemente Naudts [13] ha propuesto una familia de funciones exponenciales y logaritmi-
cas deformadas, denominadas ¢-defrormadas, las cuales estan dadas, ya no en términos de un
parametro fijo ¢, sino de una funcién ¢(u) positiva no decreciente, definida para v > 0. A
continuacion se define dicha familia:

Definiciéon 2.1.4. Sea ¢ una funcion creciente en [0,00), estrictamente positiva en (0,00). La
funcion Ing se define como:
“odv

Ing(u) = @) u>0

Ing es una funciéon céoncava, negativa en (0,1) y positiva en (1, 00).La funcién inversa se denota
por expy. Esta funcion se define de forma similar a como se definio la funcion exp,(x) en términos
de la Ing(z). Dada ¢ como arriba, se introduce la funciéon ¢ de R por:

d(expy(u)), siu esta en el rango de Ing,
P(u) =<0, si u < Ing(y) para todo y > 0,
+00, si u > Ing(y) para todo y > 0.

Claramente ¢(u) = ¥ (Ing(u)) para todo v > 0 Una propiedad de gran utilidad que puede
probarse para la funcion expg(u), viene dadda por:

C%ewp(b(u) = ¢(expgy(u)). (2.100)

2.2. Termoestadistica Generalizada

Si bien la propuesta de Boltzmann-Gibbs ha mostrado efectividad, su uso se restringe a los sis-
temas conocidos como aditivos o extensivos; tales sistemas son aquellos que cumplen la propiedad
de aditividad S(A + B) = S(A)+ S(B), donde A y B son dos sistemas independientes en el sen-
tido probabilistico. Para sistemas no extensivos, es necesario generalizar la entropia de forma
tal que se cubran los casos subaditivos o superaditivos. En este sentido, la termoestadistica no
extensiva es considerada como un nuevo paradigma en mecanica estadistica.
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2.2.1. Termoestadistica clasica
Consideraciones cualitativas de tipo macroscoépico

El estudio de los procesos termodinamicos se inicié analizando la relacién entre variables exten-
sivas e intensivas de sistemas sujetos a transferencias de calor y cambios de temperatura, desde
un punto de vista macréscopico; las variables extensivas son entendidas como cantidades glob-
ales y que dependen de la cantidad de materia que se considere, teniendo presente que para dos
sistemas simples independientes I'1 y I'y que componen un sistema més complejo I', la variable
extensiva A, asociada al sistema I' es tal que, si A1 y As representan la misma variable en los
sitemas I'; y I'g, respectivamente, entonces se cumple que:

A=A+ A

Las variables intensivas son variables de tipo local, y su valor es el mismo en cualquier regién del
sistema I'. Asi, dada la variable intensiva B para el sistema anterior, con las correspondientes
B1 y By asociadas a I'y y I'y respectivamente (I'; y I's como antes), entonces se cumple que:

B =B =D,

Ejemplos de variables extensivas son el volumen o el ntimero de moléculas; en tanto que la
temperatura o la presiéon son ejemplos de variables intensivas.

Un tipo de variable que aparece en los procesos termodinamicos y cuya clasificacion no esta dada
dentro de los dos tipos arriba mencionados, es la conjugada, la cual esté definida en términnos
de una variable extensiva y una intensiva. Tal es el caso de la energia en forma de trabajo para
el caso de un gas ideal, la cual, en términos diferenciales, puede escribirse como:

dE = PdV

Donde P, es la presion (intensiva), y dV el diferencial de volumen (extensiva).

Se considera como sistema de estudio termodindmico o simplemente sistema termodinamico, a
un sistema rodeado de un entorno; sistema y entorno estédn separados por una superficie que
puede o no permitir el paso tanto de energia como de materia. En el primero de los casos el
sistema se denomina abierto y en el segndo cerrado. La materia estara determinada por el nimero
de particulas de la misma, ntimero que seré representado en general para sistemas discretos y
cerrados por N (o n si se toma el ntimero de moles). Ademas, un sistema cerrado puede estar
compuesto por sistemas internos e independientes, los cuales se denominan sistemas simples. El
caso usual que ilustra esta situacion es la de un gas confinado en un recipiente con una pared
movil interna. Si bién el gas dentro el recipiente representa como tal un sistema cerrado, cada
una de las regiones en que se divide el recipiente, debido a la presencia de la pared interna,
es a su vez un sistema cerrado. En tal caso, se representa por N; el nimero de moléculas del
i-ésimo sistema simple,con i = {1,2,3,...,n}, de los n sistemas simples que componen el sistema
cerrado. Un sistema compuesto por sistemas simples se denomina sistema complejo. El objetivo
principal de la termodindmica serd determinar el estado o estados de equilibrio de un sitema
cerrado. Retomando el caso del gas confinado en un recipiente con pared movil interna, se busca
establecer las condiciones bajo las cuales la pared no se moveria. Si al llegar a este estado se
modifican las condiciones del gas en uno o ambos lados de la pared, es de suponer que la pared
comenzara a moverse. Por ejemplo, si se representa como antes el sistema total por I', y cada
uno de los sistemas simples por I'; y I'g, v se tiene el sistema en equilibrio, intuitivamente puede
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concluirse que un aumento de gas en el sistema I'; hard que la pared se mueva, y encuentre el
equilibrio en un punto tal que el volumen correspondiente a I'; aumente respecto al volumen que
tenfa antes de que ingresara gas en dicho sistema. La pregunta seria en tal caso, jcudles seran
los valores de los volimenes finales de I'y y I's7. Los principios y relaciones que permiten dar
respuesta a esta pregunta, y en términos generales, caracterizar las relaciones entre las variables
termodindmicas extensivas, intensivas y conjugadas, se exponen a continuacion.

Postulado 1. Sea I' un sistema termodindmico, entonces, cualquier estado de equilibrio de T’
se puede caracterizar completamente por el conjunto {U,V,N;}, donde U representa la energia
interma del sistema, V' el volumen y N; el nimero de moléculas.

Observacion 6. En algunos sistemas, el volumen V puede ser sustituido por otra variable macroscopi-
ca, tal como la polarizacién eléctrica P o el momento magnético M

Postulado 2. Sea I' un sistema compuesto por k sistemas simples. Entonces, existe una funcion
llamada entropia S, la cual se mazimiza cuando el sistema llega al equilibrio.

Los postulados 1 y 2 establecen que S = S(U,V, N;)

Postulado 3. La entropia S para un sistema compuesto I' es aditiva; ademds es continua,
mondtona creciente y diferenciable respecto a U

El postulado 3 establece que S es extensiva, y ademés que:

S
— 2.101
8U>0 (2.101)

forma equivalente de la segunda ley de la termodinamica, la cual a su vez sirve para caracterizar
los procesos reversibles y los irreversibles; Asi mismo, establece la imposibilidad de un mévil
perpetuo.

Postulado 4. La entropia S para cualquier sistema I' se anula cuando T =0

El postulado 4 es una forma equivalente de la tercera ley de la termodinamica, la cual establece
la imposibilidad de que la temperatura pueda llegar al cero absoluto.

Algunas relaciones matemaéticas que pueden obtenerse a partir de consideraciones macroscopicas
de las variables que se relacionan y de los principios anteriores, se muestran a continuacion.
Dentro de ellas se destacan las ecuaciones de estado, las cuales se obtienen de los principios 1y
2, de donde, como ya se menciond S = S(U, V,n;) o lo que es equivalente U = U(S, V,n;). Es de
anotar que un sistema termodindmico queda plenamente determinado por las tres ecuaciones de
estado que se obtienen a partir de las relaciones mencionadas.

1. Principio de conservaciéon de energia:
dU =0Q + oW (2.102)

Donde el simbolo @ hace referencia a que el diferencial imperfecto depende del camino que
se tome para medir el cambio infinitesimal.

2. Si ' es un sistema compuesto por los dos sistemas simples I'; y I'y, entonces:

Sr = Sr, + S, (2.103)
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3. La expresioén diferencial de U, en términos de S, V, n; permite definir los parametros inten-
sivos asociados a U como sigue:

k
oU oU ou

Se tiene de ([2.104) las siguientes asignaciones, conocidas como ecuaciones de estado:
oU - oU - ou

=T, —=-pP; =y
oS 1% T Oy
Donde, como es usual, T es la temperatura, P la presion ; estan relacionadas al potencial
b ) 7 b
quimico asociado a cambios en el nimero de moléculas o moles.

4. Las ecuaciones de estado también pueden darse en términos de la energia U. Si se considera
la forma diferencial: .
oS oS oS
_ 92 el ——dn; 2.1
dS = odU + —=dV + ; o ln (2.105)

entonces de ([2.105)) las ecuaciones de estado estan dadas por:
s 1 09S P 9S

ou T 9V T an; T
5. Relacion calor/entropia sin variacion de materia (moles constantes):
TdS =9Q (2.106)

Esta relacion establece el aumento de entropia debido al flujo de calor hacia el interior del
sistema.

6. Energias libres

Energia Libre de Helmholtz F=U—-TS (2.107)
Entalpia H =U+ PV (2.108)
Energia Libre de Gibbs F =U —-TS + PV (2.109)

Observacion 7. En las expresiones ([2.107)), (2.108]) y (2.109) se han utilizado las transformaciones
de Legendre, segin las cuales, dada una relacion f = f(x1,22,..z;), se tiene la asignacion

of

Yi = or;

Si se desea escribir la relacion f en términos de las y;, es preciso realizar un proceso de integracion
para despejar a x; en términos de y;. Si se toma el proceso respecto a una sola varible, lo que se
tiene es y = % En tal caso, en el proceso de integracion aparece una constante c(y) (el hecho
de escribir ¢(y) obedece a que en realidad = y y se consideran independientes, mientras que ¢
depende de y). El nmero y estaria caracterizando la pendiente de una recta tangente a la curva

definida por (x, f(x)) con intercepto c en el eje f(z). Por tanto, es posible escribir:

f(x) — cly)

y= z—0
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Con lo cual:
c(y) = fly) —zy (2.110)

Al pasar a varias variables, la relacion correspondiente estaria dada por:

J
cly) = f - szyz (2.111)
i1

Y por tanto:
af oc

0z =Y Yy By; =

Las transformaciones de Legendre que se utilizaron fueron:

oU OF
oUu OH
—P= FiG -V = P en (12.108)) (2.113)

En (2.109) se utilizaron simultaneamente (2.112)) y (2.113))

La propuesta Boltzmann-Gibbs

Las relaciones anteriores hacen referencia a la descripciéon macroscopica de un sistema termo-
dindmico. Sin embargo, la descripcion de los estados de equilibrio fue complementada por los
trabajos de Boltzmann y Gibbs, quienes en forma independiente, trabajaron en un formalismo
para describir los procesos termodinamicos desde un punto de vista probabilistico. Dicho trabajo
di6 origen a lo que hoy se conoce como mecénica estadistica, y estd basado en la descripcion
de variables asociadas a las particulas microscopicas que componen el sistema. En tal forma-
lismo, cantidades como la energia o la velocidad son asumidas como variables aleatorias, a las
cuales se puede asignar una funcion de densidad de probabilidad. La descripcién de los procesos
termodindmicos asume un caracter estadistico en términos de valores esperados y medidas de
desviacion de dichas variables aleatorias. Los estados de equilibrio se definen ahora en térmi-
nos de la funcién de densidad de probabilidad correspondiente a tales estados, para la cual se
optimiza la entropia. Dependiendo de las restricciones que se impongan al sistema, se pueden
obtener diferentes distribuciones de probabilidad para los estados de equilibrio. Algunos detalles
de tal formalismo se exponen a continuacion.

Desde el punto de vista clasico, un sistema cerrado compuesto por N particulas que interaccionan
puede ser descrito por las ecuaciones de Hamilton, para lo cual se tendran 3N grados de libertad.
El espacio de 6N dimensiones, correspondientes a 3N posiciones y 3N impulsos, se denomina
espacio de fase I' y las diferentes particulas quedan plenamente identificadas (ignorando los
grados de libertad referentes a caracteristicas cuénticas) por las componentes de I' (aunque
el analisis expuesto aqui es discreto, su extensiéon al caso continuo se hace siguiendo procesos
similares). Ahora bien, el estudio de un sistema con tales condiciones siempre traera consigo un
alto grado de incertidumbre, dado que es sumamente complicado establecer con total precision
todas las posibilidades para los microestados en los cuales puede encontrarse el sistema (la
dificultad aumenta si se tienen consideraciones cuéanticas). La propuesta de Gibbs para sortear
tal dificultad, fue la de dividir el sistema en pequenos sistemas con condiciones similares entre
s y a su vez, similares a la del sistema original, distribuidos en los diferentes microestados
posibles; a tal conjunto de pequenios sistemas equivalentes Gibbs le dio el nombre de ensamble.
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Finalmente, si se desea dar una descripciéon de una caracteristica termodindmica del sistema
total, dicha caracteristica se puede aproximar al valor medio de las mediciones de la misma
caracteristica tomadas en cada uno de los subsistemas que componen el ensamble. Como en el
caso macroscopico, el interés se centra en describir cual es el estado més probable, de todos
los posibles estados que puede tener el sistema bajo condiciones predetermindas de ligadura, de
modo que dicho sistema se encuentre en equilibrio. Bajo esta 6ptica, la definicién de entropia en
términos estadisticos esta dada por:

S=—kgy_ piln(p:) (2.114)
=1

Donde p; corresponde a la probabilidad de que el sistema, compuesto por n estados, se encuentre
en el estado ¢ y kp es la constante de Boltzmann. La expresiéon anterior puede ser interpretada
como un promedio, siempre que se tenga

n
sz‘ =1
=1

lo cual es claro en este contexto, ya que se tiene certeza de que el sistema debe encontrarse en
alguno de los n estados. La restriccién anterior es la mas simple de las restricciones impuestas
al sistema, aunque pueden existir otro tipo de restricciones asociadas a cantidades tales como la
energia interna o los intercambios de masa. Dichas restricciones siempre se establecen a priori,
pero una vez fijadas todos los anélisis posteriores se hacen bajo tales presupuestos. El principio
fundamental de la entropia estadistica, relacionado con el segundo principio expuesto en la secion
precedente, es:

Principio I: Bajo las restricciones a priori impuestas a un sistema, la entropia estadistica S
siempre alcanza un maximo

Ahora bien, la descripcion estadistica de los fendmenos termodinamicos debe cubrir los aspectos
ya estudiados referentes al analisis macroscopico. En este sentido, el valor 6ptimo para S corres-
ponde precisamente al estado o estados en los cuales el sistema se encuentra en equilibrio. El
camino para encontrar dichos estados de equilibrio o estados mas probables para que el sistema se
encuentre en equilibrio, estd determinado por el proceso de optimizaciéon de S, proceso que a su
vez depende de las condiciones impuestas al sistema. Las restricciones sobre el sistema permiten
determinar tres tipos de ensambles diferentes.

Ensamble Microcanénico

El ensamble microcanénico esté asociado a un sistema con n posibles estados de acceso y la tinica
restriccion, impuesta sobre {p; }, dada por:

n
Y opi=1 (2.115)
i=1

Este ensamble corresponde a un sistema cerrado, es decir, sin intercambios de energia ni de masa
con el medio en el que se encuentra. Al aplicar el principio variacional sobre S, con la restriccion

dada por ([2.115)), se tiene:

a(‘)p —k Zpiln(pz’) + aZpi =0
v i=1 i=1
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O en forma equivalente, teniendo en cuenta que la igualdad se cumple para cada p;:

kinp; = (o — k)
Despejando p; se tiene:
pi=er !

Dado que tanto o como k son constantes, se encuentra asi la conocida expresion:

pi=— (2.116)

Y por tanto, S se reduce a la célebre férmula que aparece como epitafio de Boltzmann:

S = kin(n) (2.117)

Ensamble Canénico

El ensamble canénico corresponde a un sistema en un bano térmico, es decir, aunque el sistema se
encuentra aislado en términos de la imposibilidad de intercambiar particulas con el medio, puede
haber transferencias de energia con el mismo. En el ensamble canénico, ademés de la restriccion
dada por , se tiene una segunda restricciéon, la cual se establece sobre la energia interna
del sistema. Segun tal condicién se debe tener:

U)=> e (2.118)
=1

Donde (U) es la energia interna media del sistema, y los e; correspnden a la energia en el nivel
1. De nuevo el método de multiplicadores de Lagrange se utilizd para optimizar S y obtener la
densidad de probabilidad para el estado de equilibrio. Por el principio variacional se tiene:

a n n w
o —kY piln(pi) +ad pi+BY epi| =0
! i=1 i=1 i=1
En este caso se llega a:
exp(—pei)
Di = 2.119
Z(5) 2119

con Z, la funcion de particién con la cual se normaliza p;, dada por Z = > | exp(—fe;), y el
multiplicador de Lagrange 0 = %, con T la temperatura.

Ensamble Gran Canénico

El dltimo de los ensambles considerados dentro de la teoria de la mecéanica estadistica clésica
es el Gran Canonico. Se supone que en tal caso el sistema puede intercambiar tanto moléculas
como energia con el entorno. En este caso, ademas de las restricciones sobre la familia {p;} y
sobre la energia representada por el conjunto {e;}, se debe tener una condiciéon restrictiva sobre
el namero de moléculas presentes en el sistema. Asi, la tercera restriccién para el ensamble Gran
Canoénico esté dada por:

(N) = zn: Nip; (2.120)
=1
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Donde (N) representa el ntimero promedio de particulas en el sistema y N; el ntimero de particulas
en el sistema i del ensamble. De nuevo al aplicar el principio variacional:

3?9' fk:Zpl-ln(pi) + aZpi +Bzeil)i + )\ZNipi =0
i im1 i1 i=1 i=1

Y en tal caso, identificando § = % v A= %, donde T es la temperatura y p esta asociado al
potencial quimico en relacién con el cambio de moléculas, p; se puede escribir como:

- exp(—B(e; — pNi))
D = 7

(2.121)

En este caso, la funcién de particién Z esta dada por:
n
Z = Zexp(—ﬁ(ei — ;)
i=1
Este formalismo cumple los postulados en la seccién anterior.

2.2.2. Formalismo de Naudts

Como acaba de exponerse en las secciones anteriores, en la termoestadistica clasica, la entropia
de un sistema esta dada por la conocida expresion:

S=—kp» _ piln(p;)
i=1

o en forma equivalente:
n
1
S=kp)» piln () ,

En este caso, el principio de méxima entropia establece que bajo la tnica restriccion > - | p; = 1,
la densidad de estados que optimiza la entropia estara dada por:

1
pi = —, para ie{l,2,..n} (2.122)
n

y si, ademas, se tiene en cuenta la restriccién para la energia del sistema, dada por la relaciéon
(E) = > | eipi, con e; asociado al valor de la energfa en el estado 4, entonces, la distribucion
de probabilidad asociada a la entropia méxima estara dada por:

_ eap(=pei)

pi = 2(E) donde Z(E) = Z exp(—Le;). (2.123)
i=1

Como es usual, el parametro [ esta dado por el reciproco de la temperatura 1/7", donde por
simplicidad, se ha tomado kg = 1, con las respectivas unidades de energia. En el caso continuo,
la entropia puede definirse como:

S(p) = /F p(E)in <p(1E)> dp, (2.124)
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donde p(E) representa la distribucion de probabilidad de la energia E para un sistema en un
estado de fase I' y du = p(E)dE, con p la densidad de estados asociada al sitema en I'. La
densidad de probabilidad asociada a la maxima entropfa, bajo las restricciones fF p(E)dp=1y
(E) = [ H(E)p(E)dy, tomando H(E) como el hamiltoniano de la energfa, que en adelante se
representard simplemente como F, estd dada por:
—0F
p(E) = cap(=0B) donde Z(E)= / exp(—OBE)du (2.125)
Z(E) r

Esta densidad se probabilidad se obtiene mediante el método de multiplicadores de Lagrange
(principio variacional) aplicado a un sitema en el ensamble canénico. Bajo estas condiciones se

cumple el principio de estabilidad termodinamica % > 0.

Ahora bien, una de las hipotesis iniciales para llegar a describir los fenémenos termodinamicos
desde el punto de vista de la mecanica estadistica, consiste en suponer que la densidad de
estados obedece la ley de potencias respecto a la energia total del sistema, es decir, existe una
proporciéon directa entre p(E) y E™V. Este incremento compensa el decaimiento exponencial
de la distribuciéon de probabilidad asociada a la distribucién de energia, con lo cual es posible

escribir:
_exp(In(p) — BE)
p(E)p(E) = 7

Si se aplica de nuevo el proceso de optimizacién a la expresion (2.126]), entonces el lado izquierdo
es maximo siempre que el exponente sea maximo. En tal caso:

/ /
1
P 8=0 o lo que es lo mismo r_ - (2.127)
p

(2.126)

El resultado de y la ley de potencias permite establecer que E ~ nINT, donde N es
el namero de estados del sistema, cada uno de los cuales puede tener j grados de libertad,
dependiendo de las variables cuénticas que definen el sistema, y n es una constante asociada con
kp. Esta es una forma de establecer el teorema de equiparticién de la enegia.

Si bien, los resultados experimentales muestran que la distribucion encontrada mediante ,
para el caso discreto, o por , en el caso continuo, se acomoda a los datos empiricos, existen
fenémenos donde la correspondencia falla. Dentro de las propuestas para corregir las diferencias
entre los resultados experimentales y las predicciones tedricas, se resaltan los trabajos de Rényi,
Tsallis, Kanadiakis y Naudts. El trabajo de éste tultimo se enmarca en la teoria de las funciones
exponencial y logaritmica ¢-deformadas, y es una generalizaciéon de las propuestas de Tsallis y
Kaniadakis. A continuacion se presentan las ideas bésicas del formalismo de Naudts y se abordara
con mayor profundidad la propuesta de Tsallis.

La propuesta de generalizacion de Naudts parte de un variaciéon de la ecuacion (2.127). Consid-
érese una funcion ¢(z) positiva y creciente en [0, c0) tal que:

P'(E)
o(p(E))

Si se considera el producto p(E)p(E), entonces el maximo de esta funcion se da siempre que:
P (E)p(E) + p(E)p(E) =0,
con lo cual, la relacién entre p y p queda establecida por:

PE) _ P(E)_ ,d0p(E)
p(E) p(E) p(E)

=3 (2.128)

=5 (2.129)
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Al tomar ¢(z) = x se recupera la distribucién BG. Si se considera la funcion Ing, con su corre-
spondiente inversa expg(x), definidas en la seccién anterior, entonces:

expy(Ing(z))in'(z) =1 (2.130)

Por otro lado, a partir de:
Ing(z) = v
’ )

y del teorema fundamental del calculo, se tiene:

1 /
el = Ing(z). (2.131)

Por tanto se puede establecer, haciendo el cambio de variable x — p(F) y utilizando las expre-
siones ([2.128)), (2.130) y (2.131]):

¢(p(E)) = —PBexpl(Ing(p(E)))- (2.132)

Al integrar la expresion (2.132)), la solucion que se obtiene puede escribirse en la forma:

P(E) = eapy(G(T) — BB) = eapy(G(T) — 1) (2.133)

Donde la funcion G(T') esta asociada a la constante de integracion, y por tanto al reciproco de
la funcion de particion Z; es decir, G(T') se escoje de forma tal que se cumpla la restriccion:

/Fp(E)du =1

Si se toma ¢(z) = z, entonces el modelo descrito se reduce a BG, y en tal caso G(T) = In(%)
Notese ademas que esta caracterizacion para S(p) conserva las relaciones termodinédmicas usuales.
Para comprobarlo, se define la probabilidada scort asociada a p(FE), dada por:

E
pg) = 22E) (2.134)
Donde Zp = [ ¢(p(E)), con lo cual, P(E) define una nueva distribucén de probabilidad. Si se
toma la derivada de p(F) respecto a T" en ([2.133)), dicha derivada se puede escribir como:

dlp(E)]
dT

— ZpP(E) [dG(T) = ]

= 72 (2.135)

Teniendo presente que:

/Fp(E)du =1

La expresion ([2.135) permite escribir:

0 = ddT[/Fp(E)du}
_ /FZPP(E) [dG(T) N E}

dar ' T?
~ 7 [dfl(TT) /F P(E)du—i—% /F EP(E)du]
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Y como Zp # 0, se llega a:

dG(T) 1 B : dG(T) 1
o7 + 73 (E)p =0 o de forma equivalente = -0

(2.136)

Donde la cantidad (E)p representa el valor esperado de la energia respecto a la distribucion
P(E). Por tanto, la derivada de p(FE) respecto a T' puede escribirse en la forma:
dlp(E)] _ P(E)Zp

oL = SR - (B),) (2.137)

Ahora bien, si se toma %, entonces, haciendo uso del hecho de que (E) = fF Ep(E)dp y de

(12.137)), se tiene:

d{E) dlp(E)]
T - ﬂEw~dﬂ

= [EEE2E (Bl
I
1

= SZPl(E?), — ()]

> 0

Con lo que se comprueba que la energia es una funciéon no decreciente de la temperatura. Un
proceso similar, introdciendo la funcion Fy = [ Ing(u)du, y definiendo:

amzéa—mmwum—&@wwm

puede ser utilizado para comprobar que:

ds _ ,di
dr " dT
Concluyendo de esta manera la conocida relaciéon termodinédmica:
s _1
dE  T°

Asi pues, el formalismo anterior es una generalizaciéon de la termoestadistica BG, y se reduce
a ella para ¢(r) = z. Ademas, ofrece la posibilidad de abarcar fenomenos que no se ajustan
experimentalmente al modelo BG, y como se mostrard a continuacién, los resultados teoricos
obtenidos a partir de ¢(z) diferente a la identidad tienen un mejor ajuste con la evidencia
experimental.

En adelante, cuando se haga uso del funcional de entropia propuesto por Naudts, éste se escribira,
en términos de Ing(-), segtin la expresion:

Ss(p) = A plng <;) . (2.138)

La expresiéon correspondiente a la version discreta para el funcional es:

Se(pi) = Zi:pil% (;) : (2.139)



2.2. TERMOESTADISTICA GENERALIZADA 43

2.2.3. Entropia S, de Tsallis: descripcion preliminar

Considérese un sistema con n estados posibles, cada uno con probabilidad p;, (1 < i < n)
tales que >, p; = 1. La entropia de Boltzman-Gibbs-Schannon (BGS) es el fundamento de la
mecanica estadistica clasica y se define para p = (p1, ...pn) por S(p) = kp >y piln(1/p;), donde
kp es la constante de Boltzman (que para efectos de este trabajo se ha tomado como uno). La
entropia S, definida por Tsallis en [6], para cada real ¢, esta dada por:

klizq?ill(pi)qv si q 7& 1 ,
S(p), sig=1

S, verifica las siguientes propiedades (ver [15]):

Sq(p) =

1. S4 es extension de S en el siguiente sentido, si ¢ — 1 se tiene S; — 5.

2. S4(p) = 0 solo en el caso de que alguna p; = 1.

3. El maximo para Sy, bajo la tnica restriccion ) . p; = 1, se obtiene con p; = %, para

1<i<n.

4. (Propiedad de no extensividad) Supdéngase que se tienen dos sistemas independientes A y
B, en sentido probabilistico, esto es PZ.]. +B _ Pz.A PjB. Entonces se tiene:

Sq(A+B) _ 5,(A4) | 54(B) 54(A)Sy(B)
P S
O de forma equivalente:
Sy(A+ B) = Sy(A) + S,(B) + - 15,(4)5,(B) (2.140)

Del dltimo ntmeral se concluye que, para ¢ > 1 se tienen sistemas superextensivos, para g = 1
se tienen sistemas extensivos y para q < 1 sistemas subextensivos. El caso de Boltzmann-Gibbs
se reduce asi a los sistemas extensivos.

2.2.4. Caracterizaciones de 95,

Ya se ha mencionado que la entropia S, de Tsallis ha proporcionado grandes ventajas frente al
modelo BG en la explicaciéon de fenémenos termodinamicos que carecian de explicacién en el
altimo modelo. A continuacién se presentan algunas caracterizaciones para tal entropia.

1. Caracterizacion desde la ecuaciéon lineal ordinaria. Considérese el problema con
valores iniciales asociado a la sencilla E.D. de primer orden:

dy _

o y;y(0) =1 (2.141)

que tiene por solucion:
y=-e" (2.142)

La funcién inversa de dicha solucién esta dada por:

y =In(x) (2.143)
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que cumple con la propiedad de aditividad:
In(AB) = In(A) + In(B) (2.144)

Esta ultima propiedad es una de las caracteristicas principales de la entropia bajo el modelo
BG. Si se considera el problema con valores iniciales asociado a la E.D. més general:

dy _
de

entonces se obtiene como solucién:

y4y(0)=1,g e R (2.145)

1
y=[1+ (1 - 2] ™7 = cap,(a) (2.146)
En este caso, la funcién inversa estara dada por:
rl71 -1
y= 71 4 = lnq(x) (2.147)
la cual cumple la propiedad de seudo-aditividad

Ing(AB) = Ing(A) + Ing(B) + (1 — q)lng(A)lng(B) (2.148)

Considerando la inversa de la solucion al problema con valores iniciales ([2.141]) como modelo
para la entropia BG, con W el ntmero de estados del sistema, se tendria como méaxima
entropia la conocida expresion:

Spg = In(W) (2.149)

Una generalizacion a dicho modelo, que parece surgir de forma natural, vendria dada por
la inversa de la solocién al problema con valores iniciales (2.147)), con lo cual:

Sy = lng(W) (2.150)

Como es de esperar, S; debe reproducir a Spg, lo cual es claro, dado que:

q— 1:>Sq_>SBG (2.151)

. Caracterizacion desde valores medios: sorpresa de un evento. En la termodinamica

clasica y con mayor frecuencia en teoria de la informacién, dado un sistema compuesto por
W eventos Aj, Ag, ...Aw cada uno con probabilidad de ocurrencia p; para i € {1,2,...W},
la sorpresa asignada al evento A; esta dada por In( p%) El término sorpresa hace referencia
al hecho de que si p; = 1 para alguna ¢ entonces no es nada sorprendente que el evento
A; ocurra, en tanto que para p; — 0, In(1/p1) — oo, lo que indicaria que seria bastante
sorprendente la ocurrencia de A;. Bajo esta asignacion, es conocido que el contenido de
informacién o entropia asociada al sistema puede calcularse mediante la expresion:

s=(m(1)) il () (2152)

Es decir, la entropia seré el producto del nimero de estados W multiplicado por el valor

esperado de la sorpresa. Para el caso de la termoestadistica generalizada, puede considerarse

la sorpresa dada por Ing (pl

i

), con lo cual, la entropia tiene la forma:

51 (i (1)) = - (1) 29
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Al desarrollar (2.153)), utilizando la expresion para in, dada por (2.147) se obtiene:

Wo1y1-
& 1-g¢ 1-gq q—1 '

La tltima parte de la ecuacion (2.154)) es precisamente la dada para la entropia de Tsallis
en la ecuacion (77)

3. Caracterizacion por funcional lineal La primera propuesta de Tsallis [6] estuvo dada en
los siguientes términos: Sea f(u) una funcion suave, y considérese S, definida por S, (p;) =
f(ZzVL (pi)?). La propuesta més sencilla para f(u) estaria dada por la funcion lineal f(u) =
a + bu:

w
Sy(pi) =a+b> (p)° (2.155)
=1

En este caso, si alguna de las p; = 1 se cumple que Zivzl(pi)q =1y S; =0, con lo cual

a+ b= 0y por tanto:
w

Se(pi) = a(1 = (pi)?) (2.156)
i=1
Por dltimo, para reproducir BG cuando ¢ — 1, se puede utilizar el hecho de que p; =
piel?=Din(Pi) expresion esta tltima que puede escribirse, en términos de ¢g-deformadas, como
pield= D@ — (1 4 (1 — q)In(p;)), con lo cual, S; ~ —a(q — 1) Zivzlpiln(pi). Esto lleva
concluir que a(q — 1) =1, con lo cual:

w

Sq(pi) = q_ll (1 = Z(pi)q) (2.157)

=1

4. Caracterizacion usando la derivada generalizada de Jackson. Considérese la sigu-
iente generalizacion de la derivada ussual, debida a Jackson:
h —h
Dyh(z) = higz) = hz) (2.158)

qr —

Cuando ¢ — 1, se tiene Djh(x) — —d};gf). Haciendo uso de D, se puede escribir:
Sq(pi) = —[Dq Z(pi)m]le (2.159)

2.2.5. Optimizacién de 5,

En las ultimas tres décadas se ha encontrado evidencia experimental sobre casos de sis-
temas termodinamicos (con suficiente complejidad) que son no extensivos, hecho que en
gran medida ha servido como muestra de la importancia de la teoria de Tsallis en la
termo-estadistica. Una situacién entre estos casos andémalos se ofrece en consideraciones
hidrodinamicas de los fenémenos de turbulencia en tres dimensiones. Como caso particu-
lar pueden citarse los estudios presentados en [21] y [22], referentes a la diferencia de la
velocidad radial uw entre dos puntos en un liquido separados por una distancia r, la cual
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se describe mediante su relaciéon con la energia cinética %uQ. Las propiedades dinamicas

de estos sistemas como la difusién andémala, la simetria y la ley de potencia para el de-
caimiento de correlaciones, estdn en buena coincidencia con las predicciones de los modelos
no extensivos en un amplio rango de parametros.

La manifestacion de las propiedades no extensivas de la entropia de Tsallis, ha conducido
a la representaciéon de S, en términos de generalizaciones de las funciones logaritmo y
exponencial, llamadas ¢-logaritmo y g-exponencial, y como antes, en el limite ¢ — 1, la
expresiones para g-logaritmo y g-exponencial se reducen, respectivamente, a las funciones
logaritmo natural y exponencial respectivamente. Como ya se ha mencionado, la funcién
g-logaritmo permite representar la entropia S;, donde el pardmetro g recibe el nombre de
indice entrépico o de no extensividad, mediante:

1
Sq(p) =kp > _ pilog, (p) :

Donde, como es usual, Kp > 0 es una constante (en este caso se ha tomado igual a 1),
p; es un conjunto normalizado de probabilidades de los diferentes estados energéticos del
sistema, y n es el namero total de estados accesibles. La distribuciéon de probabilidades de
equilibrio p = {p;}, se obtiene maximizando S, con respecto a los p;, sujeto a la restricciéon
>, pi = 1. Para el conjunto microcanoénico (sistema aislado), ésta sera la tinica restriccion;
en tal caso el resultado de la optimizacion es p; = % Si se considera un sistema en contacto
con un bano térmico, en el conjunto canénico, ademés de la anterior restriccién, es necesaria
una de las tres siguientes

q Zz‘pgei
a) quzpiei b) quzpiei c) Uq:Wa

cada una de las cuales da cuenta de la energia interna del sistema. En todas las expre-
siones anteriores, Uy, es el valor esperado de energia I asociada al sistema y los e; son los
autovalores del Hamiltoniano cuantico del sistema. Cada restriccion fue introducida en los
trabajos de Tsallis [6], [16] y [I7]. La forma paramétrica de las distribuciones de proba-
bilidad de equilibrio para los diferentes microestados del sistema, describe las diferentes
termoestadisticas que surgen dependiendo del uso de cualquiera de las anteriores restric-
ciones. Un analisis cualitativo detallado del significado de cada una de estas probabilidades
de equilibrio puede ser consultado en [19]; aqui se presenta el mecanismo para llegar a la
parametrizacion de dichas probabilidades.

Si consideran las restricciones:
n n
dpi=1 vy U=> ple (2.160)
i=1 =1
entonces, al utilizar el método de multiplicadores de Lagrange, se tiene:

L=5,-«a (Zpi—1> -3 (Zpgei—Uq>. (2.161)
=1 =1

Al derivar (2.161)) respecto a p; se obtiene la expresion:

oL q 41 g—1
- _ 1t — o — ; = (. 2.162
Op; 1 qp « ﬁqu €; ( )
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Para despejar «, primero se multiplica (2.162)) por p; y luego se suma desde ¢ = 1 hasta n,
con lo cual:

n
q
a=1—, Zpg — qBU, (2.163)
i=1

y utilizando (2.162)) y (2.163) se llega a:

= L dmafe)m (2.164)

_1
i pf — (1= qBU,) -
Teniendo en cuenta el lado izquierdo de (2.160)), se puede escribir:

1—q n

=3 (- (1 - q)Be) T (2.165)

i=1

[Z}ﬁ — (1 —qBU,)
=1

con lo cual, la distribucién para las probabilidades de equilibrio estéd dada por el conjunto
de {pi}, con p; dada por:

i = (1—(—q)Be;) (2.166)

1
i1 —(1—q)Be;) -
al escribir p; en términos de expq(x), se llega finalmente a una expresion similar la dada
por el modelo BG en la termoestadistica extensiva

pi = expq(—Pe;)
b eapg(—Pei)

Para recuperar la distribucion BG en el limite ¢ — 1 es necesario tener § = 1/kT. Si se
consideran ahora las restricciones:

Spi=1 vy U= pie (2.167)
i=1 =1

valido para 0 < ¢ < 2.

entonces el proceso antrior lleva a la expresion para p;

1
P_w—nm@—%>ﬂ
DY 5
pi = = — (2.168)
(q - 1)6(62 - Uq) it
Z?:l 1- n q
41D
en tanto que si las restricciones que se consideran son:
n n q.,.
Shot vy Skl 2169
P > i1 P

entonces p; puede escribirse como:

F_Kl—wﬂ%;Uﬁlq
pi = 2 i - (2.170)
L= )flei — U)| ™

ZLJLﬁ

q Z?:l qu
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Sin embargo ain debe resolverse el problema de autoreferencia que se presenta en las
ecuaciones (2.168)) y (2.170), dado que en ambas ecuaciones p; esta dada en términos de
Uy, que a su vez esta dada en términos de p;. Considérese inicialmente la expresion ,
la cual se puede escribir en la forma:

(¢ - 1)8U,] [1 (¢ — 1)Pe;

1
q—1

1+ —
qéq q5q + (q - 1)5Uq
pi = : T (2.171)

- 1)pU, |t —1)Be; |7t
L4 la= 1B, s i (¢—1)p
q5q q5q + (q - 1)5Uq
donde: .
0g = Zpg.
i=1
Si se toma:

ﬁ*_ ﬁ

= 2.172
;7 (a - DAY, 217
la expresion (2.171)) se reduce a:

pi— L@ DFelT (2.173)

it [L=(g—1)B*e] T

en este caso, la relacion de 8* con § permite obtener la relaciéon con el inverso de la
temperatura, haciendo 5* = 1/kT™, y utilizando (2.172)), con lo cual:

KT* — (¢ — 1)U,
KT = (¢ = 1)Uy (2.174)
qéq
De igual manera, para (2.170]) se tiene la expresiéon parametrica:
1
1—(1—gq)B%e;]t-a
b 1-(-q8e) 0175

S - (1— q)Be] T

En tal caso, los pardmetros 8* y T™ se relacionan, respectivamente, con 3 y 1 mediante
las expresiones:

. _ B
7= g + (1 = q)BU, (2.176)
k=M= (1= 9)Uq (2.177)
5‘1

Observacion 8. Tanto (2.173) como ([2.175)) pueden escribirse en términos de la funcién
expq(z). Las respectivas expresiones estan dadas por:

o 1
b= expq(B*e;)
>

i1 expg(8*e;)

> para (2.173) (2.178)

expq(B*ei)
pi = para ([2.175) 2.179
ST eapg(57€r) E17) (2.179)
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Los resultados anteriores se resumen en la siguiente tabla

Resultados para la distribucién de equilibrio de la entropia S,
Forma general para la distribucén de probabilidades:
1
P (ELCE T L B
Dioll—(1—g*)B*e;] 171
pi=0 para (¢ > =
Restriccion para | Parametro | Parametro (* Expresién para kT
la energia U, q*
n *_ 8 ET* — (¢ — 1)U,
_ .. ¢ =2-q f = kT = K
o= zgplel v 994 + (¢ — 1)8U, q0q
i
Uy = _pie: t
i=0
nooq., . * (1 —
U, = zebic =9 | pr= ’ Lt Gl Y
D=0 P; dq + (1 = q)BU, Sq

En el caso continuo, el funcional de entropia se define por

J(f(@))yds

1—
Suf) = k= 75

A continuacién se presentan resultados sobre optimizacion de S, con notacion tomada de
[16] y [26], pero el proceso como tal se puede consultar en [16].

Considérese el problema de maximizar Sy, sujeto a las restricciones:

/f(x)da: =1y /(x - uq)dex =7, (2.180)

donde Eg Y Bg son la varianza y la media generalizadas de x respectivamente. El resultado
de la optimizacion, valido para g < 3, es:

@) = -0+ (a = Do = )] ™7 = eamy =Byl — ).
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donde la constante 3; > 0 se puede determinar usando la segunda restriccion (de ([2.180)))
y zq corresponde a zq 1= [ expy(—fy(x — 1i,))dx.

Para modelos estacionarios, es necesario considerar una tercera restriccion (en ([2.180)))

dada por: @)
/:Ef[f(a:)]qudx = g

En este caso, la funcién de densidad de probabilidad estacionaria que resulta de la op-
timizacion (escribiendo respectivamente i y g en lugar de la notacion A, y 5, de [26])
es

f(z) = i[1 +(q— 1)é(az—ﬁq)2]ﬁ = ieacpq(—é(sc—ﬁq)Q) valido para ¢ < 3, (2.181)
Zq 2 Zq 2

B

donde z; := [ empq(—i(m—ﬁq)Q)dx, el parametro 3 puede ser determinado por § = =52

72(3—q)

y las (varianzas usual y generalizada) estan relacionadas por E?I = 52%;_?;]. Ademas, 8 =

ﬁ Y %4 se puede calcular por

I((5-30)/2-20)] [0 ..
1 JTegaag Vo soa<l]
Zq I[1/(g=1)] (q—1)8 S8 g>1

I([(3—q)/(2¢—2)] 2
Se observa que la expresion ([2.181)) es equivalente a la (2.99)), obtenida la seccion 2.1.3



Capitulo 3

Funciones de enlace y el parametro de
no extensividad

El presente capitulo expone los resultados obtenidos por el autor, en un trabajo aceptado para
publicacion en la revista Ingenieria y Ciencia, ver [20]. Precisamente, se mostrara que la propiedad
de pérdida de memoria, en la forma , para una variable aleatoria X que distribuya siguiendo
una funcién de densidad de probabilidad continua definida mediante una funcién g-exponencial,
permite caracterizar a X mediante una relacion analoga a Fy (t) = ex = Ay (t) (t > 0); la
expresion es valida para una variable aleatoria Y que distribuya exponencial con media A, siendo
Fy (t) la funcién de supervivencia y fy(t) la funcién de densidad de probabilidad. Finalmente,
en ciertos sistemas super-aditivos, esta propiedad serd utilizada para proponer una forma de
relacionar (mediante comparacion de funciones de enlace) la funciéon de densidad estacionaria
estimada con una funciéon que permite decidir el parametro de no extensividad correspondiente
a un sistema no extensivo. Dicho proceso sera aplicado al anélisis de un fené6meno de turbulencia
discutido por Beck y Daniels en [21] y [22], respectivamente.

3.1. Propiedad de pérdida de memoria y funciones de enlace

Si se considera una funcién de distribucion exponencial, la funcién de distribucién acumulada
asociada esta dada por F(t) = 1 — e> cont > 0, donde el parametro A > 0 representa la
media de la variable aleatoria que tiene asociada dicha distribucién. En tal caso, la funcion de
supervivencia asociada es F(t) = 1 — F(t) = e . Por otro lado, es conocida la propiedad de
pérdida de memoria dada por P(X > t+a) = P(X > t)P(X > a), que cumple una variable
aleatoria con distribuciéon exponencial.

Observacion 9. Considérese una variable aleatoria X con funcién de distribucién de probabilidad
F, continua y estrictamente creciente en un intervalo. Dado que en tal caso F'y F distribuyen
uniformemente en (0, 1), se tiene que g(X) := In((F(X)) ™) y h(X) =: In((F(X))™!) estan
exponencialmente distribuidas con media uno.

Asi, la propiedad de pérdida de memoria para F' 'y F respectivamente (o bien, para X mediante
gy h respectivamente), es caracterizada por Ghitany [I] por medio de las funciones de enlace g
y h de la siguiente manera:

P(g(X) >s+t)=P(g(X)>s)P(g(X) >t), paraalgin s,t

ol
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P(h(X) >a+0b)=P(h(X) >a)P(h(X) >b), paraalgina,b (3.1)

o igualmente

P(X >h Y a+b)=P(X >hYa)P(X >h" b)), paraalgin a,b. (3.2)

De tal forma, existen Ay > 0y Ay > 0 tal que

—t —t

Pg(X)>t)=en y  P(h(X)>1t)=en. (3.3)

3.2. Parametro de no extensividad y propiedad de pérdida de
memoria.

Para modelos candnicos no extensivos, se han propuesto funciones de densidad estacionarias f
asociadas a un observable u, maximizando el funcional de entropia con las restricciones ade-
cuadas, descritas por

flu) = Ziempq(—ﬁE(u)), con zg = /e:cpq(—ﬁE(u))du. (3.4)

q
En adelante, se supondra que f es una funcién de densidad de probabilidad continua y simétrica
para un observable u asociado a un sistema no extensivo con parametro de no extensividad g > 1.

Se define una probabilidad en [0, c0), para alguna variable aleatoria Y, mediante

Fy(t) = P(Y > 1) = 2,f(t) = expy(=PE(1)). (3.5)

Para cada r > 1 en el intervalo [0, T%l), se define la probabilidad para una variable aleatoria X,
por medio de

1
exp,(t)

Fx.(t) = P(X, > t) = (3.6)

1
1

9= _
Notese que la asignacion ¥ dada por W(F(t)) = Fx, (t) es una biyeccion en [0, q_%)

Sea F' la restriccion de Fy al intervalo [0, ), claramente F' no es una funciéon de supervivencia.

Proposicion 3.2.1. La tinica biyeccion en [0, ﬁ) definida por U(F(t)) = Fx,(t) ocurre cuando
r=gq

Demostracion. Nétese que para ¢ < r no es posible tener una biyeccién dada por W(F(t)) =
Fx, (t) porque el dominio de la primera incluye propiamente al dominio de la segunda (ain si
se redefiniera Fl, (t) = 0 para i <t< q%l, la asignacion no serfa inyectiva). Analogamente,
cuando ¢ > 7 no es posible un biyeccién como la planteada anteriormente, ya que [0, qfll

incluye propiamente en [0, rfll) Gracias al decrecimiento estricto tanto de F x, como de F,
la tinica biyeccion (como las sugeridas) que puede plantearse es W(F'(t)) = Fx,(t) para todo

te 0, 2). O

) se
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A continuacién se muestra que la biyecciéon ¥ permite caracterizar la pérdida de memoria de X,
en términos de F(t) y por tanto de Y. En efecto, siendo FXq y Fy las funciones de supervivencia
para X, e Y respectivamente, las funciones de enlace mediante las cuales se expresa la pérdida
de memoria para X, e Y estan definidas respectivamente por:

1
hx,(t) ;== In(expy(t)), para 0<t< -1 (3.7)

1
hy(t) :=1In (W) , para 0<t<oo. (3.8)

En consecuencia, existen A1, Ay > 0, tales que

=t 1
P(hx,(Xq) >t) =e’ para 0<t< — (3.9)
q —_

—t

P(hy(Y) >t)=e*> para 0<t<oo. (3.10)

En particular, si ¢t € [0, q%l), se satisfacen las dos igualdades anteriores y si se toma k = )‘—f,

entonces se tiene

P(hx,(Xq) > t) = P((hy (Y) > 1))",

o igualmente, P(X, > h;(}l (t)) = P(Y > hy'(t))*. que se puede escribir como qu(h;{i (1) =
(Fy (hy(1)))* o bien.

U(Fy (hy, (1) = (Fy (hy' (1))". (3.11)

con lo cual, la pérdida de memoria de Y se puede expresar mediante las funciones de enlace y la
biyeccion.

3.3. Estimacion del parametro de no extensividad

Consideremos una funcién de densidad de probabilidad continua y simétrica f, para un observable
u asociado a un sistema no extensivo con parametro de no extensividad ¢ > 1.

Relacionar a f con una funcién que permita decidir el parametro de no extensividad, es equiva-
lente a plantear una relacién entre dicho pardmetro y la familia de funciones Fj,, (con 1 < r < 3)
construidas como en la secciéon anterior. Dicha relaciéon seré establecida mediante un criterio que
determine cuando una de las graficas correspondiente a las funciones de la familia, corta a la
grafica de F, en un tinico punto (a,b) tal que a > 0. Lo anterior equivale a comparar la familia
de funciones de enlace h,(t) = In(exp,(t)) con hy (t) = In[l/exps(—FE(t))], o mas directamente,
la familia de funciones exp,(t) con la funcion ef(t) := m.

El siguiente resultado plantea que ey cumple condiciones para ser considerada como exponencial
k-deformado en el sentido de Naudts [§].
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Proposicion 3.3.1. Considérese una funcion de densidad de probabilidad estacionaria, continua
y simétrica correspondiente a un observable u, de un sistema no extensivo, con pardmetro de no
extensividad ¢ > 1 y sea E(u) la energia asociada a u segin la expresion . St ademds, para
todo t > 0 se cumplen E(t) >0, LE(t) >0y

E() +26°(1 - o)(LB()? > 0, (3.12)

1 (- )8B0)3 :

dt?

entonces se tiene: ef(0) =1, ef(t) — oo cuando t — 0o, ey es funcion continua, estrictamente
creciente y concava en el intervalo [0,00). Ademds, ef tiene derivada cero a derecha de cero.

Demostracion. Solo se justificara las propiedades de crecimiento y concavidad de ey, ya que las
demés afirmaciones son faciles de probar a partir de las propiedades de exp,.

Para considerar las dos primeras derivadas de ey respecto a t, resultan tutiles las siguientes
expresiones, que aparecen en las paginas 38 y 39 de [10]:

1 —x 1
e~ (imas) A o
d
%equ(a:) = (expq(x))? (3.14)
(capy(a))* = eapr_1-g/ala) (315)

Aplicando la expresion (3.13|) para reescribir a ey (t), derivando en ambos lados y simplificando,
se obtiene

10 = | [[1 ey (319
Para calcular & e (t), primero obsérvese que:
e I Tk
- 0 | e
= o[ fq 1) [1_<f%f)(?]5(t>]z (317

Por otro lado:

d BLE(t) BL B~ (1 q)BE®)? + 2621 — g)[L — (1 — q)BE(®)][LE(t))?
1—(1—qBE®D)]

_ BEEML - (1 @BE®)] + 2621 - ¢)[LE(1))?

- 1= (- q)BEWP (3.18)

Ademas, las expresiones (3.13]), (3.14]), (3.15) permiten escribir:

dt |[1—(1-q)BE®)?
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<p<—15E<t>>> - (p (1 - <1ﬁ - (;))ﬁE(t)»q

B gpE(t)
= erP(2g-1)/q (1 —(1— q)ﬁE(t)>

(3.19)

Asi mismo:

= (ema (=20 ) e

Utilizando las expresiones (3.16) a (3.20)),la segunda derivada se puede expresar como:

&2 2 , d
Gaer =40 (1L (0 - DBB@NS G B0 + 260 - ) (GEOR ) + B (321

Donde A(t) y B(t) estan dados por:

A(t) = [ ! aBE(?) ﬂ (3.22)

1—(1- q)ﬁE(t))S] [“p@q—”/q (1 —(1-q)BB()

BEE)
[1—(1—q)BE®)?

aBE(t) (2¢-1)/q
0

e

Ahora bien, si se cuenta con un sistema para el cual E(t) >0y %E(t) > (0 para t > 0, entonces

B(t)zq[

%e #(t) positiva para todo t > 0 y por tanto ey estrictamente creciente en los reales positivos,
RT.

Ademaés, las funciones A(t) y B(t) son estrictamente positivas en R, por lo que ef(t) es
estrictamente positiva y ef(t) es funcién concava en R, siempre y cuando se cumpla (3.12)). O

Observacion 10. Es de importancia resaltar que la familia de funciones exp, para 1 < r < 3
presenta el siguiente comportamiento.

» Cada exp, es una funcion: continua en [0, rfll), estrictamente creciente, concava, que pasa
1

por (0,1) y tiene asintota vertical en
cero.

—5- Ademas, exp, tiene derivada uno a derecha de

» Es familia ordenada en el siguiente sentido: Si 1 < rg entonces para todo t € [0, W%l),
expr, (t) < expr,(t).

Ahora, por las caracteristicas dadas en la observacion (10 para la familia de funciones e,(t) y
por las caracteristicas de ey segtin la proposicion ((3.3.1)), existe un tnico 7 para el cual la grafica
de e, corta a la grafica de ey en un tinico punto que tenga coordenadas positivas. A continuacion
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se presentan condiciones para que ry sea precisamente el parametro de no extensividad q.

Si se considera g como el parametro de no extensividad segtin la proposicion (3.3.1)) y exp,(to) =

ef(to) para algin o > 0, se tiene que exp,(to) = [expy(—BE(t))]~!. Aplicando la ecuacién
BE(t . BE(t

3.13) se llega a expy(ty) = empq(wg[%w), de donde se obtiene ty = HT()gl)E(to)‘ Ahora,

la Tuncion

BE({)
1—(1—q)BE(t)

w(t) = (3.24)

es acotada por 11 siempre que E(t) — oo cuando t — oo. Ademas si tg es el tnico punto fijo de

w(t), entonces la grafica de e, corta a la de ey tinicamente en to. Las consideraciones anteriores
dependen de la forma explicita para la funcion de energia efectiva E(t) y de S.

Sila energla asociada a un observable u, con funcién de densidad estac1onar1a f, es de la forma
E(u) = 2 , entonces se satisfacen las condiciones de la proposicién . Si ademés se considera
8= m, entonces w(t) se transforma en

t2
0?(5=3q) — (1 — g)t?

y en este caso, al plantear la existencia de un punto fijo para w(t) se llega a la ecuacion cuadratica
(1 —q)t? +t— %5 — 3¢q) = 0, cuya tnica solucién es t = 5= siempre y cuando sea cero su

w(t) = (3.25)

Lo 2(¢g—1)
discriminante
D =1+40*(1—¢q)(5—3q) =0, (3.26)
es decir, cuando ¢ = 8‘/5% ;1;72—3 y 02> %. Con las anteriores condiciones y teniendo presente

que 8 = #3), se obtiene que la expresion 1' es cierta, si y solo, si § = 8(¢ — 1). Lo
anterior justifica el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.2. Para una funcion de densidad de probabilidad estacionaria f, continua

correspondiente a un observable u con media cero, de un sistema no extensivo, con pardmetro de
o ‘ 2 ‘ ‘ ‘

no extensividad q > 1 y energia efectiva E(u) = & se tiene que: si la varianza es o’ > % Yy se

considera 3 = 8(q — 1), entonces las grdficas de ef(t) y expy(t) = e:vp(—gtz) se cortan en un

unico punto de coordenadas positivas.

De acuerdo a lo anterior, se puede establecer el criterio dado a continuacién.

Criterio 1. Sea fla funcion de densidad estacionaria estimada y tal que 6% > 3 % para una funcién
f que Cumpla las hipotesis de la proposicion - Sea Zz; el inverso multiplicativo de la méxima
altura de f (por la simetria de f, se sabe que - es la maxima altura de f, o bien, la imagen bajo
f de la media p = 0). El método para determlnar el valor de ¢ consiste en comparar las graficas

de exp, (para 1 < r < 3), con la grafica de
1

€Erim— —=. 27
ey (3.27)

El parametro de no extensividad g seré el correspondiente a ¢ = r tal que la grafica de e, corte
a la gréafica de e 7 en un inico punto que sea de coordenadas positivas.
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Para ilustrar el funcionamiento del método se considera la situacion presentada en [2I], que ha
sido estudiada en varios trabajos de Cristian Beck, para un caso de defectos de turbulencia, donde
la entropia de Tsallis es aplicable. En tal caso, el observable u es la velocidad media radial entre
dos particulas en un fluido, que cumple z=0. Considérese: la energia cinética efectiva E(u) = “72
como la energia efectiva asociada a u, 02 = 1y que en [21] se presenta evidencia experimental de
que el parametro de no extensividad correspondiente debe ser ¢ = 1.5. Con lo anterior, a partir
de la expresion se obtiene que la funcién de distribucién de probabilidad estacionaria que

maximiza la entropia es

2

= T (3.28)

f(u)

A manera de test para el método, se considerara f = f y se espera que aplicando el criterio
se obtenga ¢ = 1.5. En efecto, dado que la maxima altura de f es Z; = 5 y por consiguiente
e f(u) = (1 + u?)?, resulta de la comparacién entre la familia de funciones exp, (con 1 < r < 3)
y la funcién ef que la tnica grafica de las exp, que corta a la de e 7 en un tnico punto de
coordenadas positivas (tg, e f(to)), es la correspondiente a r = 1.5. Para el caso, el tnico tg > 0
que verifica exp; 5(tp) = ef(to) estg = 1; para 1 < r < 1.5, la grafica de exp, corta en dos puntos
de coordenadas positivas a la de 7y para 1.5 < r < 3, la grafica de exp, no corta a la de ef
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Capitulo 4

Sobre espacios de Orlicz y entropia

El uso de funciones convexas en la definicién de funcionales de entropia, haciendo uso del forma-
lismo de Naudts, muestra la importancia de dichas funciones en el contexto de la termoestadistica
extensiva y la teoria de contenido de informacion. Como caso particular, en secciones anteriores
se ha mostrado como, a partir de la familia de funciones ¢4, puede obtenerse la entropia de Tsa-
llis, en términos de las funciones g-deformadas. Este hecho motiva la consideraciéon de funciones
convexas mas generales dentro de la estructura formal del funcional de entropia. De las difer-
entes funciones convexas que podrian elegirse, las funciones de Young ofrecen la posibilidad de
aprovechar algunas de sus propiedades més relevantes, asi como la teoria de espacios de Orlicz
propia de tales funciones. Los espacios de Orlicz son vistos como una generalizaciéon natural de
dos tipos de espacios: los espacios de sucesiones P y los espacios de funciones LP. Son pocos
los trabajos que pueden encontrarse en la linea de generalizacién aqui propuesta; dentro de ellos
puede citarse el publicado en 2005 por Bobkov y Zegarlinski [27], en el cual se relacionan los
espacios de Orlicz con la entropia clasica; trabajos similares en la linea de la entropia de Tsallis
aun no se han abordado con suficiente profundidad.

Este capitulo busca dar algunas ideas en esta direccion; la primera seccién ofrece una breve
descripcion sobre espacios de sucesiones de Orlicz - un desarrollo completo de la teoria de espacios
de sucesiones de Orlicz y funciones de Orlicz puede ser consultado por el lector en Lindenstrauss
y Tzafriri [28] y Rao y Ren [30]; al final de la misma se plantea, a manera de ejemplo, la
posibilidad de construir una funciéon de Young ® a partir de una variable aleatoria asociada a
un sistema no extensivo, para el cual, la entropia se define en términos de ® y el formalismo de
Naudts referente a funciones ¢-exponenciales y ¢-logaritmicas. La segunda secciéon esté destinada
a establecer algunas cotas para la entropia de Tsallis en términos de normas en espacios de Orlicz.

4.1. Espacios de Orlicz.

La extensién natural de los espacios clésicos de sucesiones escalares P son los espacios de suce-
siones de Orlicz £f. Precisamente, en un intento natural de generalizar los espacios clasicos LP (1)
y ¢P aparece en la literatura la teoria de Orlicz, de funciones medibles y de sucesiones. En estos
espacios el papel de la funcion t¥ es esencial y resulta natural tratar de reemplazarla por otro
tipo de funcién convexa mas general. En principio Young, en sus estudios sobre series de Fourier
[31], ya habia estudiado una clase de funciones convexas que hoy dia se denominan funciones de
Young, pero fueron Orlicz y sus estudiantes quienes plantearon el estudio de espacios de Orlicz,

29
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definidos a partir de funciones de Young. A continuacién se presentan algunas definiciones y
resultados basicos de la teoria de espacios de Orlicz.

4.1.1. Teoria de espacios de Orlicz

Una funciéon de Orlicz H, es una funcién definida para x > 0, continua, convexa, no decreciente,
con H(0) =0y H(z) > 0 para > 0, tal que lim, . H(z) = co. Una funciéon H definida en
(—o00,00) convexa, continua a izquierda, tal que H(x) = H(—xz), H(0) = 0, no decreciente en
(0,00) y no negativa se denomina funcién de Young. asi, toda funcion de Orlicz es a su vez una
funcién de Young.

Dada una funcién de Young H se define el espacio de sucesiones de Orlicz £ como el espacio
de sucesiones escalares (), tales que existe p > 0 para el cual Y 2, H (%) < o0; dotado de
la norma

g ((a;)) := inf {p >0 : ZH(O;') < 1}.
=1

Se dice que una funcion de Young H satisface la condicion As en 0, si

H(2x)
y
oo H ()

< +00

En general, el espacio £ no es regular, pero si lo es cuando H cumple la propiedad As en 0, en
tal caso £ coincide con la clausura en £ del espacio generado por los vectores unitarios e;.

Dada una funcién de Young H, existe otra funciéon de Young H*, definida para cada y > 0 por
H*(y) = sup{zy — H(z) : x > 0}
denominada funciéon complementaria de H.

Es de anotar que (H*)* = H y que mediante H*, el espacio /g se puede dotar de otra norma
| - ||z, usualmente llamada norma de Orlicz, definida para cada («;) en £ por

e}

[(ei)l[ = sup {Zlazﬂil Y HY(I6i]) < 1}
1=1

=1

y se cumple para cada («;) en £y que
() < [[(es)l|a < 21g ((06)).

Si ademés H cumple la propiedad Ay en 0, se verifica que £, es isomorfo a £f+. Para tener una
isometria entre estos dos espacios es necesario tomar Iy (-) en £y || - |gx en Lg=, ver [30]
pp. 58-61 y [28] pp. 147-148,

Siguiendo los pasos del capitulo cuatro de [30], tomando como espacio de medida el conjunto de
nameros naturales con una medida puramente atomica (es decir, u{i} = 1 para todo i), se puede
establecer la siguiente version de la desigualdad de Holder para espacios de sucesiones de Orlicz:
para (a;) en lg y (b;) en £+, se cumple

> Jaibi] < min{ g (@)l (b6) |+, e (@)l (be) 1z } (4.1)

i=1
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También se cumple que,

> laibil < 20 ((ai)Ma- ((b:)). (4.2)
=1

Un caso particular de espacios de sucesiones de Orlicz corresponde al de los espacios clasicos £,
que son fundamentales en la teoria de los espacios de sucesiones escalares. Se mencionan ahora
con el fin de fijar la notacién.

Para 1 < p < o0, la funciéon H(t) = tP es una funcion de Young y al correspondiente espacio de
sucesiones de Orlicz se le denota por £,,. Asi, £, es el conjunto de sucesiones escalares x = ()72,
tales que

oo
Z |ziP < oo.
i=1
En este caso, se denota la norma Il (-) por || - ||, ¥ se puede probar que,

[e%¢) 1/p
[xllp := 1 ((as)) = (Z Ixi!p> , para 1 <p < oo.

=1

Para el caso en que p = 00, { denota al conjunto de las sucesiones acotadas x = ()2, es
decir, aquellas en que sup, |z;| < oo, con norma

[[%[loc := sup |z;|, para p = oco.
7
Es bien conocido que (4, ||.|[»), con 1 < p < oo, es un espacio de Banach.

A cada ntimero real 1 < p < co se asocia otro ntimero 1 < p’ < oo tal que % + 1% =1y se dice
que p y p' son exponentes conjugados. Se verifica que el dual del espacio £, es isométricamente
isomorfo al espacio £,;. Como consecuencia se obtiene que los espacios £, son reflexivos para

1 < p < oo. Es de anotar, que la funcién complementaria de H(t) =t no es G(t) = ', pero la
funcién complementaria de Hy(t) = % es Hy(t) = tpi,.

Se denota ¢g al subespacio de £, que consiste de todas las sucesiones convergentes a 0. El espacio
co es de Banach con la norma inducida ||.||cc-

En los espacios £, con 1 < p < 00, y en ¢y, la sucesion de vectores e, constituye una base de
Schauder, es decir, £, y cg son espacios regulares. Es de resaltar que el espacio £+ no es regular.

4.1.2. Entropia basada en una variable aleatoria

Como ejemplos no tradicionales de funciones de Young, y por tanto de espacios de Orlicz, a
continuacién se muestra una importante relaciéon entre variables aleatorias de esperanza finita
y funciones de Young, relacién que puede ser aprovechada para definir el funcional de entropia
haciendo uso de una funcién convexa cuya caracterizacion esta deteminada por la variable
aleatoria mencionada. En el tltimo capitulo, referente a los problemas abiertos, se aprovechan
algunas de las relaciones que aqui se presentan para proponer un nuevo camino de relacionar las
propiedades estocésticas de un sistema con las caracteristicas termodinamicas del mismo.
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Considérese una FDP Fx asociada a una variable aleatoria X, estrictamente positiva con espe-
ranza finita. Definanse:

, en otro caso

Mi(t) = {({lo/i(l — Fx(z))dz, parat>0,

Mg(t):/o (1 - Fx(z))dz.

Claramente, la funciéon Ms esta bien definida. En el caso de la funciéon M7, el hecho de que esté
bien definida dependera de que la integral converja; para mostrar la convergencia de la integral,
téngase en cuenta que X es una variable aleatoria con esperanza finita, razén por la cual:

E(X):/Ooo[l—FX(t)]dt—/O Fy (t)dt.

—0o0

Asi mismo, es posible comprobar que las funciones M y Ms son no decrecientes. En efecto, dado
que I es continua, se tiene que floo(l — F(z))dx < oo, ademés para t > 0,

[e.9]

Mi(t) :[ (1- F(x))dx—i—/ (1 F(x))da.

1
En consecuencia se tiene que

(o] 1 o
% (/ (1= F(ﬂf))d»"ﬁ) = % (/ (1— F(x))dz +/1 (1- F(x))dx>

t

_ _% (/fa —F(w))dw) =- <1—F @) (_;2)

1-F(3)
t2

La cual es una cantidad positiva y por tanto M; es estrictamente creciente. Para M se tiene:

% (/Otu - F(x))dx) = 1-F()

Cantidad claramente no negativa, con lo cual, M5 es no decreciente.

Dentro de la propuesta de Naudts para construir el funcional de entropia como en (2.138]), se

considera una funcion ¢(u), tal que se cumpla la condicion flo % < 0. Bajo tales condiciones,

se puede definir una nueva funcién creciente y positiva dada por:

1/v "
x(v) :/0 mdu

A partir de de la tltima definicién, Naudts introduce en [I3] el funcional de entropia:

Sy = / p(a)lng (p(z))dp,
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el cual esta expresado en la forma dada por (2.138)).

Ahora se utilizaran M;(t) con i € {1,2} para construir dos nuevas funciones, las cuales serviran
como parametros para las funciones logaritmicas deformadas en el sentido de Naudts. Sea W(t)
una funcion de Young, y definase ®;(t) = M;(t)¥(t) para i € {1,2}. Bajo estas condiciones, ®(t)
cumple las condiciones suficientes para definir una funcion logaritmica ®-deformada. Por otro
lado, al expresar el funcional de entropia en forma expandida se tiene:

1/p(xz) pl/v
Sulp) = / pla)iny (p(x) )y = / p(z) / 0 (;Z)dvdu

Si se consideran ahora las expresiones para Se,, (p) y para Iy (p), y se tiene en cuenta que bajo
las condiciones impuestas sobre X, se cumple que:

Pix(t) < E[X]U(t),

donde E[X] es el valor esperado de la variable aleatoria X, es posible afirmar que:

Si ademas, la variable aleatoria tiene la propiedad adicional:
0<E[X]<1

Entonces se puede concluir que:
So,x(p) = Sw(p)

Con lo cual se logra, no s6lo definir un funcional de entropia para un sistema dado, a partir de
una variable aleatoria asociada a un observable propio del sistema, sino también encontrar una
cota para tal entropia en términos de una funcién de Young.

Por otro lado, si se considera:
O(t) = tM(t)

y la entropia en términos de ® como:

Sy = /F p(a)ina (pl(a))dp

entonces la entropia queda bien definida.

4.2. Entropia y espacios de Orlicz

En el contexto de espacios de Orlicz se pueden obtener algunas cotas para el funcional de entropia
de Naudts o el de Tsallis. En principio se mostraran dos ejemplos que si bien son conocidos, su
planteamiento es novedoso por basarse en el uso de la desigualdad de Holder para la normas en
espacios de Orlicz. Mas adelante, se usan relaciones entre normas en espacios de sucesiones de
Orlicz, para obtener nuevas cotas para el funcional de entropia de Tsallis.

Considérese una funcion de Young H, el funcional de entropia Sy (2.139)) y el correspondiente
espacio de sucesiones de Orlicz £ .
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En términos de las normas en espacios de sucesiones de Orlicz, la desigualdad de Holder permite
establecer que

szan() Zman 1< M) o (YDl

es decir,
Su((p)) < ()i () (43)

Notese que la expresion (4.3) es valida para cualquier funcion de Youg H. De (4.3), para (p;)
con Y .pi =1y 0 <p; <1, se puede concluir:

1. En el caso que H(x) = =z, se tiene £y = {1, y por tanto, £~ = {s. De lo anterior, la
desigualdad (4.3)) se convierte en:

Sulp) < (S {an (;)} — sup {an (;) }

La desigualdad anterior establece un hecho bien conocido, que el funcional de entropia es
menor o igual que la maxima sorpresa para un evento asociado a (p;).

2. Si se tiene:

0, O<ax<l,
H(x):{oo r>1

resulta que £ = lo y H*(xz) = x. En consecuencia £~ = {1, y por tanto (4.3)) establece

sut) < ) S () = S ()

Asi, se tiene que el funcional de entropia es una cota inferior para el contenido total de
informacién asociado a (p;).

A continuacién se establecen nuevas cotas para el funcional de entropia de Tsallis. Para cada sis-
tema con w estados, denotese por p; la probabilidad en cada estado y P = (p1,p2, ...pw,0,0,0,...)
para (1 < i < w), asi Y p; = 1. Dado un par normalizado de funciones de Young (H, H*), se
define el funcional G (-) por:

Gu(p) = ) (o))

=1

H
Con base en la definicién anterior, la relacién entre Sy y la entropia de Shannon puede estable-

cerse como sigue. Considerése H como la funcién identidad. En tal caso, el H-logaritmo se reduce
al logaritmo usual, H(1) =1, g = ¢; y ademés, || - ||z = || - ||1. Asi se puede escribir:

Gr((pi)) = Ss((pi))-
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En adelante, cuando se haga referncia a H como una funcién de Young, se descartara el caso en

que H sea la funcion identidad. Por otro lado, para todo ¢ > 1, con Hy(t) = %, se tiene:

My, ((a:) = =——,
qq
donde || - ||, denota la norma usual en el espacio de sucesiones (7 y
T dw T gdw
Ing,(x) = = — =q(Ing(x)).

1 H(w) 1wt
Ademés, si ¢ y r son tales que % + % =1, entonces:

Hi (1) = Hy (1) = =

r

con (Hy, H,) un par normalizado de funciones de Young. De esta manera:

l(a)lle, = sup{> _labil : Y Hy(bi) <1}
b;
= sup{)_laibi|: Y ()" <1}
qq
= sup{z ]aikiq%\ : Z(ki)q <1}  donde, kj = —
1
= qusup{) _l|aikil: > (k)7 <1}
1 1
= gosup{y _|aiki| : [|(k)llg < 1} = g7 laill,-
Asi, para % + % = 1 se puede escribir
1
(@)l &, = ql[(a)]]:-
La ultima expresién implica que:

1(a)lla, =~ | (@)l

y por tanto:

Su,(p)

1 1
rrl|pilng, (—
it ()l

1 1
qrr ||pilnq(17)”q

(2

La relacion entre Gy (p) y Sq(p) queda establecida en los dos resultados siguientes.

Teorema 4.2.1. Sea Hy(z) = %q, para 1l < q < 2. Sip=(p1,p2,,Pw,0,0,0,...) es sucesion de

reales no negativos, con Y . p; = 1, entonces:

Gr,(p) < 2¢ 154(p).
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Demostracion. Sea € > 0. Por aproximacion a la minima cota superior, existe una sucesion (m;)
tal que > 2, H*(m;) <1y ademas

Sup{2|pz ln l/pz Bz ZH* /82 < 1} < Z]pz ln l/pz)]mz‘ + €.

=1 =1

Por otra parte Y .o, H*(m;) < 1 implica I+« ((m;)) < 1. Ahora,

Gu(p) = HQ)|(pillna(1/pi)]lla
- j@mwaummm
= | @aling(1/p)lln

= H(1 Sup{zmlnq L/pi)iBil - ZH (Bi) <1}

=1

< Z [pi[lng(1/pi)]mi| + €.
i=1

Si r es el exponente conjugado de ¢, es decir, % + % = 1, entonces de lo anterior tenemos que
H*(t) = £ y ademas,

D Ipillng(1/pi))mil + €

Gulp) <
=1

< 2HH((Pz[l"q(1/Pi)])HH*((mi))+6
< 2y ((pillng(1/p)]) + e

_ ﬂ(ﬂwgmmm+e

.
< 2¢7 )| (pillng(1/po)]lly + €
< 2q7 0| (pillng(1/pi)]lh + e

= 27 15,((pi)) +

1 1
Asi Gy (p) < 2q 2S4(p) + € para una eleccion arbitraria de € con lo cual Gy (p) < 2¢ 15,(p).

O
Aunque la desigualdad Sy(p) < Gy, (p) no biempre es cierta, dicha desigualdad se cumple cuando
w<r:=(1- %)* , es decir, siempre que ¢ < —*=, lo que se establece mediante el siguiente
teorema.

Teorema 4.2.2. Considérese Hy(x) = %, para 1 < g < 2 tal qu w < r, donde %4— % =1.9
p = (P1,D2y -y Pw, 0,0,0,...) es una sucesion de reales no negativos, con Z;U:1 p; = 1 entonces:

Sq(p) < Gu,(p).
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Demostracion. Considérese la sucesion b = (b;

(
Sean ademas H = H, and H* = H, con é +

S (b)) = 3
=1

=1

Ytalque b =1for i =1,...,wy b; =0 for i > w.
= 1. Por tanto se satisface

w 17.
— 27 -
i=1

= ST

=< |8

<1,

y asi:

Gulp) = HWI[(pillny (1/p)]lla

- s.up{E:\pZ [Ing(1/p:)]ifil EH* 1Bi]) <1}
=1

62 |pi[lngr (1/pi)]bi

v

= IS piltna(1/p)) = = 3 pialing(1/po)led
17 s

= > pillng(1/pi)]
=1
= Sq4(p)
Con lo cual se tiene S;(p) < Gu(p). O

Un caso particular se expone en el siguiente resultado.

Corolario 4.2.1. Sea Hy(xz) = %, para 1 < g < 2. Sip = (p1,P2, -, Pw,0,0,0,...) es una
sucesion de reales no negativos, con Z?’:l p; = 1 entonces

Sq(p) < G, (p) < 2q_55q(p) < 254(p).
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Capitulo 5

E. D. no lineales y g-exponenciales

A continuacién se presentan resultados sobre métododos de solucién, en el contexto de g-
deformadas, de ecuaciones diferenciales no lineales con coeficientes constantes. Aunque a primera
vista este capitulo no hace parte del estudio presentado sobre temas de mecanica estadistica, en
la literatura se encuentran aplicaciones de la entropia S, de Tsallis a la solucién de ecuaciones
diferenciales no lineales, entre las que se destacan la solucién de la ecuacién Fokker-Plank en la
forma genaralizada:

oo 0246 _

ot 0x2’

o la solucién de la ecuacién Thomas-Fermi:

R

d?y ~1/2, 3/2
i

Si bien dichas aplicaciones, u otras de igual interés, no son desarrolladas en el presente trabajo,
el contenido siguiente es una invitaciéon para estudiar nuevos desarrollos y aplicaciones de las
funciones g-deformadas en la busqueda de soluciones de ecuaciones diferenciales.

5.1. E.D. no lineal con coeficientes constantes de orden 2

En [24] se muestra, a manera de comentario, una aplicacion de las funciones g-generalizadas para
encontrar la solucion a la ecuaciéon diferencial no lineal de segundo orden asociada al oscilador:

— s+ )" =0 (5.1)

Se puede obtener una soluciéon para en la forma y(t) = exp,(ikt), bajo ciertas restricciones
del ¢-indice y la constante k, las cuales, como era de esperarse, dependen de los valores de h
y n, y del coeficiente . A continuaciéon se presentan dos generalizaciones para la solucién de
ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden. La propuesta expuesta en sera un
caso particular de uno de estos dos resultados.

Antes de mostrar los resultados para la solucién de una E.D. de segundo orden no linel con
coeficientes constantes, es importante definir el tipo de ecuaciones a las que se hace referencia.
Como se ha mencionado al inicio del presente capitulo, dos tipos de no linealidad se estudiaran
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a continuaciéon. El primero de ellos est4 dado por la E.D.

Ply@)" | dy@®)]™
T

+c[y(t)]" =0 Ecuacién Tipo 1 (5.2)

Posteriormente se estudiarén las soluciones para la E.D.

2 h m
“(d%tw +b<d[3§m) +cy(t)]" =0 Eeuacion Tipo 2 (5:3)

En ambos casos a, b, ¢, h, m,n son constantes reales.

Considérese la ecuacion diferencial definida por (5.2)). En tal caso se puede establecer la siguiente:

Proposicion 5.1.1. Dada la ecuacion diferencial de tipo 1 definida por , la sustitucion

y(t) = expq(kt) (5.4)

con t # ﬁ, convierte a en una ecuacion polinémica en la variable k, p(k) = 0, siempre

que se cumpla:
n—~h n+h

En tal caso, los valores de k para obtener las soluciones en la forma y(t) = expq(kt) para
estan dados por:

8ah
bk foe ek

k= )
2ah (5.6)

El nimero de soluciones estard dado por el nimero de raices complejas diferentes.

Demostracion. Utilizando el hecho de que:

dlexpq(t)]

PaO) _ feap, 1)
se tiene: J Lf\m
[expzii t)] = km[e:cpq(kt)]ﬁm*l (5.7)
PleapaRO1" _ 21 g 4 b — 1)feapy (ke (5.8)

dt?
y reemplazando ([5.8]), la expresion ([5.2)) se convierte en:

alk?h(q + h — 1V)[expy (k)22 + blkm[exp, (k)] 9T + clexp, (kt)]" = 0 (5.9)
Por otro lado, si se tiene en cuenta que:

_
k(g —1)

entonces expq(kt) # 0y expq(kt) < oo. Ademaés, para:

t#

n—nh n+h
m:
9 7 2

q=1+
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se cumple
n+h

2

2g+h—-2=q+m—-1=n y q+h—1=

y por tanto, la expresion (5.9) implica que:

h h 2
ah nt K+ b nt k+c=0 otambien ahk®+bk+ —— =0 (5.10)
2 2 n+h
cuya solucién para k esta dada por:
—b+ /b2 — 8ahc
n+h
k= 5als . (5.11)
O

De la proposicién anterior se deduce el siguiente corolorario, el cual establece la propuesta hecha
en [24]

Corolario 5.1.1. Dada la ecuacion diferencial no lineal asociada al oscilador:

ly(1)]"

O 2y =0

Dicha ecuacion diferencial tiene como solucion particular la funcion:

y(t) = expy(kt) (5.12)

Donde:
n—nh 2

2

2y

=
v h(n + h)

g=1+ (5.13)
Observacion 11. Como era de esperarse, si dos de los exponentes h, m,n son iguales entre si, el
tercer exponente también sera igual a estos y ¢ = 1, con lo cual, la solucién sera de la forma
y = exp(kt/h). La solucién puede encontrarse por el método propuesto aqui, o mediante la

sustitucion u = y™ y el proceso usual para ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

Observacion 12. Cuando k es real, la solucion en la forma y = exp,(kt) para la ecuacion diferen-
cial (5.2), encontrada mediante el proceso anterior, esta definida en uno de dos intervalos abiertos

a saber:
(1) © (o)

Se escoge el primer intervalo en el caso que k(¢ — 1) > 0; si por el contrario k(g — 1) < 0, el
intervalo de solucién seria el segundo.

Ejemplo 5.1.1. Considérense las ecuaciones:

d2[y)3 dy15/2
122l 4 6P 4 312 = 0

d2[y)3 dly15/2
2. 29 6T 4 3[y12 =0

d2[y]3
3. TR L osp2 =0

4o 2+ 6% 3l =0
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En el primer caso se tiene h = 3,n = 2 y claramente

n+h 5
m = =—.
2 2
Ademds,
n—~h
=1 = 1.5.
q + 5
Por tanto,
L ot V5

10

y se tienen asi dos soluciones particulares a la ecuacion diferencial

PP dyP?

2 6 3[y]> =0
a2 T g+
que pueden escribirse como:
545 | (t(V5 1) — 4V5)?
t — t =
ylt) = exprs | = 80
y -
—5—-+5 t(v/5+ 1) — 4v/5)2
y(t) = exprs [( e ut 82) i

Cada solucion estd definida en el intervalo abierto I; = <—oo, ﬁ), donde:
—5++/5 —5-5
€ {1,2 ki=—"7———, ko=——
el v ok 0 " 10
En el sequndo caso, el cambio en el indice del coeficiente b no modifica los valores para q y
para el discriminante de las soluciones para k. Sin embargo, el signo de k se modifica en ambas
soluciones, y por tanto, también el signo de ﬁ. En vista de ello, las soluciones estarian dadas

en este caso por:

(5+v5 | (t(VB+1)+4V5)? 1
' ‘e <k1(q—1)7oo>

t - =
y(t) = expis 10 R0 para
y - -
_ 5—v5 | _ (#(v5—1) +4V5)? 1
y(t) = €IP1.5 10 t| = 30 para te m, o0

para:

L BtE L _5=V6

=710 Y mT 0

El ejemplo 3 tiene una solucidn asociada a valores complejos de k . Aplicando el resultado del

corolario se tiene:
10
—15, k=4/—
I 3
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La solucion en este caso se toma como:

y(t) = exp1 5 <\/?zt>

s1 se utilizan , la solucion puede escriirse en términos de cosy(t) y seng(t):

/30 . /30
y=cosis | —5- t| +isenis e tf.

Si ademds se hace uso de la proposicion (2.1.1()), entonces la expresion se convierte en:

1 arctan((1 — q)¥30 arctan((1 — q)¥30
ZJ(lt):\/(1—i-(1—q)2752)ﬂ (cos< tan((1 = 9)% t)) —|—isen< tan((1 — ¢) %3 t)>>

1—gq 1—g¢q

y al reemplazar ¢ = 1.5 se tiene finalmente:

—+/30¢ . —+/30¢
cos (—Zarctan < 5 )) + isen (—2arctan < 5 ))]

Es de anotar que en este caso, a diferencia del caso usual ¢ = 1, las funciones cosy(kt) y seng(kt)
en forma individual no son soluciones particulares de la ecuacion diferencial.

4
244

y(t)

En el dltimo caso, se tienen = h =m. Asi g =1 y se tienen dos soluciones dadas por:

y(t) = exp <(_3+6\/§)t>

y(t) = exp <(_3_6\f3)t>

Ambas soluciones vdlidas para t € (—o0, 00)

Por otro lado, para la ecucion diferencial de tipo 2 definida por (5.3)) se tiene la siguiente:

Proposiciéon 5.1.2. Dada la ecucion diferencial no lineal de sequndo orden definida por ,
la sustitucion

y(t) = expq(kt) (5.14)
1

con t # Fa=T)’ convierte a en una ecuacion algebraica en la variable k, p(k) = 0, siempre
que se den las siguientes relaciones:

n-+h 2nh
pr— pr— .1
=79, ¥ M= L Th (5.15)

En tal caso, el nimero de soluciones particulares para que se pueden encontrar mediante
la sustitucion es igual al nimero de soluciones complejas diferentes de p(k) =0

Demostracion.

dlexpq(kt)]
dt

d?lexpy(kt)]

g = ak?[eapg (1) (5.16)

= klexp, ()" ¥
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Con lo cual

(A2 0) " — (hfeapy ) = ke 0] (517)
2 exr h
<W) = (ak?[exp (1)) = ¢"K*" eap, (kt)]" 0D (5.18)
Pero
n +h - 2nh
1= Y T LT

convirten a (5.17) y (5.18) en:

<d[empq(k:t)]

h
dt > = "k [eapy (kt)]" (5.19)

)m = k" eapy(kt)]" (d%em(kt)]

dt?
Reemplazando los resultados de (5.19) en ([5.3)), se tiene:
a[qhk%[equ(kt)]”] + b[k™ [expqy(kt)]"] + clexpy(kt)]" =0

Y dado que, para t # ﬁ se cumple que exp,(kt) # 0y expy(kt) < oo, se tiene entonces:

aq" k' £ bE™ + ¢ =0 (5.20)
o en forma equivalente
h
a <”;;h> k2h 4 bkith e =0 (5.21)

La expresion p(k) = a (%)h k" 4+ bk™ 4 ¢ dada por 1’ define una expresion algebraica en la
variable k. Si k es una raiz de p(k), entonces el proceso anterior lleva a que exp,(kt) sea solucion

de . O

Observacion 13. Sin = m, entonces h = n y q=1. Al igual que en las ecuaciones de tipo 1, la
solucién en este caso se reduce a la exponencial usual. En este caso se encontrarédn 2h soluciones
complejas a la ecuacién auxiliar en la varible k. Para aquellas soluciones no repetidas se puede
obtener una solucién en la forma y(t) = exp (kt).

Observacion 14. Los intervalos de solucion para la ecuacion diferencial del tipo 2 se escogen de
forma similar a los intervalos de solucién para la ecucién diferencial de tipo 1.

Observacion 15. La siguiente tabla muestra la forma de la ecuacion algebraica p(k) = 0 que se
obtiene para algunos valores de h y n.
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h n m | q p(k)=0 Forma plinomica mediante cambio de variable
3| 2| 22 Mk Otk Fae=0] B +tR+e=0 (a=Ha, k=kF)
—2 | =3 | 23| Batabk Fhe=0 | P+t re=0  (a=1a, k=k?)
3| -1 -3 | 3] FakS4bki4c=0 | ak'+bk+c=0 (a=%a, k=k?

1| =3| =3 2| lak 240k i4c=0 | ak®+bk3+c=0 <d:%a, k=k 2

)
)
Bgf~4 4 bk™5 +¢=0 | ak®+bk+c=0 (a:%%, l?::/-c—g)
)

~2 | -1 =3 | §

“1=2| <4 3] Zak bk ide=0 | aRP4+bkP4+c=0 (a=Za, k=kd
12| 4 3] BaR4bki4c=0 ak b2 4 e=0 (=3, k=#i)
2| 1| 4 3] faktaskive=0 | aP+tkte=0 (a=fa, k=ki)
13| 3 |2 2R24bk3+c=0 ak 4 bR 4 e=0  (a=20, k=ki)
301 3 3] SaS+bkide=0 | akt4bktc=0 (a=fe, k=ki))
203 | 23| Bart+wkTac=0 | alP4bP4c=0 (a=Ba, k=ki)
302 | 23| BartabkT =0 | aP+bi4e=0 (a=1Ba, k=kf)

5.2. E.D. no lineal de orden superior con coeficientes constantes

En esta seccién se estudiara la forma de la solucién general a la E.D. con coeficientes constantes
de orden n. El tipo de ecuaciones diferenciales que se examinaran son similares en su no linealidad
a las expuestas en (5.2)) y (5.3). Un caso particular de estas ecuaciones es mencionado en [25].

Ecuacion diferencial de orden n tipo 1

Se llamara ecuacion diferencial no lineal de orden n > 2 con coeficientes constantes de tipo 1, a
la ecuaciéon de la forma:
dnyan dn—lyan,l dyo‘l

W+an—1w+"'+al dt

+ apy™® =0 (5.22)

Gn

Para establecer una solucion del tipo expq(kt) para (5.22) se tiene la siguiente:

Proposicion 5.2.1. Considérese la ecuacion diferencial . St dicha ecuacion puede es-
cribirse en forma compacta como:

n i

d ,
= (m=i)(@=Dten — 5.23
; Ty (5.23)
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donde:
g=1l+ap1—oan (5.24)

entonces, la sustitucion y = equ(kt) para t # " 1), convierte a en una ecuacion

algebraica en la variable k. En tal caso, los valores de k para los cuales expy(kt) satisfacen
se encuentran resolviendo la ecuacion algebraica auxiliar:

Zazk’ H an+i(g—1)| +ap=0 (5.25)

j=n—i

y tomando las raices complejas diferentes de

Demostracion. En primer lugar, notese que la regla de la cadena y (2.56|) permiten escribir:

i—1
expy (k)™ = |k H m+ j(q—1)| [expy(kt)m @D, ielN, meR (5.26)
j=0

Q

dtt prd
Para ver esto, es claro que para i = 1 se tiene:

Cleap (W™ = mleap, ()™ fexpy (b))
= km[equ(kt)]m“q*l)

Suponiendo ahora que para i = N (5.26]) se cumple, entonces:

dN+1 d va_l FN(g-1)
_d o m4N (g
Trlerg ()] = 2k gm—l— (g —1)| [expy(kt)]
N-1
= K [T m+ila=1) | lm+ N(g— Dleapg(kt)) ™MD eap, (k)%
j=0

N
= |V m+i(g — 1) [expy(t) VD@D
j=0

Con lo cual, si (5.26|) es valida para i = N, también lo es para i = N + 1.

Supoéngasé ahora que y = expy(kt). Si se tienen en cuenta (5.23)), (5.24) y (5.26]), entonces:

n n—1
o leapy (k)] = [k T] o+ ita - 1)] feapy (k)| +na=D (5.27)
=0
dn—l n—1
gt leapg(Rt) 71 = E T aner +ig = 1) | feapg (kt)) o HinmDla=D)
=0

n—1
[kn_l H an +i(qg — 1)] [equ(]gt)]an'i‘n(q—l) (5.28)
=1
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Clean () = anhlepg(k)I eapy (k)"
= [k(on + (n — 1)(q — 1))][expq (k)] > a1 (5.29)
[expy (kt)]%0 = [exp,(kt)]*nTra—1) (5.30)

Las expresiones (5.27) a ([5.30) permiten que (5.23) se pueda escribir como:

n 7

d .
@ (=i (g—D)+an _ _ ntn(g—1) _
Zaldtiyn TN = Zalk" H an+i(q—1) | +ao| [expy(kt)|* ™Y =0

=0 j=n—1i
(5.31)
Y considerando que para t # ﬁ se tiene expy(kt) # 0y expq(kt) < oo, se concluye que:

Zazk’ H anp+i(g—1) | +ap=0 (5.32)

j=n—i

con lo cual se completa la prueba. O

Ecuacion diferencial de orden n tipo 2

Se llamara ecuacion diferencial no lineal de orden n > 2 con coeficientes constantes de tipo 2, a
la ecuacion de la forma:

dny Qn dn_ly Qn—1 dy a1 .
Qnp, (dt”) + QAp—1 <dtn_1> + -+ al dt -+ apy =0 (533)

A continuacion se da una proposicion, similar a la proposicion (5.2.1)), que caracteriza las solu-

ciones del tipo exp,(kt) para (5.33).

Proposicion 5.2.2. Considérese la ecuacion diferencial . St dicha ecuacion puede es-
cribirse en forma compacta como:

[nq (n—

1,
n diy\ Ta—G-11 %

; = .34
Y a <dtz> 0 (5.34)

1=0

donde: ( D ( 2)
_(n—=1)ay — (n—2)ay_y
= e, — (n— 1)04n,1 (5:35)

entonces, la sustitucion y = equ(kt) para t # e convierte a en una ecuacion

1)’
algebraica en la variable k. En tal caso, los valores de k para los cuales expy(kt) satisfacen

son las raices complejas diferentes de la ecuacion algebraica auziliar:

[ng=(n=1)] (n Dl

Zaj (K7 Qj—1)(q)) F=G=DI ™" | +ag =0 (5.36)



78 CAPITULO 5. E. D. NO LINEALES Y Q-EXPONENCIALES

Donde Q;(q) estd definido por la expresion

Demostracion. Para la prueba de la proposicion ([5.2.2)) se procede de manera analoga a como se
procedi6 en prueba de la proposicion (5.2.1). En primer lugar, para i € IN y m € R, la regla de
la cadena y ([2.56|) permiten escribir:

[ 5; efqu(kt)} = [K'Qi—1(q)(expy(kt)) ™=t 1]m (5.37)

Si se supone que y = expy(kt) y se consideran (5.34)), (5.35) y (5.37) se tiene:

[;; ewpq(’ft)] = [k"Qn — 1(q)(expy(kt)"d~ "=V (5.38)
dn—l Qn—1
[dtn 169%(1%)] = [K"1Qu_2(q)(expy(kt))(nDa=(r=D]an—

ng—(n—1

= [ Quos (@) (T ) (ep (k)| eVl (5.30)

hean 0] = eapy )
= [k(eapy(kt))]ira—n—Dlan (5.40)
lexpy (k)]0 = [eap,(kt)]ma—(—Dlan (5.41)

Las expresiones (5.38) a (5.41)) permiten escribir ([5.34)) como:

N ng-(n-1)] "
Tteote 4 [na=(n=1)] ,
1q—(1— ng—(n—1 Qn
Zal <dtl> - ;aj[ka(jl)( q)] T=t=01 " | 4 ag | [eapg(kt))a=(m=Dlan = @
(5.42)
Para t # ﬁ se tiene expy(kt) # 0y expq(kt) < oo, con lo cual:

na—(n-1)]

Zaaw“ )] TG | fag = 0 (5.43)

Obteniendo asi el resultado que se buscaba.
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Observacion 16. En cuanto al uso de transformada de Laplace para la solucién de ecuaciones
diferenciales, las dificultades que se presentan hacen que el método sea inoperante. Considrenado
la siguiente tabla de transformadas:

Funcion Transformada
ft) Jo~ £@®)lexpy(—t)]*dt
a1 fi(t) + az fo(t) a1Lo{f1(t)} + a2 Ly{f2(t)}
f(at) 1F/(s/a) con ¢ =1-(1-q)/a
[expg(—t)] 7™ £ () Fy(s — s0)
r'(®) sLo { =105 - £(0)
17(t) s(s = (1= a)Lo { 4% | = 57(0) = £(0)
1 ﬁ con s>q—1 si ¢g>1, s>0 si ¢g<1
o1 IN(e )W con s>a(g—1) para ¢g>1
ot N )(1 q)ll(r}(iqﬂ) con s$s>0 para ¢<1
expy (at) s—&-liq—a con s>a+qg—1 para ¢g>1 y s>0 para ¢g<1
exp,~q(at) ( ) o Fy (q 7,132 — q_%;—cfl) con s>0 a>1
expg>1(—at) Séiq o F (q 7 1 Zﬂ, 1— a) con s>qg—2 0<a<?2
expqg<1(£at) ﬁ oy (%1117 1; %_q + 2;:Fa> con s>0 J|a]<1
expg<1(—at) ﬁ o Fy (1%5(1,1, T T 2a” ) con s>0 a>1
Notas:

1.Enlafilal0 ¢ =1+ (1—q)/a; q#1

2. La funcion o F; que aparece en las diferentes expresiones para la transformada de expq(at)
es la funcién gaussiana hipergeométrica:

2Fi (o, Byviw) = Z(O‘”(ﬁ)nxn

Donde (a),, es el simbolo de Pochhammer:

() = 1 st n=0
" lala+l)---(a+n—-1) si n=123,....
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De las expresiones para las transformadas de derivadas se puede escribir:

para la primera derivada:

L)} = sLo{lexpg ()] f(1)} = £(0)

mientras que para la segunda derivada:
L AF" (1)} = s(s = (1= q)) Lo{[expg (~1)] 2 f (1)} — s£(0) — f'(0)
Estas expresiones pueden escribirse, haciendo uso de la propiedad de traslacion comos
L{f (1)} = sFy(s —1) = f(0) (5.44)
Lo{f" ()} = s(s — (1 —q) Fy(s — 2) — s£(0) — £'(0) (5.45)

La forma para Fj(-) en cada una de las expresiones anteriores, dificulta el calculo de f(t), dado que
el argumento de la transformada de f(¢) cambia de s a (s—n), cada vez que se toma transformada
a la derivada de orden n de f(t). Por otro lado, las expresiones para L,{e;(at)} que aparecen
en la tabla de transformadas, hacen del célculo de ellas una tarea bastante dispendiosa. Basta
intentar resolver el sencillo problema con valores iniciales:

Y (t) + y(t) = exp15(—2t), sujetoa y(0)=0,y(0)=0
Al aplicar transformada de Laplace, con ¢ = 1.5 se tiene:

[e.9]

1 (2)n(L)n
.5)Y; —2)+ Y = E -" 4
Simplificando el lado derecho, la expresion se reduce a:
S(S + O.5)Y1 5(8 — 2) +Y 5(8) = 1 OOE (2)71 (_1)n (5.47)

Expresion que ofrece serias dificultades para el despeje de y(t), dado el desface en el argumento

de Y(-).



Conclusiones

El presente trabajo ha mostrado la importancia de los formalismos de Naudts y de Tsallis en el
desarrollo actual de la termoestadistica generalizada, para lo cual se mostraron tres aplicaciones,
en campos diferentes, de tal formalismo, y las cuales son de gran relevancia: la obtencién del
indice entrépico g, la obtencién de cotas para las entropias de Tsallis y Shannon, y la solucion
de dos tipos de ecuaciones diferenciales no lineales con coeficientes constantes.

En primer lugar, a partir de la definicion de las funciones ¢-deformadas expy, Ing , se ha es-
tablecido la particularizacion a las g-deformadas exp, y Ing, definiendo un algebra para tales
funciones y estableciendo algunas de las propiedades analiticas de las mismas, que junto con la
g-4lgebra proporcionan elementos suficientes para posteriores desarrollos propios de la mecanica
estadistica.

De acuerdo con el articulo [20], del mismo autor, la primera de las aplicaciones que se presento,
estd relacionada con la obtencién del indice entrépico g. Para ello, se construy6 inicialmente
una biyeccién, con la cual se identificé la densidad de probabilidad de la energia asociada a
un observable u, obtenida a partir de evidencia experimental que permite conjeturar que la
termoestadistica no extensiva de Tsallis puede ser aplicada para analizar el comportamiento
de u, y la densidad de probabilidad teérica que se debe obtener para un sistema en el ensamble
canodnico, que en este caso seré el medio con turbulencia en el que se estudia el comportamiento de
u. Aprovechando la propiedad de pérdida de memoria caracterizada por Ghitany en [I], haciendo
uso de la biyeccién mencionada, y teniendo en cuenta que la densidad de probabilidad para el
sistema en equilibrio se da en términos del indice g, se encuentra el criterio para la obtencién de
tal indice.

Por otro lado, como parte del trabajo [23] del mismo autor, se logro establecer algunas cotas
para la entropia de Tsallis a partir de las normas mencionadas, para lo cual se aprovecharon
propiedades de los pares normalizados de funciones de Young. Asi mismo, se plante6 la posibilidad
de definir el funcional de entropia, haciendo uso del formalismo de Naudts, en términos de una
funcion de Young ®(u), la cual se obtiene a partir de una variable aleatoria asociada a un
observable u propio del sistema trermodindmico que se analiza, variable aleatoria positiva y con
esperanza finita.

Finalmente, se caracterizaron dos tipos de ecuaciones diferenciales no lineales con coeficientes
constantes, cuya no linealidad obedece a la aparicién de potencias en la variable dependiente,
o en dicha variable y sus derivadas. Se encontraron las restricciones sobre los exponentes que
generan la no linealidad y la relacion de dichos exponentes con el indice entrépico ¢, para que cada
ecuacion tuviera como solucion la funcién y = exp,(kt); siguiendo el esquema que se presenta
usualmente en la literatura, se resolvié cada ecuacién diferencial, inicialmente para la el caso de
orden 2 y posteriormente, se amplio el proceso para la ecuacion diferencial de orden n > 2. En
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ambos casos, se establecieron las ecuaciones algebraicas en la variable k asociadas a cada ecuacion
diferencial, y cuyas soluciones complejas diferentes proporcionan los valores de k para los cuales
y = exp(kt) es soluciéon de la ecuacion diferencial. En el primero de los casos la ecuacion que
se obtiene es polinémica y de grado n, mientras que en el segundo caso, si bien la ecuacién es
en general una ecuacién algebraica no polinémica, se muestra que mediante cambio de variable,
dicha ecuacion es reducible a una ecuacién polinémica. Asi mismo, se plantea en que intervalos
tiene sentido la solucién, dado que se hace necesario considerar el comportamiento asintético de
1

expy(z), para x = T



Problemas abiertos

. Definir una ¢-algebra y un ¢-calculo para las funciones expy () y Ing(z), donde ¢(u), esté
dada por la funcién de Young
o(u) = cosh(u) — 1,

y Ing(x) y expy(x) se obtienen siguiendo el formalismo de Naudts.

. Estudiar las posibilidades de acotamiento sobre el dominio de Ing(x), con ¢(u) = cosh(u)—
1, que permitan definir una entropia S, sobre un sistema no extensivo, para el cual, la den-
sidad de probabilidades p(z) que optimiza la entropia del sistema en el ensamble canonico
pueda escribirse en términos de expy(x). Dicho proceso se hace necesario, dado que:

0 du

1 $(u)

razon por la cual, segin el formalismo de Naudts, la funcién Ing(x) no permite definir
una entropia, o en forma equivalente, no es posible escribir la densidad de probabilidad
que optimiza la entropia de un sistema no extensivo en términos de expy(x). Problemas
similares pueden plantearse para otros casos particulares de funciones de Young, y en
general, para funciones de Young que cumplan propiedades tales como la propiedad Ag

. De ser posible la obtencion de la ¢-dlgebra y el ¢-calculo, para ¢(u) funcion de Young,
caracterizar propiedades, tales como la de pérdida de memoria propuesta por Ghitani, en
términos de las operaciones @y y ®g.

. En esta misma linea de espacios de Orlicz, otra posible motivaciéon es la de analizar las
caracteristicas de la entropia definida en términos de una funciéon de Young, obtenida a
partir de una variable aleatoria asociada a un observable u, que caracteriza una propiedad
de un sistema no extensivo, tal como la velocidad o energia efectiva.

. Generalizar la caracterizacién de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes no
lineales, cuya solucion pueda escribirse en términos de expq(kt), se deja como motivacion
la ecuacion diferencial que combina las no linealidades ya mencionadas, dejando asi abierto
el método y restricciones para encontrar la solucién; asi mismo, se deja abierta la caracter-
izacién de ecuaciones diferenciales para las cuales, la soluciéon pueda escribirse en la forma
expy(kt), donde ¢(u) cumple las propiedades para que puedan definirse ing(x) y expy(z),
siguiendo el formalismo de Naudts.
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