Diferencial X" (t) = A(t)X(t) + X(t)B(t)

Un método de solucion

Jorge Ivan Castano

RESUMEN

Para la ecuacion diferencial X (t)=A(t)X(t) + X(t)B(t) sujeta
a X(0)=C donde X(t) , A(t) y B(t) son funciones matriciales,
se conocen soluciones aproximadas las cuales utilizan el método
matricial de un solo paso y las funciones matriciales B-spline
lineales que interpolan la solucion numérica en una malla de
puntos.

En este articulo se construye una solucion aproximada para
problemas de valor inicial utilizando el método de desarrollos
de FER, el cual consiste en encontrar una solucion aproximada
en términos de funciones exponenciales matriciales.

En primer lugar se dan algunos conceptos bésicos que son
utilizados posteriormente para encontrar soluciones aproximadas
de las ecuaciones Y ()=A{M)Y(t) y Z' (t)=Z(t)B(t) sujetas
a las condiciones iniciales Y(0)=I y Z(0)=1 donde | es
la matiz identidad. Con estos resultados se construye la
solucion que se pretende y al final se hace un andlisis de la
convergencia.

INTRODUCCION

La ecuacion diferencial X (t)=A(t)X(t)+X(t)B(t) sujeta a
X(0)=C, con a £t £ b surge en muchos campos de ciencia

e ingenieria, principalmente en problemas de optimizacion en
teorfa de control lineal.

La ecuacion en cuestion ha sido estudiada por muchos autores
para el caso de coeficientes constantes, sin embargo para el
caso donde los coeficientes son variables, tal ecuacion tiene
poco tratamiento.

La ecuacion diferencial

X ()=AR)X(t)+X(t)B(t) sujeta a X(0)=C,
con a £t £b surge en muchos campos de
ciencia e ingenieria, principalmente en
problemas de optimizacion en teoria de
control lineal.

Se sabe que la solucion tedrica de dicha ecuacion esta dada
por X(t)=Y(t)CZ(t) donde Y(t) y Z(t) son las soluciones de
las ecuaciones diferenciales Y ())=A{)Y(t) y Z (t)=Z(t)B(t)
con las condiciones iniciales Y(0)=1y Z(0)=I. Infortu-
nadamente, la solucion exacta de estas ecuaciones no son
calculables por la via analitica y esto motiva la blsqueda de
soluciones aproximadas analiticas y cotas de error en términos
de los datos del problema.
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Para que las ecuaciones verifiquen las condiciones de
Lipschitz se exige que A(t) y B(t) sean continuas vy
acotadas en [a, b]. Esto permite la existencia de una unica
funcion matricial diferenciable.

CONCEPTOS BASICOS

Para el desarrollo de la solucion aproximada de la ecuacion
diferencial considerada, se utilizaran los siguientes resultados
y definiciones:

1. Si M es una matriz en C™9, entonces definimos la norma
de M por [IMIl ={ 24z, z es un valor propio de M"M}
donde M" es la transpuesta conjugada de la matriz M.

2. Para la misma ecuacion del numeral 1) se tiene que:
max |mij|s||M||£\/Emax|mij|

3. Si N(t) es una funcion matricial de tamafio C™,
éentonces:
a Nne Y=g "N
b %es”(% N e
N(t) _SN(t) (1+S)N(t)
e e =e€

—SN(t) —N(t)

i (@)= [N e Vase

5. Si Py Q son matrices de C™ entonces llamaremos
conmutador de Py Q a la expresion [PQ] = PQ-QP.

6. Lamatrizidentidad de C™ se denota por I.

EL METODO

Para la solucion de la ecuacion diferencial se utiliza el método
de FER.

Dada la ecuacion diferen(l:ial Z (H)=Z(t)B(t) sujeta a Z(0)=lI,
llamaremos G, (t) = _[OB(s)ds con B(t) = g,(t).

Si suponemos Z(t)= Z,(t) @ 0(0, entonces
Z,(t)=2(t) e’G“‘) con |.yderivandoa Z(t) se tiene que:

Z'(t) =2, > +Z,0(€>"y . Entonces:
Zl,(t) = Z(t)Gé(t) e_Go(t) — Zi(t){J‘:eSGD([) Gé(t) e—SGO(t) dS}
=Z eiGo eGo Gge’Go _ Zl{J:eSGO Gg eﬁSGO ds}

_ 1 _
Llamando 9, = {eG"Gf)e Go_ JOeSG°Gge SG°ds;},
tenemos que Z (t) = Z,(t)g,(t), lacual es una ecuacion
del mismo tipo que la dada inicialmente.

Ahora, sea G,(t) = j;gl(t)ds y consideremos

Z,(t) = Z,(1) eGl(t); es decir Z, =2, ©* donde
Z,(0) =!.

Derivando a Z,(t), tenemos:
z! = 2, €%+ 2,(€% de donde

20-{z-2{f[¢Ccie Cnelfe .
Entonces:
7,-2,e%e%c g% -2[gCclgCas
- 2,e%6/g%-7[ eCa g Cids
Sillamamos g, (t) = €2:G] @ ©:- joleSGlell eCids
entonces Z, = Z,9, .

Por esta via se puede llegar al siguiente resultado:

z=2,€>

-7,e%e*

—z,e%eC S
Tomando W(t) = €%+ €% “..ovvrcrree e, se

concluye que Z= ZsW con Z'(t) = Z,(t)g, (1) sujetaa
Z,0) = 1.
Adermés G, (t) = [ g,(9)ds y

- G, , -
0.00=6%g,,6%-[e g, ,eCds.

De una manera andloga se puede obtener el desarrollo de
FER para la ecuacion Y (t)=A(t)Y(t) sujeta a la condicion
Y(0)=I. Este andlisis se puede obtener suponiendo que

_ aAHoy . aci v — ~—Ho _
Y(t)=@ °Y;asi =@ "'°Y donde Y,(0)=I 'y
ademas Ho(t) = | A(s)ds

At) = hy (1)



hn (t) — e‘ H.. hn—l eH iy J‘(;leSH nflhn_l e—SH r1ds (2)
H,(t) = ] h,(s)ds

De los anteriores resultados se puede concluir que el desarrollo de FER para la solucion del problema original estd dado por:

HO Hl anl Gnl an Go
X(t)= € @ e @ Y. CZ @7 @7 e™.
S Vihy=e e ... eH1 entonces la solucion aproximada de la ecuacion diferencial original sera:

X(t) = V(OCW(t) con Y(t) = V(t)Yn(t).
Ahora si cambiamos S por en la expresion (1), tenemos: g, (t) = eG 1gn_1eG 1+J < 1gnfle_(l_u)G"’ldu

- %g,.-[[e"®g,,6C dufe -

- b {[gnl eCg,.e"° 1dU)}e'G“

c {_ f:( Lg [e*Gg, , esem]ds}ju} aGn

_ eGnl{J ( ['e Gl Lo, Je Gnlds)d }e—Gnl

N6tese que la expresion del corchete en la Gltima igualdad es el conmutador de las funciones involucradas. Asi

6.0 =], {J €77C[G,.. gnfl]e'“'s)G"flds}du,

Por otro lado , cambiando S por u -1 en la expresion (2):

0 u-: u-:
hO=g™h e+ [ h e "
e HM@){ A0 [&H0n, 0@ M- du} 0

e -H,. 1(:){-[ (hn (t)- an l“)hn e “‘”)du}eH" ®
S t){ r(-[oas 0 l(t)eSH X0) ]ds)du}eH 10
e ““){IIL” Ml .0 H, 0] dsfaul
_ J':{J‘:e—u—S)Hn,l(t)[hn (0, H,_, 0] 1mds}du
Con el anterior desarrollo es de observarse que las funciones G, g, H, h son funciones de t.
ANALISIS DE LA CONVERGENCIA
Supongamos que A(t) y B(t) son matrices acotadas y que |A(t)| v [B(t)| son funciones continuas tales que

||A(t)||£k(t): Ko () ¥ ||B(t)||$q(t):q0(t). De forma recursiva se puede consequir: gn(t)"Sqn(t)
y R <k, (0) con o<t <b
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t t t
Si llamamos K, (t) :J.Okn(t) y Q,(t) :joqn(t), entonces se tiene que: K (t) 2_[0||hn(s)||dsz|Hn(t)|| y
t
QM 2 [o,(s)lds> |G, ).
Después de n pasos suponemos que  Y,(t) = 1 y Z(t) = I; asi se obtienen aproximaciones V(t) y W(t) para las soluciones

exactas de las ecuaciones diferenciales Y (t)=A(t)Y(t) con Y(0)=1 y Z (t)=Z(t)B(t) con Z(0)=I.

De la referencia #1 se tiene que Ky(t) £ r = 0.8604065 (3)
y Qut) £ r = 0.8604065 (4)
De estamanera si Kyt) <r y Qut) < r entonces: K (t) < K 41(t) < wovvvvrrenee. < Kot) y
Q) < Qi) < e < Qy(t) donde

K.t v Qu(t) tienden a cero.

Anhora, sea § unnamerorealentre Oy b y t €[0,8] tal que (3)y (4) se cumplan; es decir [0,8] es el dominio donde los
desarrollos de FER para Y(t) y Z(t) convergen.

Para analizar el error cuando Y(t) y Z(t) son aproximados por V(t) y W(t) en el mismo dominio, partimos de la expresion
2(1)= Z,(W(t) - Z(t) -W(t) = Z(t) - Z, (1) Z(t)

= [1-Z @)z
= D,(t)Z(t) donde D (t)=1-2Z7"(t) (5)
Derivando la expresion Z, (t)Z;*(t) = | ydespejando (Z,*(t))" se tiene: (Z;l(t))’ =-Z'(t)Z,(t)Z,\(t)

= -2, ()Z,(1g.(DZ,"(1)
= —g,(t)Z,'(t) conZ(0) = |

Anora, de (5): D/ (t) = _(zgl(t))/
= g,(t)Z7X(t) e integrando esta ultima expresion se consigue que: D, (t) = J:gn(s)erl(s)ds.

Tomando norma en (5), se observa que: ||Z(t)—W(t)|| S|

20 "0 < " g2 y

710 < hla.ol < ghloole < Q.
0, )] = [0 (92 (9] < [
I, )< €2 [la,(9lds< €2 ,(6)

D, ()| [Z(t)[. Ademés por la referencia #4:

9.(9)] [Z;*(9)|ds y

Entonces: |

Por o tanto [ Z(t) —wit)]| < @22 @2 Q,(5)-

Un resultado similar se puede obtener para la otra ecuacion: HY(t) —V(t)H < eK°(5)eK"(5) K, (9).




Utilizando los resultados anteriores podemos ver que si P(t) es una aproximacion de X(t), entonces X(t)-P(t)=Y(t)CZ(t)-

V(t)CW(t); que se puede escribir de la siguiente manera:

X(O)-P(t) = Y()C(Z(t) - W(B) + (Y(1) - V(D))CZ(Y) - (Y(1) - V(1) C(Z(t) - WD)

Tomando normas,

IX = Pl<vilicliz - wi + Y - VIllcliz] + iy - Vllicliz -w] — (6).

Nuevamente utilizando la referencia #4 se tiene que:

||Y(t)|| < efo IA(s)lds < e[o |A(9)lds < eK0(5)

Asi (6) queda: |X(t)— P(t)] < &P 10| €2 @2 q,8) + P Ok (8)Icle
+e47 ek, (9)lcle¥” eV, (6):

es deci: | X (0) - P(0)] <0 " 227 Q,(3)+ 7K, (8) +

Sillamamos J =||C]| eK°(5)+Qo(5) y F, = %Qn(S)Qn(S) +eK"(5) K, (9) +eK"(5) Kn(6)eQn(5)Qn(6)Jl, entonces

se concluye que: | X (t) — P(t)| < JF,.

Por dltimo si suponemos que I > ¢ es un error posible y hacemos JF,, <&, entonces el orden de la aproximacion e

FER se debe escoger de modo que F,Z£ j .

De esta forma la aproximacion construida verifica que || X (t) — P(t)] <e.

CONCLUSIONES

Aunque existen otros métodos de solucion para la ecuacion
considerada, la solucion encontrada constituye una alternativa
mas de aproximacion para problemas que surgen en ingenieria
especialmente en el area de control lineal.

El error que se comete al aproximar la solucion exacta, depende
tnicamente de los datos del problema.

Como consecuencia del estudio realizado, se puede obtener un
resultado similar para el caso donde la ecuacion diferencial no
sea homogénea.

Aunque existen otros métodos de solucion
para la ecuacion considerada, la solucion
encontrada constituye una alternativa mas
de aproximacion para problemas que
surgen en ingenieria especialmente en el
area de control lineal.
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