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Capitulo 1

Introduccion.

1.1 Justificacion

El origen de las Ecuaciones Diferenciales lo encontramos en la formulacién
Newtoniana de algunos problemas fisicos, en particular en la solucién del
problema gravitacional, aiin cuando no podemos olvidar que la paternidad
del Caélculo y las ecuaciones diferenciales siempre ha estado ligada a los
nombres de Newton y Leibnitz. Con respecto a sus origenes ya en el afio 1671
Newton escribe en su libro de célculo diferencial un método para resolver un
problema de valor inicial mediante series construidas mediante un proceso
iterativo, sin embargo, los trabajos mas significativos respecto a la solucion
de ecuaciones diferenciales se encuentran en los Principia mathematica, obra
en la cual newton presenta su ley de gravitacién universal como una ecuaciéon
diferencial.

En lo que respecta a Leibnitz, su primer contacto con las ecuaciones
diferenciales corresponden a unos pocos anos después y se generan a partir de
sus vinculos con las obras de Fermat, Cavalieri y Pascal y su correspondencia
con Cristian Huygens sobre las ecuaciones diferenciales que se generan al
tratar de resolver problemas geométricos sobre tangentes inversas.

Hasta nuestros dias, el avance de las ecuaciones diferenciales es inmenso,
en ellas podemos encontrar una gran cantidad de problemas que han
dado origen a una gran variedad de investigaciones en Matemaéticas puras,
mientras que por otro lado, se han constituido en una poderosa herramienta
para modelizar fenémenos de muy diversas indoles; asi, mediante las
ecuaciones diferenciales podemos describir desde procesos meteorolégicos
hasta problemas relacionados con la aparicién o desaparicién de especies en
competencia.

Como es bien sabido, para el estudio de las ecuaciones diferenciales, se
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suelen clasificar estas en dos grandes grupos: las ecuaciones diferenciales
ordinarias y las ecuaciones diferenciales parciales, en estas tltimas, las
derivadas involucradas en la ecuacion diferencial se hacen con respecto a
varias variables independientes. Entre las ecuaciones en derivadas parciales
encontramos la ecuacién del calor, la ecuacion de onda y las muy famosas
ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo y las ecuaciones de la
hidrodinamica de Navier y Stokes. En lo que respecta a los métodos de
solucién de cada uno de estas familias, encontramos algunos aspectos en
comun, pero en general son procesos muy diferentes.

Infortunadamente, una gran mayoria de ecuaciones diferenciales no posee
solucion en términos de funciones elementales, a pesar de que los llamados
teoremas de existencia y unicidad nos garantizan que bajo ciertas hipotesis
existe solucién para dicha ecuacion. A raiz de esta situacién el anélisis
numérico ha entrado a convertirse en una importante herramienta para hallar
soluciones aproximadas a ecuaciones diferenciales, en este sentido y con el
advenimiento de los computadores a mediados del siglo pasado, las técnicas
numéricas para la solucién de ecuaciones diferenciales han tenido un gran
impulso; hoy aun después de ciento diez anos de la aparicién de las técnicas
de Runge-Kuta para la solucién de problemas de valor inicial, mantenemos
vivo el interés por mejorar y descubrir mejores técnicas para la solucion
numérica de ecuaciones diferenciales.

En la actualidad, los métodos para la soluciéon aproximada de ecuaciones
diferenciales parten de la escritura del problema en la forma de un problema
de valor inicial

y =1fty), yto) =y, yo<eR"

recordando que si se trata de ecuaciones diferenciales de orden superior, estas
pueden transformarse en un sistema lineal que puede escribirse en la forma
anterior. La soluciéon numérica se basa en un procedimiento paso a paso, es
decir, tomamos la solucion aproximada en un punto ¥, y luego procedemos a
calcularla en el punto siguiente v, 1. Desde este punto de vista, los métodos
de solucién se clasifican en dos grandes grupos, los métodos de un paso y
los métodos multipaso, en estos tultimos se requiere la informacién de las
aproximaciones en varios puntos y luego se calcula para un nuevo punto.
Es claro que los métodos de un paso tienen una ventaja computacional
sobre los métodos multipaso y de cierta forma reflejan de una manera un
poco mas clara el caracter evolutivo de un sistema dindmico a partir de
las condiciones iniciales. A pesar de estas ventajas de los métodos de un
paso, en la actualidad se ha impuesto el uso de los métodos multipaso,
fundamentalmente por la precision con que podemos calcular las soluciones
y por los enormes adelantes en cuanto a velocidad y capacidad de memoria
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en los dispositivos de computaciéon modernos. Entre los métodos usuales
nos encontramos con una gran variedad, todos ellos modificaciones de los
tradicionales de Adams Bashforth (1883))y Moulton (1926), todos estos
métodos han sido ampliamente difundidos y es posible encontrar sus codigos
en diversos lenguajes de programacion. En los libros de Henrici y de Grigorief
podemos encontrar una completa y rigurosa exposicién de una amplia gama
de métodos multipaso. De los métodos de un paso el de Euler resulta ser
el mas conocido, este tiene su origen en la idea de una aproximacién de la
funcion utilizando la recta tangente y obviamente es una aproximacion lineal
con un error del orden cuadratico. Esta idea a dado origen a otros métodos
que siguen considerandose de un paso pero que mejoran la aproximacion al
aprovechar mas términos de la serie de Taylor de la solucion.

Conservando la filosofia de los métodos de un paso encontramos las
famosas formulas de Runge-Kutta, en estas, como en el caso de las variantes
usando la formula de Taylor, se obtienen métodos de orden dos, mediante
ecuaciones de la forma

h
g1 =f(th,yn) g=f (tn +h,yn, + §g1)

y la ecuacién recurrente
Yn+1 = ¥n + hgo.

Después de la introduccién de las formulas de Runge-Kutta y los métodos
de Heun a comienzos del siglo pasado se presenta un periodo de poco avance
en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales, luego, con la aparicion
de los computadores de alta velocidad y gran capacidad de memoria se pudo
ver que en muchos problemas los métodos tradicionales podian presentar
problemas de convergencia aun utilizando tamanos de paso muy pequenos,
un ejemplo de ello se presenta en el problema de resolver el siguiente conjunto
de ecuaciones

T+ o x—0

= r+2y —
YISy
"o _ 94 E B Oég
v T
donde 1 = J(z+a)2+y?2y rn = /(xr—[F)?+y> Estas ecuaciones

describen la trayectoria de un satélite que se mueve bajo los efectos de
la atraccién gravitacional de la tierra y la luna, tomando un sistema de
coordenadas con origen en el centro de masa del sistema tierra luna, de tal
modo que la tierra aparezca en un punto de coordenadas (—a,0) y la luna



8 Métodos multipaso variable

Método | Paso variable | RK4 | Euler
Pasos 75 6000 | 24000

Tabla 1.1. Nimero de pasos en la soluciéon del problema de los tres cuerpos

en el punto (1 — a = 3,0), de esta forma los valores 1 = \/(z + «)? + 2
y 19 = +/(x — )% + y? representan las distancias del satélite a la tierra y la
luna respectivamente.

Este conjunto de ecuaciones es conocido como el problema restringido
de los tres cuerpos y fue Poincaré el primero en establecer que este sistema
de ecuaciones posee diferentes familias de orbitas periddicas, pero solo en
algunos casos especiales estas se pueden expresar en términos de funciones
elementales, en particular para el conjunto de condiciones iniciales

2(0) =0.094, 2/(0)=0 y(0)=0, #(0)=—2,001

se tiene una orbita de las llamada familia de Arenstorf, con un periodo
T = 17.06. Al resolver este problema puede verse que con el método de
Euler, tomando como punto de inicio proximo a una singularidad del sistema,
el método es divergente. En la siguiente tabla se muestran los valores de los
numeros de pasos aplicados para obtener una buena soluciéon del problema
cuando se aplican los métodos de Euler, Runge-Kutta y un método de paso
variable.

En este ejemplo podemos notar algunas de las dificultades que se
presentan en la solucién aproximada de una ecuacién diferencial, si en un
intervalo los valores de la derivada de la funcion son grandes, es decir, la
funciéon cambia muy rapido, para obtener una buena aproximacion el tamano
del paso debe ser muy pequeno; mientras que en el caso de que la funcién
cambie muy lentamente, es decir su derivada sea pequena, el tamano de paso
puede aumentarse.

En la proxima seccién plantearemos otro problema de interés historico que
ha servido para desarrollar las técnicas de solucién de ecuaciones diferenciales
por métodos multipaso.

1.2 Ejemplo de la aurora boreal

Escogemos el problema histérico tratado por Stomer en 1907: el objetivo
de Stomer fue confirmar numéricamente la conjetura de Birkelan, quien
explico en 1896, que la aurora boreal es producida por particulas eléctricas
emanadas por el sol y orbitando en el campo magnético de la tierra.
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Supongamos que un magneto elemental esta situado en el origen y a lo largo
del eje Z. La trayectoria (x(s),y(s), z(s)) de una particula eléctrica en su
campo magnético entonces satisface:

1
= 3 (3yzz" — (32° — r*)y/)
1
Y = = ((32° = 1?)a’ — 3uz?)
1
2 = - (Bzzy' — 3yza') (1.2.1)

Donde 7? = 22 4+ y* + 22, introduciendo las coordenadas polares z = R cos ¢,

y = Rseng.
El sistema 1.2.1 llega a ser equivalente a
2y R 2y  3R* 1
"o “r 25—
R (R * r3) (R2 + rd r3>
2y R\ 3Rz
" . -5 - it
= (R * 7"3) rd
2y R\ 1
A L 1.2.2
? (R * 7"3) R (12:2)

Donde ahora 72 = R% + 2% y 7 es una constante que aparece luego de la
integracion de ¢”.

Las dos ecuaciones 1.2.2 constituyen una ecuaciéon diferencial de segundo
orden del tipo ¥’ = f(x,y) que puede resolverse numéricamente por el
método que pretendemos exponer.

La variable ¢ se obtiene mediante una simple integracion de 1.2.2. Stémer
encontré después de muchos calculos, que los valores iniciales dados por

Ry = 0.257453

0 = VQocosu
ro = /R2+ 22

zo = 0.314617
z = /Qosenu
Qo = 1—(2v/Ro+ Ro/r5)?
v = —0.5
u = br/4 (1.2.3)
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producen una curva solucién especialmente interesante en puntos muy de
cerca del polo norte.

La Figura 1.2 muestra 125 curvas solucién en el espacio (z,y, z), con estas
ecuaciones y los valores iniciales en una vecindad del polo norte se obtiene
una buena impresion de como la aurora boreal llegaria a ser.

Figura 1.1. Grafico de la aurora boreal

La Figura 1.2 compara el desempeno de los métodos de Stomer al
reemplazar la funcién f (¢, y(t)) por la interpolacién polindmica p(t), mediante
la formula

k—1
. [ —5s .
P(t) = p(a, + sh) = Y (—1) ( , )wfn,

— J

J
con el método Adams mediante la integracién del subsistema (1.2.2) con los
valores iniciales (1.2.3) para 0 < s < 0.3, esto produce un método explicito y
sus coeficientes estdan dados en la Tabla 1.3. Dichos diagramas comparan el
error mediante la norma Euclidiana en R? en un punto (R, z) de la solucién
final en funcion del nimero de evaluaciones fe.

7101 1 2 13 4 5} 6 7 8 9
o l1l 21| Lo oL | L | —221 | _ 19 | _ 082 407
J 12 240 240 60480 6048 3628800 172800

Tabla 1.2. Coeficientes del método implicito

El ntimero de pasos utilizados en este método esta dado por la expresion
{n = 50 -2}, 15 30 = {50,61,75,93,114,...,25600} los valores
iniciales se calculan con precision con el método explicito de Runge-kutta
y tamano de paso hrx = h/10 y puede observarse que el método Stomer
es sustancialmente mas preciso debido al pequeno error constante (compare
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[ e i

104F 3

10% 3

1012— 5..",: error
B b o s s s o o o s o s ] s o o e o o s s s
10° 10* 10 10 102 10° 10 10¢ 10° 1012

Figura 1.2. Comparacion de errores de los métodos implicitos y explicitos

la Tabla 1.3 con la Tabla 1.2 y el comparativo de errores de los métodos de
Stomer y Adams que se muestra en la Figura 1.2 ademas, estos métodos
tienen menos gastos computacionales, es decir, desde el punto de vista
operacional, son mas econémicos.

k—1
Yost = 20+ Yo1 = W20V fy (1.2.4)

j=0

con coeficientes o; dados por

;= (—1) /01(1 —s) (CS> + C)) ds (1.2.5)

Ademas debemos observar el método implicito para obtener férmulas mas

101213 ] 415 6 7 8 9
oo l1lol L | 1|2 | 3| 863 275 | 33953 | 8183
j 12 | 12 | 240 | 40 | 12096 | 4032 | 518400 | 129600

Tabla 1.3. Coeficientes del método 1.2.5

exactas, como el polinomio interpolador (andlogo al método implicito de

Adams)

P (t) = p* (2, + sh) = Z(—w’ (_S; 1) Vo i (1.2.6)
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el cual pasa a través de puntos adicionales x,,11, f,+1, lo cual nos produce un

método explicito de la forma

k
Ynt1 = 2Yn + Yn1 = h? ZU;ijnﬂ

J=0

donde los coeficientes o7 son definidos por

- [ () ()

(1.2.7)

Sin embargo ellos pueden ser implementados cuidadosamente con el fin

de evitar errores de redondeo.



Capitulo 2

Métodos multipaso variable
aplicados a ecuaciones
diferenciales de orden dos con
retardo.

2.1 Introduccidn.

En este capitulo estamos interesados en conseguir cotas explicitas para el
error global de discretizacién de un método multipaso variable aplicado a la
solucion aproximada de una ecuacién diferencial de orden superior en la cual
aparece una funcién con retardo. El problema diferencial de orden superior
con argumento retardado que vamos a tratar tiene la forma

y@(t) = f(ty(t),y(t — 7)), a <t <D,
y (@) = Q (2.1.1)
y(t) =¢(t),a<t<a,0<7<|a—of
donde 7 > 0y f:]a,b] x C x C — C es una funcién continua y acotada
que cumple con las condiciones de Lipschitz

1f(t,poq) — f(t.p* )| < Lillp — p*] }

(2.1.2)
| f(t.p,q) — f(t.p,q")| < Lallg — ¢*l,

para nimeros p, ¢, p* y ¢* en Cy todo t € [a,b] y donde ¢(¢) es una funcién
continua, con valores en C y dominio sobre el intervalo [a — 7, a]. Con estas
condiciones el problema planteado tiene solucién unica en el intervalo [a, b].
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Ejemplo 2.1.1. Consideremos la ecuacion diferencial con retardo

y'+4y = yt—1) t € [0,1]
y(t) = e'+1 te[-1,0]
y'(0) = -1

Para esta ecuacién la solucion tedrica esta dada, en el intervalo [0, 1], por

el N (35 — 4e) cos(2t) N (e —5)sen(2t) 1

) 20 10 4

Las Ecuaciones diferenciales de orden superior con argumento retardado
del tipo 2.1.1 son frecuentes en problemas de biociencias y dinamica de
poblaciones Marchuk [31], Aiello [1], Anderson [2], Okamoto y otros [36].
Cuningham [6] y Ross [40] presentan aplicaciones a la teorfa de control.
Pueden encontrarse ecuaciones diferenciales de este tipo en el planteamiento
de problemas sobre pérdidas de energfa en lineas de transmision [34].

En la solucion del problema 2.1.1 hemos optado por usar directamente las
formulas de paso variable [24], [25], [41], que como se ha dicho, proporcionan
mejores resultados.

El problema de la estabilidad para los métodos multipaso variable ha sido
tratado en [5], [13], [14] y [15], o en la seccion II1.5 de [16]. En [18] se han
establecido cotas para el error global de discretizacién de métodos multipaso
variables para la solucion de ecuaciones diferenciales. Recientemente Martin
et al [33] han tratado problemas del tipo 2.1.1 con r =1

La organizaciéon de este capitulo es la siguiente: en primer lugar
se introducen los conceptos de método multipaso variable fuertemente
estable perturbado para problemas del tipo 2.1.1, asi como el concepto de
convergencia. En otra seccion se estudia el comportamiento de una cierta
ecuacion en diferencias y se establecen acotaciones para sus soluciones. En
la seccién siguiente se muestra que el error global de discretizacién que
se presenta al aplicar un método multipaso variable verifica una ecuacién
similar a la tratada en la seccién previa. Después de introducir el concepto
de consistencia, se obtienen cotas del error global de truncacién y se prueba
la convergencia del método planteado. Al final del capitulo se presenta un
ejemplo donde se aplica un método multipaso variable para la solucién de un
problema diferencial de segundo orden con retardo.
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2.2 Métodos multipaso variable.

Consideremos el problema de valor inicial representado por la ecuacion
2.1.1 bajo las hipotesis 2.1.2 y sea k > 2. Un método multipaso variable para
el problema 2.1.1 es una relacién de la forma

Yn+k + Or—1nYn+k—1 + Or—2 nYn+k—2 + - Qo nYn (221)
- h72’L+k—1 (ﬁk,nfn—i—k + ﬁk—l,nfn-‘rk—l +---+ ﬁO,nfn) , Z 0

donde los coeficientes «;,, y 3;, dependen de los cocientes w; = % para
1=n+1,...n+ k — 1, hn+k—1 >0, fj = f(tj,yj,yj —7'), 7 >0, con tntk
< a-+ Ty que existe [ > 0 tal que hg + hy +--- + h; = 7 donde definimos la
particion
Ah = {tn/tn:a+ho+h1+'--+hn,n§ N}

yho+---+hy=0—a,l <N. Vedse [15] y [16].

Ahora vamos a introducir el concepto de convergencia para el caso de un
método multipaso variable

Definicién 2.2.1. Decimos que el método multipaso variable 2.2.1 es
convergente si para todo problema de wvalor inicial 2.1.1 bajo las hipotesis
2.1.2 se verifica que

Hm oy, =y (t) -
max{h;.j>0}
a+ > hj=tn
=0
para todo t € [a,b] y para toda solucion {y,} de 2.1.1 que satisface las
condiciones iniciales ys = pus(h) con flLlL% ps(h) =®(a), s=0,...k—1.

(i—1) =1
h—0 sh

paral <i<r—1,r>2ys=1,....k—1

Para el estudio de la estabilidad del método multipaso variable, vamos a
considerar el siguiente teorema que es una generalizacion del teorema 1 de
[18], v que nos proporciona una condicién suficiente para la estabilidad del
método 2.2.1.

Teorema 2.2.1. Sea el método 2.2.1 que satisface las siguientes propiedades:

k—1
1. EO&j,n‘i‘l:O.
j=0
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A1 + 2042171 + -+ kakz,n =0

A1n + 21”71052,77, +- kT?lakm, =0

1
r!

0.

1140,

[al,n + 2r042,n + -+ krak,n] = 50,n + 51,11 + -+ ﬁk,n

Los coeficientes ajn, = o (Wpi1,. .., Wpik—1) SON continuos en un
entorno de (1,...,1).

Las formulas de paso fijo implicitas en el método de paso variable son
fuertemente estables, es decir, las raices del polinomio

estdn dentro del disco unitario ||z|| < 1, y aquellas cuyo mddulo es igual
a la unidad, tienen multiplicidad que no excede a r

Sea
©(5) = 1+ Q1,62 + Qpogs2” + - g 2", (2.2.2)
y sea {Vnstns>0 definido por

(@)™ =) Anaz™ |2l < 1. (2.2.3)

n>0

Entonces existen numeros reales w, @ (w<1<Q) tales que si
w < hh—l =w; < Q, 1 > 1, entonces podemos encontrar niumeros
i

Lo, Ty,..., T tales que

Vsl < To+nly +n°Ty+ -+ +n" T, ;. (2.2.4)

Demostracion. Para probar el teorema usaremos induccién sobre r. Para

el caso en el cual r = 1 estamos considerando el teorema 1 de [18].

Supongamos que el resultado es valido hasta r—1. Sean z1, z,, ..., 2; todas

las raices diferentes con multiplicidad r de p,(z) = akmzk +ak_17nzk_1 4+

o, con ||z =1, 1 < j <i. En esta forma, nosotros tenemos que

%

Pn(2) = Pny (2)Pny(2) = Py (2) H (z — 25) (2.2.5)

Jj=1
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donde py, (z) solamente tiene raices simples con médulo ||z;]| = 1.

Si consideramos

Pu(2) = Qin+ap_1pz+-- —I—ozlnz +a0nzk
1

= 2'pal2)

1 1

= 7P (D)7 Pw()

= P (2)Pn (2) (2.2.6)

aplicando el teorema 1 de [18] al polinomio p,,(z)

L _ = Yum?" (2.2.7)

ﬁnZ (Z) Z an n>0

<
s1w_m1

Las raices del polinomio p,, (z) estan todas dentro del disco unitario

= w; < 2 entonces ||V, |l < .

||z|| < 1, con la excepcién de aquellas que tienen multiplicidad que no excede

a r — 1, por la hipdtesis de induccion, si w < hhl = w; < (2 entonces existen

1—1

constantes v, ..., 1¥,_o tales que si
1
ek =2 T
pnl (’Z) 2 pm n>0
entonces
[ | < W0 4+ trm - -+ on” (2.2.8)

por 2.2.5-2.2.8 podemos escribir

1 1 1
p(z) Py (2) Pny(2)

E n § n
- Yn,ni? Yn,ne R

n>0 n>0

= > "

n>0

con

n
Tnl = E Yk,n1 Vn—k,na
k=0
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y por lo tanto

||7n7l|| < Z HV:’C,’MH ||’7n—k,n2||
k=0
< Ykl
k=0
n r—2
< v D vnk"
k=0 h=0
r—2 n
= Y Y K (2.2.9)
h=0 k=0
si consideramos que
n h+1
Y=Y C(mnn™, 0<h<r—2 (2.2.10)
k=0 m=0

donde C'(m,n) es una cierta combinacién de los nimeros de Bernoulli , por
2.29 vy 2.2.10

r—2 h+1
Hf)/n,lH < ¢Z¢h Z C(man)nm7 0 < h <r— 2
h=0 m=0
< To+nly+n°To+ - +n" ',
con

r—2

Lo = ¥ C0,m)iy,
m=0
r—2
m=0

Loy = 9Clr—1,r—2).

tal como queriamos demostrar.



Ecuaciones de orden superior 19

Definicién 2.2.2. Decimos que un método multipaso variable, del tipo 2.2.1
que satisface las hipotesis del teorema 3.1 es un método multipaso variable,
de k pasos, fuertemente estable perturbado.[18]

2.3 Sobre las soluciones de una ecuacion en diferencias.

En esta seccion estudiaremos una ecuacion en diferencias con coeficientes
variables que, como veremos posteriormente, es similar a la ecuacion que
cumple el error global de discretizacién del método multipaso variable 2.2.1.
Aqui nos proponemos determinar acotaciones para las soluciones de dicha
ecuacion y que luego usaremos para acotar el error global de discretizacion.

Asumamos de acuerdo con la definiciéon 2.1.1 y con la notacion de la
seccion precedente que el método 2.2.1 es un método fuertemente estable
perturbado y consideremos la ecuacion en diferencias

Zm+k + akfl,mZm+k71 +.o OéO,mZm

=hZ h1 { ,(;T)anij - B£?17m2m+k—1 +...+ ﬁélngm}
h2 . { B2 Zoins + B Fomia i+ -+ ﬁéi;zm_l} .
(2.3.1)
donde gl € C,0<s <k, B2 eC,\eC,0<m<N, ZeC,
Poik—1 > 0. y [ es un nimero natural tal que hg +---+ h;y = 7, y N es tal
que hg+ -+ hy =b—a.

En el caso en el cual Z,, sea una solucion de la ecuacion 2.3.1 tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea el método 2.2.1 un método multipaso variable, de k
pasos, fuertemente estable perturbado. Consideremos la ecuacion 2.3.1 y sea
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{Ymsm > 0,s > 0} definido por la relacion 2.2.3 si

12| <2, —1<j<k-1, )
Hﬂlglzz + Hﬁigl_)l,pﬂ +ooet HB((),lzerkH < ’ 6*(‘1) , 0sp<N-—k
[9]) + |82+ o] < 0] o <o v =k 5 232

lok—1,sll + [Jag—asl| + -+ [Jags|]| +1 < A(k) = A, s <N,

1
Iwll < A, |50,

B
y L., K., L son tales que

L= Zf:l Z;V::k lok—ij — Qi N—priall )

K. = iy (To{ ZkA+nh + 12702 L+ ND L ZBA + nn + 02752 })

Lo = by (To (82 + 50) + Ty (52 + 80))

1—-h%23>0
(2.3.3)
Entonces si Z, es una solucion de 2.5.1, Z, satisface
1 Z.] < K h" L.n + L {To+ NT'1} (2.3.4)
ni|f = x €X T T AN . D
P (1 — hTﬁ) 0 1

Demostracion. Vamos a considerar el lado izquierdo de la ecuacion 2.3.1,
param=n—k—p,p=0,1, ..., n—k premultiplicado por v, ,,_, de esta
forma obtenemos

Yp,n—k (Zn—p + ak—l,n—k—pZn—p—l +...+ aO,n—k—pZn—k—p) ) 0 S p S n—k
(2.3.5)

Sumando todos estos términos y agrupando los coeficientes de Zj,
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conseguimos

Zn’YO,n—k + Zn—l(’Yl,n—k + 70,n—kak—1,n—k)
+Zn—2(Von—k + V1n—kQh—1n—k + V0.n—kChk—2,n—k)
+Zn-3(V3m—k T Von—kQh—1n—k—2 + V10—kCh—2n—k—1 + Yon—kVk—3,n—k)

+Z—a(Yan—k + V3n—kOk—1n—k—3 + *** + Yon—kQh—an—k) + -
+Z ke (Ven—k + V-1 n—kQh—1n—2k—1 + * * + Yon—kQ0on—k) + - - -

+Z1(Vn—kn—k + Yn—k—1n—khk—11 F -+ + Yn—2kn—kQ0k)
+(Vn—ken—k Q=10 + Vnk—1,n—kChk—21 + * =+ + Yn—2k—1,n—k 00 k—1) Lk—1

+ - A Yn—kn—k0,0Z0-
(2.3.6)
y teniendo en cuenta el teorema 1 de [1§]

1, m=0

2.3.7
0, m>0 "~ ( )

Ym,s + Ym—1,s0k—1,s +- Tm—k,sX0,s = {
donde, por convenio, v, s = 0 para m < 0. Por lo tanto, segin la ecuacién

2.3.7 Yon—r = 1 y el coeficiente de Z,_; es cero, ademés tenemos también
que

Yon—k + Vin—kOk—1n—k + Yon—kQk—2n—k = 0,

V3n—k T V2n—kQk—1,n—k T V1,n—kQk—2,n—k + Y0,n—kXk—3n—k = 0, (2.3.8)

Yn—kn—k T Vn—k—1n—kQk—1n—k T *** + Yn—2kn—kQ0,n—k = 0. J

Teniendo en cuenta 2.3.8 el coeficiente de Z,,_5 en 2.3.6 es
Yon—ktTV1,n—kQk—10—k-1FTV0,n—k¥k—2n—k—V2,n—k— V1,n—kQhk—1n—k —Y0,n—kO¥k—2,n—k

= Vit (U1 n—k-1 — Ok—1—k) - (2.3.9)
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y de manera andloga , por 2.3.8 el coeficiente de Z,,_3 en 2.3.6 es

V3n—k T Von—kQk—1mn—k—2 T V1,n—kQk—2n—k—-1 T Yo,n—kXk—3,n—k
—(Y30-k + V2n—kQk—1n—k + Vin—kQh—2n—k + Y0,n—kChk—3,n—k) (2.3.10)

= Yon—k(Qh—1n—k—2 — U—1n—k) + Y-k (Ok—2n—k—1 — Qh—2.n—k),

y la expresion para el coeficiente de Z; es

Vn—k—1n—k(Vk—11 — Qk—1m—k) + Vn-k—2n—k(Vk—22 — Qk—2.n—k)
(2.3.11)

4 Vn—Q,n—k(O‘OJﬁ — OéO,n—k)'

Sean gn—2, gn-3, .. gr los coeficientes de Z,_o, Z,_3,...,Z; dados por
2.2.4-2.2.6 respectivamente, y considerando que ¢g,_1; = 0, entonces la suma
de todos los términos que aparecen en 2.3.6 puede ser escrita en la forma

Zn + gn—IZn—l + gn—ZZn—2 + -+ ngk
+(Vn—kn—k k=10 T Vn—k—1n—kQk—21 + * = * + Vn—2k—1n—k Q0 k—1) Zk—1
(Vb Q=20 + Vnk—1n—k k31 + = * + Vn—2k—2.n—k 0 k—2) L—2

+ -+ Vn—kn—k Q0,0 Z0.
(2.3.12)

Si ahora multiplicamos el lado derecho de 2.3.1, para m = n — k — p,
por Ypn—r con p = 0,...,n — k y luego sumamos sobre los valores de p,
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obtenemos

Yoy, mm kn +5(1)1 -k Zn—1 7+ —1—5(()’1,2_an7;€

+ﬁkn k Ly l+ﬁk 1,n— an -1+ +5((),21Lkzn—k—l]
+’71,n—/€h721—2[ﬁ181)1—k712n—1 + @517)1,114@71271—2 +..t 5((),17)%71Zn—k—1
+ﬁig21)lk1nll+ﬂk1nklzn2l+ +ﬂ(()27)zk1Nk’11]
+Y2,n— kh [ k11)1 k—2Zn— 2+ﬁ(1)1 nfkaZn_g+"'+5((),1T)Lfk72Zn_k_2
+ﬁl(~3271k2 21"‘51@ lnk2Zn3l+ +ﬁ(()271k2nk21]

4+ Yk 1[5(1)Zk+ﬁ]g1_)170Zk—1 +. +ﬁ(1)

B0 Ziet + B oL -+ G50 2]

+Y0n—kAn—k + Vin—kAn—k—1 T V2m—kAn—k—2 + *** + Yn—kn—kAo-
(2.3.13)

igualando las expresiones 2.3.12 y 2.3.13 obtenemos

Zn+ Gn—2Zn—2+ Gn—3Zn-3+ -+ g2y

+(Vr—ken—k k=10 + Vnk—1,n—kChk—21 + * =+ + Yn—2k—1,n—k 00 k—1) Lk—1
H(Vn—kn—k k=20 T Yn—k—1,n—kh—31 + - + Vn—2k—2.n—k00 k—2) Lk—2
+ - (Vneken—k Q1,0 F Ynek—1,n-%0.1) Z1 + VYn—kn—k00,0Z0

= 70,n—kh31—1[ 1(611)1 }Zn + ﬁk 1,n— pn—1+...+ ﬁ[()lr)L I

Jrﬁ;(f?)1 v l+ﬁk 1n_an—1—z+ +50n e Zn—k—1] T Yon—kAn—k
+ Y1 m—khi_ 2[51@ n—k—1Zn-1+ 5(1)1 nek—1Zn—2+ ...+ B(g,lr)z—k—lzn—k—l

+ﬂknk1nll+ﬂklnklzn2l+ +50nk1nk1z]+
(2.3.14)
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+72,n*kh31—3[ﬁ1(:r)1—k—2zn*2 + 515:1—)1,71—1@—227%3 +.F ﬁ(g,lr)L—k—zznfkﬂ
+ﬁl(jr)z—k—2zn*2*l + 522—)1,n—k—2Zn7371 +..+ Bé,zg—k—zznfkf%l] + .
HYnkinth o [BE0 Zk + B o Zkr + .. + B0 Z0
+51(3())Zk—l + ﬁ;@l,ozk—l—z +...+ @%Z—z]

FY 1k An—k—1 + V2n—kAn—k—2 T+ Vn—kn—kNo-

Si introducimos las constantes A = A (N), 5 =3 (N), Z, Bﬁl), @22), A (k)
tales que

Mol <A 0<m<N, |Z]<Z —1<j<k-1

oot o <

(1) (1)
Hﬁk,p + Hﬁk—l,pﬂ

APl 0<p<N-—k

el

2 2
|85 + |82

lok—1sll + llok—zsll + -+ + [lagsl| +1 < A(k) = A, s < N,

1
b,

< |
(2.3.15)

el lado izquierdo de 2.3.14, S,, puede ser escrito en la forma S, = Z, — I,
donde I,, tiene las siguientes acotaciones

n—k
1Ll = 1Sn = Zall <> gnjll 1Z05] (2.3.16)
j=1

F N Ze1ll {Im—rmrll w10l + -+ [Vn-2r—1,0— |l [lor—1l}

+ 4 ||/7n—2k—2,n—k|| ||a0,1€—2“} +o

+ | Zi—2 |l { =tk || |tk—2,0]
1 Zu [ { [ vn—km—rll ool + [1vn—r-1n—kll |01}

+ 11 Zo |l 1Vn—kn—kll |aool| -
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Por 2.3.15 || Z;]| < Z y por la desigualdad 2.3.16 y el teorema 3.1

n—k
1L < ) Igneill 1Z0—jll + Z(To + NTy) {[li—rol| + - + llovo s}
j=1
+Z(To + NI)Uj {llag—20ll + - + laop—2[[} + - -
+Z(F0 + er) {HO&L()H + ||Oéo’1H} + Z(F(] + er) ||Oéo70|| . (2317)

La ecuacién 2.3.17 puede ser escrita en la forma

n—=k
1L < ) lgn-ill 1 Za—sll + Z(To + NTv) [{[lek—roll + - - + llaool}

j=1

+{lloaw—2.l + llow—sall + -+ llaoal|} +- -

+{llarp—2ll + llaop—2ll} + [laok-1]l], (2.3.18)

y por 2.3.15
n—k
1Ll < " Hlgn—jll [1Znjll + ZEA(To + NT). (2.3.19)

j=1

El lado derecho de 2.3.14 podemos escribirlo como

—k
R, = Z Tp,n— k)\nk‘p_l_zﬁ)/pn kh’nplz ]nkp nkp-i-J

p=0

+’Yo,n—khi—1ﬁz(ggszn + Z 'Vp,n—khi—p—lﬂig)%kfpzn—p

p=1
+Z/ypn khn —p— IZﬁ n—k—p n k—p+j5—1- (2320)

Denotemos D,, por

k—1
1
E Vpn—kAn—k—p + E /Y E By Znkpii
=0

n—

k
1
+ Vpnkhnplﬁlizkp n—p
1

p:
n—k

k
2
p=0 J=0
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y recordando que 7y ,—x = 1 combinando 2.3.20 y 2.3.21 R,, se transforma en
R, =h2_\B\")_,Z,+ D,. (2.3.22)

si consideramos h = max{h;,j =0, ...,n} tenemos

=18k n—xZn (2.3.23)
por 2.3.15
n—k k n n
2 * * *
S| 12l = S Gz < 82 S 1220, 2320
p=0 j=0 1=0 1=0
donde Cy = Hﬁézg | = Hﬁézl)H + Hﬁ%“ , O = Hﬁ((f,zle N
ol o=t -+ 2 o= s
n—k k—1 n—1
1
85| 170 WH+ZH@£z_k_p 1Z0pll < 8O3 1121
p=0 j=0 =0

(2.3.25)
Entonces, por 2.3.24, 2.3.25 y 2.3.15

n—k n—k k—1
1
Dn = Z /Vp,n—k)\n—p—k + Z Wp,n—khifp71 Z ﬁ](',rz_k_pzn—k—p—&-j +
- p=0 =0
+Z’7P” khn —p— lﬁkn k— pZn P+

k
+ Z Vomth2 1 > B kprint. (2.3.26)
p=0 §=0

An]] SAO0<m <N

n—k k—1
Dn = 3 Yook |Auopr+ 1l 1Zﬁ§}i_k_p2n7kfp+j+ (2.3.27)
p=0
2
= ° hi —p- 1ﬁkn k— pZ +h2 p—lZﬁj(‘,rZ—k—pZn—k—p-‘rj—l-
p=1 i=0
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Mw

|Dn] < k[E:)\npk
p=0
n—=k n—k k—1 n—k k
2 2 :§ : (2)
prn—kh jn—k—p ”l k— p+ j,n—k—p n k—p+j—l1
p=0 sz]:O p=0 j=0

—k
| Dn]| < (To + NT) { A+ 1

3

n n—1
BOSNZidll+ 80 |1
=0 =0

} |

p=0
(2.3.28)
Por 2.3.15 y 2.3.22
Zp —In= hi—lﬁl&%—kzn + Dn,
y en consecuencia
|1 Zall < 12BN Znll + | Il + 1 Dnll
asi que, por 2.3.19 y 2.3.28
n—=k
1Zall <> N gnill 1201l + ZEA(To + NT1) + b5 || Z| (2.3.29)
j=1

+(Ty+ NTIy) {ZA+h2

n n—1
BAS NZiall+ 80> 14|
=0 =0

Entonces

n—k
1Z,| (1= h%B) < 19n—jll | Zn—5l] + ZEA(Lo + NT) (2.3.30)

}_

.

+(To + NT}) {nA + R?

n n—1
BAN NZiall+ 8D 14|
=0 =0

Observemos que Z |Z; | <1Z+ Z 1Z,]l, (1 —h?3) >0
=0

y si definimos C ( j) por
1 si0<j<n—k

C(j) = 1+ g sin—k<j<n-1
@, A0 J ’
h*(Ty + NT) {5* + Bs }

(2.3.31)
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concluimos que

1Z,)| (1 —h%8) < [Co+ Ny {ZkA+nA + h%Zﬁ@)} (2.3.32)
+h? [0y + NTy] (6% + sV Zc 12| -

Denotemos K, y L, por

R ((Fo 4+ NTY) {ZkA + A+ h1Zp2 })
(2.3.33)
Lo = by (Do + NTY) (B2 +60)),

de esta forma, la ecuacién 2.3.32 se transforma en

n—1

1Za]l < K. + W*L, ZC )12l -
Usando la siguiente desigualdad de Gronwall
si || Zn, ||<p—|—qz )| Z;|| entonces Z (n 1:[ (1+qc(y
5=0
nosotros obtenemos que
HZH<KH (1+h%C (j) L) ,

y usando el hecho de que 1+ g(t) < €9, para g(t) > 0,

n—1
1z < K Jexp (20 () L)
=0
n—1
= K,exp <h2L* Z C (])) ,
J=0
y si recordamos la definicién de C ()
n—1
> Mgn—il
J=0

1Z.]] < K.exp |R*L, [n+
p2(To + NTy) {8 + 50}

n—1
1
< K, hLoin+—mm il | 2.3.34
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A partir de 2.3.11-2.3.13 y teniendo en cuenta 2.2.4

n—k

D gl < (To + NT1)L

=0

donde

=z

—k

k
L= Z ”akfi,j - O%fi,ka+i71H )

=1 J

%

y asi la ecuacion 2.3.34 toma la forma

1 Z0]| < K. exp (th*n + (To + NFl)) : (2.3.35)

L
(1—h23)
que es la expresion propuesta en el teorema.

Observacién 2.3.1. Para el caso en el cual el tamano del paso es constante,
L =0 la ecuacion resultante es

1 Z,|| < K. exp (h*Lyn)
que es similar a la dada en [19].

Observacién 2.3.2. Observemos tambien que si r = 1, la ecuacién
resultante es similar a la obtenida en [33], con algunas diferencias respecto a
la notacion.

2.4 Error global de truncacién.

Dado el método multipaso variable 2.2.1, le asociamos el operador en
diferencias £, el cual, para un numero positivo h, y una funcién y(¢)
continuamente diferenciable, se define por

k
Ly (tn)sha] =D wny (tna) = h2oy 1251 @ (L) (2.4.1)
=0

donde oy, = 1.

Cuando pensamos en las aplicaciones, nosotros debemos asumir que la
sucesion {y,} obtenida en 2.2.1 no es una solucién exacta de la ecuacién en
diferencias 2.2.1, en vez de ello vy, satisface

k k
Z A nYn+l — h’?L‘i’k*l Zﬂl,ny(z)n—&-l =0 Kh;:j-%f 1’ (2'4'2)
=0 =0
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donde |0,,| <1, n >0y w, K son constantes no negativas.

Restando de 2.4.2 la cantidad £ [y (¢,,) , hy) , obtenemos que el error global
de discretizacién

En =Y (tn) — Yn.

verifica

k
k 2
Zz:o CTRTISTINE h?z-i—k—l ;}ﬁl,n [y(z) (tngt) — 3/7(1_21] (2.4.3)
= Ly (tn); hn] — O KH2 .

Nosotros estamos interesados ahora en estudiar el operador £ [y (¢,,) ; hy,) -
Si y (t) es una funcién diferenciable hasta orden p, por el teorema de Taylor
tenemos que

1
Y (tnsi) = myW (tn) (tngi — to)" + R(n+14,p + 1), (2.4.4)
p=0""

donde R(n +14,p+ 1) es la forma del resto de Lagrange

tn+i
Rin+i,p+1)= —|/ (tnys — )P y®Y (2) da,
P Jy,
o lo que es lo mismo,

1 tn+i*tn
R(n+i,p+1) = —'/ (tngi — tn — 8)P Y@ (1, + 5) ds. i=1,2,...
P Jo

Notemos que

)

tnri — tn = (tngi — tagio1) + (tngiot — tagic2) + -+ (tng1 — tn)
== hn—i—i—l + hn+i—2 + - h'n

hn—l—i—l hn+i—2 hn A
- P o | B,
n+k—1 n+k—1 n+k—1 )

k
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Yy que

hpyicn 1 B 1
T hpak-1 Ppak— hnti

hn—i—k—l ntk—1 Mntk-2 n+1i wn+k_1wn+k_2 P wn+i

Pntk—2 Pngr—3 hnti-1
hn+i—2 o 1
hn+k—1 Wh4k—1Wn4k—2 * ** Wnpti—1
h, 1
h - ’
n+k—1 Wn+k—1Wn+k—2 " Wn+t1

por 2.4.4 nosotros tenemos

i—1

h
tn+i —t, = thrkfl nts >
5—0 hn—i—k—l
Poihe Pni—
tnyi — In = e +oe e ;
Wit k—1Wn4k—2 " * Wnti Wit k—1Wntk—2 " * Wntl
(2.4.6)
observemos que en en el caso en el cual w; = 1 obtenemos el resultado
conocido t,; —t, = ih.
Definamos la cantidad ¢(, k,n) por
. 1 1
q(i,k,n) = +ee , (2.4.7)
Wt k—1Wntk—2 " Wnig W4 k—1Wntk—2 " Wni1
entonces, por 2.4.6 y por 2.4.7 obtenemos
tn-‘,—i — tn = hn+k_1q(7:7 k, n), (248)
con esta notacion usando las ecuaciones 2.4.4 y 2.4.8 obtenemos
1
Y (tni) =D Ey“‘) (tn) M 10" (i kym) + R(n+i,p + 1),
p=0""
asi
Yy (tn—i—z) = y(1)<tn>hn+k—IQ(i7 ]{7, n) + R(TL + Z,p + 1) +
1
1 . .
~|—§y(3)(tn)hi+k_1q3(z, k,n)+Rn+i,p+1)+...+
1

F—y P ()R, qP (i k,n) + R(n +i,p+ 1),
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Ahora derivemos para obtener y® de b

Y(tnri) = yP(tn)hnse1q(i k,n) +
1
+§y(3)( )h2+k 14 (z,k,n)—l—

1 .
+3'y(3)( )h§1+k—1q3<la k7 n) +.oo+

1
+Hy(p“)(tn)h§+k_lqp(i, k,n)+ Rn+i,p+1)

Y (tnr) = YO ) hnsr—1q(i, k,n) +

1
2'y ( )h'2+k 14 (7’7 k?”) +
1 )
"‘gy(g‘) (tn)hfwrqug(zv k, n) +.oo+

1
= Ey(p”( Wy 1P k) + Rin+i,p+ 1),

Por lo tanto tenemos

y(2) (thrz) = Z _y(u+2) ( ) hu—i—k lq (27 ka TL) + R(n + iap —-2-— 1)7

con

1 tn+z tn B
R(n—l—i,p—Z— 1) = (p 2>‘ / (tn+i_tn_3)p Qy(p-i-l) (tn+s) ds
— "o

Y por lo tanto, podemos escribir (4.46) en la forma

k P
1
Lly (tn);ha] = Z@z,n {Z ’u,?/(“) (tn) Mo 1@" (L E,n) + R(n 4 1,p + 1)}
1=0

pu=0

2
1
—hi g 126171{25 W2 (t,) B, (1 k,n)+R(n+l,p—2+1)}
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k k
£ [y (tn) ) hn] = Z al,nR(n + lap + 1) - h721+k:—1 Zﬂl,nR(n + l>p —2 + 1)

=0 =0
k P 1
+Z@l,nz_|y H)( )hu+k 1q (lak7n)
=0 u=0 K
k D 1
—Zﬁl,nZWy (tn) By j1d® (k)
1=0 s=2

= Zal,nR(n%—l,p%—l) he e 1Zﬁln n+lLp—2+1)
1=0 1=0

+ (y(tn) + 4 (t) Pnar—1) Z arng"(l, k,n)

1=0
p LI 5
+ 2y (ta) ( S (1 kn) — g, k;,n)>
; o1 ; m e
Sea C (y) el coeficiente de y* (t,,) hh,, ;| en la ecuacién anterior
k
%Zaznq (I, k,n), Si0< <1
C (:u) = ko =0 5
IZ <ﬁqu(l’ k’ n) o (ui;)!q#_z(lv k7n)> ) si2 < W< p
=0

por lo tanto

k k
Ly (tn = > aRn+Lp+1)—hl, Y BaRn+lp—2+1)
=0 =0
p
+ ) Cp A (2.4.9)

n=0
Las transformaciones que hemos realizado en la ecuacién que define
Ly (tn);hy] estdn estrechamente ligadas a la nocién de consistencia de
un método multipaso, para aclarar mejor esto, introducimos la siguiente
definicién:
Definicién 2.4.1. Decimos que el método multipaso variable 2.2.1 es
consistente de orden w, si todos los coeficientes de y™ (t,) Rl ey que

aparecen en la ecuacion 2.4.9 de £y (t,) ; hn] son cero para 1 =0,1,...7+
w— 1.
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En este caso el operador £ [y (,) ; h,] puede ser escrito en la forma

k
Ly (ta) b = {onR(n+1r+2) = h2 1 BinR(n+1Lw)}. (2.4.10)
=0

Sea M definido por

M:méx{Hy(w”) ®)] . a<t<b}.
entonces
1 thrl*tn 1
Rin+1,2+w) = m/ (tns — tn — )Ty (1, + 5) ds
HJo
M tnti=tn (w+1)
[R(n+1,2+w)|| < m/ (tntr — tn — ) ds
HJo
M w
(w+2)! Prirg(l k)72 1=1,2, k.

en forma semejante, obtenemos que

1 tnti—tn 3
fﬂ”+hw)::Z;—jy/) (tns = tn — )"y (8, + 5) ds

—1

M tpti—tn )
R [ D — toat — tn — w=l g
Rt € s [ =t = s

M w
S J [h’n-‘rk’—lqaakvn)] s [ = 1,2,k’

Por la ecuacion 2.4.10 se sigue que

k
1€ 0y (ta) s Pl < D {Newall 1R+ 12+ w)| + by 1Bl [R(n + L w)}

=0

k

w 1 w 1 w

< M2 {Hal,nn Ty @RI 1l e k) } .
1=0 ' '

(2.4.11)
Sea GG > 0 definido de forma tal que

k
1 (w+2) 1 w
; {’Oél,n| (w+2) [q(1, k,n)] + |Binl " [q(l, k,n)] } <G,
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aplicando la desigualdad 2.4.11

1€y (t) ; bl || < BEE2 G,

y por lo tanto, considerando el lado derecho de 2.4.3
Ao =Ly () hal — 0, KRS,

se tiene que

Al < 2 GM + 60, K32 . (2.4.12)
Consideremos h = méx{h;, i =0,..., N}, entonces 2.4.12 puede ser

expresado en la forma

méx {s,w}, h>1

(0+2) n —
||)‘n||§h (GM—i_K)’w_{mfn{s,w}, h < 1.

(2.4.13)

El lado izquierdo de 2.4.3, puede ser escrito de la siguiente manera, siendo
Ym+ €l valor calculado por interpolacién a partir de los datos del intervalo
previo,

Y (tn) =4 = Flmy (b)Y (tnt)) = [t YY)
= ftmy ),y tma)) = [tmy (tm) s Ym) +
f(tm,y (tm) 7ym—l> - f(tm,yma ym—l)~ (2'4'14)

Si definimos DY y D por:

Dgrlz) = f(tm,y (tm) uym—l> - f(tm,ym, ym—l)7
Dg) = [ty tm)y Ema)) = FEmy (tn) s Ym-),

nosotros tenemos por 2.4.14 que

@ (1) —y® = DY 4 D@

Y por las condiciones de Lipschitz concluimos que
DY < Ly fly () — vl = Lt e
D® < Loy (tm-1) = Ym—tll = L2 ||€m—il| -

definiendo g%) y gg) por

M) ,
g = Ii_ZH St € # 0
m 0 st e, =0

(2) .
g® = ] siem1 70
" 0 St ey =0
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entonces Hg,(,%)H < Ly Hg,(g)H < L, y partiendo de la ecuacién 2.4.3
obtenemos que

k k
1 2
D uent; = 1Y Bin [gﬁw)jenﬂ' + g\ ensi|  (24.15)
=0

=0

+£‘ [y (tn) ; hn] - HnKhw—H

n+k—1°

Pero esta es la ecuacién 2.3.1 con A, = £y (t,); h,] — GnthLi_l.

Todo el desarrollo anterior nos permite ahora enunciar el siguiente
teorema:

Teorema 2.4.1. Sea 2.2.1 un método multipaso variable consistente de orden
w, y sea y(t) la solucion tedrica del problema 2.1.1 y sea t € [a,T]| 0 en
general podemos tomar t € [a+k7r,a+ (k+1)7|. Asumamos que tenemos
un método multipaso variable, de k pasos, fuertemente estable perturbado
cuyos walores de partida y; = n(h) j = 0,1,....k — 1 satisfacen que
}lblir(l)d(h) = }lllir(l)méan(h) —y(a+jh)|| = 0 y si hacemos Z = hd Con la
notacion previa, st hy +---+ h, =t —a, y Bh; < 1,1 < j < n entonces el
error global de discretizacion en t verifica la relacion

, L
con K, y L, dados por
1 _
K. = T ((To + NT1) { ZkA + nh™t (GM + K) + h*73P) })
1
= (2 1)

y en consecuencia el método 2.2.1 es convergente.

Demostracion. El teorema se obtiene si consideramos que a partir de los
resultados previos, el error global de discretizacion cumple la ecuacién 2.3.1
y conjuntamente con las hipétesis dadas, haciendo e, = Z,,, e, = Z, 1 y
A = h(™+2) (GM + K) obtenemos, aplicando el teorema 3.2

leall < K. exp (hQL*n ; T+ Nn)) |

bk
(1 —n23)
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con
1
K, = a9 ((To + NT1) {ZkA + nA + h*r3P) })
1 )
1
L, = ———((T NT (2) (1)
Para probar la convergencia, observemos que
lim K, =0
h—0

y de manera similar
2

, 2 , nh 2 1

i t, — b—
< (b—a)’Ty (8% + W),

VAN

y tomando L tal que L < h

L b—a
, .
M =gy o H VT =i <F°+< h )F)

= (b — CL) Fl
con lo cual ||e,|| — 0 y por lo tanto el método es convergente que es lo que

queriamos probar.

Observacién 2.4.1. Para el caso en el cual r = 1, la ecuacién que se obtiene
es equivalente a la dada en [33]. Asi mismo, si el paso es constante L = 0 y
la ecuacién resultante es

len]l < K. exp (h*Lin)
que es similar a la dada en [41] o en [19].

Ejemplo 2.4.1. El siguiente ejemplo es una aplicacién de un método
multipaso variable para la solucién de un problema del tipo 2.1.1.
Consideremos el método multipaso variable

3 3
_ 1.2
E QjnYntj = Pnyo E Binfnti
7=0 7=0
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Sean los coeficientes a3z, = 1y ap, = g entonces para calcular los
coeficientes s, y o, se deberdn cumplir las ecuaciones

3

1

—'Zalnq (1,3,n) =0
1=0

para u =0y pu =1, si tenemos en cuenta que

q(0,3,n) = 0
h
1,3,n) = "
Q( ) hn+2
h h
(2,3,n) = i
hn—|—2
h,, + h,,
q(2,3,n) = I Flntt
hn+2

entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

g+a17n+a27n+1:0

hn hn + thrl hn + thrl
al,n -5 2n - 4

+1=0

hn+2 hn+2 hn+2

cuyas solucion es

Bl + 3husy — Shuo

a1, =
b 8hn+1
3hn - 8hn+1 - 8hn+2
o, =
> 8hn+1
y tomando 35, =0y B1,, = —1 los coeficientes 32, y Bo,n se pueden obtener

al considerar las soluciones del sistema de ecuaciones

5 /a 4
Z( L (1,3,n) — #'q“_r(l,?),n)) =0

= (k—r)!

parar =2, =2y u =3 es decir,

3 3
1
i 2 cund’(1:3,m) = ) B
" 1=0 =0
1 3 3
5 2t (b3m) = Biagll.3,m)
" 1=0 =0
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si consideramos los valores de los coeficientes ¢(I, 3, n) definidos previamente,

el sistema anterior se transforma en

2ol (ful+-hn+1)2

Bon — 1+ Pan = jal,nm + 5% e
—f-%ag,n <hn;;—f:+1 + 1)2
L Ve R U lagn(h”hnﬂ)?’
P - 3L TR\ T,
+%a3,n <h”];:—f2”“ + 1>3

y considerando los valores que hemos obtenido para oi,,a2, y as,

obtenemos las ecuaciones
3hy + 3hyy1 — 8hyye h2
n 1 n - -
bo. 0 16/1,41 2,
3hy — 8huit — 8husa [y + Byt \
16hn+1

1 [y + hyit ?
[
+2 ( Pt " >

hn+2

e ' B, Pp, 4 P _ ~ 3hn + 3hpt1 — 8l h3
hyta " Rt 48h, 11 h3
3hy — 8hns1 — 8huss [ Fn + hos1 \°
48hn—|—1 < )

1 (hy+ hpg °
- —+1
+6 ( hn+2 " >

hn+2

cuya solucion es

b, — h2 (2hy, + 3hpi1) + by (K241 + 8hpy1hpys + 24R2 )
" 16h721+2 (hn + hn-I—l)
(hns1 + hyg2) (2hpg1 + hingo)
6hn+2 (hn + hn+1)

By — 3h3 + 9hZhngr + 6hnh? ) + 8hgo (K2 ) + 6hyg1hyss — h2,,)
" 48N2 15 (i + i)
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observemos que si hy, = ly1 = hyyo, entonces g, = }L, gy = —%’, Bopn = f—g
Y Bon = % obteniéndose el método lineal de paso constante

13 1 3 27 11
Yn+3 = o Ynt+2 = T Ynt1 = SUn + h’721+2 (1_6fn+2 - fn-i—l + Ef")

8 4 8
donde las raices del polinomio P(z) = 2% — 1783’2’2 + %z + %, son z = 1 de
multiplicidad 2 y z = —%.

Con miras a determinar el orden del método, debemos calcular los
coeficientes C'(u) definidos previamente, en este caso C'(u) = 0 para
pw=0,...,3y por lo tanto el método es de orden 2.

Nosotros aplicaremos este método para resolver la ecuacion diferencial
con retardo

y'+4y = yt—1) t €[0,1]
y(t) = e*+1 te[-1,0]
y'(0) = -1

Para esta ecuacion la solucién tedrica estd dada, en el intervalo [0, 1], por

el™" (35 —4e)cos(2t) (e—5)sen(2t) 1

y(t) = -+ 20 + 10 T

y su representacién grafica puede verse en la Figura 2.1

1 2

Figura 2.1. Solucién tedrica en el intervalo [0, 1]
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|t

y(t)

Yaprox

| 15(t) = Yapro|

0.0075 1.9923796690 1.9923796690 | 4.4891351072101°
0.0475 1.9476967730 1.9476968230 | 5.052368062210%
0.0875 1.8963002430 1.8963004240 | 1.81077414121077
0.3550 1.3973123310 1.3973151390 | 2.807739885210~°
0.4875 1.0719951910 1.0720000150 | 4.823763191210~°
0.5620 0.8753826610 0.8753886454 | 5.9844269152x10~°
0.6355 0.5328824868 0.5328902208 | 7.734075228x10~°
0.8140 0.1941161936 0.1941252016 | 9.007961426x10~°
0.8660 0.0598391780 0.0598485223 | 9.344302034x10~°
1.0000 | —0.2594921334 | —0.2594824913 | 9.642072855x10°

Tabla 2.1. Solucién usando el método multipaso en el intervalo [0, 1]

En la Tabla 2.1 se muestran algunos de los valores de y,, que se obtuvieron
al aplicar el método multipaso variable descrito, asi como los valores de los
errores que se presentan.

Para estos calculos se us6 una particion con 500 pasos de tamanos 0.002,
0.0015, 0.001.

La Figura 2.1 muestra los valores calculados aplicando el método
multipaso variable descrito en esta seccién.

100 x 1077 1

1
Figura 2.2. error absoluto en el intervalo [0, 1]

La Figura 2.2 muestra como estéd distribuido el error, y corresponde a la
grafica [y, — y(tn)].
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Capitulo 3

Interpolacion Polinémica

La interpolacion representa una de las ramas de la teoria de la
aproximacion, de gran interés para los procesos fisicos en los que el sistema
permite la obtencion de datos exactos o con cierto error, en un conjuntos
discreto de puntos.

Permite el ajuste perfecto de una funcién, usualmente un polinomio, tarea
que puede realizarse globalmente o por tramos. El primer enfoque ajuste
perfecto global, ha constituido la teoria clasica de la interpolacion y ello se
logra aumentando todo lo que se necesite el grado del polinomio interpolador,
lo cual produce efectos indeseables, mas la presencia de fuertes oscilaciones
en el polinomio interpolador.

La teoria mas moderna basada en los ”Splines”’que se traduce como
funciéon Ranura, mostrados por el artificio mecanico que deforma una placa
haciéndola por ciertos puntos con la condicién mecanica natural de que la
energia de reflexion sea minima, busca un ajuste lo mas suave posible aunque
lo tenga que realizar por tramos, con las debidas condiciones de continuidad
en cada tramo.

Lo anterior ubica a la teoria de interpolacién con la base de diversas
técnicas de analisis numérico tales como la integraciéon numérica. En lo que
respecta a nuestro trabajo, necesitamos de la teoria de la interpolacion
cuando intentamos buscar la solucién en el intervalo [1,2] debido a que
estamos utilizando un método multipaso variable, la informacién que se
requiere del intervalo [0, 1] no necesariamente va a estar disponible para los
célculos del intervalo [1,2] en este caso lo que hacemos es aplicar un proceso
de interpolacién que nos ajuste los datos discretos de que disponemos como
soluciones aproximadas del intervalo [0, 1], de esta forma lo que obtenemos
es una solucion continua, formada por polinomios para este intervalo. Como
la ecuacion diferencial original nos permite calcular el valor de la segunda
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derivada en cualquier punto del intervalo, el tipo de interpolador que vamos
a utilizar es ctibico y lo construimos conociendo los valores de la funcion y sus
segundas derivadas en dos puntos consecutivos, en esta seccién presentaremos
una justificacion de los procesos de interpolacién que vamos a utilizar y luego
haremos la solucién aproximada para el intervalo [1, 2].

Definicién 3.0.2 (Condicién de Haar). Un subespacio vectorial y C C|a, b]
de dimension finita n se dice que satisface la condicion de Haar si y solo si
toda funcion ¢ € y, ¢ # 0, tiene a lo sumo n — 1 ceros en el intervalo |a, b|.

Lema 3.0.2 (Lema de Haar). Sea y C C[q,b] un subespacio vectorial de
dimension finita n, y satisface la condicion de Haar si y solo si para toda
base v1, o, ..., pn dey yn puntos distintos ty,ts, ..., t, € [a,b] se verifica

pi1(t1) ... @i(t)
det : e : #0 (3.0.1)

pi1(t1) ... @it)

Realicemos algunas construcciones teéricos relacionales con la interpo-
lacién de polinomios.

Sea f € Cla,b] e y un subespacio vectorial de dimensién infinita n + 1
contenido en Cfa, b] sean xg, 1, 3,...,T,, n+ 1 puntos distintos de [a, ] la
funcién f* € y, tal que f*(z;) = f(x;),i = 0,1,...,n recibe el nombre de
funcién de interpolacién simple de fs.

Supongamos que y satisface la condicion de Haar 3.0.2 y sea ¢q, 1, ..., ©n
una base de y si existe una funcion de interpolacién de f en y sera de la forma

£1(@) = 2 ajey(a)

y por lo tanto los coeficientes ag, aq,. . . ,a, seran solucion del sistema lineal
Zajmpj(x) = f(x;),i=0,1,...,n (3.0.2)
§=0
El determinante de dicho sistema es
@o(z0) ... (o)
A= : :
©o(Tn) - Pn(Tn)

Como y satisface la condicion de Haar por el Lema 3.0.2 el determinante A
es distinto de cero. En consecuencia, existe una tinica funcién de interpolacion
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de f en y se puede obtener resolviendo el sistema 3.0.2. Por la regla de Cramer
podemos escribir

@)=Y Fota) (3.03)

En donde A; se obtiene sustituyendo en A la columna j por la columna
f(z:),i = 0,1,2,3,...,n desarrollando cada A; por los elementos de la
columna j se obtiene:

Aj = ZO fx)Aji

Donde Aji son los adjuntos correspondientes, entonces, 3.0.3 resulta

£(@) = 3 fauila)

Siendo
wl(x) = Z K@J(Qz)?Z = 07 1727 N
§=0
Las funciones g, 91, ..., %, pertenecen a y y satisface las condiciones
0,1#]
ey == { 17

Por lo cual tenemos de la discusién anterior un teorema que permite
determinar un polinomio interpolador en el caso mas simple que es cuando
y es el conjunto de los polinomios de grado n.

Teorema 3.0.3. Sea f € Cla,b] y sean xg, x1,...,r,, n+ 1 puntos distintos
del intervalo |a, b] existe un unico polinomio P (x) de grado n tal que

Pr(z;) = f(z;),i=0,1,...,n

Haciendo ¢o(z) = 1, ¢1(z) = z,... ,on(x) = 2™ en el sistema 3.0.2 resulta
que los coeficientes del polinomio interpolador.

Pr(x)=ap+ax+ ...+ a,z"
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son solucion del sistema

ap+ a1xo+ ... +axy = f(xo)

ap+ a1, + ...+ apz) = f(x,)

Hay varias formas de obtener el polinomio interpolador, dependiendo de
la manera como organicemos dicho polinomio, las dos més usuales son:

1. Polinomio de Lagrange:

(o) = Lufan 4 1) = (-1 R 57 2 () g

2. Polinomio de Newton:
fi(x) = Np(x) = fxo) + mo(x)d flro, z1] + ... + mu1(2)d flxo, . . ., 2]

Ahora podemos analizar el problema de interpolacién general o de
Hermite

3.1 Interpolacion Polinémica General o De Hermite

Un problema mas general es encontrar una funcién de interpolacion
de f, como combinacién lineal de un conjunto de funciones linealmente
independiente ¢, 0 < k < n en [a,b]

Tal que

Sr(@e) = flas), [ () = fl(@e), o f™ () = [ (), =0,1,...,m,

En donde para que exista solucién tinica, en principio habra que verificarse
que:

m

n+1:2(mi+1)

=0

Y que el determinante A del sistema anterior sea nulo.
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Limitémonos al caso polindmico, es decir, ¢;(r) = x', y admitamos que
existe ese polinomio, de grado, a lo sumo n, que representamos por @,
consideremos también el polinomio de Lagrange L, (x) que pasa por los

puntos f(x;),i =0,1,2,...,m puesto que Q,, y L, coinciden en los puntos
xit=0,1,2,...,m resulta
Qn(x) = Lin(2) 4+ T (1) Qrem () (3.1.1)

Entonces s6lo nos falta calcular el polinomio @, (x) de grado n—m—1,
cuyas derivadas cumplan en los puntos dados las condiciones exigidas; para
ello, derivamos 3.1.1 y obtenemos

Qn(@) = L (2) + 70, (2) Qi (%) + 7 () Qo () (3.1.2)

Expresién que particularizada en z;, que anula a m,(z) pero no a 7, (x),
resulta

Q. (r)=L (x)+ 7, (2)Qn_m(x)i=0,1,....m

Para todos los x; para los que se conoce @ (z;) la expresion anterior
permite conocer @, (z;) derivando, de nuevo 3.1.2

Qn (i) = Ly () + 70, (24) Qe () + 271, (1) Q) (25) + T () Q) ()

Y particularizando

Qn (i) = Ly, (z;) + 7, (2) Qnem (2:) + 27, (25) Q) ()

Esta ultima expresién permite determinar el valor de @', _, (x;) en todos
los puntos x; en los que existe una condicién sobre el valor de Q”(x;), en
funcién de los valores calculados previamente de @, (z;). Podemos iterar
este proceso, derivando la expresion 3.1.1 y particularizando para = = z;
con lo que para la determinacién del polinomio @,,_,,(z) contamos con las
condiciones

anm(xi)a Q/n—m<xl>? Q;;—m(xl% BRI ;ni;zl(xl%z = 07 17 s,

Cuyo nuimero es:
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Que comparando con 3.1.1 resulta ser igual an+1—m —1=n —m, el
numero preciso para determinar los n-m coeficientes de Q,,_,,(x) que era de
grado n —m — 1 puesto que el grado de 7(z) es m + 1.

En resumen, la obtencién del polinomio @),,_,, es un problema de la misma
naturaleza que el problema inicial de determinar (), solo que el grado del
polinomio se ha reducido den an —m — 1.

Ya se comprende que reiterando el procedimiento llegaremos a un
problema simple de interpolacion de Lagrange. El polinomio obtenido es
unico, pues si existieran los polinomios @,,,
bar@,, ambos cumpliendo las n + 1 condiciones expuestas al iniciar este
apartado, su diferencia Q,, — @,, serfa un polinomio de grado < n que poseeria
n + 1 raices en [a, b], lo cual es imposible @, recibe el nombre de polinomio
interpolador de Hermite

3.2 Funciones Ranura 6 Splines de interpolacion

Los Splines se constituyen en un enfoque alternativo que disminuye
el error de interpolacion,pues en la teoria de interpolaciéon ordinaria o
simple aumenta sensiblemente, el ajuste se obtiene a base de aumentar el
grado del polinomio, lo cual introduce fuertes oscilaciones en el polinomio
interpolador y sus derivadas, con el consiguiente error de la interpolacién.
Esta disminucién en el error que suministra la funciéon ranura se debe al
hecho de que permite construir el polinomio de interpolacion por tramos, es
decir considerando un numero reducido de puntos, por tanto los polinomios
de grado inferior que se conectan unos con otros. Este enfoque requiere
considerar condiciones adicionales de continuidad en las derivadas sucesivas
de los polinomios, a fin de garantizar la suavidad de la conexién de los tramos.

Definicién: Seana = xg < 21 < ... < x, = b, n+1 abscisas e yo, Y1, . . ., Yn,
n + 1 valores. Una funcién ranura de orden p o p — splines interpolador de
los datos (z;,y;);4 = 0,1,...,n es una funcién real S definida en [a,b] que
satisface:

i S es clase C?7'[a, b],

ii En cada subintervalo [x;,z; +1],7=0,1,...,n— 1, S es un polinomio
S; de grado p,

iii S(z;) =y, paratodoi=0,...,n

Observamos que el polinomio S; puede ser distinto en cada subintervalo.
A continuacién estudiaremos la existencia de tales funciones interpoladoras
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y un procedimiento para obtenerlas. Por facilidad desarrollamos el caso para
p = 3 correspondiente para los Splines cibicos.

Teorema 3.2.1. Dado un conjunto de datos (x;,y;),i = 0,1,...,n existen
dos nicos Splines Cubicos interpoladores de los datos y que satisfacen
respectivamente las condiciones siguientes:

i S"(xg) = 5" (x,) =0
it S (xo) =V y; S (xn) =¥, siendo v, ey, datos.

Demostracion. La demostracion es constructiva y proporciona un proced-
imiento eficiente para determinar el spline interpolador. Sean vy”,...,vy",,
n + 1 valores a determinar y ¢(x) una funcién lineal en cada subintervalo
[z;, x; + 1], v tal que ¢(x;) = y”; para cada i = 0,1,...,n. Si integramos
¢(z) dos veces obtenemos una funcién que en cada subintervalo [z;, z; + 1]
es un polinomio Ciubico. Veamos que escogiendo la forma adecuada los n+ 1
valores 4", ..., y",, la funcién S(z) que se obtiene integrando dos veces es
el spline buscado.
Definamos,

r+1—ux T —
§"i() = o

0<i<n-—1

7

Donde h; = Ax; = x;41,1 = 0,...,n — 1. Es inmediato comprobar que
S”(x) es continua en [a, b] y satisface S”(z;) = y”;,0 < i < n. Integrando dos
veces se obtiene

1 1
Si(x) = %(xm — P+ %(x —2)® + aiz — 23) + bi(zis1 — )

Donde a; y b; son constantes de integracion.

Ejemplo 3.2.1. Ahora vamos a regresar a nuestro problema original, se trata
aplicar un método multipaso variable para resolver la ecuacion diferencial con
retardo

y'+4y = yt—1) t €0,
y(t) = e'+1 tel-1,0]
y'(0) = —1

1]
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en el intervalo [1,2] suponiendo que ya tenemos una solucién discreta en
el intervalo [0, 1]. Recordemos que en el intervalo [0, 1] la solucién tedrica
estd dada por

el (35 —4e)cos(2t) (e—5)sen(2t) 1
¥ ===+ 20 A T

y con esto podemos ver, para contrastar la soluciéon numérica aproximada,
que la solucién tedrica en el intervalo ¢ € [1,2], es entonces

2t (4e — 55) cos(2t) (e — 5)sen(2t)
) = S cos(at—2
ylt) = 55 —cosldt=2) < 320 T 60 ) *
(e —5)cos(2t) (15— 4e) sen(2t)
4t — 2
+sen(4—-2) ( 60 320
(4de — 245) cos4 + 4e — 245 t(e —5) cos2
2t
+ cos(2) ( 3200 cos 2 Ry *
4e—35  (10t(4e — 15) — 61e + 455) sen 2
2t —
+ cos(2t) ( 50 <00 +
10t(4e — — 61 4 2 —
+ sen(21) (10¢(4e — 35) — 6le +455) cos2  e—5
800 10
(40t(e — 5) + 4e — 245) sen 2 1
9 ~
+sen(2t) ( 1600 16

y su representacion grafica puede verse en la Figura 3.1

Figura 3.1. Solucién tedrica en el intervalo [1, 2]
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[\]

Figura 3.2. Solucién aproximada en el intervalo [1, 2]

La grafica de los valores calculados al aplicar el método multipaso variable
puede verse en la Figura 3.2

Los interpoladores usados son polinomios p(t) = at® + bt* + ct + d tales
que, dados los datos de la Tabla 3.1 entonces

oyt [y |
tm | Um | V'm
tm+1 Ym+1 y”m+1

Tabla 3.1. Datos para construir los interpoladores

P(tm) = Ym:  P(tmt1) = Ym1,
P'(tm) = Yy D' (tmt1) = Y-
Lo cual da origen al sistema de ecuaciones
atd + bt2 f ety +d = yn
at o bt F g +d = Y
6at,, + 2bt,, = 1y
6atyi1 + 2btmi1 = Yot

y cuyas soluciones quedan determinadas por

1" 1"
merl —Ynm

Q= ——F—"""—"—"—"—"—=
6(tm+1 - tm)
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t y (%) Yaprox error

1.0032 | —0.2665291583 | —0.2665291582 | 7.240467218x10~ 11
1.0592 | —0.3843804708 | —0.3843805005 | 2.970286111x10~®
1.184 | —0.6063092261 | —0.6063095396 | 3.135616182x10~7
1.3045 | —0.7594164099 | —0.7594172792 | 8.692603426x10~7
1.591 | —0.8586620089 | —0.8586648659 | 2.856959694x10~6
1.6358 | —0.8412821643 | —0.8412853474 | 3.183075578x10~°
1.7166 | —0.7897500946 | —0.7897538283 | 3.733634595x10°°
1.8141 | —0.6965194948 | —0.6965237771 | 4.2823060562x10~°
1.9038 | —0.5856389785 | —0.5856436102 | 4.631619487x1076
2.0000 | —0.4462832137 | —0.4462880139 | 4.800175350210°

Tabla 3.2. Solucién aproximada en el intervalo [1, 2]

p tmYms1 — tmt1Yy,
T
- 6Ym+1 — 6Ym — ?J%H(t?nﬂ s 2t72n) - yﬁl(%fnﬂ + 2ty — t?n)
6(tmr1 — t)
d = 6ym+1tm - tm+1(6ym + tm(?JZ@—&-l (tm+1 - th) + y;/n(2tm+1 - tm)))
6(tm — tmr1)

La Tabla 3.2 muestra algunos de los valores obtenidos para la solucion
aproximada cuando t € [1,2] aplicando el método propuesto para una
particién de 700 pasos con tamanos de .0016, 0.0015,0.0014 y 0.0013

100 x 1077 ¢

1 2
Figura 3.3. error absoluto en el intervalo [1, 2]
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El error que se presenta en cada punto al aplicar el método multipaso
variable puede verse en la Figura 3.3. Como puede verse en la grafica de la
Figura 3.3 el error termina siendo creciente, esto se debe a que cada vez que
tomamos un nuevo calculo, se van acumulando los errores del paso anterior.
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