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Introduccion

En radiofisica contemporanea, &ptica atmosférica, comunicacién in-
alambrica y, en general, teoria de comunicacién, el estudio de propagacién
de ondas electromagnéticas en la atmosfera se ha incrementado en las ulti-
mas décadas considerablemente, esto a raiz de las nuevas tecnologias com-
putacionales y los modernos laboratorios que nos permiten analizar y ex-
perimentar el comportamiento turbulento que se presenta en la atmosfera.
Como consecuencia de este desarrollo, herramientas matematicas méas sofisti-
cadas se deben introducir en el estudio y tratamiento de estos fenémenos,
tales como ecuaciones en derivadas parciales, teoria de distribuciones, de-
sigualdades variacionales, funciones de Green y métodos de aproximacién y
numéricos, sin los cuales seria imposible resolver las ecuaciones que modelan
dichos fenémenos fisicos. Mas concretamente, los fenémenos mencionados se
modelan por medio de la ecuacién

(A + k2)u =0, (%)

la ecuacién (x) se llama ecuacién de Helmholtz, en honor al fisico Alemén
Herman Ludwing Ferdinand von Helmholtz por su trabajo pionero en la
teoria matematica de la acustica y electromagnetismo. El operador A denota

el Laplaciano ) ,
0 0

N\ = 0;1;% 4+ ..

El parametro k € C se llama el niimero onda y esta asociado a la frecuencia
A de la onda subyacente y estd dado por A = 27 /k. El signo de k se escoge
de tal manera que Im k > 0, pero nosotros estaremos interesados en el caso
real que modela ondas progresivas, mientras si la parte imaginaria de k es no

nula, se presentan ondas atenuadas.
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2 Introduccién

Varios son los problemas estudiados a través de esta ecuacién, como por
ejemplo, el andlisis de dispersion de ondas actsticas por un obstaculo en
tiempo armonico, en el estudio de las ecuaciones de Maxwell y la dispersion de
ondas electromagnéticas. En el caso de dominios suaves, ese tipo de problema
se ha estudiado usando métodos clasicos de capas de potenciales, se procura
aqui dar una descripcion de este método en problemas de frontera para
la ecuacion de Helmholtz en dominios suaves. Comenzaremos este trabajo
resolviendo la ecuacion (%) a través de funciones de Green. Luego haremos
un corto estudio sobre indice de refraccién y algunos conceptos basicos de
optica. Para resolver los problemas de frontera, Dirichlet o Neumann de la
ecuacién (x), estudiaremos la formulacién variacional de esta ecuacién y la
utilizaremos para resolverla por el método de Galerkin.

El trabajo consta de tres capitulos cuyo contenido pasamos a comentar.
El primer capitulo es muy breve y en él fijamos la nomenclatura empleada
en la memoria y recogemos algunos conceptos y propiedades bésicas del
analisis funcional que permita el estudio de la ecuacion de Helmholtz con
condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann en diferentes dominios. En el
segundo capitulo se estudia los diferentes métodos para resolver la ecuacién de
Helmholtz, acd incluimos técnicas de aproximacion, funciones de Green y el
método de la ecuacién integral. En el tercer capitulo se hace una introduccion
a la formulacién variacional de la ecuacién de Helmholtz y se desarrolla de
forma breve el método de Galerkin y luego se aplica en un problema de
frontera para la ecuacién de Helmholtz en R.

Para un estudio profundo del método de elementos finitos y otras técnicas
para resolver la ecuacién de Helmholtz en diferentes dominios, véase [1], [3],
6], [7], [8], [12], [15], [17], [18], [19], [26] y [27]. No sobra decir que futuros
trabajos se pueden continuar de éste, utilizando por ejemplo, los articulos
de Duran [15] y Erlangga [18], [19], s6lo por mencionar algunos de tantos
estudiosos del tema.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Conceptos de analisis funcional

En este capitulo se presentara alguna terminologia necesaria para la
lectura de esta monografia. En particular, se hard un resumen de resultados
basicos de andlisis tales como la transformada de Fourier, nociones sobre
operadores lineales, funciones generalizadas y espacios de Sobolev, sélo por
mencionar algunos temas. Las pruebas de estos temas serdn omitidas, pero
se pueden encontrar en algunos de los siguientes textos [21], [25], [31], [34],
[36], [42], [43].

Recuerde que Li(R) es el espacio de todas las funciones f : R — C, tal
que [ |f(t)|dt = || f]lL, < co. De igual forma se tiene Ly(R), el espacio las
funciones cuadrado-integrables, cuya norma es

1£ll, = (/R |f(t)|2dt>l/2 < 0.

Este espacio se dota con el producto escalar

(f, 91 = /R f(HgEyt,

donde ¢(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio Ls(R) es de Hilbert. Las funciones f, g € Ly(R) son ortogonales si
(f,g9)r, = 0. En general, L,(R) (p > 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f : R — C, tal que [ |f(¢)[Pdt = 117, < oo, 0de

manera equivalente
1/p
11, = ([ 17

es la norma de f en L,(R). El espacio de las funciones localmente integrables,
L} (Q) se define por

Ly () ={u:Q—R:uec Li(K), VK compacto de Q}.

1.1.1. Operadores lineales

Sea FF = C o R, X y Y espacios normados. Un operador lineal es una
funcion T: X — Y tal que T(au+bv) = aT(u)+bT(v), para cada a,b € F
y cada u,v € X. El operador T" es continuo en u, si para cada ¢ > 0 existe
0 > 0 tal que si

lu —upl|x <9 entonces ||Tu—Tully <e. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada ug € X se dice que T" es continuo en X. Si §
no depende del punto ug se dice que T es uniformemente continuo en X.

El operador T' es acotado si y sélo si existe una constante ¢ > 0 tal que
IT ully < cllul|x para cada u € X.

Proposiciéon 1.1.1. El operador T : X — Y es continuo st y solo si T es
acotado.

Demostracion. Ver por ejemplo, [31, Th 2.7-9, p. 97]. [

Sean X y Y espacios normados y K : X — Y un operador lineal, K
es compacto si el conjunto {Ku : ||ul|x < 1} tiene clausura compacta
en Y. Claramente, todo operador acotado de rango finito (R(K) es finito
dimensional) es compacto.

L(X,Y) denota el conjunto de todos los operadores lineales y continuos
(0 acotados) de X en Y. L(X,Y) es un espacio normado, donde la norma se
define por

Tu Y
|7 = sup ITully _ g [ Tull,
u#0 ||U||X [lul|=1

para cada u € X, T € L(X,Y). En donde aT + bS se define por

(aT + bS)u = aTu + bSu,

para cada T, S € L(X,Y), u € X y cada a,b € F.



1.1 Conceptos de analisis funcional 5

Si Y = F entonces L(X,F) se llama el dual topoldgico de X y se
denota por X', es decir, X’ = L(X, F) sus elementos se llaman funcionales
lineales continuos o formas lineales continuas sobre X. En consecuencia,
feX & f: X — F es una aplicacién lineal y continua, es decir,

IF ()] = 1f ()] < elfullx,

para cada u € X y ¢ > 0. Es costumbre escribir (f,u) (o (u, f)) en lugar de

1l = sup 4]

w0 [lullx

Ejemplo 1.1.1. Sea X = Ca, b],

X =R:p—=(f 0 =/ g(z)p(r)dr

para cada g € L ([a, b]), entonces (f, ¢) define un funcional lineal y continuo
sobre X. En efecto,

(.0 < [ lo@lelds < mix [o(a)] [ lg@)ds = clell.

No todos los funcionales lineales y continuos son de la forma

b
(f, ) :/ g(x)p(z)d.

Por ejemplo, la “funciéon”d de Dirac definida en R con las siguientes
propiedades:

1. §(z) =0 para x # 0.
2. [7 6(x)dx = 1.
3. Para cada ¢ € C(R) se tiene [*_6(z)p(z)dz = ¢(0).

Desde el punto de vista del “rigor” matematico esto carece de sentido. No
es posible construir una funciéon en el sentido ordinario que tenga esas
propiedades. Sin embargo, Dirac observo que ¢ actuaba como un operador en
las funciones continuas ¢. Es decir, § se puede definir de manera apropiada
como un funcional lineal y continuo en el espacio de las funciones continuas
C(a,b) (a <0 < b), esto es,

d:C(a,b) = R:p— (d,¢) = ¢(0).

Por tanto, § actia sobre funciones continuas de tal manera que produce un
valor de la funcién en cero. El acotamiento de ¢ es inmediato,

(0,0 = [0(0)] < sup ()] = [l¢]]oc-

a<z<b
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1.1.2. Funcionales y operadores adjuntos

En la formulacién variacional de un problema de frontera se presenta
ecuaciones de la forma

Au=f en Q (1.1.2)

donde A : U — V es un operador que puede ser lineal o no, U y V' son espacios
con producto interno, en general, son espacios de Hilbert. La ecuacién (1.1.2)
es una forma abstracta de ecuaciones que aparecen en ciencias e ingenieria.
Por ejemplo, considere la ecuacién de Poisson en R?

—Au = f en Q (1.1.3)
u = 0 en I

donde © C R? es un plano y T es la frontera de Q. La ecuacién (1.1.3)
junto con la condicién de frontera se llama un problema de Dirichlet para la
ecuacion de Poisson. Por ahora, suponemos que f € C(Q2), donde Q = QUT.

Por solucion clasica del problema (1.1.3) se entiende una funcién u
continua en el dominio cerrado €, que satisface la ecuacién en el dominio
abierto Q y es igual a cero en la frontera I'. Como se supuso f € C(f),
la solucién u estd en C?(Q). El conjunto de todas las funciones admisibles,

D(A), esté dado por
D(A) ={u(x) € C*(Q), x€ QCR* u=0 en I'}

y es un espacio vectorial. Nétese que si condicion de frontera no es homogénea,
digamos, u = h en I', entonces D(A) no es un espacio vectorial. El espacio
D(A) se llama el dominio de definicién del operador A. El operador A = —A
asigna toda funcién v € D(A) una funcién v = —Awu continua en Q. El
conjunto de todas las funciones v = —Awu también es un espacio vectorial, se
llama el rango o recorrido de A, y se denota por R(A).

Como un funcional lineal es una clase especial de operador lineal, el
concepto de continuidad para funcionales lineales es el mismo que para
operadores lineales. En espacios normados, los conceptos de continuidad
y acotamiento son equivalentes para funcionales lineales. En espacios de
Hilbert, los funcionales lineales acotados tienen representaciones simples.
Considere un espacio con producto interno V' y sea vy un elemento fijo en V.
El operador ¢ definido por

l(u) = (vg,u), YueV
es un funcional lineal. En efecto,
lau+ Pv) = (v, au+ ()
= a(vo,u) + B(vo,v)
= al(u) + pl(v).
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Ademas, por desigualdad de Schwarz se tiene

C(u) = [(vo, w)| < l[vol[[ull = M|ull

donde M = |jvy||. Por tanto, ¢ es acotado. Note que ||¢|| < |lvo||. Por otro
lado, |€(vo)| = ||vol| © ||€]] > [Jvo||- Luego la norma del operador ¢ esta dada
por ||¢]] = ||vo]|. De lo anterior, observe que podemos asociar un funcional

lineal acotado con cada elemento de un espacio con producto interno. Sin
embargo, el reciproco no es cierto en general. El teorema de representacion
de Riesz, establece que el reciproco es cierto en espacios de Hilbert.

Teorema 1.1.2. (Teorema de representacion de Riesz) Sea ¢ un funcional
lineal acotado en un espacto de Hilbert H. Entonces existe un tunico vector

vy en H tal que
l(w) = (vg,w), Yw € H.

Demostracion. Ver por ejemplo, [42] o [43]. O

El vector vy € H se llama la representacion de £.

La coleccién de todos los funcionales lineales ¢ definidos sobre un espacio
normado V, forma un espacio de Banach, V', que se llama el dual del espacio
V. Por ejemplo, el espacio L,(2) de las funciones (clases) p—integrables
definidas sobre el dominio acotado €2 es el dual de L,(2) para ]lj + é =1
Consideremos ahora el operador lineal acotado T" : U — V, con U y V
espacios normados. Sea h(v) el funcional lineal definido en V', entonces h(v)
es definido para v = T'u, u € U. Luego tenemos,

h(v) = h(Tu) = ¢(u)

donde ¢(u) es un funcional definido en U. Es claro que ¢(u) es lineal. Por
tanto, el funcional ¢ € U’ corresponde a todo h € V'. La coleccién de todas
las correspondencias asi construidas forma un operador 7" con dominio V' y
rango contenido en U’. Este operador 7" se llama el adjunto de T'. La igualdad
h(v) = £(u) se expresa como ¢ = T"h.

La expresién ¢(u) = (f,u) es un funcional bilineal de las dos variables
ue Uy feU. Cuando U es un espacio de Hilbert, se tiene U = U’ y (-, -)
es el producto interno, mientras si U # U’ y f € U’ la expresién (f,u) se
llama el par dual. Si T : H — H es un operador acotado y H es un espacio de
Hilbert, entonces fijando v en H, el producto interno (T'u,v) en H se puede
mirar como un nimero que varfa con u. Luego, (T'u,v) = ¢(u) es un funcional
lineal en H, y como T es acotado, usando la desigualdad de Schwarz se puede
probar que £(u) es acotado. Ahora, por el teorema de representacion de Riesz
existe un tnico elemento vy en H tal que (T'u,v) = (u,vo), Yu € H. Esto
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implica que dado v € H existe un unico vy asociado con v. En otras palabras,
existe una aplicacion 7" : H — H tal que vg = T"v. En consecuencia,

(Tu,v) = (u, T'v), Vu,v € H.

1.1.3. Distribuciones

En esta seccion recogemos algunos resultados basicos sobre distribuciones.
La teoria de distribuciones libera al calculo diferencial de ciertas dificultades
que provienen del hecho de que existen funciones no diferenciables. Este hecho
extiende el cdlculo a una clase de objetos llamados distribuciones o funciones
generalizadas, que es mucho mayor que la clase de funciones diferenciables.

Definicién y ejemplos
Hay varios hechos que tal extension la hacen ttil:

» Toda funcién continua es una distribucion.

= Cualquier distribucion tiene derivadas parciales que son distribuciones.
Para funciones diferenciables la nueva nocién de derivada coincide con
la usual.

= Las reglas usuales del cédlculo siguen siendo validas.

= Es posible aplicar técnicas de transformada de Fourier a muchos
problemas de EDP que no pueden ser resueltos por métodos clasicos.

NOTACION: Sea ) un abierto de R",
D(Q) = CP () = {p € C(Q) : sop ¢ es un compacto contenido en 2},

donde sopp = {z € Q: p(z) # 0}.
D(Q2) denota el espacio vectorial de las funciones de prueba.
Si K es un compacto de §2 entonces

Di(Q2) = {p € C™(Q) : sopp C K}.

Ejemplo 1.1.2. Una funcién tipica de D(£2) es

= fo

cexp(lx‘%l) st x| < 1,

donde x = (z1,...,2,) € R"y || = /2% 4+ - -+ + 22, la constante ¢ se escoge
de tal forma que [, ¢(x)dz = 1; ¢ € C*°(R") y su soporte es la bola unitaria
en R", es decir, sop p = B1(0).
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Un multi-indice o = (o, ...,a,) € Ny = N* U {0} es una n—tupla de
enteros no negativos a; > 0. Para el multi-indice a definimos

la] =aq + -+ + ay, ol = alag! -y,
|a| es el orden del multi-indice. Ademads, si 5 es un multi-indice,
a+ = (a4 01, .., 00+ 5n)
ya>(siysolosia; > F; parat=1,2,...n.

Siz=(r1,...,2,) ER"y o= (ay,...,0q,) es un multi-indice, entonces
definimos ol
(07
goy e O
ox§t ... Ozom’
o a1, 02 [e]]
X — ZCl 1'2 AR l’n"

Por ejemplo, si a = (1,0, 3), |a| =4, u = u(z,y, z) entonces

N O*u o'
0%u 1= = .
0x10y’0z3  0x0z3
CONVERGENCIA EN D(Q): Sea (p;)32, una sucesién de funciones en
D(Q2), ¢; — ¢ € D(Q), cuando j — oo si:

a) existe un compacto K C  tal que para cada j sopp; C K

b) 0%p; — 0%p uniformemente en K, para cada o € Nj.

La convergencia uniforme en K de la sucesion (0%p,)52, significa que
sup |(9%p; — %) (x)| — 0,
rzeK

cuando j — oo. Como todos las ¢; y ¢ se anulan fuera de K entonces

sup [(0%p; — 0%¢)(x)| — 0.

xeR?
Una aplicacién f es continua en D(S2) significa que para cada sucesion (¢;)5°
con limite ¢, se tiene (f, ¢;) — (f,¢), cuando j — oo.

Definicién 1.1.3. Sea 2 un abierto de R™. La aplicacion T : D(Q2) — C es
una distribucion si

a) T es lineal.

b) Para cada compacto K C Q existe una constante C > 0 y un entero no
negativo m (depende de K ) tal que

(To) < Cx S sup |oPp(a)],

\MSmIEK

para cada ¢ € D () y para cada multitndice o.
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En otras palabras, una distribucién es un funcional lineal y continuo sobre
D(Q). El espacio de todas las distribuciones sobre € se denota por D'(Q2). Es
decir, D'(Q2) = L(D(R2),C) es el dual de D(2).

Si el entero m se puede escoger independiente del compacto K, la
distribucion se llama de orden finito en €2 y al menor entero m se le llama el
orden de la distribucion.

Ejemplo 1.1.3. Sea f una funcién localmente integrable en €, es decir, f
es medible Lebesgue y en todo compacto K C Q se tiene [ |f(z)|dz < oo.
Le asociamos a f una aplicaciéon Ty : D(€2) — R definida por

amwzzjmw@w,

para cada ¢ € D(2). Ty estd bien definida, pues para cada ¢ € D(€2) tenemos

Luwwmmzéumme4ngmm<w

donde ¢ = max ek |p(x)]. Tf es una distribucién de orden cero. En efecto,
a) Ty es claramente lineal.
b) Si K es un compacto de 2 y ¢ € Dk () entonces

K%@ISAH@W@W
< mixle(@) [ 17(@)ds

= Cx mix|p(z)],
donde Cx = [, |f(z)|dz. Acd m = 0 (independiente de K), luego Ty € D'(Q2)
y es de orden cero.

Ty se dice que es una distribucién representada por f. Cuando una
distribucién se representa por una funcién localmente integrable, se llama
una distribucién regular. En caso contrario, una distribucién singular.

Ejemplo 1.1.4. La forma lineal
d. : DR") - R

definida por (d,,p) = ¢(z), para cada ¢ € D(R") y cada x € R", es una
distribucion singular de orden cero. En efecto, si K es un compacto de R” y
v € D(R™) entonces

{02, )| = lp(2)| < méx | ()],

zeK

aca Cx =1ym=0.
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Terminamos esta seccién estudiando algunas de las mas importantes
propiedades de las distribuciones, tales como la multiplicacién de una funcién
por una distribucién, derivaciéon y convolucién.

1. Multiplicacién de una funcién v € C*°(2) por una distribucién T": Para
cada ¢ € D(Q) se define uT" por

(uT, ) = (T, up),

uT estd bien definida ya que si ¢ € D(2) y u € C®(Q) entonces
up € D(Q).

2. Derivada de una distribucién: Si o € Ny y T € D'(Q2) se define la
derivada de T para cada ¢ € D(€2) por

(0°T, ) = (=1)*UT, 0%).

Ejemplo 1.1.5. La funcién escalén unitario o de Heaviside H(z)

definida en R por
0 <0
Ha)={ o °
1, x>0,

es una distribuciéon regular representada por Ty = H que satisface

(H) = [ ety = [ pla)ds

para cada ¢ € D(R). Su derivada en el sentido de las distribuciones es:
H' = . En efecto,

H.e) = - [ Ha) )
- - [
)
3. Convolucién de una funcién y una distribuciéon: Primero recordemos la

convolucién de funciones. Sean f, g funciones continuas en R™ y una
de ellas tiene soporte compacto, su convoluciéon h = f * g se define por

h(z) = Rnf(x—y)g(y)dy

= /W(Txf)(y)g(y)dy,
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donde (7.f)(y) = f(y —z) y f(z) = f(~x).
En consecuencia, se justifica definir la convolucién T x ¢ de una
distribuciéon 7" y una funcién ¢ € D(R™) como la funcién dada por

(T @) (z) = (T, 72 0).
Se puede probar que T % ¢ € C*(R").
Ejemplo 1.1.6. (6 x ¢)(z) = (3§, 7.@) = (7.¢)(0) = ¢(x). Luego § x ¢ = .

Con el propésito de extender la transformada de Fourier a las distribu-
ciones, definamos primero las funciones de decrecimiento rapido.

Definicién 1.1.4. Sea ¢ € C®(R"). ¢ es una funcidn de decrecimiento
rapido si para cada o« y 3 multi-indices, existe una constante positiva M tal
que

|x“8ﬁgo(x)‘ < M, Vo eR™

El conjunto de todas las funciones de decrecimiento réapido forma un
espacio vectorial real (o complejo) y lo denotamos por S(R™). Los elementos
de este espacio se llaman funciones de prueba de decrecimiento rdpido.

CONVERGENCIA EN S(R"): Una sucesién (¢;) converge a 0 en S(R™) si
y s6lo si x29%p;(x) — 0 uniformemente en R" cuando j — oo.

El dual topolégico S'(R") = L(S(R™),C) se llama espacio de las
distribuciones temperadas.

El funcional lineal 7' : S(R") — C es continuo si para cada sucesion (¢,)
tal que ¢; — ¢ en S(R™) se tiene (T, ¢;) — (T, ) para cada ¢ € S(R").

1.1.4. Espacios de Sobolev

En este apartado introducimos los espacios de Sobolev y algunas de sus
propiedades més importantes, como son el teorema de inmersion y el teorema
de las trazas.

Si queremos estudiar la regularidad de una funcién de soporte compacto o
de una distribucién es usual analizar el comportamiento de su transformada
de Fourier en el infinito. Una forma alterna de hacer este anélisis es midiendo
la diferenciabilidad en términos de normas de L,. La razén son dos:

i) Lo es un espacio de Hilbert.
ii) La transformada de Fourier, la cual convierte diferenciacién en multipli-
cacién por polinomios, es una isometria (isomorfismo que preserva normas).

Definicién 1.1.5. Sea m > 0, p > 1 y Q un dominio de R" (n > 2). El
espacio de Sobolev WP (§)) se define como

WmP(Q) = {u € L,() : 0% € Ly(N), Va, |af <m}.
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Es un espacio vectorial normado equipado con la norma de Sobolev

1/p 1/p

T —— / S jorupds | = | S orult

la]<m jaf<m

3
> dzidxs.

L. WmP(Q) = C™(§2) (completado) en la norma de Sobolev || - ||ym.r ).

Por ejemplo,

ou
3 _ 3
fulfynoo = [ (ru\ o

Propiedades

s n ou
8:1:2

2. (Wm™r(Q), || - lwmr)) es un espacio de Banach.

3. cr@)" Y = W) = {ue WRQ) - %ulpo = 0, o] <

m — 1}, Wi™P(Q) es un subespacio de W™?(Q) (acd 0%u|gq denota la
extension de 0%u a la frontera de Q).

4. (WJP(Q)) == W~=™9(Q), donde %—l— % = 1, se llaman espacios de
Sobolev negativos (si p = 1, (W™1(Q)) = W~™>(Q)).

5. Siue WiP(Q) y v e W™4(Q) es integrable, entonces

‘ / uvdx
Q

6. Si m > k entonces

< [Jullwme@llv]lw Ll
-~ u m, Q v —m, Q, - - — .
P©) ot

wme(@Q) Cc WE(Q) v |- llwway < Il lwmoe),s
en particular, WO?(Q) = Ly(Q) y || - [lwor) = || - llp-
Sip=2,
Wm™2(Q) = H™(Q) = {u € Ly(Q) : 0%u € Ly(Q), |af < m},

H™(Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por

U, V) gm(Q) = 0%u 0%vdz,
(w)amiey = [ 3

laj<m
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u,v € H™(Q). La norma en H™ () es

1/2

[ullzrm@) = A/ (ws v) pm(e) = Z HaaUH%g(m

ja<m
Cuando m = 1, el espacio
HY(Q) ={u € Ly(Q) : 0u € Ly(Q), |a] <1}

se llama espacio de energia. En este espacio de Sobolev, la norma
correspondiente es,

1/2
Jull1 = (/Q ju(z)Pde + ) |aau(x)\2> :

lor|<1

Por ejemplo, si Q C R?,
(U, v) g2y = /Q[uv + Up Uy + UyUy + Ugg Vg + Uy VUsy + Uy Uy | dady.

Si Q= (a,b) CR,
b M gk gk
d"u d*v
m(Q) = — —-dx.
(1,0) ey /akz_odxk S
Ejemplo 1.1.7. Sea Q = (0, 2),
x? O<z <1,
u(zr) =
202 —2x+1 l<z<2

Entonces

, 2z 0<z <1,
w () =
dr—2 1<x<2,

la cual es continua, la derivada débil es

" 2 0<x <1,
u'(x) =
4 1<z<?.

Se ve facilmente que
u"(x) =2H(z — 1)
y en consecuencia,
u"(z) =26(x — 1) & Ly(0,2).
Observe que u, v’ y u” € Ly(0,2). Por tanto, u € H?(0,2), v’ € H*(0,2) y
u” € H°(0,2) = Ly(0,2).
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En el estudio de los problemas de frontera, se tendra condiciones de la
forma u = g(s) en la frontera I' de un dominio €. Si u € H*(f2) entonces se
entenderd que g es la traza de u(x) en la frontera y g € Lo(I"). Siu € H™(Q),
0°u € H'(Q) para |o| < m — 1. Entonces a cada 0*u le corresponde una
funcién 0%u(s) € Lo(I"). La funcién 0%u(s) se llama la traza de la funcién
0“u(x). Esto permite introducir, para m > 2, la derivada de u € H™(f2) con
respecto a la frontera I'. Para u € H™(Q2) definimos

_Ou = Ou
Nu= o7 = Z oz, (s)v;(s)

donde v}, (j =1,2,...,n) denota los cosenos directores del normal unitario
y  C R™. De igual manera se define y;u = % para cualquier u € H™({),
m > 1+ 1. El siguiente resultado es muy 1til en la teoria de problemas de

frontera.

Teorema 1.1.6. (Teorema de las trazas) Los operadores trazas v; se

pueden extender a operadores lineales continuos que aplican H™ () sobre
HP (),

Iviullm—j-172 < cjllullm, 0<j<m—1

donde c; son constantes independientes de .
El espacio nulo del operador traza v; es HJ* (),

v (H Q) =0, j=0,1,....,m— 1

Espacios de Holder

Sea () un conjunto abierto en R", vy 0 < o < 1. Una funcién f: Q — R
se llama continua Lipschitz si existe una constante positiva C' tal que

[f(@) = fWI < Clle —yll,  Vo,y e

Observe que esta condicién implica la continuidad de f. Ahora, f es continua
Holder con exponente « si existe una constante C' > 0 tal que f satisface la
desigualdad

[f(@) = fW) < Cllz —yll*,  Vo,ye

Si k > 0 es un entero, el espacio de Holder C**(Q) es el conjunto de las
funciones f € C*() tales que todas las derivadas parciales de orden k son
acotadas y Hoélder continuas con exponente a. Cuando v = 1, el espacio de
Holder C%1(2) consiste de todas las funciones continuas Lipschitz.
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1.2. Transformada de Fourier

En esta seccién se recordara la definicion y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definicién 1.2.1. Sea f € L1(R) y w € R. La transformada de Fourier de

f en w se define por
= / f(t)e “tdt.
R

/ @l ™)dt = / Ol = [l < oo
R R

se tiene que la transformada de Fourier estd bien definida. La aplicacion

f— f se llama transformacion de Fourier y se denota por F (F(f) = f ). La

funcién f es continua y tiende a cero cuando |w| — oo (Lema de Riemann-

Lebesgue). Es claro que F(a f +bg) = a F(f) + bF(g), para cada a,b € R.
En general f no es una funcion integrable, por ejemplo, sea

L <L
f(t)—{o, 1> 1.

1 —iw _ iw
I
-1 —wwW

sen w

- == ¢L(R).

Como

Entonces

Si f(w) es integrable, entonces existe una version continua de f y se puede
obtener la férmula de inversién de Fourier

() = FL(f(w)) = %/Rf(w)ei“tdw. (12.1)

La siguiente proposicién recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.
Proposicién 1.2.2. Sean f, g € L1(R), entonces

1. (Tof)(w) = e~ f(w), donde (T,f)(t) = f(t — a).

—

2. (Laf)(w) = (20 f)(w)
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4. Sie>0vygt)=glet) entonces g.(w) = e *g(w/e).

Otro resultado 1til es el siguiente: Si f, g € L1(R) N Ly(R), entonces
1 A
IflI3 = 2—/ |f(w)]Pdw (fSrmula de Plancherel) (1.2.2)
T JRr

(f9)2 = %/Rf(w)mdw (férmula de Parseval). (1.2.3)

Por extension, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
f € Ly(R). En virtud a que el espacio Li(R) N Ly(R) es denso en Lo(R).
Luego, por isometria (excepto por el factor 1/27) se define f para cualquier
f € Ly(R), y las férmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen validas para todo

f7 g€ L2 (R)
Si f es tal que [, [t|*]| f(t)|dt < oo, para algtin entero k > 1, entonces

%f(w) — /R(—z’t)kei”tf(t)dt. (1.2.4)

Reciprocamente, si [, |w|¥| f(w)]dw < oo, entonces

A

(iw)* f(w) = F(f*) (w). (1.2.5)

1.2.1. Serie de Fourier
Sea f una funcién 2r—periédica en R. Se escribird f € L,(0, 2) si
f<t>X[0,27r} (t> € Lp(oa 27T>7 P> 1.

Cualquier funcién f, 2r—periddica en R, tal que f € Ls(0,27), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en Ly (0, 27)

f(t) — cheint7

n

donde los coeficientes de Fourier son dados por

1 2 )
= — t)e "t
=g | I
Se puede verificar que si f € L;(R), entonces la serie

S(t) = f(t+ 2knm) (1.2.6)
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converge casi para todo t y pertenece a L1(0,27). Ademés, los coeficientes
de Fourier de S(t) estan dados por

= 5 (R) = F)R)

En efecto, para ver la expresién (1.2.6), basta probar que

/%Z{f(t + 2km)|dt < oc.

Para la segunda parte se calcula los coeficientes de Fourier
L [Z flt+ 2k7r)] ety
2m Jo 14 '
Intercambiando la suma con la integral se obtiene
1 2 . 1 2
— t+ 2km)e Mdt = —
S ) fevameta = o[

= - f(h)

mw(k+1) ‘
f(2)e **dz
k

La identidad de Green

Otro resultado que sera utilizado en la construccién de las funciones de
Green, es la identidad de Green.

Sean u y g dos funciones continuas a tramos y S una superficie cerrada
que contiene un sélido Q. Si vy ¢ son de clase C? sobre S, entonces

22 _ =,
/Q(gV u—uV g)dV-ji(gay uay) ds,

donde % es la derivada direccional en direccién al normal unitario exterior
vaSy Vu = Au es el Laplaciano de u. En efecto,

V- (gVu) = Vg-Vu+ gVu

V- (uVg) = Vu - Vg +uV3g
entonces

V. (gVu — qu)dV = / (gV2u — uV2g) dv.

Q Q
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Del teorema de la divergencia de Gauss se tiene

/V-FdV:fF-udS,
Q 5

para cualquier campo vectorial F. De donde

/ (szu — uV2g)dV = ]{(gVu — qu) -vdS
Q S

donde V(-) - v = %.
Otra identidad que es consecuencia del teorema de la divergencia y que

utilizaremos frecuentemente es la siguiente

—/ vV2udV = / Vu~VvdV—7§@vdS. (1.2.7)
Q Q S aV

La notacion O y o

La expresion f(x) = O(g(x)) significa que existe una constante positiva
M tal que |f(z)| < M|g(x)|, siempre que x — zo. En otras palabras, si
g(x) # 0 entonces |%] — M, cuando x — x. Se dice que f es de orden g
cerca de x = xg.

La expresion f(z) = o(g(x)) significa que lim,_,, % = 0.

[






CAPITULO 2

La ecuacion de Helmholtz

Las funciones de Green se usan principalmente para resolver ciertos
tipos de ecuaciones diferenciales parciales lineales no homogéneas, sin
embargo, algunas ecuaciones diferenciales parciales homogéneas pueden ser
solucionadas mediante esta aproximacion. Se puede decir que las funciones
de Green transforman una ecuacion diferencial parcial que representa un
problema fisico en una ecuacién integral de la funciéon de Green asociada
con la ecuacién diferencial parcial. La funcién de Green esta considerada
como una de las mas poderosas herramientas que tenemos para resolver
distintos tipos de ecuaciones diferenciales parciales, en particular la ecuacién
de Helmholtz como una aplicacion del area de dptica.

El objetivo entonces de este Capitulo, es estudiar la funcién de Green
como solucién de la ecuacién de Helmholtz. Ademas desarrollaremos algunos
resultados clasicos que se necesitan en el estudio de la funcion de Green para
la solucién de la ecuacién no homogénea de Helmholtz. El tema es bastante
clasico, y como tal lo desarrollamos por motivos de completitud siguiendo
[9, [13], [14], [24], [33], [41] y [45].

2.1. Solucion a la ecuacion de Helmholtz

Consideremos la ecuacién de onda 3—D

Pu 5
T Au=—q(t,x), xR’ t>0 (2.1.1)
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donde Au es el Laplaciano de u y ¢(t, ) es una fuente. Si q(¢, ) = q(z)e™™*
representa una fuente oscilatoria con frecuencia w, entonces el movimiento
completo se reduce a una onda moviéndose con la misma frecuencia w después
de un periodo inicial transitorio. Si escribimos las soluciones en la forma

u(t,z) = u(x)e ™"

entonces al sustituir en la ecuacion (2.1.1) se obtiene la ecuacion de Helmholtz
en 3—D

(A + Eu(z) = —f(z), (2.1.2)
donde k =w/cy f(z) = Hq(x).

La funcién u(z) satisface esta ecuacién en algin dominio Q C R?, con
frontera I' = 09, la cual supondremos de clase C2. En muchas aplicaciones,
el dominio €2 usualmente representa un obstaculo en el cual un campo de
onda incidente es dispersado, por esta razén nos referiremos a {2 como el
obstaculo.

Ademds, supondremos que la ecuacién (2.1.2) satisface alguna condicién
de frontera dada; como también la condicién de radiacién de Sommerfeld:

lim r(0,u — iku) = 0, (2.1.3)
donde r = |z| es la norma Euclidea. Este limite es uniforme en todas

las direcciones. Esta condicion fisicamente establece que la solucién se
comporta bien con el “alejamiento” de las ondas generadas por la fuente.
Matematicamente, se requiere para que el problema exterior tenga solucién
Unica. El limite anterior, usualmente se escribe

Opu — iku = o(1/r), r — 00

entendiendo que un limite radial es uniforme a lo largo de todos radios.
Las condiciones de frontera mas comunes son

» la condicién de frontera de Dirichlet u|pr = hy,

» la condicién de frontera de Neumann 0, u|r = hq, acd d,u es la derivada
normal de u en la direccién de la normal exterior v,

s la condicién de frontera de Robin, es una combinacién lineal de las
condiciones de Dirichlet y Neumann.

R2\ 0
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Podemos resumir lo anterior para el caso donde Q C R?, diciendo: dado el
dato h: T'— C y la funcién u : R? \ Q — C que satisface

(A + E)u(z) = 0, r€R*\ Q (2.1.4)
Bu(xz) = h(z), zel (2.1.5)
Ou—iku = o(l/r), r — oo uniformemente, (2.1.6)

donde el operador B representa una de las condiciones de frontera antes
mencionadas: Dirichlet, Neumann o Robin. Comentemos también que el
espacio de funciones en donde el dato y la solucién viven, depende si
consideramos soluciones en el sentido clasico o débil. En la teoria clésica,
las soluciones que satisfacen (2.1.4) - (2.1.6) se encuentran en el espacio
C2R%\ Q) N C(R?\ Q), en el caso de un problema de Dirichlet. Para el
problema exterior, con condiciones de frontera de Neumann, se requiere que
u posea derivada normal en la frontera, en el sentido de la convergencia
uniforme, es decir, el limite

exista uniformemente en I', v(x) es el normal unitario exterior a ' en z.
Suponemos también que h € C(I") para el dato.

2.1.1. Construccion de la funcion de Green

A continuacion se presentara la forma de obtener la funcién de Green en
dos y tres dimensiones. Para ello se definira la funcién de Green g como una
solucién fundamental de la ecuacién (2.1.2), esto es, reemplazando el término
fuente por la medida de Dirac, que representa un punto fuente en 7.

Consideremos la ecuacién de Helmholtz en R?

(A + k*)g(rlro) = —8(r — ro) (2.1.7)
sujeta a las condiciones de frontera
g(r|ro) — 0, g.(rjro) = 0 cuando |r| — oo,
donde r y 74 son vectores de posicién en R?. Recuerde que

d(r—r1o) =0(x —x0)0(y — yo)-
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También nétese que g es una funcién de la longitud de la trayectoria |r — ro|.
Para la solucién de la ecuacién (2.1.7) expresamos g y 0 como transformadas
inversas de Fourier, con R = r — rg y se obtiene

g(R) = (2%)2 /R2 G(v)e™ Bdv (2.1.8)

(R) = (2;)2 /R2 e By,

Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuacién (2.1.7) se tiene

b 212 wr, _ L / iR
)2 /RQ( v:+ k7)G(v)e tdy = 2n)? Rge dv

de donde

Al reemplazar en (2.1.8) se obtiene

1 eiv~R
9(F) = G Joe 2 =20

En coordenadas polares esta integral se expresa como

1 ™ o0 eichos@
g(R) = (27)2/0 /OO ’[}2 — k‘2 vdvdb.

Integrando primero sobre v y usando el teorema del residuo de Cauchy [43]

tenemos S
ZeZZ COS .
dZ — iﬂ_elkJRCOSQ
j{C (z+Ek)(z—k)

donde el contorno de integracién C' se escogié de manera que encerrara uno
de los polos en z = k. La ecuacién anterior es precisamente una expresion
para la funcién de Green saliente, en la cual la onda se propaga de un punto
de perturbacion en rg. Una solucién para el polo en z = —k dard una solucién
que representa un campo de onda convergiendo en ry. La funciéon de Green
saliente es usualmente el resultado fisicamente mas significativo. De este
modo, la funcién saliente de Green puede escribirse en la forma

g(R) ¢ / 6z'chos Ode
0

T 4r
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Escribiendo la funcién de Green en esta forma permite emplear el resultado

1 [,
H(()l)(kR) — _/ SZkRCOSOdQ,
0

™

donde H(()l) es la funcién de Hankel (de primera clase y de orden cero) [50].
Esta es la representacién integral para la transformada Hankel y ésta se puede
usar para escribir la funcién de Green en dos dimensiones como

l

g(r|re) = 4H(()1) (k|7° — ro\).

Una forma 1til de esta funcién es su aproximacién asintética [32]

H(gl)(kR) o~ 2e’“’/‘lﬂ,

T VER
esta expresion es valida cuando kR > 1. Esta condicion significa que la
longitud de onda de la onda originada desde ry es muy pequena comparada
con la distancia entre r y r( lo cual es fisicamente razonable en muchos casos
y asi la funcion de Green de dos dimensiones puede usarse de la siguiente
forma :
1 in /4 ezk\r—r(ﬂ

g(r|re) = \/8_7r€ \/m.

En tres dimensiones, el espacio libre de la funcion de Green esta dado por
la solucion a la ecuacién

(AN + kg =—6(z), xR (2.1.9)

donde g(x|zg) es la funcién de Green. Usando coordenadas esféricas el
Laplaciano en 3—D, se expresa en términos de la coordenada radial r

2
Ag = Grr + ;gra (2110)
luego (2.1.10) toma la forma
1 0/ 4,09 9
— |\ k*g=—6 2.1.11
r2 Or <r 37“) Try (), ( )

con 0 < r < ooy la condicién de radiacién (2.1.3).
Para r > 0, la funcién g satisface la ecuacion homogénea
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o equivalentemente,
2

w(rg) + k*(rg) = 0.

Esta ecuaciéon admite una solucion de la forma

rg(r) = Ae'*" 4+ Be ™

ikr —ikr
Y S S (2.1.12)

r)y=A
g(r) . "
donde A y B son constantes arbitrarias. Para que se satisfaga la condicién de
radiacién, debemos escoger B = 0. Luego la solucién (2.1.12) se transforma

en

para determinar A, se integra la ecuacién (2.1.9) sobre una superficie esférica
de radio €, S,. De la definicion de la funcién delta, esta integral debe ser igual
a

lm [ (A + kg(r)dV = -1, (2.1.13)

=0 Jy
donde dV = 4mr?dr. Sustituyendo (2.1.12) con B = 0 obtenemos

47 Alim [ / A
e—0 0

La segunda integral se anula, mientras el término restante es integrado por
medio del teorema de la divergencia de Gauss, con

Fe V(Ae““”> _ 0g(r) _ éeikr(ik 3 1>.

r or r r

eikr €
r2dr + kz/ e’k’”rdr] = —1.
r 0

De donde,

. 99 . 1 Ayt 1 B
lim [ Slds =lim [ = (zk—;)dS_—l,

e—0 S. r e—0 S. r

de lo cual se obtiene A = ﬁ, cuando € — 0. En consecuencia, la funcion de

Green toma la forma N
1RT

9(r) = Ay’

Esta es la funcion de Green de espacio libre. Fisicamente, esta funcién
representa el alejamiento de ondas esféricas radiando siempre desde la fuente
en el origen.
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Con un punto fuente en rg, la funcién de Green es dada por

eik|7“*7“0\
9(riro) = 4r|r — 1ol
donde r vy ry son vectores de posicién en R?. Finalmente, cuando k = 0, este
resultado se reduce a la funcién de Green para la ecuacion de Poisson en
3—D.

Observe que la funcién de Green es singular. En tres dimensiones, la
funcién de Green es singular espacialmente cuando r = ry, mientras que en
dos dimensiones, la funcién de Green es una funciéon Hankel, cuyo argumento
es k|r — ro| y tiene los dos tipos de singularidades: la espacial y la temporal,
éstas se presentan en k =0 o r = ry.

2.1.2. Funcién de Green como solucion de la ecuacion
de Helmholtz

El propésito de esta seccién es encontrar una soluciéon para la ecuacién
de Helmholtz no homogénea. Pero como motivacién, analicemos el caso para
el campo de onda u(x) generado por una fuente arbitraria f(x).

En tres dimensiones se busca entonces resolver la ecuacién

(A + Eu(r) = —f(z), reV CR? (2.1.14)

donde V' es el volumen de la funcion fuente la cual tiene soporte compacto.
Es importante hacer notar que se supone la fuente como —f en vez de +f,
en coherencia con la definicién de la funcién de Green donde se supone por
conveniencia el término —4. Se sabe que la ecuacion para la funcion de Green
esta dada por

(A + E*)g(z|20) = —0(2 — 20). (2.1.15)

Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.1.14) por g, los de la ecuacién
(2.1.15) por u y restando los dos resultados obtenemos

gAu—ulNg = —gf + ud. (2.1.16)

Suponemos que la fuente esta confinada en una region infinita del espacio
con un volumen finito V', mientras que fuera de esta region se supone que la
funcion fuente es cero. Integrando la ecuacion (2.1.16) sobre V' y teniendo en
cuenta que

/u(x)d(x — 20)dV = u(x)
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se obtiene el siguiente resultado

u(xo) / f(z)g(z|xo) dV—I—/V[g(ﬂxo)Au(x) — u(a:)Ag(x|x0)] dv.

Como en esta expresiéon la funcion u aparece en ambos lados, entonces dicha
ecuacién no es propiamente una soluciéon para u. Para obtener una solucion
en términos de cantidades conocidas, podemos simplificar el segundo término
usando la identidad de Green

/ (9Au — ulg)dV = j{(gVu —uVyg)-vdsS,
% S

donde S es la superficie que contiene el volumen V' y v es el normal unitario
exterior a S. Ademas, si imponemos las condiciones de frontera homogéneas
de Dirichlet y Neumann sobre la superficie S se tiene

j{(gVu —uVyg)-vdS =0.
s

u(wo) / f(x)g(x|zo)d

El método descrito para encontrar el campo de onda no homogéneo, se
puede aplicar para resolver la ecuacién de Helmholtz no homogénea

En consecuencia,

(A + B)u(z) = =Ky (z)u(x), z€R® (2.1.17)

donde v es una funcién no homogénea la cual es responsable de la dispersion
del campo de onda u, y por tanto se llama algunas veces como el dispersor.
Usualmente se considera de soporte compacto.

Teniendo presente el anterior desarrollo, la solucién con f(x) =

k*y(z)u(x), es dada por

u(zy) = k? /V gyudV + ji(gVu —uVyg)-vdS.

Para calcular la integral de superficie, se debe escoger una condicion para el
comportamiento de u sobre la superficie S de 7. Considere el caso donde el
campo de onda incidente u;,. es una onda plana simple con amplitud unitaria
e™®® que satisfaga la ecuacién de onda homogénea

(A + k) Upe(r) =0, € R
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Escogiendo la condicién u(x) = ue(x) sobre la superficie de +, obtenemos

u(zy) = k? /V gyudV + ji(gVumc — UincVg) - v dS.

Ahora, usando la identidad de Green transformamos la integral de superficie
en una integral de volumen

S 14

Notese que
Auinc = _k2uinc y Ag =—0— kzga

de lo cual se obtiene
/ (gAuznc - uchg)dV - /5uzncdv = Uine-
\%

Por tanto, escogiendo el campo u igual al campo de onda incidente u;,. sobre
la superficie de v, obtenemos una solucién de la forma u = ;e + Uscar, donde
Useat = k> fv gyudV. El campo de onda ug., frecuentemente se conoce como
el dispersor.

Observaciéon 2.1.1. Un hecho de resaltar en el estudio de las funciones de
Green es la propiedad de simetria. Esto es, si 2; y x5 son dos puntos de R3,
entonces

g(w1]x2) = g(w2|71).

En efecto, consideremos las ecuaciones

(A + E)g(x]zr) = —0(z — x1)
y

(A + k) g(a|rs) = —0(x — x2).

Entonces

g(xlz) Ag(aley) — g(zler) Ag(xlee) = g(zfr1)d(x — x2) — g(a|z2)d(z — 21).

Integrando sobre V' C R3, y usando la identidad de Green con las condiciones
de frontera homogéneas de Dirichlet y Neumann sobre la superficie de V' se
tiene

/Vg(x\xl)é(x —x7)dV — / g(x|z)d(x — 29)dV =0,

1%
de donde

g(x2|r1) = g(x1]22).
Esto significa que la propagacién de una onda de un punto x; a un punto x,
es lo mismo que la propagacién de una onda de x5 a ;.
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2.1.3. La condicion de radiacion de Sommerfeld

La condicién de radiacién de Sommerfeld es una condicién de frontera
extra para el problema exterior de Helmholtz con el fin que la solucion
encontrada sea unica. [lustremos como es usual en este trabajo, considerando
la ecuacién de Helmholtz en R?

Au+ E*u =0

sobre el exterior del disco de radio a y centro en el origen, sujeto a la condiciéon
de frontera u(a, ) = ¢ (constante). En este caso, la solucién es una funcién
completamente radial que satisface la ecuacién de Bessel de orden cero

1
Upr + =y + k*u = 0,
r

Las dos soluciones linealmente independientes de esta ecuacién son las
funciones de Hankel de orden cero H(()1 (kr)y Héz)(kr) de primera y segunda
clase, respectivamente (ver p.e., [50]). Por tanto, las dos soluciones distintas
del problema de frontera estan dadas por

uy(r) =

C

HSY (ka)

C

(2)
——— Hy7 (kr).
H((]Q) (ka) 0 ( )

HO(kr) vy uslr) =

Fisicamente, la primera solucién u; representa una onda saliendo mientras
us es una onda entrando. De las dos, solamente u; satisface la condicién de
radiacion de Sommerfeld, y en virtud del comportamiento asintético de las
funciones de Hankel para un argumento grande se tiene

(k) = | el o( )], r oo

Por tanto, agregando la condiciéon de Sommerfeld, el problema de frontera
para la ecuacién de Helmholtz en el exterior del disco, tiene solucién tnica.

La condicién de radiacién fue formulada por Arnold Sommerfeld en 1912
en su articulo [44] sobre la funcién de Green de la ecuacién de Helmholtz.
Comenzando con la observacién que, en contraste al potencial teérico (k = 0),
la ecuacion de Helmholtz posee funciones propias de espacio libre que se
anulan en infinito, Sommerfeld concluye que anularse en el infinito no es
condicién suficientemente fuerte para garantizar la unicidad de las soluciones
del problema de frontera exterior para la ecuacién de Helmholtz. El explica
esto interpretando las soluciones de la ecuacion de Helmholtz como la parte
espacial de las soluciones de tiempo armonico de la ecuaciéon de onda.

Existe también una interpretacién de la condicién de radiacion en
términos de flujo de energia [16, Vol. 1, pp. 645]. Para ver esto, consideremos
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la ecuacién de onda independiente del tiempo y supongamos que v es una
solucion suficientemente suave de

Utt—A’U:O, en QXR,

donde €) es un dominio acotado regular. Después de multiplicar la ecuacion
por 7, e integrando sobre €2, aplicando el teorema de la divergencia, tomando
las partes reales y haciendo uso de las identidades

10

28t\Vv|2 = Re V7; - Vo,

——’Ut‘Q = Revvy vy

se obtiene la identidad
o [1 9 9 _ov
&/Q§<|Ut| + Vol )dx—Re/th%dS— 0. (2.1.18)

Observe que

10, 1, _ _
55(%%) = é(vttvt + VU
1

= 3 (UttU_t + Uttv_t) = Revvy.

De manera analoga se prueba la otra identidad. Ahora, definiendo las
cantidades

1
Fo(v,t) = §/Q<lvt|2+]Vv\2>da:
Ir(v,t) = —Re v_t%ds.

r

La primera expresién representa la energia de la onda contenida en €2 en el
tiempo ¢, mientras la segunda representa el flujo hacia afuera de la energia
a través de la frontera de € en el instante ¢. Por tanto, la ecuacién (2.1.18)
establece que

0

aEQ(U7 t) + ]F(U7 t) - 07

es decir, la energia que crece en el dominio es balanceada por su flujo
hacia afuera a través de la frontera. Retornando al caso de tiempo armoénico
v(z,t) = e~*u(z) obtenemos

Eq(v,t) = Equ) = %/(/{QMQ + ]VuP)dx
Q
o B . _O0u
Ip('l),t) = IF(U) = —Re[’lk’/r’u%dS},
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es decir, la energia en el dominio es constante y por tanto el flujo Ir(u)
debe anularse también. Ahora aplicaremos este resultado a un problema
exterior. En efecto, supongamos que {2 contiene al conjunto compacto K
y sea ¥ = Q\ K, en [16] se prueba que, dado cualquier dominio regular €2
tal que K C Qp C Qg C , entonces si u es una solucién de la ecuacién
homogénea de Helmholtz en €', la cantidad

I(u) == —Re [zk; /F E%ds}

es independiente de la eleccion de €. I(u) se llama el flujo de energia de u
y la solucién u saldrda o entrard dependiendo de si I(u) > 0 o I(u) < 0.
La siguiente proposicién demuestra que, si la condicién de radiacién de
Sommerfeld se tiene, entonces la solucion estd saliendo.

Proposiciéon 2.1.1. Sea u una solucion de la ecuacion homogénea de
Helmholtz Au+ k*u =0 en R\ K, K un compacto y sea Uy la frontera de
la bola de radio R alrededor del origen. Si u también satisface la condicion
de radiacion de Sommerfeld, entonces I(u) > 0, en particular,

I(u) = k* lim |u|?dS. (2.1.19)

R—oo Tr

Demostracion. Para R suficientemente grande, se obtiene

I(u) = —Rez'k‘/ uu,dS
Ir

- —Re[z'k/ (ur—iku)ads} +k2/ wf2dS.  (2.1.20)
I'r T

R

Nétese que —Re[ik Jr,, —ikut dS] = —k? [, |u[*dS. Aplicando la desigual-
dad de Schwarz se tiene

1/2 1/2
‘Rez‘k/ (ur—iku)ﬂdS’g(/ ‘ur—ikude) (;g/ st) ()
Tr Tx Tr

Al aplicar la desigualdad triangular a (2.1.20) y usando la iltima desigualdad
se obtiene

kz/ lul*dS < \I(u)\—l—‘Rez’k’/
I'r

I'r

1/2 1/2
< |I(u)| + (/ |u, — i/{:u‘zdS) (k2/ |u)? dS)
I'r I'r

1
< u(u)|+/ |uT—iku‘2dS+—k2/ lu| dS,
I'r 4 T'r

(u, — iku)ﬂdS‘
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en el 1dltimo paso se aplicé la desigualdad ab < a? + (%b)z, para a,b > 0,
agrupando términos se tiene

/\u’2d5'< (\I( /|ur—zku‘ dS)
I'r

Si R — oo y en virtud que u satisface la condicién de Sommerfeld, la ultima
desigualdad demuestra que &? [ |u|*dS estd acotada cuando R — oco. Asi,
(2.1.20) y () implican (2.1.19). O

La prueba que la condicién de radiaciéon implica unicidad se encuentra en
[16, Vol. 1, pp. 651].

2.1.4. EIl método de la ecuacion integral

En el estudio de la teoria del potencial clasica, en el caso k = 0, el primer
resultado de existencia y unicidad concerniente a problemas de frontera para
la ecuacion de Helmholtz, viene de la teoria de las ecuaciones integrales.
Por tal motivo presentamos en este apartado una descripcién del método
de las ecuaciones integrales en la solucion de la ecuacién de Helmholtz. Las
pruebas de los teoremas citados se encuentran en [9]. Es de notar también que
la ecuacion de Helmholtz se puede estudiar a la luz de la teoria de problemas
de frontera de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden (ver p.e.,
[21], [23], [33], [34] o [47]).

El método de la ecuacion integral se basa en buscar soluciones de la
ecuacion de Helmholtz en cualquiera de las formas

o(z) = (59)(z) = / ooy p(y)dS,, = ¢T (2.1.21)
w(zr) = (f(@/})(m) = A agi—:(vg)@/}(y)dSy, x g7, (2.1.22)
donde
glaly) = TH" (Kle —yl), = #y

es la funcién de espacio libre de la ecuacién de Helmholtz y Hél) es la funcién

de Hankel de primera clase y orden cero. Las funciones ¢,¢ € C(I') son
usualmente referidas como densidades y S y K son los operadores de una y
doble capa, respectivamente. Las funciones v = Sgp y w = Kt en (2.1.21)
y (2.1.22), se conocen como potencial de una y doble capa, respectivamente,
son soluciones analiticas de la ecuacién de Helmholtz y satisfacen la condicion
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de radiacién de Sommerfeld [48]. El comportamiento cuando « se aproxima a
la frontera estd dado por las condiciones de salto [29]. Esto es, para funciones
definidas en una vecindad de I' definimos para x € I’

uy(z) = lim u(y) y u_(x) = limu(y).

Yy—x Yy—x

yER2\Q yed

El siguiente teorema recoge algunas propiedades de los potenciales de
capa, la prueba se encuentra en [9)].

Teorema 2.1.2. Los potenciales de capa (2.1.21) y (2.1.22) tienen las
siguientes propiedades:

1. El potencial de una capa v con densidad ¢ € C(I') es uniformemente
continuo Holder en R* con |[v|lage < c(a,1)]|¢]lar,Va € (0,1) y
alguna constante (o, ). En particular, v es continuo a través de T'.

2. El potencial de doble capa w con densidad ¢ € C(I') se extiende
continuamente desde € a Q y desde R?\ Q a R*\ Q con valores limites

dg(zly)
r 6’1/(@/)

La integral existe como integral impropia.

wiz) = V()dS, & Jo(x), e

3. Para el potencial de una capa v con densidad ¢ € C(T") se tiene

v, [ dlaly)
61/( ) /1“ ov(y)

donde nuevamente la integral existe como integral impropia y la

derivada normal se entiende en el sentido de la convergencia uniforme
de

1
@@M%¢§w®,x€F

Ove, . Ov(x+av(z))
E(x) o clzl—r% ov(x) '
a>

4. Para el potencial de doble capa w con densidad ¢ € C(I") se tiene

ow, ow_

Con estas condiciones de salto, podemos utilizar la ecuacién integral con
una de las densidades consideradas (¢ o 1) para que el potencial resultante
resuelva el problema de frontera exterior en consideracién [12]. La conjetura
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clasica para el problema exterior de Dirichlet, esta en buscar la soluciéon en
la forma de potencial de doble capa, mientras que para el problema exterior
de Neumann esta en encontrarla como el potencial de una capa, en virtud en
que las dos aproximaciones conduciria a una ecuacién integral de Fredholm
de primera clase [38].

Comencemos con el problema exterior de Dirichlet, y veamos que para
v(xz) = h(x), x € I se tiene

ha) = o) = | f)é"i—g?qﬁ(y)dsy + %W), rel (2.1.23)

de acuerdo con el Teorema (2.1.2). De igual manera, para el problema exterior
de Neumann, la condicién de frontera requerida es

h(z) = %L;(x) - /F aagifg)ga(y)dsy ¥ %go(x), zel. (2.1.24)

Multiplicando por dos ambas ecuaciones, obtenemos las ecuaciones integrales
clasicas

(I+K)yp = 2h (2.1.25)
(I-K% = 2h, (2.1.26)

donde los operadores integrales K y K* son definidos por

(K¢)(z) = 2 Fagi—"é‘;;)@u(y)dsy, rel (2.1.27)
(K*¢)(z) = 2 /F agif;;)@(y)dsy, zel. (2.1.28)

También usaremos otros dos operadores integrales definidos por

(Sg)(x) = 2 / g(=ly)p(y)dS,, zeT (2.1.29)

. 0 dg(z|y) .
(TY)(x) = 2(%(:5)/F S0y VWS, T €T (2130

El operador S se llama el operador de una capa, K el operador de doble
capa v T se conoce como operador hiper-singular. El dominio para T es
el subespacio vectorial N(I') de todas las funciones ¢ € C(I') tales que el
potencial de doble capa con densidad ¢ tenga derivada normal a ambos lados
de I'. En el siguiente teorema se resumen las propiedades de estos operadores.
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Teorema 2.1.3. Las propiedades de los operadores integrales S, K, K* y T
son las siquientes:

1. Los operadores S, K y K* son compactos en C(T') y C%*(T') para
0 < a < 1. Los tres son operadores continuos de C(T) en C%%(T).
S y K se mapean continuamente de C%*(T) en C1*(T).

2. S es autoadjunto, K y K* son mutuamente adjuntos en el sistema dual

definido en C(I') x C(T') con
(o) = [ovds,  pwer,
r

3. El operador T es autoadjunto y no acotado de N(I') a C(I'). T es
acotado de C1*(T") a C%*(T).

Demostracion. Ver [9]. O

En el problema de frontera de Robin, la condicién de frontera en I'
esta dada por
ou
v
con 7 € C(I'). Cuando la solucién se encuentra como un potencial de una
capa, la correspondiente densidad ¢ € C(I') se necesita para resolver la
ecuacion integral

+yu=h en T

o — K¢ —~vSp = —2h. (2.1.31)

El método de la ecuacion integral reduce los tres problemas de valor de
frontera a tres ecuaciones integrales (2.1.25), (2.1.26) y (2.1.31). Como Sy
K son operadores compactos, la solubilidad de estas ecuaciones integrales
estd completamente descrita por la alternativa de Fredholm (ver p.e., [20]
o [40]), que establece, para operadores compactos adjuntos A y A* los
operadores I + A y I + A* son o ambos biyecciones o sus espacios nulos
tienen la misma dimensién y sus rangos consisten de todas la funciones que
son ortogonales al espacio nulo del operador adjunto. Los adjuntos de los
operadores [ + K y I — K* aparecen en la ecuacion integral para el problema
exterior tanto de Dirichlet como el de Neumann. De manera mas explicita, la
alternativa de Fredholm en su forma més simple establece que si K : H — H
es un operador compacto, donde H es un espacio de Hilbert, entonces

i) o bien I + K es invertible con inversa continua,

ii) o ker(I + K) es finito dimensional e Im(I + K) = ker(I + K*)* tiene
la misma dimensién finita.



2.1 Solucién a la ecuaciéon de Helmholtz 37

En el segundo caso, existen funciones 1, ...,1¥x que forman una base del
complemento ortogonal de Im(I + K)* tal que la ecuacién ¢ + K¢ = ¢ es
soluble si y sélo si ¢ es ortogonal a 1; para todo i. Por tanto, la primera parte
de la alternativa de Fredholm garantiza la existencia para las soluciones del
problema exterior, siempre que tengamos la unicidad para el correspondiente
problema interior.

Finalmente, citamos un teorema de representacién de Green para las
soluciones de la ecuacion de Helmholtz.

Teorema 2.1.4. Sea u € C?(Q) N C(Q) una solucion de la ecuacion de
Helmholtz

Au+ Ku=0

en  con derivada normal en I' = 0 en el sentido de la convergencia
uniforme. Entonces

Lo = atelgorslas, ={ " TS 5

Sea u € C*(R?\ Q) N C(R?*\ Q) una solucién de la ecuacion de Helmholtz

Au+ k=0

en 0 con derivada normal en I' = 0Q en el sentido de la convergencia
uniforme y satisface la condicion de radiacion de Sommerfeld. Entonces

/F[“(y) aé’i@'ﬁ) —9 (‘”|y)af?y)}dsy = { ?[@;), v R \ O

Demostracion. Se bosqueja en los desarrollos del apartado 2.1.2 o ver [9]. O

En particular, el teorema de representacién demuestra que cualquier
solucion de la ecuacién de Helmholtz se puede expresar como la combinaciéon
de un potencial de una y doble capa, cada cual con una densidad diferente.

2.1.5. Problema modelo

A manera de ejemplo, consideremos el problema exterior para la ecuacion
de Helmholtz con respecto al disco de centro en el origen y radio a. Este
problema tiene la ventaja que se puede resolver por separacién de variables,
y por tanto, se puede utilizar como test para aproximaciones numéricas.
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El problema completo se puede escribir en coordenadas polares como

1 1
Uy + ~Up + —ugg + K*u = 0, r>a
r r
Bu(a,0) = h(0) (2.1.32)
ou
—(R,0) = (B R.0O
YU R0) = (Bau)(R0).

donde B es un operador diferencial en la direccién radial de orden al menos
uno dependiendo de la condicién de frontera impuesta en r = a y B es un
operador que se puede expresar en términos de los operadores integrales S,
K, K* y T introducidos en el apartado anterior [10]. El método de separacién
de variables u(r, ) = F(r)G(#) nos conlleva a las funciones trigonométricas

Gn(0) = ™, n ez

en la variable angular, lo cual implica que las correspondientes funciones Fj,

satisface )

1 n
F'(r)+ =F'(r) + <k:2——>F =0.
() + - F(r) ) F@)
Claramente, esta es una ecuacion de Bessel de orden n, cuyas soluciones

linealmente independientes son las funciones de Hankel de orden n, Hfll)(kr)

y Hflz)(kr), de primera y segunda clase, respectivamente. Luego la solucién
es de la forma

u(r, ) = Z [aanll)(kT) + anff)(k;T)}ei”g,

nez

donde los coeficientes a,, y b, se determinan con las condiciones de frontera.
La condicién de frontera DtN (aplicacién Dirichlet-Neumann) en r = R
determina

2" (kR ‘
( ) Un(R) ezne
2m )
R Pl / u(R, €)eO9dg
n ) Jo
observe que los coeficientes de Fourier estan dados por

1

" or

2
Un(R) /0 u(R,0)e ™ dp.
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Notese también que By es un operador en el espacio de las funciones definidas
en [0,27]. Ahora bien, igualando coeficientes de Fourier se tiene

HY (kR)
HY (kR)

que implica b, = 0 cuando usamos la relacién del wronskiano (ver [32])

kla,HY (kR) + b, HP (kR)] = k [an HV (kR) + b, H{P (kR)],

HO()HP (2) Y () HP (2) =
Por tanto, la condicion de frontera DtN rechaza las soluciones entrantes sin
importar la condiciéon de frontera en el disco, ésta solamente especifica los
coeficientes a,,.

Como estamos principalmente interesados en problemas de ondas planas
dispersivas, consideremos entonces el dato de frontera como una onda plana
incidente u™(r, ) = e <% propagédndose en la direccién positiva del eje .
Si la condicién de frontera en el disco esta dada por

Buf" = ul’ + knu't = 0

para el campo total, entonces

inc

Uy + knu = —u" — knu™, r=a

para el campo disperso u. Si ahora usamos la expansién de Jacobi-Anger [10]

ezkrcos@ Z nJ (k’T) m@

ne”

donde J, denota la funcién de Bessel, el campo disperso es entonces

ulr _ Ju(ka) +nJy (k:a) (1) (Jep) ein?
" Z Y (ha) 4 g (ka)
J! (k:a) 7. (ka)
_ i n (D) (fer) ein?
2" k) o)
T + H (ka)

y cuando 17 — 00, se obtiene la solucion del problema de Dirichlet

n In(ka) ,
u(r,0) = = " H (k).
(r,0) Z H,sl)(ka) (kr)

nel
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2.2. Métodos de aproximacién

En esta seccién consideraremos las técnicas de aproximacion como la de
Wenzel-Kramers-Brillouin (WKB), la de Rytov y un método de perturbacion
(ver p.e., [4], [5], [27], [28] y [46]) para solucionar ecuaciones de onda no
homogéneas, tomando en nuestro caso particular la solucién de la ecuacion
no homogénea de Helmholtz. El método WKB se fundamenta en el siguiente
hecho: “Si la longitud de onda de un campo de onda u es muy pequeno
comparado con las variaciones en 7 entonces se puede introducir una
aproximaciéon adecuada que nos de una solucion apropiada”. Una idea similar
se utiliza para la aproximaciéon de Rytov. En ambos casos, el resultado
esta basado en el uso de una transformacién tipo exponencial donde una
solucién de la forma A(r)e**™) o més precisamente A(r)e*™ es considerada,
la cual es andloga a una solucién de una onda plana del tipo Ae™T.

Los métodos de aproximaciéon de WKB y de Rytov se basan en la idea
planteada por Huygens, donde sugiere que las propiedades de la reflexién y
la refraccion de la luz pueden ser explicadas mediante una sucesion de frentes
de onda que se extienden fuera de una funcién fuente como un rizo de onda
que resulta del tiro de una piedra en el agua y deja cada punto del frente de
onda como una nueva fuente de perturbacion (ver p.e., [4]).

2.2.1. La aproximacion WKB

Consideremos la ecuacion diferencial

92
(— + k2>u(x) = —k*y(z)u(z) (2.2.1)
la solucién en funciéon de Green para esta ecuacién esta dada por

U = Uipe + Uscat

donde u;,. es el campo de onda incidente y w4, estd dado por

st (0) = K2 / (2)g(z|zo)u(z)de.

En lugar de considerar la solucién como la suma de dos campos de onda ;.
Y Useqr hacemos la transformacion

() = Ugne(2)e* ™. (2.2.2)
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.2.1) y derivando obtenemos

s
0x?

Ui 05 OUipe Os
+ + inc(

- = k2 inc — _kz inc:
Ox? or Ox ox i T

2
) + Uine
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Si consideramos u;,. como una soluciéon para

2
a Uine

0x?

+ kzuinc - 07

es decir, uin. = €*** entonces derivando u;,. y agrupando términos tenemos

ds 0s\20%s
2iko= + () 55 =~k 2.2.3
ox * Jx/ Ox? 7 ( )
Obsérvese que ésta es una ecuacion no lineal de Riccati para s y si
introducimos la condiciéon que la longitud de onda A = 27” sea lo

suficientemente pequena comparada con el espacio sobre el cual varia s,
entonces el término no lineal y la segunda derivada se pueden ignorar y
podemos escribir

ds

2ik— = —k

dx 7
cuya solucion general (sin considerar la constante de integracion) esta dada
por

ik [*

s(x) = 3/ ~y(v)dv.

Asi la solucién para u estd dada por

W(x) = Upee? T = giklety [T(w)dv)

y se conoce como la aproximacion WKB para la ecuacion de Helmholtz.
Observe que esta aproximacién se fundamenta en el hecho que si k es lo
suficientemente grande comparado con las magnitudes de los términos

2
@) > o

entonces en la ecuacién (2.2.3) los términos que interesan son

221@(%) y  — k.

En otras palabras, si L es la longitud escalar caracteristica sobre la cual s
varia entonces % < 1. La soluciéon describe un campo de onda plano cuya
fase kx estd modificada por g [ ~dz.
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2.2.2. La aproximacion de Rytov
Consideremos la ecuacion tridimensional no homogénea de Helmholtz
(A + E)u(r) = —k*y(r)u(r), reV CR. (2.2.4)

Ahora, si sustituimos u = w;,.® en la ecuacién anterior y derivamos,
obtenemos la siguiente ecuacion no lineal de Riccati

Ns+ QVUW Vs + Vs Vs =—k%y (2.2.5)

Uine

donde u;,. se toma de tal forma que satisfaga la siguiente ecuacion
Auz‘nc + k2uinc - O, (226)

es decir, u;. = e™*. Supongamos que s varia lo suficientemente lento para
que el término no lineal Vs - Vs se desestime en relacién con los otros
términos, entonces de la ecuacién (2.2.5) multiplicindola por u;,. se obtiene
por aproximacion, la siguiente ecuacién, denominada aproximacién de Rytov

Uine NS + 2V Uine - Vs = —k2Yine. (2.2.7)

Para obtener la solucién en funcién de Green de la ecuacion (2.2.7), se hace
el cambio de variable s = — y al derivar se obtiene
-

1
Wine NS + 2V Uine - Vs = Aw + 2uip.Vw - V( ) + umch<

Uine Uinc
inc 1
+ QVU -Vw—i—Zqumc-V( )
Uine Uinc
= Aw + kw.
De este modo, la ecuacion (2.2.7) se reduce a
Aw + Ew = —E*yuipe. (2.2.8)

Asi, la solucion en funcion de Green de la ecuacion (2.2.8) sujeta a condiciones
de frontera homogéneas es

w(re) = K /V Uine(r)y(r)g(rlro)dr.

por tanto,
k,2
s(ro) = / e (P)1(P)g (o) dr-
Vv

Uine
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En consecuencia, al sustituir este valor de s en (2.2.2) se obtiene

u(ro) = Uinc(r0>€$2(’“0) Jy wine(n)y(rg(riro)dr

Notese que si escribimos este resultado en la forma

k?2
u = umc<1 + / UineYgdr + - - >
Uine Vv

= uinc+k2/ uincvgdra
\%4

se obtiene una solucién aproximada a la ecuacion de Helmholtz, que se llama
la aproximacién de Born.

A continuacion analizaremos bajo que condicién el método de Rytov es
valido. Para ello consideremos la solucion en funcién de Green incluyendo el
término no lineal Vs - Vs. En este caso estudiamos la ecuacién (2.2.5), esto
es,

Uine NS + 2V Uine - Vs = —k*YUine — Uine Vs - Vs.

w

Ahora, al sustituir s = en el primer miembro de esta ecuacién obtenemos

Aw + ka = _szyuinc - uincvs Vs

que tiene como solucién en funciéon de Green la siguiente expresién

w = k2/ UineYgdr +/ Uine(Vs - Vs)gdr.
v v

Luego al reemplazar w = su;,. se obtiene

k? k2 Vs Vs
uincﬁ)/gdr + UincY9g <T> dr
Uine Vv Uine 174 k ’Y

para que el segundo término de la anterior expresion sea desestimado
debemos considerar

S =

Vs-Vs

— L1
k2~

o de manera equivalente

121> [[Vs - Vs]].

Notese que la aproximacion de Rytov se tiene, siempre que los valores de
k sean grandes, o de forma equivalente, el valor de la longitud de onda es
pequeno, para una magnitud de v y Vs dados. Por tanto, la condicion es
valida si la longitud de onda del campo es pequena comparada con 7.
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2.2.3. Solucién en serie de Born

En este apartado se estudiara la solucion a la ecuacion de Helmholtz en
serie de Born, la cual también se conoce como serie de Neumann.
Consideremos la ecuacion tridimensional de Helmholtz

(A + B )u(r) = K yu(r),
cuya solucién en funciéon de Green esta dada por

U(T‘(]) = uinc(TO) + uscat(TO)

donde el campo de onda ., estd dado por

tan(r0) = K [ glrlro)(r)utr)ar
1%
V Uine €S €l campo de onda incidente que satisface la ecuacion
(A + E)Uine(r) = 0

y ¢ es la funcién de Green
eik\r—r(ﬂ
o(riro) = g =l

La aproximacién de Born para esta ecuacién es dada al considerar u ~ ;,,
con r € V y es valida siempre que |user| < |tine|. En consecuencia, una
primera solucién aproximada, digamos u, es de la forma

u1(r0) = Uine(ro) + k? /V g(r|ro)y(r)wine(r)dr.
Ahora, una segunda aproximacion us, seria
(1) = i) + [ glolra)(r)an(r)in
y una tercera aproximacion ug es
u3(10) = Uine(ro) + kQ/VQ(T’TO)W(T)W(T)dT
y asi sucesivamente. En general, podemos considerar la iteracién

w1 (ro) = wine(ro) + K2 / o lro)y(r)yus (r)dr, 5 =0.1,2,....
Vv
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donde u©g = Ujne.

Es interesante saber que, si la serie conformada por estas soluciones es
convergente, entonces ésta converge a la solucién. Veamos este hecho. Para
facilitar el trabajo usemos la notaciéon de operador y escribamos

Uj+1 = Uinc + IUj

donde 1 representa el operador integral

I= k’2/ drgy.
1%

La solucion en cada iteracion es

U, = uU-+e€

Uy = U+ €

Uz = U + €3
Ujp1 = UF €y,

donde u es la solucién exacta y €; es el error asociado a la iteracién j. Ahora
veamos que €; — 0 cuando j — 0o. En efecto, primero tenemos que

U‘|‘€j+1 = Uinc+f(u+€j)
= umc+_fu—|—fej

y por tanto podemos escribir
ej+1 = I
puesto que u = e + Ju. Luego

€1 = IEO
€y = ]Elzj(j€o):f2€o
es = ley=1I[I(Iey)] = e

de donde
le;ll = [[I7eoll < 117 {[lleoll < 111" [l€ol-
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La condicién para la convergencia es por tanto

lim HIHJ =0,

J—0o0

pero esto solo es posible si

1P <1 o &

/V g(rlro)y(r)dr

Finalmente, la solucion en serie se puede escribir como

u(ro) = inelro) + / 90170 ()1
+ 1 [ gtrlrany )[R [ sl dr
w1 [ atronm[k [ i)
x (k2 9(7"2|7"1)7(7”2)Umc(7“2)dr2>drl] dr -
= tialrn) 4 82 [ i)y 1))
v 8 [[ dringtoiron iy )
+ kﬁ///vd?‘dﬁdfzg(TVo)v(r)g(hIr)v(rl)g(m|r1)7(r2)um(7a2)+...

<\<

Esta solucién en serie es una serie de Neumann para una ecuacion integral
de Fredholm (ver [38]), y se conoce como la serie de Born.

Otra aproximacién derivada de este resultado se puede obtener al
considerar el operador inverso. Esto es, sabemos que

u = uinc+[u7

de donde

o equivalentemente

u = (1 — f)_lumc
(I+T+ P+ 1P+ e
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2.2.4. Meétodo de perturbacién regular

Las técnicas de perturbacién se usan para reemplazar ecuaciones dadas
por otras mas simples (ver p.e., [5] y [28]), pero con soluciones que
conservan las principales caracteristicas del problema original. Este método
es importante en el estudio de las ecuaciones no lineales donde la perturbacién
es utilizada para linealizar el problema. Al usar los métodos de perturbacion,
la solucién se puede expresar por medio de una expansién en serie que
contiene un parametro pequeno. A continuacién se describird el método y
luego se aplicard para encontrar una solucién aproximada de la ecuacién de
Helmholtz.

Consideremos la ecuacién diferencial lineal o no lineal

L(u,¢e) =0, €e>0 (2.2.9)

que depende (suavemente) del pardmetro pequeno e. Esta ecuacién puede
estar definida en una region espacial € acotada o no. Como también los datos
en la frontera 02 pueden o no depender de €. El problema no perturbado o
reducido asociado con la ecuacién (2.2.9) se obtiene al hacer € = 0. Esto es,
L(u,0) = 0.

Expresemos ahora la solucién u de (2.2.9) por medio de la serie

u= Zune". (2.2.10)
n=0

La diferencia entre u y ug, esto es, u — ug, se llama una perturbacion de la
solucién ug de la ecuaciéon no perturbada. Reemplazando esta serie en (2.2.9)
se obtiene

L(u,¢) = L(i unen,6> = 0. (2.2.11)

Aqui hemos supuesto que L(u, €) se puede expandir en serie de potencias en
u 'y €. La serie (2.2.11) se puede expresar como

L(u,€) =Y Ln(tty, tin—1, ..., 1, u0)e” = 0, (2.2.12)
n=0

donde L,, representa un operador diferencial que puede ser lineal o no, y actia
sobre las funciones wg,uq,...,u,. La serie (2.2.10) también se reemplaza
en las condiciones de frontera. Para obtener estas funciones se procede
recursivamente. Esto es, se resuelve primero la ecuacién reducida Ly(ug) = 0.
Luego con wug especificada, se obtiene uy, al resolver Li(uj,ug) = 0, y
continuando de esta manera se obtiene usy, ug, . . ..
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Consideremos ahora la ecuacién de Helmholtz perturbada

Au+éu = 0 en Q={(z,y): 2> +y* <1} (2.2.13)
u = 1 en N ={(v,y):2°+y*=1}. (2.2.14)

El pardmetro €2 es pequenio, tal que la solucién de la ecuacién con la condicién
dada sea tnica.
Para resolver esta ecuacién, introducimos la serie perturbada

u(z,y) = Zun(x,y)e%, (2.2.15)

donde la expansion es en serie de potencias de €*. Insertando (2.2.15) en la
ecuacion (2.2.13) y en la condicién de frontera (2.2.14) obtenemos

Au+eu = A [Z une%} + Z U, e t?
n=0 n=0

= Dug+ Y [Aun v un,l} e (2.2.16)
n=1
u(z,y) = uo(z,y) + Zun(w,y)e% =1, en 0. (2.2.17)
n=1

Al igualar potencias de €2 a cero en (2.2.16) y a 1 o cero en (2.2.17) se obtiene
Aug =0, Ay, = Up—1, n>1
y las condiciones de frontera
up(,y) =1, up(r,y) =0, n>1, 2*+y°=1 (2.2.18)

Observe que el método de perturbacion reemplazoé la ecuacion de Helmholtz
por el sistema de ecuaciones de Laplace y Poisson. Las ecuaciones para u,
se resuelven recursivamente empezando con la ecuacion de Laplace Aug =
0 y usando las condiciones de frontera (2.2.18). Para ello se introducen
coordenadas polares r y € tanto en la ecuacién de Helmholtz como en la
de Laplace y Poisson, y las soluciones son independientes de 6 ya que el
problema no tiene dependencia angular.
Sea entonces u = u(r), la ecuacién (2.2.13) se transforma en

1
Upr + Uy + €20 =0 (2.2.19)
T
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esta ecuacion es justamente una ecuacion de Bessel de orden cero. La solucion
es acotada en r = 0 y satisface la condicién de frontera u(1) = 1. Asi,

_ Jo(er)
Jo(ﬁ) ’

donde Jy(-) es la funcién de Bessel de orden cero (ver p.e, [50]).
Al resolver para u,,, nuevamente suponemos u,, = u,(r) y obtenemos para

uo(r)

u

82U0 1 (9u0
—Z 0 1) = 1.
or2  r or  uo(1)
La soluciéon acotada de este problema de frontera es uy = 1. Ahora, la

ecuacién para uq(r) es

Pur 10w
or? r Or

= —Upg = —1, Ul(l) = O,

al integrar se obtiene la solucién acotada

1—7?
Uy = 1 .
Continuando de esta forma se obtienen us, us, ..., v al sustituir en la serie
(2.2.15) se tiene
2
—r
u=1+ e+ O(eh).

Por otro lado, Jy(x) tiene la expansién en serie

Jo(x)=1— T + O(2?),
de donde
Joler) 1= 4 O(e)
Jo(e) 1-— % + O(e?)
_ g4l _47"262 + O(eY).

Esta serie converge para e suficientemente pequeno. Es mas, € debe ser mas
pequeno que el primer cero de Jy(z), el cual se presenta en x =~ 2.4.






CAPITULO 3

Formulacion variacional para la ecuacion de Helmholtz

El método de los elementos finitos estd basado en la formulacion
variacional o débil del problema exterior para la ecuacién de Helmholtz,
y por tanto, necesitamos introducir funciones que posean propiedades de
diferenciabilidad més generales que la usual, es decir, debemos introducir las
derivadas en el sentido de las distribuciones (ver preliminares) y conocer
algunos resultados bésicos sobre espacios de Sobolev, esto lo haremos
siguiendo [2], [20], [21], [23], [33], [34], [39], [40] y [47]. Comenzaremos
este capitulo introduciendo algunos resultados sobre soluciones débiles que
utilizaremos en el método de los elementos finitos y en la formulacién del
problema variacional para la ecuacion de Helmholtz.

3.1. Extension a soluciones débiles

Para nuestro propésito, las soluciones débiles se buscan en un espacio de
funciones con energia finita (ciertos espacios de Sobolev). En el problema
exterior de la ecuacién de Helmholtz, este espacio usualmente se define por

W(R*\ Q) := {u € HL (R*\ Q) : u, — iku = o(r /?), r — oo}.

Como estamos considerando la ecuacién de Helmholtz con coeficientes
constantes, la teoria de regularidad para problemas de valor de frontera
elipticos [23] garantiza que las soluciones de la ecuacién de Helmholtz son
analiticas fuera del disco que contiene al obstaculo. Por tanto, la condicion
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de radiacién (2.1.3) también es valida. Antes de continuar con el tema,
introduzcamos un poco de terminologia que usaremos en este capitulo.
Considere el problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson

~Au = f en QCR? (3.1.1)

u = 0 en T.

Para f € C(Q), la solucién clésica de esta ecuacién pertenece a C?(Q2) y
se anula en I'. Ahora, multiplicando la ecuacién (3.1.1) por una funcién
arbitraria ¢ con soporte compacto en € (¢ = 0 en I'), e integrando el
resultado se obtiene

_/Q(pAudX:/Q(pde. (3.1.2)

Al utilizar la identidad (1.2.7) en el lado izquierdo de la ecuacién anterior se
tiene (recuerde que ¢ =0 en I")

/Vu-chdx:/cpfdx, Vo € C5°(Q). (3.1.3)
Q 0

Si f e C(f), la ecuacién (3.1.1) no debe tener solucién en el sentido clasico
(es decir, u ¢ C?(Q)). Para tal caso es necesario generalizar el concepto de
solucién de manera apropiada. Observe que para f € Lo(£2), la ecuacién
(3.1.3) tiene sentido si g—;‘i estd en Ly(Q). Siu € HF(Q) y si las derivadas
son consideradas en el sentido de las distribuciones, se sigue de la definicién
de los espacios de Sobolev que gai € Ly(Q). Entonces u € H}(Q) es una
solucidn débil o generalizada de la ecuacién (3.1.1) si, para f € Ly(Q), u
satisface la ecuacién (3.1.1). En otras palabras, una solucién generalizada de
la ecuacion (3.1.1) es una distribucién u € Hg () tal que la ecuacién (3.1.2)
o equivalentemente, (3.1.3), se satisface para cada ¢ € C§°(Q2) y para una
distribucién f en Ly(Q2) dada.

Recuerde que C§°(2) = D(Q) es un subespacio denso de Hj(f2) (puesto
que H}(Q) es la clausura de C§°(2)). Por tanto, la ecuacién (3.1.3) es

equivalente a encontrar u € H} () tal que

(Vu, V) = (f,0)2, Yo e D)

donde (+,-)2 es el producto interno en Lo(£2). Esta tltima ecuacién tiene
sentido cuando ¢ es cualquier elemento de Hj (), es decir, la tltima ecuacién
es equivalente a

(Vu, V) = (f,0)2, Vo € Hy(Q). (3.1.4)

Esta ecuacién se llama formulacion variacional o débil del problema (3.1.1).
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En general, la formulacion débil de un problema de frontera se expresa
asi: encontrar una funciéon u en un espacio de Hilbert V, que satisface la
ecuacion

a(u,v) = (,v), Yo eV, (3.1.5)

donde a(-,-) : V' x V — R es una forma bilineal y £ : V' — R un funcional
lineal. En el caso que se discutié para la ecuacion de Poisson, se tiene

V = Hy(9),

Oudv  Oudv
a(u,v):/QVwVvdX:/Q(a—xa—x—l—a—y&—y)dxdy (3.1.6)
(€,U>:/fvdxdy.
Q

Terminemos esta secciéon enunciando el Lema de Lax-Milgram y dos
resultados clasicos sobre regularidad para la ecuacién de Helmholtz con las
propiedades de los operadores S, K, K* y T extendidos a espacios de Sobolev.
Recuerde que estos operadores fueron definidos en el apartado 2.1.4.

Teorema 3.1.1. (Lema de Lax-Milgram) Supongamos que V' es un espacio
de Hilbert, a(-,-) : V xV — R wuna forma bilineal acotada y V —eliptica, ¢ un
funcional lineal. Entonces el problema

ueV, a(u,v)={0), Yo eV, (3.1.7)
tiene solucion unica.
Demostracion. Véase [20). O
Nota 3.1.1. Una forma bilineal a(-,-) es V —eliptica, si
alu,u) > alfull?
para todo u € V' y para alguna constante o > 0.

El siguiente teorema de regularidad para problemas de valor de frontera,
se enunciard y su prueba se puede consultar en [24].

Teorema 3.1.2. Sea Q C R? una regién acotada con frontera I' de clase
C?%, h e HY2(I'), v € Loo(I") y hy € H~Y?(T"). Entonces los tres problemas
exteriores de frontera para la ecuacion de Helmholtz

Au+ k*u =0
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en el dominio R*\ Q con una de las tres condiciones de frontera

u = h en T, (problema de Dirichlet)

— = hy en T, (problema de Neumann)

— —nu = hy en T, (problema de Robin)

admiten soluciones tinicas u € W(R?\ Q). Si el dato posee la reqularidad
adicional h € H3?(T") ohi € H'Y2(T"), entonces las soluciones también estdn
en el espacio HE (R?*\ Q).

El teorema anterior se deriva del siguiente resultado, el cual describe las
propiedades de los operadores integral y potencial en espacios de Sobolev, su

prueba se encuentra en [30].

Teorema 3.1.3. Supongamos que la frontera ' es de clase C*. Entonces
los siguientes enunciados se tienen.

1. Los operadores S, K, K* y'T" se pueden extender a operadores acotados
entre

S, K,K*: H*(T) — H"*'(T) VYpeR

T: H"Y(T) — H(I) VpeR.

2. Los operadores potenciales S y K dados por

o Sp = /Fg(-|y)so(y)d5y

99(|y)
ou(y) ¢(y)d5y

v Ko |

se pueden extender a operadores continuos entre

S HP(T) — HP3/2(Q) (resp. HP2(R?\ Q)

loc

K : H/(T) — HP*/2(Q) (resp. HZTV2(R2\ Q)

loc

para todo p € R.
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3.2. La formulacion variacional

En esta seccién se estudiara la formulacién variacional para la ecuacién
de Helmholtz, con el propésito de aplicarla en el método de los elementos
finitos en la solucién del problema exterior de Dirichlet

Au+ku = 0 en f)
v = h en T (3.2.1)
% = Bku, en FR

donde el dominio €2 esta acotado internamente por la frontera del obstaculo
I' y externamente por la frontera artificial circular I'g sobre la cual se impone
la condicién de frontera DtN (Direchlet-Neumann), Figura 3.1.1.

I'r

Figura 3.2.1

Comencemos estudiando dos problemas particulares para la ecuacion de
Helmholtz modificada.
Consideremos el problema de Neumann

—Au+u = f en (3.2.2)
% =g en [

Aca f y g son funciones en ) y I', respectivamente. Recuerde que % es la

derivada normal en I'. La formulacién débil para este problema se obtiene
multiplicando la ecuacién por una funcién arbitraria v € C*°(2) e integrando
por partes sobre €2 se tiene

/(Vu-Vv—l—uv)dx:/fvdx—{—/@vdS.
Q O pau
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Por tanto, sustituyendo la condicion de Neumann en la integral de frontera
se llega a la relacion

/(Vu-Vv—i—uv)dx—/fvdx+/gvd5.
Q Q r

Ahora bien, supongamos f € Ly(Q2) v g € Lo(T'), entonces, para que
cada término de esta ultima expresion tenga sentido, debemos escoger como
espacio a H'(Q) tanto para la funcién de ensayo u, como para la funcién de
prueba v (v € C*®(Q) = v € HY(Q) pues C*(Q) es denso en H*()). En
consecuencia, la formulacion variacional es:

Encontrar u € H'(Q) tal que

/(Vu-Vv+uv)dx:/fvdx+/gvd5 Vv e HY(Q). (3.2.3)
Q 0 r

Este problema tiene la forma (3.1.7), donde V = HY(Q), a(-,-) y (¢, -) son
definidos por

a(u,v) = /Q(Vu - Vo + uv)dx

vy = /vadx+/rgvd5’,

respectivamente. Aplicando el Lema de Lax-Milgram, la formulacién débil
(3.2.3) tiene una tnica solucién u € H'(Q).

En muchos problemas de aplicacion, es posible especificar diferentes clases
de condiciones de frontera en distintas porciones de la frontera. Uno de tales
ejemplos es

—Au+u = f en {2

u = 0 en I'p (3.2.4)
ou
5 = g en FN,

donde I'p y 'y no se traslapan, es decir, 90 =T'p ULy y I'pNTy =0, con
I'p relativamente cerrado, I'y relativamente abierto y €2 conexo. Ahora, el
espacio apropiado para la formulacion débil de este problema es

V= H (Q) = {ve H(Q) : v|r, = 0}.

Entonces la formulacién variacional es ahora:
Encontrar v € V' tal que

/(Vu-Vv+uv)dx:/fvdx+/ gvdS NvelV. (3.2.5)
Q Q I'n

v N~

a(u,v) (ew)
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Bajo hipdtesis apropiadas, digamos f € Ly(2) y g € Lo(T'y), podemos aplicar
el Lema de Lax-Milgram para concluir que el problema débil tiene solucion
unica.

Para continuar con el propdsito de esta seccién, presentemos la formu-
lacién variacional del problema (3.2.1). Para ello, multiplicamos la ecuacién
de Helmholtz por la funcién suave v y aplicamos la identidad (1.2.7) para
obtener

/ (Vu - Vv — Kuv)dx — / v%dS = 0. (3.2.6)
Q

L\l 87/

Ahora introducimos los espacios

S = {ue H(Q): ulp =h}
V = {ve HY(Q): vfp =0},

donde H* () es el espacio de Sobolev usual (ver preliminares) y la restriccién
en la frontera entendida en el sentido del operador traza. Si suponemos que
v €V en (3.2.6), la integral sobre I' se anula. Ademéds, como la solucién u
debe satisfacer la condicién de frontera DtN en I'g, podemos reemplazar su
derivada normal por Bju. La imagen de una funcién ¢ € HY2(T'g) bajo el
operador By de la condicion DtN para el caso donde I'g es un circulo de radio
R y centro en el origen, se puede escribir como la serie de Fourier

3 Hy (kR) g 1
. n in /2
(BkQO) (9) =k H(l)(k'R> “n€ Y e H (FR)

nez n

con coeficientes de Fourier
1 2

= o(@e ™dp,  nelZ.
2 Jo

Pn

La formulacién variacional del problema (3.2.1) es por tanto:

encontrar v € S tal que a(u,v) = 0 para cada v € V,

donde la forma bilineal a(-,-) : H*(Q2) x H'(Q2) — R estd definida como
a(u,v) := / (Vu - Vv — Kuv)dx — / vBrudsS.
Q I'r

Observe que el primer término en la forma bilineal es autoadjunto, mientras
el término en la integral de frontera es sélo simétrico, esto es, si (-, -)r,, denota
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el par dual entre H='/2(T'g) y H'/?(T'g) considerado como una extensién del
producto interno en Lo(T'g), se tiene

(Brp, )r, = Y BypdS
I'r
2 HY (kR)
= R k - et 0)do
/0 ( %Hﬁl)(lﬁR)w ‘ )w( )
21 H(l)l(l{iR)—
= R k ° et d
/ ( > ><p(§)§
= (B, P)ry-

Ahora consideraremos algunas propiedades importantes del operador
DtN. En la prueba de la siguiente proposicion, necesitamos la caracterizacién
del espacio dual H™"(I'g) de H™(I'g), param > 0. Como la frontera artificial
' es un circulo, podemos escribir cada h € Ly(I'g) como una serie de Fourier

W) = hne™

ne”l

con coeficientes de Fourier h,,. La norma de h en H™(I'g) es dada por

1/2
[llmrr = (Z(l +n2)m|hn|2> :

nez

Un funcional f en H™(I'g), estd en el dual H ™(I'g) si y sdlo si, su norma

1/2
L ll=mr = <Z(1 +n2)‘m|fn\2> < o0.

ne”L

Aca f, es el valor del funcional f aplicado al monomio trigonométrico
7,(0) = €. Reciprocamente, para toda sucesién de niimeros complejos
(zn)nez que satisface Y- (1 4+ n?)"™|z,|* < oo, existe w € H ™(I'g) con
w(Ty) = zn, N € Z.

Proposicién 3.2.1. Para todo entero no negativo m, el operador de frontera
DtN By : H"V/2(T'g) — H™ Y2(T'g) es un operador lineal acotado, esto es,

By, € L(H™Y(Tg), H"'/2(Tg)).
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Demostracion. Primero considere el caso m = 0. Dado h € HY*(Tg),
debemos probar que su imagen f := Byh estd en H~/2(I'g). Por la definicién

de Bj, se tiene
=k>y o (51 me.

nez
Como (1)
) H,,
fn f(emﬂ) — khn S (kR)
H, (kR)
tenemos
, fal
|Bihlfy, = ||f||1FR—%(Hn2)m
= £ 1+n2)1/2
Y el 1
R ST ) 2 | ) o
nez H (k:R) "
< Cylkl|IAl

la prueba termina si demostramos que existe Cp tal que

2

1
<C’2 Vn € Z.

1Y (kR)
1+n?—

1 (kR)

En efecto, hagamos uso de la siguiente férmula asintética para H®) (funcién
de Hankel) para n suficientemente grande (ver [32])

HW(z) = —i 2 (2—n>n[1 + O(l/n)}, cuando n — o0

nm \ez

como también de la férmula de recurrencia

Por esta tltima ecuacién, la expresion que deseamos acotar se convierte

Y (kR) 1 [H(” ((kR)  HY\(kR)

HO®R) 2| HOUR)  HY(KR)
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Para el primer término, obtenemos

(1) n o \1/2 n—1 s ekr
e () 0= (@) o] o e

puesto que todos los términos estan acotados y el tercer término tiende a
cero cuando n — oo. Para el segundo término tenemos

1) n 1/9 . i
251((:1;) = (2" () (I [ivon/m] = o), 0 oo

ya que, en este caso, todos los términos estan acotados excepto el tercero que
es O(n). En consecuencia,

2
1

1+n?

1

1Y (kR)
H" (kR)

y esto asegura la existencia de la cota deseada C'z. La misma prueba funciona
también para cualquier m € N. O]

El resultado anterior implica la continuidad de la forma bilineal a(u,v).

Corolario 3.2.2. Fxiste una constante C, > 0 tal que
la(u, v)| < Cyllulhellvlhe, Yu,ve H(Q).

Demostracion. Al aplicar sucesivamente, la desigualdad de Schwarz, el
acotamiento de By y el teorema de la traza, se tiene

la(u,v)| = /(Vu.Vv—k;zuv)dX—/ kaudS‘

Q I'r

< /Vu-Vvdx + /k2uvdx + / kaudS‘
Q Q I'r
“\| [ Ou Ov

< 3 (55 g )|+l 0Byl
1= 2
|| ou v

< Xlaml, gz, Nl + Caralulalvlie
i=1 2 2

< @+ M) ulhalvlie + CoCrazallullallollg

< Gylluliallvlig, Yu,ve HY(S).

donde Cj, = 1 4 k% 4+ CpClrazq. Asi, se obtiene el resultado. O
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Proposicion 3.2.3. El operador DN para un nimero onda imaginario puro
k =i es definido negativo en H'?(I'y), es decir,

(—=Bjp,Y)r, >0, V€ H*(Tg).

Demostracion. Para cualquier ¢ € H'/?(T'g) tenemos

ZR)
<_Bi¢7¢>FR = _ZnEZZ |¢|2 H(l) ZR)
(R
_ 2 KK
= %I@/}I " 20

La primera igualdad se tiene de la identidad

2 )
HW(iz) = =™K, (2), —7 <argz < /2,
i

donde K, es la funcion de Bessel modificada de tercera clase y de orden n
[32]. La desigualdad se sigue del hecho que K,(R) > 0, K/ (R) < 0 para
R > 0, lo cual se puede deducir de la representacion integral

Kn(z)—/ e~ cosh ntdt
0

vélida para Re(z) > 0. O

El resultado anterior implica que la forma bilineal a;(-,) para k = i es
H'(Q)—eliptica. En efecto,

a;(u,u) = /Q(]Vu]2 + ]u\Q)dx — (Bju, u)rp,
- /(|Vu|2 + ]u|2)dx+ (—Byu,u)r,
Q

> [ (VuP + aP)x = alf o
Consideremos ahora el problema de frontera
Au+ku = f en ()
u = g en T (3.2.7)

g—BkU = h en FR,

acd f, gy h son funciones en €2, I' y I'g, respectivamente. El siguiente teorema
da condiciones que garantizan la unicidad del problema (3.2.7).
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Teorema 3.2.4. Supongamos que f € Ly(Q), g € H¥?*(T) y h € H/*(T'g).
St T es suficientemente reqular (es decir, es de clase C'), entonces el
problema (3.2.7) tiene solucion tnica. Ademds, para u € H*(Q) se tiene

lullog < C1f o + lglly.r + 10111 1)
para alguna constante C' > 0.
Demostracién. Comencemos encontrando una funcién u; € H?(Q) tal que
Auy + Ky = f, en €.

Como no hay condiciones de frontera impuestas a u;, entonces se puede usar
la transformada de Fourier para encontrar u;. Definamos

8u1
hi == —— — Byu; € H/*(
1 ar kU1 (I'r)
y supongamos que w es soluciéon del problema
Aw+Kw = 0 en R*\Tg (3.2.8)
9,
{_w} — hen
or I'n
donde [v]r,, denota el salto v~ — vT de la funcién v a través de I'g cuando

se mueve de adentro hacia afuera. Este problema se puede resolver usando
el método de la ecuacién integral o potenciales de capa (ver apartado 2.1.4).
Expresemos a w como el potencial de una capa

w(z) = §(h— h)(x) = 2 / h(y) — M ())B(z, 9)dS,

I'r

con intensidad h— h;. Las propiedades del operador S aseguran que w esta en
H?(int(Tg)) v en HZ (ext(I'g)), respectivamente, y la condicién de salto
implica que w es solucién del problema (3.2.8).
Nuevamente, definamos uy := w|q y verifica

ou

—Q—BkUQ:h—hl, en FR.

or
Para ver esto, nétese que el operador de frontera DtN By aplica us|r,, a la
derivada normal en I' de la solucién del problema exterior de Direchlet con
dato us|r,. Esta derivada normal es justamente %, dando

- +
% By = ow ow

or or or

=h—h;.
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Finalmente, definamos u3 como solucién de problema

AU3+I€2U3 =0 en {)
ug = g—wlr—uglr en T (3.2.9)

— — Bku3 = 0 en FR.

or
Las propiedades de regularidad de las soluciones del problema exterior (3.2.9)
(ver Teorema 3.1.2) implica que ug € H*(Q) y, poniendo u := uy + uy + us,
obtenemos una solucién del problema (3.2.7). La continuidad con respecto
a los datos se sigue de los teoremas estandar de regularidad (ver p.e.,
2], [20] o [39]) o del hecho que todos los operadores involucrados son
acotados. La unicidad se obtiene como consecuencia que la solucién de la
contraparte homogénea del problema (3.2.7) se puede extender a una solucién
del problema exterior homogéneo de Dirichlet, implicando que ésta debe
anularse idénticamente. [

3.3. El método de Galerkin

Empezaremos discutiendo el método de Galerkin para ecuaciones con
operadores lineales en una forma directamente aplicable al estudio del método
de elementos finitos. También se analizard la convergencia de dicho método.
El método de Galerkin provee una técnica general para la aproximacion
de ecuaciones con operadores, entre éstas se encuentra el método de los
elementos finitos como caso especial.

Sea V un espacio de Hilbert, a(-,-) : V x V — R una forma bilineal y ¢
un funcional lineal. Consideremos el problema

ueV, a(u,v) = (¢, v) Yo e V. (3.3.1)

Se supone ademads que a(-, -) es acotada, es decir, existe una constante C' > 0
tal que
la(u, v)| < Cllullv|vlly,  Vu,veV,

y V —eliptica,
a(u,u) > allul]?, VueV.

De acuerdo al Lema de Lax-Milgram, el problema variacional (3.3.1) tiene
solucion tnica.

En general, es imposible encontrar la soluciéon exacta del problema
(3.3.1) porque el espacio V' es infinito dimensional. Una manera natural de
resolver el problema, es construir una solucién aproximada en un espacio
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finito dimensional. Sea entonces, Vi C V un subespacio N—dimensional.
Proyectamos el problema (3.3.1) sobre Vi,

uy € Va, a(un,v) = ((,v) Vv e Vy. (3.3.2)

Bajo las suposiciones que la forma bilineal a(-,-) es acotada, V —eliptica
y ¢ € V' (el dual), podemos aplicar nuevamente el Lema Lax-Milgram y
concluir que el problema (3.3.2) tiene solucién unica wuy.

Expresemos el problema (3.3.2) en la forma de un sistema lineal de N
ecuaciones algebraicas con N incdgnitas. Esto es, sea {w; };VZI una base del
espacio finito dimensional Vy tal que

N
uy = E cjwy, c; € R.
J=1

De hecho, existen una infinidad de bases posibles y el hacer una seleccion
adecuada de una de ellas es el objetivo de la metodologia de elementos finitos
26] y [27]. Ahora, para determinar uy basta calcular ¢; € R de manera que,

N
a(chwj,wi> =Ll(w;), 1=1,2,...,N.
j=1

En consecuencia, el problema (3.3.2) es equivalente al sistema lineal
Kw = b, (3.3.3)

donde la matriz K = [a(w;j, w;)] € RY*Y se denomina matriz de rigidez, el
vector b = (¢(w;)) € RN se llama vector de carga y el vector ¢ = (¢;) € RY
es el vector incognita. Asi, la solucién del problema (3.3.2) se encuentra
resolviendo el sistema (3.3.3).

La solucién aproximada uy es, en general, diferente de la solucién exacta
u. Al incrementar la precision, es natural buscar la solucién aproximada uy
en un subespacio mas grande V. Por tanto, para una sucesion de subespacios
VN, C VN, C -+ C V, calculamos una sucesién de soluciones aproximadas
un, € Vy,, 2 =1,2,.... La solucién obtenida de esta forma se llama método
de Galerkin. Ademas, uy € Vi es tal que,

a) Ji(uy) < Ji(u) para todo u € Vy, es decir, uy es el elemento
minimizador de J; en Vi, donde J;(v) = $a(v,v) — £(v) es el funcional
de energia.

b) Es la proyecciéon sobre Vy de la solucién exacta u € V, esto es,

uy = Proyu. Es decir, el error ey = uy — u es ortogonal, en la métrica
\4
de V,a Vy.
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c¢) Convergencia: Jy(uy) — Ji(u) cuando N — oo, es decir, uy — u en

V.

En efecto, para verificar a) basta considerar

Ji(uy) = §a(uN,uN)—€(uN)

1
= éa(uN, uy) — a(uy, uy)

1
= _§G(UN;UN)>
de donde .
Ji(uy) — Ji(u) = —§a(uN —u,uy —u) <0

para todo u € Vy.
b) uy es el elemento de Vy que estd a minima distancia de u ya que,

a(u —uy,u —uy) :vl'er%/f a(u —v,u—v),
N

es decir, se tiene el lema de Cea (ver p.e., [39])
lu —unllv = mf flu—vlly.
c¢) Como ¢ es continua sobre V', existe ¢ > 0 tal que, |¢(v)| < ¢||v||y entonces

lunly = alun, un) = (un) < clluy|lv

de donde, ||ux|ly < ¢y por tanto {ux} es una sucesién acotada en V'
(todo acotado de un espacio de Hilbert es relativamente compacto) y se
puede extraer una subsucesion, que denotamos de la misma manera, tal que,
uy — v* en V débilmente, es decir, a(uy,v) — a(v*,v) = ¢(v) para todo
v € V para N > Ny fijo. Como Vy estd densamente contenido en V' y la
solucion es tnica, entonces, v* = u y en consecuencia,

Ji(uy) — Ji(u) = %a(uN —u,uy —u) —l(uy —u) — 0

cuando N — oo. La convergencia de {uy} a u es fuerte, ya que

aluy —u,uy —u) = alun,uy) — aluy,u) — a(u,uy — u)
= l(uy) — alun,u) — l(uy — u)
= —a(un,u) + l(u) — —a(u,u) + £(u)
= —l(u)+Ll(u) =0,
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y como,

aluy —u,uy —u) = ||luy — u||%/

se tiene ||luy — ully — 0.
[lustremos el método con un problema de frontera para la ecuacién de
Helmholtz en R.
Considere el problema de frontera
2
—% +u = f en Q=(0,1) (3.3.4)
u(0) = wu(l) =0,

donde f € L5(0,1). Sea V = {v € H'(0,1) : v(0) = v(1) = 0} un subespacio
de H'(0,1). La formulacién débil del problema es

1 1
uev, / (u'v" + wv)dr = / fvdzx, YveV. (3.3.5)
0 0

v~

a(u,v) £(v)

Aplicando el Lema de Lax-Milgram, vemos que el problema (3.3.5) tiene
solucion unica. Resolver este problema variacional es equivalente a encontrar
la solucién del problema (3.3.4).

Con este fin, se discretiza el problema (3.3.5). Consideremos la particién
del intervalo I = [0,1] en N subintervalos 0 < 2y < x; < --- < xzy = 1. Los
puntos x;, 0 < i < N se llaman los nodos y los subintervalos I; = [x;_1, x;]
son los elementos, para 0 <t < N, h; =x; —x;_1,y h = % se llama tamano
de malla. Usemos las funciones lineales a tramos para la aproximacién, es
decir, escojamos

Vi=A{vn €V :w|, € Pi(L;), 1 <i< N},
acd P; el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a 1. Para

que una funcién suave a tramos vy, v, € H'(I) si y sélo si v, € C(I). Por
tanto, una manera mas precisa de definir el espacio de elementos finitos es,

Vh = {Uh € C(I_) : 'Uh|1i c P1([Z), 1 S 7 S N, Uh(O) = Uh(l) = O}

Definamos las funciones base {¢1,...,¢n} de Vj como sigue:

) et ={ o 15
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ii) ¢;(z) es una funcién lineal continua a tramos, es decir,

T —Tj-1
L Ui <z <z
¢J<I> = xj+1]_ xr
j
)
A
1 ©j
° -
0 X 1
Figura 3.3.2
Puesto que ¢1,...,pxN son funciones base, cualquier v € Vy se puede

escribir como
v(z) = Zvitpi(m), con v; = v(x;).
i=1

Es claro que Vj, C V. El andlogo discreto para (3.3.5) es:
Encontrar u, € V}, tal que

1 1
/ (upv), + upvp)dz = / fopdx, Vv, € Vj,. (3.3.6)
0 0

Nuevamente, este problema tiene solucién tnica por Lema de Lax-Milgram.
Ahora, si escogemos

N
Up = Z uipi(x),
i=1

Observe que (3.3.7) se tiene para toda funcién ¢;(x), con j = 1,...,N y
obtenemos de esta manera el sistema de N ecuaciones

N
a(ZuZ«pi,(pj) =l(p;), j=1,...,N.

=1



68 Formulacion variacional para la ecuacion de Helmholtz

Por la linealidad de a se tiene

N
Zuia(%‘a%) =lp;), j=1,...,N
=1

que es equivalente al sistema lineal en las incognitas uq, ..., uy,
N 1 1
Zuz/ (pi0; + pip;)dr = / fejde, 1 <j<N. (3.3.7)
i=1 0 0

En notacién matricial se puede escribir como

Ku=hb, (3.3.8)

donde u = (uy,...,un)T, b= <f01 foudz, . .., fol fcdex)T es el vector carga
y K = (a;;) es la matriz de rigidez dada por a;; = aj; = a(p;, ¢;). Las
entradas de la matriz K se calculan de manera directa. Primero note que
a; = aj; = a(p;,p;) = 0 para [i — j| > 2, ya que ¢;(x) es de soporte
compacto. En consecuencia,

1 (r—xy)? AR | (2501 —2)]°
aj; = \/xj_l |:h_3 -+ h—JQJ dr + /m h2 + J h? dx

j J+1
1 1 1
— |:_ + :| + = [h] + hj—f—l}

h,j hj+1 3
S R N e mj—l)}
ajj—1 = / {—— + dx
7 N h;
_ Lk
~ hy 6
Luego el sistema (3.3.8) se puede escribir como
a; b 0 Uy fol ferdz
b T B e
L by : 1 :

0 b1 an UN Jo feondz
donde a; = h—lj + hj1+1 + $[hj + hja] y by = —hij + %. En el caso especial de
una malla uniforme h; = h = N;—i-ﬂ la matriz toma la forma

2 -1 0 4 1 0
11— h
w112 +61
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