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0.1 Objetivos

0.1.

1.

Objetivos

En el presente estudio se realizard la construccion numérica de soluciones para
ecuaciones diferenciales aleatorias a partir del esquema aleatorio de Euler y se
mostrara la convergencia a la solucion exacta de un problema de valor aleatorio
especifico.

. Se propondran nuevas condiciones de convergencia en media cuadrética para el

esquema numérico aleatorio de Euler, mas faciles de verificar que las propuestas
en los trabajos de (L. Jodar y L. Villafuerte 2007) [19, 20].

Se calcularan numéricamente el valor esperando y la varianza del proceso de
aproximacién, y se extienden los resultados de convergencia a las funciones de
Correlacion y Covarianza que en los trabajos de (L. Jodar y L. Villafuerte 2007)
[19, 20] no se desarrollan.

. Se aplicaré el enfoque de (J. Girault, D. Kouame y A. Ouahabi) [16] a

fin de proponer un método Numérico Analitico para determinar la longitud y
dimensién fractal para Procesos Estocasticos Gaussianos, como el Movimiento
Browniano Estandar y el Proceso de Ornstein Uhlenbeck.
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0.2. Resumen

En la presente investigacion inicialmente se hace una introduccién a las ecuaciones
diferenciales aleatorias y algunos teoremas convergencia de soluciones en m.s., se pre-
senta la construcciéon numérica de soluciones a problemas diferenciales de valor inicial
aleatorios bajo el método aleatorio de Euler, y se introducen nuevas condiciones bajo
las cuales el Esquema Aleatorio de Euler es convergente en el sentido de media cua-
drética, ademds de extender los resultados de (Jodar, Lucas. Cortéz, J. L. Villafuerte)
[19, 20], a la correlacion y covarianza del proceso, para lo cual se utilizan dos ejemplos
con sus respectivos resultados numéricos.

Se introduce el concepto de dimension fractal y se exponen ciertos teoremas referentes
a la forma de calcularse, como el Método de conteo de Cajas. Se propone la formulacién
numérico analitica para calcular la dimension fractal de procesos estocésticos a partir
de las ecuaciones diferenciales aleatorias, usando los resultados numéricos obtenidos
anteriormente y con base en los estudios de (Jean-Marc Girault ,Kouame , Ouahabi)
[16], sobre la longitud y dimensién fractal para procesos estocasticos.



Introduccién

Las ecuaciones diferenciales aleatorias son muy importantes debido a sus aplicaciones
ya que permiten el andlisis y prediccion del comportamiento de fenémenos fisicos y na-
turales sujetos a condiciones aleatorias, donde la teoria del calculo en media cuadratica
y estocastico, sutentan sus aplicaciones en campos de la ingenieria y ciencias. A partir
de los estudios de Langevin en 1908 sobre el movimiento browniano se inicia el estudio
de este tipo de ecuaciones diferenciales [33], dando lugar a avances importantes en
areas como la fisica cuantica, quimica, biologia, economia, medicina entre otras. Por
lo anterior las ecuaciones diferenciales aleatorias se consideran esenciales en el estudio
del analisis moderno y vale la pena resaltar grandes aportes a la teoria estadistica de
la comunicacion, filtracion de senales, investigaciéon de operaciones, y la estabilidad
estocastica que es una importante aplicaciéon en control.

Debido a la aleatoriedad de algunos de sus elementos en el estudio de las ecuaciones
diferenciales aleatorias se hace necesaria la exposicion de sucesiones de variables aleato-
rias de segundo orden, su convergencia, continuidad y analiticidad en media cuadratica,
ademas de proponer alternativas sobre construccion numérica de soluciones de valores
iniciales aleatorios para problemas diferenciales. En ese sentido los estudios de (Jo-
dar, Lucas. Cortéz, J. L. Villafuerte) [19] demuestran a partir del esquema aleatorio
de Euler algunas condiciones para que la convergencia en media cuadrética (m.s) sea
estable, y calculan el valor esperando y la varianza del proceso de aproximacion [20] a
partir de los cuales en el presente estudio se generan nuevas condiciones de convergen-
cia para el esquema aleatorio de Euler a la solucién teodrica de un problema de valor
inicial aleatorio.

Cuando un problema fisico se traduce a un conjunto de ecuaciones matematicas a fin
de estudiar ciertos niveles de incertidumbre y de complejidad se hace necesaria la intro-
duccion de coeficientes aleatorios, por ejemplo en el analisis estructural de materiales
donde las imperfecciones en la geometria y el material son demasiado complejos, los
cuales pueden ser representados por procesos estocasticos, cuando se miden las formas
naturales cuya dimensién es fraccionaria o de (Hausdorfl-Besicovitch) la medida total
depende de la escala de medicién, aumentando su valor cada vez que la regla se reduce
hasta el punto de hacerse infinita o indeterminable. En la simulacién de la geomorfo-
logia terrestre a comienzos del siglo XX Lewis Fry Richardson determiné el valor de
una constante que indica el grado de rugosidad de una costa o de una frontera de estu-
dio, a partir de lo cual en (1967) Benoit Mandelbrot [5] encontré que también poseen
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autosimilaridad estadistica y determiné su dimensién fracionaria la cual en (1975) la
denominaria como dimension fractal [6] y estableci6 la auto- similaridad de la superfi-
cie terrestre mediante aproximaciones de un modelo estocéastico Poisson-Brown. A su
vez Robert J. Adler (1978) [31] analizé la modelacién espacial de la superficie terrestre
sustentado a su vez en los estudios de Mandelbrot (1975) [6] en cuanto a la ondulacién
extrema de las costas y sus curvas de nivel segun el proceso gaussiano de Wiener.

Este trabajo se estructura de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se exponen algu-
nas definiciones necesarias para el desarrollo del calculo de media cuadratica (m.s.),
exponiendo algunos teoremas sobre continuidad, diferenciacién e integracién en m.s. y
la convergencia de sucesiones de variables aleatorias.

En el Capitulo 2 se introducen a las ecuaciones diferenciales aleatorias y algunos teore-
mas de existencia y unicidad de soluciones en m.s., la ecuacion diferencial estocéstica
de Tto, su expresion en forma integral y la representacion de ruido blanco.

En el Capitulo 3 se presenta la construcciéon numérica de soluciones a problemas dife-
renciales de valor inicial aleatorios bajo el método aleatorio de Euler, y se introducen
nuevas condiciones bajo las cuales el Esquema Aleatorio de Euler es convergente en
el sentido de media cuadratica, ademds de extender los resultados de [19] y [20] a
la correlacion y covarianza del proceso, para lo cual se utilizan dos ejemplos con sus
respectivos resultados numeéricos.

En el capitulo 4 se introduce el concepto de dimensién fractal, su determinacién tedrica
y algunas de sus propiedades, ademas se exponen ciertos teoremas referentes a la forma
de calcularse, como el Método de conteo de Cajas.

En el Capitulo 5 se expone la formulacién numérico analitica para calcular la dimen-
sion fractal de procesos estocasticos a partir de las ecuaciones diferenciales aleatorias,
usando los resultados numéricos obtenidos en el Capitulo 3, con base en los estudios
de (Jean-Marc Girault , Kouame , Ouahabi) 2010, [16] quienes investigaron el impacto
de filtrado lineal sobre irregularidad para un proceso estocédstico en términos de la
dimension fractal.



]. Introduccién al calculo en media cuadratica

El presente capitulo se exponen algunas definiciones y teoremas importantes, necesarios
para el desarrollo del calculo de media cuadratica, las propiedades de las variables
aleatorias de segundo orden, criterios de convergencia y continuidad para sucesiones
de variables aleatorias.

1.1. = espacio Lo

Considere inicialmente las propiedades de una clase de variables aleatorias reales
X1, X5 _cuyos segundos momentos F {X?}, E{X3},...son finitos. Esta clase de
variables se conoce como variables aleatorias de segundo orden (2-rv’s).

1. De la desigualdad de Schwarz se tiene que
E*{|X, X} < E{X}} E{x}} (1.1)
se sigue directamente que

E{(X1+ X5)*} < o0 (1.2)

E{(cx))’} = ?E{X}}, (1.3)

donde ¢ es un real finito. Por lo tanto la clase de todas las (2-rv’s) en un espacio
de probabilidad constituyen un espacio vectorial lineal si todas las (2-rv’s) estén
identificadas. Dos (2-rv’s) X y Y son llamadas equivalentes si P (X # Y) = 0.

2. Usando la notacién
E{XlXQ} == <X1,X2>, (14)
la desigualdad de Schwarz (1.1) lleva a que
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Donde (X X5) satisface las siguientes propiedades del producto interno:
(X, X)>0;(X,X)=0 si y solo si X =0. (1.6)

Con probabilidad uno se tiene

(X1, Xa) = (X5, X)) (1.7)
(X1, Xo) = (cX9, X1) = ¢(X4,X3) cesreal finito. (1.8)
(X1 4 Xa, Xs) = (X3, X3) + (X5, X3) (1.9)

3. Como es usual, la norma de la norma de la v.a es denotada y definida por

X1 = (X, X)2. (1.10)
De las ecuaciones (1.6) a (1.9) se tiene que || X|| posee las propiedades de la
norma:

| X||>0; [|[X||=0 si y solo si X =0. (1.11)

Con probabilidad uno:

|lcX|| = |e| || X]| ¢ es realy finito. (1.12)

[ X1+ Xo|| < [|Xal + [| X2 (1.13)
La anterior desigualdad se cumple porqué
1X1 + X|* = (X1 + Xa, X1 + Xa)

- <X1,X1> + 2 <X1,X2> + <X2,X2>
< (Xi, Xu) + 21X 1Xe]] + (X, Xo)

= (11| + [1X2]1)” (1.14)
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4. Defina la distancia entre X y Y como

d (X1, Xs) = || X7 — Xy (1.15)
La distancia en una métrica, es decir, tiene las propiedades

d(Xl,XQ) Z 0, d(Xth) =0 SiYS(ﬂO Si,X :XQ. (116)

d (X1, X5) = d(Xs, X7) (1.17)

d (X, Xo) <d (X, X3) +d (X5, Xs). (1.18)

De la ecuacién (1.16 ) se concluye la equivalencia de dos variables aleatorias usando la
definicién de distancia, esto es X =Y siy sélosi d(X,Y) =0.

El espacio vectorial lineal de variables aleatorias de segundo orden con producto in-
terno, norma y distancia como las definidas anteriormente es llamado espacio — Ls.

Se expone ahora un importante teorema asociado con con espacio — Lo (La prueba del
teorema puede ser consultada en Loéve [24] (1,p.161).

Teorema de completitud - L.

El espacio — Ly es completo en el sentido de que cualquier susecién de Cauchy en Lo
tiene un unico limite en Lo, esto es hay un tnico elemento X € Ly tal que

1X, — X =0 (1.19)

cuando n — oo

d (X, Xm) —0 (1.20)
cuando n, m — oo en alguna forma.

En consecuencia se observa que los espacios — Ly son espacios lineales normados y
completos (Espacios de Banach) y con producto interno (espacios de Hilbert).

Un proceso estocastico s.p. X (t),teT se conoce como proceso estocastico de segundo
orden (2-s.p), si para todo conjunto tq,ts,...,t, las r.v's X(t1), X(¢2),..., X(t,) son
elementos del espacio — Ly. Un (2-s.p) de segundo orden X () se carateriza por

IX@)I* = E{X*(t)} < o0, teT (1.21)

En el desarrollo del calculo en m.s. se estudian procesos estocasticos de segundo orden,
y variables aleatorias de segundo orden.
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1.2. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

Para el desarrollo de calculo para procesos estocasticos primero se define la conver-
gencia de sucesiones variables aleatorias lo cual se puede estudiar de cuatro formas
diferentes que son: Convergencia en distribucién, Convergencia en probabilidad, Con-
vergencia en media cuadratica y Convergencia casi segura, El enfoque de este trabajo
se centrara unicamente en la Convergencia en media cuadratica.

1.2.1. Convergencia en media cuadratica

Definicién: Una sucesion de (2-rv’s) { X, } converge en m.s. para una variable aleato-
ria X, cuando n — o0, si

lim || X, - X[ = 0. (1.22)

Este tipo de convergencia a menudo se expresa como

X,msx, 6 My x (1.23)

n—oo

El simbolo Li.m. significa limite en la media cuadratica, tambien llamada convergencia
en media cuadratica, o convergencia de segundo orden.

1.2.2. Propiedades de la convergencia en media cuadritica

Teorema 1.1

Sea {X,} una sucesién de (2-rv’s), si X,, =% X entonces E{X,} = E{X} cuando
n — oo.

Demostracién:

Ya que |E{X,}| < FE|X,| <||X.|| <ooentonces E{X,} existe. (1.24)
Como los espacios — Ly son completos, el limite X es de segundo orden y;
E{X,} - E{X} < B|X, - X| < |X, - x|

ya que || X,, — X|| = 0 cuando n — oo se tiene

lim E{X,} = E{X}. (1.25)
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Teorema 1.2:

El limite en convergencia de m.s. es Unico, es decir, si
X, =B Xy X=Y (1.26)

entonces X y Y son equivalentes, esto es; P (X #Y) =0

Este resultado se deduce tambien de la propiedad de la distancia.

Definicién: Una sucesion {X,} de (2-rv’s) en fundamental en media cuadrética si:
| X = X[ =0 (1.27)
cuando m,n — oo de cualquier manera.

Teorema 1.3: Una sucesiéon {X,} de (2-rv’s) converge en media cuadritica a una
variable aleatoria X cuando n — oo si y sélo si la sucesion es m.s. fundamental.
Lema 1.1:

Sean {X,} y {Y,.} dos sucesiones de 2-r.v’s, m.s. convergentes a X , Y, respectiva-
mente, es decir,

lim X, =X, y 7111_>H010Yn:Y

n—oo
Entonces
lim B {X,Y,} = B{XY}. (1.28)
Si X,, =Y, para cada natural n, en (1.28), entonces se tiene
: 2 2
lim E{x?} = E{x?}. (1.29)
Vea qué
lim - 9 9
T valx,] = B2} - (B{X)) (1.30)
var[X] = E{X?} — (E{X})?
y por (1.28)
lim B {X,} = E{X} (1.31)
De (1.29) y (1.31) se tiene que
lim Var[X, ] = Var[X]. (1.32)

Asi, si una sucesiéon X, de 2-r.v.s es convergente en m.s a la 2-r.v.X, entonces su valor
esperado F {X,} converge a £ {X } y su varianza var|[X,,] converge a var[X].
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13 Continuidad en media cuadratica

El concepto de convergencia en media cuadratica puede ser extendido de sucesiones
de variables aleatorias a procesos estocésticos de segundo orden (2-s.p) {X(¢)} donde
t es continuo en un intervalo finito. Asi como en el analisis de funciones ordinarias,
esta extension lleva a la nocion de continuidad, en este caso, continuidad en media
cuadratica.

Antes de ello se mostraran algunas propiedades de los procesos estocasticos de segundo
orden.

1. Si X(t), t € T, es de segundo orden, su valor esperado E {X(¢)} es finito en T.
Considere un nuevo proceso estocéstico {Y'(¢)}, t € T definido por

Y(t) = X(t) — E{X(t)} (1.33)

como Y (t) es de segundo orden lo cual implica E{Y?} < ooy E{Y(t)} =0, asf
como Var {Y'} = Var {X}, por lo tanto sin perdida de generalidad se asume que
los valores de la media para (2-s.p) es cero.

2. X(t), t € T, es un (2-s.p) si y solo si, su funcién de correlacién I'(t,s) =
E{X (t) X (s)} existe y es finita en T x T, esto implica
L(t,t) = E{X*(t)} <oo en T (1.34)

Por lo tanto los (2-s.p) poseen funcién de correlacién, o covarianza. Se sigue con
el desarrollo de dos teoremas para luego exponer las propiedades de continuidad
en la media cuadratica.

Teorrema 1.4:

Suponga que n y n' varfan sobre algunos subconjuntos de N, y tal que ng y n, son
puntos limites de N. Sean X,, y X/, dos sucesiones de segundo orden de (2-rv’s) si:

Lim. X, =X Lim. X! = X' (1.35)
n—ng n/—=n
entonces
lim  B{X,X}} = B{XX'}. (1.36)
n — Nyg
n' — ng

Demostracién: Como los espacios Lo son lineales, las (2-1v’s) AX = X, — X |y
AX' = X, — X’ son de segundo orden , luego

|B{X.X}, - XX}

< ‘E{XAX’} + E{X’AX} + E{AXAX’}

10



1.3 Continuidad en media cuadratica

<[l fax]+ |

+

AXH + HAXH.HAX’

(1.37)

donde la desigualdad desarrollada proviene de la desigualdad de schwarz. Por hipodtesis,

lim AX|=0 y n;ii%aHAX’ =0 (1.38)
se tiene que
lim |BE{X,X], - XX"}|=0. (1.39)

n — Ny
n' — n,

y por la linealidad del valor esperado concluir

lim E{X,X,}=FE{XX'}. (1.40)
n — ng
n' — n

Teorema 1.5

Sean {X,,} vy {X ’,,- }dos sucesiones de variables aleatorias de segundo orden, si X,, = X
y X ,- =% X’ entonces :

i)E{X,} E{X",} ™% B{X} B{X"}

ii.) COV{XH,X/nf} S COV{X,X'}

Demostracion:

i) |E{X} E{X 0 =B{X}E{X }| = |E{x} E{X W }-B{X}E{X " }+E{X,} E{X }-
B{x}E{x |

= [E{X} (BE{X "} - B{X"}) + BE{X "} (E{X.} - B{X})|

E{X}||E{X "W — X} +|E{X}||E| {X. - X}

E|X||E|X W = X |+ |[E|X||B|X, - X]|

ININ A

Kl = 7+ |l - ]
Como HX" . XH —0y HX” = XH — 0 cuando n y n” — oo entonces se tiene que

E{X,}E{X ', } =5 E{X}E{X} Por el teoremas 1.4 y por i) se concluye ii.) de
forma inmediata [].

11
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De este modo si dos sucesiones (2-1v’s) {X,} vy {X -} son convergentes en me-
dia cuadratica a las sucesiones (2-rv’s) X y X7,  respectivamente, el producto de
sus valores esperados E{X,} E{X ", } converge a E{X}E {X "} vy la covarianza

COV{Xn, X n} converge a COV{X, X’} en media cuadratica.
De hecho, la existencia y finitud de I'(¢,s) sobre 7" x T implican que I'(t,t) =

E{X?(t)} < oo sobre T. Ademés, la clase de las correlaciones es cerrada bajo adi-
ciones, multiplicaciones y pasos al limite.[24].

Se concluye esta seccién recordando que si Xi,..., Xy y Yi,..., Yy son rv’s. y a;,b;
son numeros reales para 1 <i < N,1 < j < M, entonces: (ver [19])

N M
= Z Z aibj [COVXZ', X/J] .

i=1j=1

N M
(¢{0)% [Z CLZ'XZ‘, Z ij}
i=1 j=1

Teorema 1.6: (Criterio de convergencia en media cuadrética):

Sea {X,(t)},t € T, una sucesion de (2-s.p) {X,(t)} converge al proceso de segundo
orden X (t) sobre T, si y sélo si, la funcién E {X,,(t)X,/(t)} converge a una funcién
finita sobre T' cuando n,n’ — ng en cualquier orden, donde ng es el punto limite de
algiin conjunto N, entonces

Ix,.x.(ts) = Txx(t,s),  n—ng (1.41)
enT xT

Demostraciéon: Considere el criterio de convergencia mutual de Cauchy en media
cuadratica. Se tiene que, con I'(¢,s) = I'xx(t, s)

[X.(8) = X )| = B {x2(t) - 2B {X, ()X (0} + E{X2(0)})

— T(t,t) — 20(t, 1) + T(t,1) = 0 (1.42)

cuando n,n’ — ngy. Por medio del teorema 1.3, remplazando X,, por X, (t), X,, por
X (s), X por X(t), y X’ por X(s), la ecuacién (1.40) se convierte en

E{Xo(t)Xw(s)} = E{X(t)X(s)} = T(t,s) (1.43)
cuando n,n’ — ng. Haciendo s =t se tiene
E{X,(t)X,(t)} = T(t,t), n,n" — ne. (1.44)

Tomando n = n’ en la ecuacién (1.43).
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1.3 Continuidad en media cuadratica

Definicién: Un (2-s.p) X (), ¢ € T es continuo en media cuadrética o m.s. continuo
para un t fijo si

Mmooy = x ) (1.45)

70
para (t+7) €T, o

lim | X (£ +7) — X ()] = 0. (1.46)

Teorema 1.7 (Criterio de continuidad en media cuadrética):

Un proceso estocéstico de segundo orden X (¢),t € T es m.s. continuo en ¢ si y sélo si
['(t, s) es continua en (¢,t)

Prueba: Del teorema 1.6 se tiene que

My 1 = x() (1.47)

70
si y solo si ['(t, s)
lim  E{X(t+7)X(t+7)}=E{X*1)}. (1.48)
7T—0
7 =0
Esta condicién es
Lt+7t+7)—T(t) (1.49)
como 7,7 — 0, luego I'(¢, s) es continua en (t,1).
En el caso donde X () es estacionario en el sentido amplio se tiene que:
[(t,s)=T(s—t)=TI(7) (1.50)

por lo tanto un s.p X (t) estacionario de segundo orden en el sentido amplio es m.s.
continuo para todo t € T', si y sélo si, I'(¢) es continuo en 7 = 0.

El criterio de continuidad en m.s. es de fundamental importancia por que muestra
que las propiedades de continuidad de procesos estocéasticos de segundo orden estan
determinadas por las propiedades de continuidad ordinaria de estos, asociadas a la
funcion de correlacion.

Corolario: Si una funcién de correlacién I'(¢,s) en T' x T es continuo en cada (t,t) €
T x T, entonces es continua sobre 7" x T'.

13



Chapter 1 Introduccion al calculo en media cuadratica

Prueba: SiI'(t,s) es continuo en todo (¢,t) € T'x T, asi por el teorema 1.6 se establece
que el proceso estocéstico asociado X (¢) es m.s. continuo para todo t € T', por lo tanto
para t,t+7, s, s+7 €T,

1.1.1101. X(t+7) = X(1) (151)
y
“j; X(s+7) = X(s). (1.52)

del teorema 1.4 se tiene que

lim E{X(t+7)X(s+7)} =E{X(t)X(s)} (1.53)

7,7'—=0

Esta tltima ecuacion es necesaria para que I'(¢, s) sea continua en todo(t,s) € T x T.

Definicién: Si un proceso estocéstico de segundo orden X (t), ¢t € T, es m.s. continuo
para todo t € [t1,t5] C T, entonces X (t) es m.s. continuo en el intervalo [ty, ts].

Corolario: Un proceso estocastico de segundo orden X (t), t € T, es m.s. continuo en
un intervalo [t1,ty] C T si, y s6lo si I'(¢, s) es continuo en (,t), para todo t € [ty, to].

1.4. Diferenciacion en media cuadratica

Definiciéon: Un proceso estocastico de segundo orden X (t) con t € T, tiene derivada
en media cuadritica o, m.s. derivada X (¢) en ¢, si:

o X7 =X _ gy AX()

7—0 T dt

=X (t)=X"'(t). (1.54)
Las derivadas de orden superior se definen analogamente.

Teorema 1.8 (Criterio de diferenciacién en media cuadratica):

Un proceso estocastico de segundo orden X (¢) con ¢t € T, es m.s. diferenciable en ¢,
si y sélo si, la segunda derivada generalizada de I' (¢,¢") existe y es finita en (7,7 es
decir:

lim (1/77)AALT(t,s) =

7,7’ —0

= lim <> Tt+7,s+7)—T({t+7,s) —T(t,s+7)+T(ts)] (1.55)
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1.4 Diferenciacion en media cuadratica

existe y es finita en (¢, 1)
Demostracién: Por el criterio de convergencia en media cuadratica se tiene:

X, (t) = [X(t+n)—X(t)}/n, n=t n'=7, ng=0 (1.56)
en el teorema 1.6.

Se resalta que la existencia de la segunda derivada generalizada no es equivalente a la
existencia de la segunda derivada parcial, pues no requiere continuidad de T'(¢,s) en
(t,s). Sin embargo si la segunda derivada generalizada existe, entonces la primera y
segunda derivadas parciales existen. Por otra parte si las derivadas parciales hasta el
segundo orden no existen, entonces la segunda derivada generalizada no existe.

Definicion: Si un proceso estocéstico de segundo orden X (¢),t € T, es m.s. diferen-
ciable para todo t € [tl,tg} C T, entonces X (t) es m.s. diferenciable en el intervalo

[t1,1a)].

Se tiene por el teorema 1.8 | que X (¢) es m.s. diferenciable en el intervalo [tl, t2}, si
y sOlo si la segunda derivada generalizada (1.56) existe y es finita para todo (¢,t) €

[tl, tg] .

Corolario: Sila segunda derivada generalizada I'x (¢,t”) sobre T x T existe y es finita

en cada punto diagonal (¢,¢) € T x T entonces, las derivadas 2T (¢,t"), 2 (t,t") y
8f;t,f‘ (t,t”) existen y son finitas sobre T x T
Corolario: Si X’(t) existe sobre T', entonces I'x (t,t") = 8?;,F (t,t") sobre T x T.

Se observa que si el proceso estocastico X (t) es estacionario en el sentido amplio, I'(¢, s)
es Unicamente una funciéon de 7 = s — t y el proceso X(t),t € T, es m.s. diferenciable
en cualquier parte, si y sélo si X (t) es m.s. diferenciable en cualquier ¢.

Corolario: Un proceso X (t), t € T, de segundo orden estacionario en el sentido
amplio, es m.s. diferenciable si, y s6lo si, la primera y segunda derivadas de T'(¢)
existen y son finitas en 7 = 0.

1.4.1. Propiedades de las derivadas en media cuadratica

A continuacion se exponen las propiedades asociadas con las derivadas en media
cuadrética de los procesos estocésticos de segundo orden X (t).
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Chapter 1 Introduccion al calculo en media cuadratica

1. La diferenciacién en media cuadratica de X (¢) en t € T implica m.s. continuidad
de X(t) en t, ya que si

(e ) = X0 = gl
=0- 113%(1/72) AN T(t,1). (1.57)

La tltima expresién (1.57) es cero porque la segunda derivada generalizada es
finita por hipdtesis.

2. La m.s. derivada X(t) de X(t) en t € T , si existe es tnica, esto es por la
propiedad de convergencia y unicidad en m.s.

3. Si X(t) y Y(t) son m.s. diferenciables en t € T', entonces la m.s. derivada de
aX(t) +bX(t) existe en t y

d . .

10X (1) +0X(1)] = aX (1) +bY (1) (1.58)

donde a y b son constantes. Para la demostracion se aplica la propiedad de la
norma ecuacién (1.13),

aX(td7) + Y+ T) = aX(t) =V _ %y v o) <
. [X(t +7)— ] H H t+mn)-VY({) Y(t)| =0 (159)

4. Siuna funcién ordinaria f(t) es diferenciable ent € T'y X (¢) es m.s. diferenciable
ent €T, entonces f(t)X(t) es m.s. diferenciable en ¢, y

d df (t) dX(t)

S TOXM] = ==X () + f()= (1.60)
Para la demostracion por la propiedad de la norma ecuacién (1.13) se tiene;
[He ) —JOX ) _ 40, 10
T dt dt
< (t+7)X({t+7)— fO)X({t+T) d];t H Hf t+7)—f(t) H
2] oo s

flt+7) = f(t)

dt
(1.61)

<

- O x4 ] L2 x4 7 - x@l s HX”TQ () _ dX(t)

H—>O.
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1.4 Diferenciacion en media cuadratica

1.4.2. Funciones de esperanza y correlacién para derivadas en media

cuadratica

Se observé que si la derivada m.s. de X (t) y de orden superior existen, entonces son
procesos estocasticos. Ahora se vera que sus funciénes de correlacion y correlacién
cruzada estan definidas simplemente en terminos de la funcion de correlacién de X ()
. Primero se presenta un resultado elemental respecto de la m.s derivada de X (¢) .

Si X(t),t €T, esn veces m.s. diferenciable en T, los valores esperados de estas m.s.
derivadas de X (t) existen en Ty estdn dadas por

E {d"X(t)} - L p{xm). (1.62)

dtn [ din

Para probar la ecuacién (1.62) considere el caso cuando n = 1, por definicién se tiene
que

p(xto} - p{ iy X2 X0N

= lim
7—0

E{X(t+71)} —-E{X()} d
=—FE{X(t);. 1.
[ ) Lplxm) (163
El segundo paso en la derivaciéon de le ecuaciéon (1.63) viene de intercambiar los “E”
y “lim.” como se estableci en el teorema 1.1. La relacién (1.62) para derivadas de

orden superior se obtienen por evaluacién en la ecuacion (1.63).
Teorema 1.8:
Si la segunda derivada generalizada (1.51) Existe en (¢, ¢) para todo ¢ € T, entonces la

181"(15,5) OT(t,s) O0°T'(t,s)
ot ’ 0Os 7 Otds

derivada parcia existe y es finita en T" x T

Prueba: Por el teorema 1.8, la m.s. derivada X (t) de X (¢) existe para todo t. Por lo
tanto , existe y es finita en T" x T con

Lim. lm +r) - X @] X<s>}

T—0 T

E{X(H)X (s)} = E{

—im( D) B {X (47X (s) - X ()X ()}

T—0 T

=ty [0 +7:5) Dt )] = Z (164
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Chapter 1 Introduccion al calculo en media cuadratica

Similarmente se establece que

E{X(H)X(s)} = ani’ ) (1.65)

existe y es finita en T x T

Finalmente, la existencia y finitud de E {X ()X (s)} implican que

P{X()X(s)} = B { Lim. lX (t+7)- X <t>] lX (s+7) - X(S)] }

!
7,7 =0 T T

7'—o T T/ T/

_lim IE{[X(t—FT)X(S—i—T’)—X(t-I—T)X(S)]}_[X(t)X(s—I—T’)—X(t)X(s)}

n o n
zlimllim{F(HT’S*T) Pt+rs) T(ts+7) F(t,s)}

70 T 7/—=0 T’ T’

=l - Bs Bs 9t0s (1.66)

T—0 T

1 laF(HT, s) 8F(t,s)] _0°T(t,s)

existe y es finita en T x T

Por otro lado, considere la funcién de correlaciéon cruzada para 0" X (¢)/ot", 0" X (t)/0t™
denotada por I'x(n)x(m)(t, s) se tiene la formula general

o"t™mI(t, s)

Lx(n)x(m)(t,s) = Otndsm

(1.67)

si la derivada m.s. indicada existe.

En el caso donde X (t) es estacionario en el sentido amplio la ecuacion (1.68) se reduce
a

Ix(n)x(m)(t,s) =Tx(n)x(m)(r) = (w, T=s—1 (1.68)

1.4.3. Analiticidad en media cuadratica
El concepto de diferenciacién en m.s. lleva a la nocién por expansion de series de Taylor

en el sentido de media cuadratica para un (2-s.p) y a la definicién de analiticidad en
media cuadratica.
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1.5 Integraciéon en media cuadratica

Definicion: Un proceso estocastico X(t), ¢t € T, es m.s. analitico en T si este puede
expandirse como una serie de Taylor convergente

0o (1 _ 4 ynx ()
X(t) _ Z (t tO) X (tO)

n=0

n!

En conexién con la m.s. analiticidad, se presenta el siguiente teorema cuya de-
mostracién puede verse en [24] (Loéve[l,p.471]).
Teorema 1.9:

Un proceso estocéstico de segundo orden X (t) con t € T', es m.s. analitico en T si y
sélo si, su funcién de correlacion I'(¢, s) es analitica en (¢, t), para todo t € T, entonces
['(t, s) es analitico en T x T.

Es claro que F{X?(t)} = I'(t,t) es una funcién determinista que puede ser escrita
como ['(¢,t) = f(t). De este modo si la funciéon de correlacion I'(¢, s) es analitica en
cada (t,t) para t € T, entonces f (t) es analitica en cada t € T

El siguiente es un importante resultado asociado al algebra de las funciones analiticas
en el sentido determinista [22].

Lema 1.7 : Si f y ¢ son funciones analiticas sobre T', entonces las sumas, productos,
cocientes y composiciones son funciones analiticas.

Asi mismo, es inmediato que f “es analitica en T' y considerando las propiedades de las
series de potencias del calculo ordinario se puede probar que la funciéon F' es analitica
sobre T', donde F' es la primitiva de f, esto es, F' = f .

Por lo tanto se observa que la propiedad de analiticidad en el sentido de m.s. de pro-
cesos estocasticos estd también determinada por las propiedades analiticas ordinarias
de su funcién de correlacion.

1.5. Integracion en media cuadratica

Para el desarrollo de las integrales en media cuadratica para procesos estocasticos, se
consideran principalmente integrales de Riemann en media cuadratica.

Considere una coleccién de todas las particiones finitas {p,} de un intervalo [a,b]. La
particién p,, es definida por la subdivisién de puntos t,, k£ =0,1,2,...,n, tal que

a=ty <t <ty<..<t,=b. (1.70)
Sea

An = m}gx {tk - tkfl}
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Chapter 1 Introduccion al calculo en media cuadratica

y sea tj, un punto arbitrario en el intervalo [tx_1,%x). Sea X (t) un (2-s.p) definido en
la,b] C T. Sea f(t,u) una funcién ordinaria definida en el mismo intervalo para t y
Riemann integrable para todo u € U. Se forma la variable aleatoria

n

Yo(u) = ]; Sty w) X () (t — th-1) (1.71)

Ya que el espacio Ls es lineal, Y;,(u) es un elemento del espacio Ly. Esta es una variable
aleatoria definida para cada particion p, y por cada u € U.

Definicién: Si para u € U,

Lim. Y, (u) =Y (u) (1.72)

n— oo

Anp—0

existe para algunas sucesiones de particiones p,, el s.p. Y,(u), u € U, es llamado
Integral de Rieman en media cuadréatica de f(¢,u)X(t) sobre el intervalo [a,b], y se
denota por

Y () = / £t )X (t)dt (1.73)

Esto es independiente de las sucesiones de particiones como bien de las posiciones de
ngf € [tk,1 — tk>

Teorema 1.10 (Criterio de integraciéon en media cuadratica):

El proceso estocastico Y (u),u € U definido por la ecuacion (1.74) existe si y sélo si,
la doble integral ordinaria de Riemann

b b
//f(t,u)f(s,u)FXX(t,s)dtds (1.74)

existe y es finita.

Demostracion: Este teorema es un resultado inmediato del criterio de convergancia
en media cuadratica, se tiene que

Xo(t) =D f(t )X ()t — tr_1), t = u,ng = oo. (1.75)
k=1
en el teorema 1.5.

Las m.s. integrales impropias de Riemann son definidas de la misma manera. Una
m.s. integrale impropia de Riemann, se dice [ f(t,u)X (t)dt, es definida por

/ " (WX (6dt = Lim. () X (1)t (1.76)
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1.5 Integraciéon en media cuadratica

existe si, y sélo si, la doble integral impropia ordinaria de Riemann

/ h / " F(t ) (s, 0Dy (4 5)dtds (1.77)

exite y es finita.

Lema 1.8: Si los ntmeros &, (n =0, 1,2, ...) satisfacen
[§nia] < A&l + B (1.78)

donde A y B son constantes no negativas independientes de n, paran =0,1,2,..., N—1,
entonces

A1 p A£1
!fn\SAnléoH{ S AT N (1.79)
n =1,

Para n =1 (1.78) es idéntica a (1.79) y cierto por hipdtesis. Asumiendo como cierta
(1.79) para n < N, entonces por (1.78) se tiene para A # 1

< AlAm — B+ B
&1 < { ol + }+
A" — 1
_ At (A 1)3
[Sol + a-1 "
An+1_1
= A"t ——B

que es (1.79) incrementada en 1. Un argumento similar se establece si A = 1. Asi la
demostracion del lema se sigue por induccion.
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2 Ecuaciones diferenciales aleatorias

En el presente capitulo se dard una introduccién a las ecuaciones diferenciales aleatorias
las cuales en los ultimos anos han tomado gran importancia al ser aplicadas en diversas
areas de las ciencias y la ingenieria, en control, filtracién de seniales [16], en modelacién,
andlisis y prediccién del comportamiento de fendémenos fisicos y naturales [5], siendo
estos donde se ha hecho mayor énfasis en métodos probabilisticos.

Se presentara la ecuacion de Ito y su expresion en forma integral, una representacion
del ruido blanco, y algunos teoremas de existencia y unicidad de soluciones en media
cuadratica.

Debido a que las ecuaciones diferenciales involucran varios elementos aleatorios se
hace necesario su estudio aplicado para este campo, para ello a continuacién se aplica
el concepto de media cuadratica en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
aleatorias de la forma:

X(t) = f(X1(1), ., Xu(8);: Yi(0), ..., Yi(2): ),  teT,i=1,2,..,n. (2.1)
con la condicién inicial
X(to) = Xo, (2.2)

donde Y;(t), j =1,2,...,my X0, i = 1,2, ..., n, se especifican Ginicamente en el sentido
estocastico. Donde T' = [ty, a] es un intervalo (finito o infinito) de la recta real.

Es claro que este sistema de ecuaciones diferenciales también abarca el caso de ecua-
ciones diferenciales de orden superior. Esto es siempre posible cuando se requiere
introducir mas variables, o convertir en una ecuacién diferencial de mayor orden a un
conjunto de acoplamiento de ecuaciones de primer orden.

En notacién de vector-matriz, este sistema basico de ecuaciones diferenciales esta dado
por

X(t)=£{(X®),Y(t),t), teT  X(t) =X (2.3)

donde X (t) es un vector n-dimensional con componentes X;(t), ¢ =1,2,...,n. Los vec-
tores n-dimensionales f y Xy, y el vector m-dimensional Y (¢) estan definidos andloga-
mente.
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2.0.1. Existencia y unicidad

Inicialmente se expone la teoria de media cuadratica para ecuaciones diferenciales
como la ecuacién (2.3), en este desarrollo las cantidades estocasticas involucradas con
la ecuacién (2.3) toman valores en el espacio Ly, y todas las operaciones estan definidas
en el sentido media cuadratica. Ya que se trata de una extension a partir de un vector
de valores estocésticos, primero se establece algunas definiciones y la notacion para ese
vector.

2.0.1.1. El espacio L}

Sea X;, j = 1,2,...,n., variables aleatorias de segundo orden , un vector aleatorio
n-dimensional

X1
Xo

_Xn_

donde el conjunto de vectores aleatorios constituye un espacio vectorial lineal si todas
las 2-rv’s equivalentes estan identificadas. Este espacio con su norma

X[ = max || 2.5

j=1,2,...,n
es llamado espacio Lj. Ya que el espacio Ly es completo, el espacio Lj también es

completo con la norma HX H . Este es tambien un espacio de Banach con respecto a
n
esta norma.

La m.s. continuidad, m.s. diferenciacién, y m.s. integracién asociada con un vector
de procesos estocasticos de segundo orden es definida con respecto a la norma HX H .
n

Por lo tanto, un vector de procesos estocasticos X (t), t € T, es m.s. continuo en t,
por ejemplo si

m[X(t+7) - X(@#)| =0,  (t+7)eT (2.6)

li
T7—0 n

En esta definicién, el vector X (¢) es m.s. continuo en t € T, si, y s6lo si, cada
componente de este proceso es m.s. continuo en t € T

Observaciones similares se pueden hacer respecto a la m.s. diferenciacion, y m.s.
integracién del vector procesos estocéasticos de segundo orden X ().

24



Ecuaciones diferenciales aleatorias

Sea X(t), t € T, un vector de procesos estocasticos de segundo orden n-dimensional, el
cual se caracteriza por un mapeo en el intervalo 7" en LJ. Es conveniente adoptar la no-
tacion X (t) : T — LY de aqui en adelante. Similarmente, un vector de transformaciéon
f(X (), t) sobre un un vector de procesos estocésticos de segundo orden n-dimensional
para cada t € T, sera denotado por f: L} x T — L7. La notacién X € LI significa
que X es un vector aleatorio de segundo orden n-dimensional.

2.0.1.2. Existencia y unicidad para soluciones en media cuadratica

Considere la solucion de la ecuacién (2.4) en el sentido de media cuadratica. El de-
sarrollo, definiciones y teoremas son generalizaciones naturales de la respectiva teoria
deterministica de ecuaciones diferenciales. Por esto primero se expresa la ecuacion
(2.4) de la forma

X =f(X(@),1), teT; X(t) =Xo (2.7)

Definicién: Considere la ecuacién (2.7) donde f : LY x T" — L% continuamente y
Xo € Lj. El proceso estocastico X(t) : T — L% es llamado solucién en media
cuadatica (m.s) de la ecuacion (2.7) en T si:

1. X(t) es m.s. continua en T,
2. X(to) = XO;
3. f(X(t),t) es la m.s. derivada de X () en 7.

Cuando se habla de m.s. solucién, se asume que f y X, satisfacen las condiciones
establecidas anteriormente.

Teorema 2.1:

X(t): T — LY es m.s. solucion de la ecuacién (2.7) si y sélo si, para todo t € T,

t
X(t) = Xo +/ f(X(s),s)ds (2.8)
to
donde la integral es entendida como m.s. integral.
La prueba de este teorema puede ser consultada en [33, p.128]

Teorema 2.2: Considere la ecuacién (2.7). Si f: LY x T — LY satisface la m.s.
condicion de Lipchitz

[fx, 0 = r(vin)| <k@)|x-Y] , (2.9)
donde

/a k(t)dt < oo,

to
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entonces existe una tnica m.s. solucién para una condicién inicial X, € L7.

La prueba de este teorema esta dada por Strand[17, p.28] , otra prueba en espacios de
Banach se encuentra en el trabajo de Hille and Phillips [11] .

2]. La ecuacién de Ito

Un caso especial de ecuaciones diferenciales aleatorias a la que se le ha hallado im-
portantes aplicaciones en control, filtraciéon de senales, telecomunicaciones, economia
y finanzas, es una teoria donde el vector Y (¢) en la ecuaciéon (2.3) tiene inicamente
componetes ruido blanco. Mas especificamente, con la forma

X)) =f(X1t),t)+GX@),O)W(t), teT;  X(t) =X, (2.10)

donde W (t) es un vector m-dimensional cuyos componentes son ruido blanco gaus-
sianos, G(X(t),t) es una funcién matriz de n x m, y X, es independiente de W (t), t €
T.

2.1.1. Representacién del ruido blanco

Una representaciéon para el proceso ruido blanco gaussiano es W (t), t > 0. Sea
B(t), t > 0 un proceso Browniano , este es un proceso gaussiano con media cero
y covarianza

,uB(tth) =2D min(tl,tg), tl, t2 Z 0 (211)

Es de resaltar que B(t), t > 0 no es m.s. diferenciable. Formalmente, sin embargo se
puede considerar m.s. derivable y determinar sus propiedades.

La derivada formal de B(t), B(t), es gaussiana con media cero, su covarianza esta dada
por

/LB(tth) = 82u3(t1,t2)/8t18t2 (212)
Asi

UB (t17 tQ) = 2D82 min(tl, tg)/at16t2

= 2DOU(t; — t3)/0t; = 2D5(t1 — to) (2.13)
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2.1 La ecuacién de Ito

La funcién U(t, — t2) estd dada por

0, 11 <t

. 2.14
1, t1 > 1 ( )

U(tl—tQ):{

Donde la derivada de B (t), t > 0 tiene las propiedades de un ruido blanco gaussiano.
Asi se escribe formalmente

dB(t) _
=W, 120 (2.15)

2.1.2. La ecuacién y la integral de Ito

Con la representacion formal para un ruido blanco gaussiano (2.15), se puede interpre-
tar la ecuacion (2.10) de forma equivalente como

dX (t) = (X (1), t)dt + G(X (1), )dB(t), teT;  X(to) = Xo. (2.16)

Y su forma integral,

X(t)—X(tg) = /ttf(X(S),S)dS—I—/ttG(X(S),S)dB(S), teT, X(to) = Xo
(2.17)

donde X (ty) es independiente de el incremento de dB(t), t € T.

La primera integral de la ecuacion (2.17) puede definirse como una m.s. integral de
Riemann. La segunda integral por otro lado carece de sentido en media cuadratica
como integral de Riemann Stieltjes. La razon es que si se definen las r.v’s Y,, por

n

Y, =Y X(6)[B(ty) — B(tsi-1)] 1, € [tr-1. i) (2.18)

k=1

esta sucesion de r.v.’s no converge en el sentido de m.s. a un unico limite; el limite
depende de la eleccion especifica de t;.. Por lo tanto, la integral

/t X (s)dB(s) (2.19)

no existe como m.s. integral en el sentido usual. Las ecuaciones (2.16) o (2.17) son
generalmente llamadas ecuacion diferencial estocastica de Ito, aunque se prefiere el
término “Ecuacion diferencial aleatoria” en ese contexto.
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Chapter 2 Ecuaciones diferenciales aleatorias

Considere ahora la integral (2.19) en el sentido de Ito. Sea B(t), t € T = [0,a], un
proceso de Wiener con

E{B(t)} =0,  E{[B{t)-B(s)’}=|t—>s,

t.seT (2.20)

ysea X(t) : T — Lo m.s. continuo en T. Para algiint € T | el proceso estocastico X (¢)
es independiente del incremento {B(tx+1) — B(tx)} para todo tx v tx1 que satisfacen
0<t<ty <tpy1 <a.

Sea {p,} una sucesién de finitas particiones de 7'y sea
A, = max {tks1 — tr}

Se forma una variable aleatoria

n—1

Y, = 3 X(t) [Bltur) — Bt (2.21)

k=0

es claro que desde
| X @) [Bltirr) = B@)|| = X @]} Bltir) = Bt < o

cada termino de la ecuacion (2.21) pertenece a Ly y por lo tanto Y,, € L.

Definicién:
Si limY,=Y (2.22)
Anp—0

existe, la r.v. Y se conoce como la integral estocastica de Ito, o integral de Ito de X (¥)
[con respecto a B(t)] sobre el intervalo T'. Esta integral se denota por

(1) / ’ X(t)dB(t) = lim. Y, (2.23)

n—r00

Anp—0

Una importante observacién es que los valores de X () en la ecuacién (2.21) no son
tomados de puntos arbitrarios en el intervalo (x,tg11). Asi esta definicién no es de
una m.s. integral en el sentido usual. Como ya se mencion6 anteriormente el limite en
media cuadratica Y, depende de esta eleccion.

Los siguientes teoremas son presentados sin prueba y pueden consultarse en [33, pp.
123-128].
Teorema 2.3:

Suponga que X (t) y B(t) satisfacen las condiciones dadas anteriormente, la integral
de Ito ecuacién (2.23), existe y es tnica.
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2.1 La ecuacién de Ito

2.1.3. Existencia y unicidad de soluciones

La existencia de la integral de Ito permite discutir acerca de la existencia y unicidad
de soluciones para la ecuacion diferencial estocastica de Ito, para tal fin a continuacion
se expondran algunos teoremas necesarios.

Teorema 2.4:

Sea {X,(t)}, t € T = [0,a], una sucesién de s.p/s que satisfacen las siguientes
propiedades:

1. X,(t): T — Lo es m.s. continua en 7T ;

2. X, (t) es independiente del incremento {B(tx11) — B(tx)} para todo t v tgi1
satisfaciendo 0 <t <t <t < a.

Si X, (t) =3 X(t) uniformemente en T', entonces X () también satisface las propiedades
ly2y

Ya(t) = (1) /O Xu(s)dB(s) =5 Y (t) = (1) /0 X (s)dB(s) (2.24)
cuando n — 0o, uniformemente en t € T'.

Considere la ecuacion de Ito (Escalar)
t t
X (t) =Xo+ /to f(X (s),s)ds+ (I) /to g(X (s),s)dB(s) (2.25)
X (to) = Xo, teT = [ty,al.
Donde la condicién inicial X, € Lo es independiente de dB (t), t € T.
Teorema 2.5:

Si X (t) es m.s. continuo en T' = [0, a], entonces para cada t € T',

’/OtX(s)ds

Teorema 2.6:

< / 1X(s)[2ds < a / 1X (s)]2 ds (2.26)

Sean f(X,t)y g(X,t), t€ T dos funciones reales que satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. Ambas son continuas en T' X (—00, 00) y por otra parte, uniformemente continuas
en t respecto a t € (—o0,00).
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Chapter 2 Ecuaciones diferenciales aleatorias

2. Las condiciones de crecimiento

f(z,t) < K*(1+ 2%), g (x,t) < K*(1 + 2?) (2.27)

3. Las condicioes de Lipschitz

[F22,) = flo1, )] < Kwa — 2 (2.28)

(922, t) — g1, 1)| < Kl — 2 (2.29)

Para K > 0. Entonces la ecuacién (2.25) tiene una tnica solucién en m.s.
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3 El método aleatorio de Euler y su convergencia en media cuadratica

En este capitulo se presenta la construccién numérica de soluciones de problemas difer-
enciales de valor inicial aleatorios bajo el Esquema aleatorio de Euler a fin de construir
soluciones numéricas confiables, en ese sentido se observa que las aproximaciones son
m.s. convergentes a la solucion exacta del problema, se calculan el valor esperado, la
varianza, la correlacién y la covarianza del proceso, se enuncia un teorema de valor
medio aleatorio, se expone el concepto de continuidad en media cuadratica y se pre-
sentan nuevas condiciones de convergencia para el método Aleatorio de Euler en el
sentido de media cuadratica como una extensiéon de los resultados de [19] y [20] a la
correlaciéon y covarianza del proceso.

Como se ha expuesto, las ecuaciones diferenciales son una herramienta poderosa para
representar la naturaleza y el mundo real, aunque debido a errores en las mediciones,
su complejidad, o por razones técnicas, los parametros y funciones que aparecen en los
modelos matematicos estan sujetos a incertidumbre, esto motiva la inclusion de mode-
los aleatorios donde los parametros son variables aleatorias y los terminos funcionales
son procesos estocasticos.

Bajo las condiciones de Lipschitz de f (X, t) junto con su continuidad en media cuadratica
el problema (3.1) admite un proceso estocastico como tnica solucién local s.p. Hay
varias razones con enfoque alternativo para que las condiciones de Lipschitz en el sen-
tido media cuadratica sean adecuadas. Una es que tal hipdtesis a menudo no se cumple.
Y la segunda es que se buscan procesos solucién que no sélo son m.s. diferenciables,
sino también con realizaciones diferenciables. El siguiente resultado muestra bajo que
condiciones un 2-s.p. p(t), t € T, para un evento w € (2, satisface las propiedades de
que la realizacién p(t) es diferenciable en el sentido determinista, es m.s. diferenciable.

En particular, considere el problema de valor inicial aleatorio de la forma:
X(t)=f(X(t),t), teT =]t (3.1)
con la condicién inicial X (t5) = Xy

Teorema 3.1.

Sea p(t) = p(t,5) un 2-s.p. definido en un espacio de probabilidad (2

,J, P), que
depende de la 2-r.v. 5. Suponga que, para cada w € 2 , la realizacion p(t S

B)w) e
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Chapter 3 El método aleatorio de Euler y su convergencia en media cuadratica

una funcion determinista dos veces diferenciable con respecto a la variable ¢, y suponga
que su segunda derivada satisface la propiedad:

(y, B)(w)| < M < +o0, V(y,w) €[t —0t+3d] xQ,3>0. (3.2)

dy?”

Entonces el proceso de p(t) es m.s. diferenciable y p(t) se define para cada w € Q, por

o)) = Lot B)(w) = lim PEFALOW) ~plt B)(w)
dt™ "’

dim A7 . (3.3)

Demostracién: Sea w € () fijo, y considere la expansion de Taylor sobre t de la
funcién determinista diferenciable p(t, 5)(w),

1 d?

B+ A4, B)(w) =t F) ) + ol Bw)AL+ 5 5

para algunos t,, entre ¢t y t + At. Sea p(t) un s.p. definido por (3.3).

(tw, H)(w)(A)?  (34)

Como para cada At, p(t+ At, 5) es una 2-r.v. que es una funcion de la r.v. 3, entonces,
por [12, pp. 93] se deduce que p(t) es también una funcién de (5, y por (3.4) se tiene

que
5 { (A2 =2l p(t))Q} - ([ Est ) BT

Bajo la hipétesis (3.2), tomando limites en (3.5), cuando At — 0, se obtiene

i B { (p(t + At) — p(t) _p@)Q} o0 O (3.6)

At—0 At

Sean v y X, variables aleatorias de segundo orden definidas en el espacio de probabil-
idad (Q,J, P) y sea f(X,t) tal que:

(H1) f: SxT — Ly, S C Ly es una funcién de la 2-r.v. ~ , continua en ambas
variables (X, 1).

(H2) para w € Q , La realizacion f(X,t)(w) es diferenciable y su derivada con respecto
a la variable t satisface

jtf(X,t)(w)' <M<oo, V(X t,w)eSxTx.

(H3), Existe una constante K > 0 tal que

V(X t,w) e SxTxQ.

FE D) — fE D) S KX (@) =Y, 5 e sxTxa.
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Teorema 3.2:

Sea f(x,t) un 2-s.p. definido en en el espacio de probabilidad (€2,J, P) que satisfece
las condiciones (H1), (H2) y (H3), y sea X una 2-r.v. dada, entonces, existe un 2-s.p.
X; solucién del problema (3.1) con realizaciones diferenciables.

Demostracién: Sea w € ) un evento fijo, y considere la ecuaciéon diferencial deter-
minista

g rult) = fir;szu(t%t), } 57)

xZ(to) = zo(w).

Por la continuidad de f y la propiedad (H3) [27, pp. 15], existe una solucién tnica
Zw(t) del problema (3.7) tal que

Tw(t) = zo(w) —|—/t f (zw(s),s)ds. (3.8)

Defina el proceso estocéstico para cada w € €2 por
X(t,w) = x(t) (3.9)

y note que por (H1), X(¢,.) es una funcién de la 2-r.v. ~. Por hipétesis (H2), el proceso
X (t,w) admite dos realizaciones diferenciables con una segunda derivada acotada. Por
otra parte, por el teorema 3.1, X (¢,w) es m.s. diferenciable y

X(t,w) = di)xw(t) — Fan(t)t) = L X (tw) = f(X(tw). 1),
X (to,w) = xo (w) .

Ast X (t,w) es una m.s. solucion del problema (3.1). Con el fin de mostrar la singu-
laridad de esta solucién, note que

£ = FGRIP = B{(F(X, 1) = F(V,1)*} = / (F(X,t) = F(Y,1))" (w) dP (w)

< [ (IX @) = (@) dP (w) = KX - V.

por el Teorema 5.12 de [33, p. 118] sélo existe un 2-s.p. solucién para el problema
(3.1) que satisface

X (t) = Xo +/t f(X(s),s)ds. (3.10)
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Lema 3.1.

Sea g : T' — Lo una m.s. funciéon acotada y sea h > 0, entonces el m.s. modulo de
continuidad de g es la funcion

m(g,h) = sup Hg(t) - g(t*)H t,txeT. (3.11)
[t—tx|<h

La funciéon g se dice que es m.s. uniformemente continua en T, si
limm (g,h) = 0.
h—0 (g’ )

Sea f(X,t) definida en S x T, donde S es un conjunto acotado en Ly. Se dice que f
es aleatoria, acotada, uniformemente continua en S, si

Illin%m (f((X,.),h)) =0, uniformemente para X € S. (3.12)
supm (f ((X,.,)h)) =m(h) -0 cuando h — 0. (3.13)
Xes

3.1. Teorema de valor medio aleatorio para procesos estocasticos

El objetivo de esta seccién es establecer una relacion entre el incremento de X (t)— X (¢o)

de un 2-s.p. y su m.s. derivada X (£) para algunos ¢ definidos en el intervalo [to, ]
para t > ty. Este resultado se utiliza luego para demostrar la convergencia del método
aleatorio de Euler .

Lema 3.2.

Sea Y (t) un 2-s.p., m.s. continuo en el intervalo T = [to, t1]. Entonces, existe £ € [to, t1]
tal que

/tY(s)ds —Y(E)(t—t), to<t<t. (3.14)

Demostracién: Como Y (¢) es m.s. continuo, el proceso integral

/t:Y(s)ds

estd bien definido. Por el teorema 1.7 la funcién de correlacién I'y (7, s) es una funcién
continua determinista en 7' x T'. Para cada r fijo, la funcién I'y (7, .) es continua y por
el teorema del valor medio clasico para integrales, se deduce que

/t Ly (r,s)ds =Ty (r,&)(t —ty), para algunos & € [to,t]. (3.15)

to
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Noétese que por definicién de I'y (7, s), la expresion (3.15) se puede escribir en forma

/t E{Y()Y(s)}ds = E{Y ()Y (E)} (£ —to). (3.16)

Hay que demostrar que para el valor ¢ satisfaga (3.15) se obtiene

H/t:Y(s) ds Y (&) (t—to)| = E{(/t:Y(s) ds — Y (€) (t—t0)>2} —0. (3.17)

Como

E{(/t:ws) ds— Y (€) (t—t0)>2}
_ E{(/t:Y(s) ds>2} —2E{</t:Y(s) ds> Y(g)} (t—to)+ E{Y (©)*(t — 1)’}

(3.18)

y por el Lema 1.1, se obtiene

E{(/ ) } /t /tOE{Y (r)} dsdr (3.19)
E{(/t:Y(s)ds>Y(§)} :/t:E{Y(s)Y({)}ds (3.20)

se sigue que (3.18) es equivalente a

E{(/t:Y@ds—Y(&) <t—to>>2} —
/t/t E{Y ()Y (r)} dsdr — (/t:E{Y (s)y(g)}d8> (t —to)

- ( [ e <s>Y<§>}ds) (t—to) + E{Y ()Y ()} (t — to)". (3.21)

Noétese que (3.17) se obtiene mediante la sustituciéon de (3.16) en (3.21).
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Teorema 3.4

Sea X (s) un proceso estocastico de segundo orden m.s. diferenciable en [ty, 2] y m.s.
continuo en T' = [ty,t;]. Entonces, existe £ € [ty — t;] tal que

X(t) = X(to) = X (€) (t — to). (3.22)

Prueba. El resultado es una consecuencia directa del Lema 3.2 aplicado al 2-s.p.
Y (t) = X(t) y la férmula integral

/ X (s)ds = X(t) — X (to),

ver [33, p. 104].

3.2. Convergencia de procesos estocasticos analiticos en media

cuadratica

Las propiedades de analiticidad pueden extenderse de funciones analiticas en sentido
determinista a los procesos estocasticos de segundo orden X (¢); ¢t € T'. En particular
considere el problema de valor inicial (3.1), cuya solucién en forma integral, puede
expresarse como [33, p. 18].

X (t) = X(to) / F(X (3.23)

Si X (t); te€T esm.s analitico sobre T" entonces admite una expansién en series de
Taylor convergente en media cuadratica garantizando la existencia de las derivadas de
orden superior, lo cual conduce a que X (t) = f(X(t),t) sea m.s analitico sobre T.

Por otro lado si f(X(t),t); t €T es m.s analitico sobre 7', entonces (3.23) puede ser
expresada como

X=X+ kfj S_to 8 (X (to) . to) ds
= X (to) +Z(t(;f)1)!f(’“’ (X (to) ,to) => X (t) :2“;0))((@ (o)

y en consecuencia, X (t) es m.s analitico sobre ¢t € T' . Notese que por el teorema 1.8
y por las propiedades del calculo ordinario, la convergencia de las series de potencias
se mantienen bajo las operaciones de integracién y diferenciacion, de esta manera se
establece el siguiente resultado:

Proposicion 3.1. Sea X (t) t € T un 2-s.p. y considere el problema de valor inicial
(3.1). X (t) es m.s analitica si y solo si f(X(¢),t) es m.s analitica.
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3.3 Sobre el esquema aleatorio de Euler

3.3. Sobreel esquema aleatorio de Euler

Considere el problema de valor inicial aleatorio
X(t)=f(X@).t), teT=]t,t] (3.24)
X(to) = Xo

donde X, es una variable aleatoria, X () es desconocida, f(X, %) es un proceso estocas-
tico definido en el mismo espacio de probabilidad (2, F, P).

X(t) = f(X(1),1)

puede expresarse en forma integral como:

X®<ﬂm=[fﬂ®ﬂws

y en forma discretizada

t"/
&fxmz/fw@ﬁm
tn—1

/tt” F(S, X (5)ds = f (tn_1,X (tn-1)) (tn — tn_1)

luego se tiene que

Xp, =X+ F (ot X )b =ty —ta
Xto — X()

X(t)=f (X (1) = X (tn) = X (tn-1) + f (ta-1, X (ta1)) (tn = tn-1)
asi:

th = Xto + f (tOv Xto) h

XtQ = th + f <t07Xt0> h = Xto + f (t07Xt0> h + f (tlaXh) h

2 2
Xpy = Xug + W3 f (ti, Xoi)) = Xoy = Xog + h Y f(ti1,tion)

i=1 i=1

2 3
th — Xt2+hf (tg, XtQ) - Xt0+h Z f+hf (ti—la thi—l) - Xt0+h Z f+hf (Xti_17ti—1)

i=1 i=1
en general se tiene

X, = Xy + hfj f (i X y)

i=1
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3.4. Tres alternativas de convergencia en el esquema aleatorio de Euler

A continuacién presentaremos tres alternativas de convergencia para el esquema aleato-
rio de Euler, a partir de sus respectivas condiciones, las dos primeras son tomadas de
[19] y [20], y la tercera es uno de los aportes propuestos en este trabajo en el cual se
establecen condiciones alternativas sobre la funcién f y el 2.s.p X (t) para garantizar
la convergencia del esquema de Euler en el sentido media cuadratica.

1) El objetivo de esta seccién es mostrar que bajo las hipétesis del teorema 3.2, la
sucesién X, es m.s. convergente para el valor tedrico X (t), en el sentido de la estacion
fija, es decir h — 0y t, = t; ver [15, p.26], donde el esquema aleatorio de Euler
asociado con el problema de valor inicial (2.1) puede expresarse como:

n>1 (3.25)

Xn - Xn—l + hf(Xn—h tn—l)
X(to) = Xo

con X, f(X,_1,t,_1) variables aleatorias de segundo orden y h =t,, — t,,_1.

Asumiendo la hipétesis del Teorema 3.2, sea X (t) la solucién del problema de valor
inicial aleatorio (3.1). De la condiciéon (H2) del teorema 3.2, y la expresion (3.7) de la
prueba del teorema 3.2, para cada w € €) se obtiene

‘;wa(t)‘ - ;lt Flao),t) < M,  Y(t,w)eT xQ (3.26)

Teniendo en cuenta la expansion en series de Taylor para x,, sobre t,, =t se tiene que

h* d?

o g (€ (), (327)

T (tny1) = Ty (1) + Az (1), ) +
donde t, =t < & (w) < t,41 se quiere mostrar que el error aleatorio
en =X, — X (1), (3.28)

es m.s. convergente a cero en el sentido de estacién fija. A partir de las realizaciones
de e,

en = Xp (W) — X (t,w) = X, (w) =y (1), n >0 (3.29)
y la realizacion del esquema de Euler,
Xps1 (w) = Xy, (w) + hf (X, (w),t), Xo (w) =y (to) - (3.30)

de (3.27) y (3.30) se sigue que

ent1 (W) = e (W) + R [(fXn (w) 1) = [ (2w (1), 1)] = T —5 20 (E(w) . (3.31)
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De la condicién (H3) del teorema 3.2 se tiene

h*M
lens1 (w)] < (1+ hK) e, (w)| + 5 (3.32)
Por el Lema 1.8 se obtiene
enhK -1 hQM
e ()] < €5 o )] + - ) ( 2 ) (333)

Como e, (w) = 0 para todo w € , y nh =t —ty , en (3.33) se sigue que
hM
2 (pt—to) K
eo (w)| < 7 (K —1),  (tw)eTxQ. (3.34)
Por (3.29) y (3.34) se obtiene

leall = 1%, = X1 = E{(X, — X(6))*}
- / (X, — X (£))? (w) dP () = / () (w) dP (w)

<[]

Asi {e, } es m.s. convergente a cero, cuando h — 0, nh =t —t; .

Teorema 3.5:

Si f (X, t) satisface las hipotesis del teorema 3.2, entonces el método numérico aleatorio
de Euler es m.s. convergente.

Observacion 3.1. Desde el punto de vista practico la m.s. convergencia del método
numérico aleatorio de Euler es relevante ya que garantiza que X,,, E{X,}, Var[X,]
y cov[X,] convergen a los valores exactos de la solucién teérica X (t), E{X(¢)},
Var[X(t)] y cov[X(t)] cuando h — 0, nh =1 —t.

2) En esta seccién se analiza la convergencia media cuadrética, en el sentido de estacion
fija, en el método aleatorio de Euler de la forma:

Xn—l-l =X, + hf(Xm tn)
X(t,) = Xo

donde X,, y f(X,,t,) son variables aleatorias de segundo orden, h =t,, —t, 1, t, =

to+nhy f:SxT — Ly, S C Ly satisface la siguiente condiciones:

H4: f(X,t) es aleatoria acotada , uniformemente continua,
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H5: f(X,t) satisface la m.s. condiciones de Lipschitz

IF(X8) = F 0l < k(1) | X =Y, (3.36)

donde

/tlk(t)dt<oo.

to

Observe que bajo las hipotesis H4 y H5, importa la m.s. convergencia a cero del error
en =X, — X (t), (3.37)

donde X (t) es la solucién teérica 2-s.p. del problema (3.1), t = t,, = to + nh. Teniendo
en cuenta (3.1), y Teorema 3.4, se obtiene,

X(tny1) = X(tn) + hf(X(te),te) Para algin  tg € (tn,tny1). (3.38)
Por (3.35) y (3.38) se deduce que

Jeaal| < Jlea] + A £(X ). 1) = £(Xos 1) (3.39)
Ya que la solucién tedrica X es m.s. acotada en [tg, 1],

sup HX (t)H < N < 0.
to<t<ty

Bajo la hipétesis H4, H5 y el teorema (3.4) se deduce que
| F(X(te). te) — (X )| < [ F(X (), e) — F(X (o). 1)
H X (te), 8) = FOX (), )| + [ F(X @0 80) = (X )|

<w(h) + K (ta) Mh+ k (t,) |en]| (3.40)
donde
M= sup |X () (3.41)
to<t<ty

A partir de (3.39) y (3.40) y el Lema 1.2 de [27, pp. 28], se obtiene

lensa| < (14K (ta) ) [lea]| + B Tw (B) + k (2) M.,
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exp (nhk (t,)) — 1
k(tn)
Teniendo en cuenta que ey = 0y nh =t — ty, la dltima desigualdad se puede escribir

en la forma

< exp (nhk (tn)) |leo| + [w(h) +k (t,) Mh], n=0,1,2,..

ex t—to k(t)) —1
o] < ZRLE=EO)

[w(h)+ Mhk(t)], n=0,1,2,.. (3.42)

ya que w(h) — 0 cuando h — 0, por la condiciéon H4, a partir de (3.42) se obtiene la
m.s. convergencia a cero de e, cuando h — 0, nh =t — ty, por lo tanto se establece el
siguiente resultado:

Teorema 3.6.

Si f(X,t) satisface las condiciones H4 y H5, entonces el esquema numérico aleatorio
de Euler es m.s. convergente.

3) En que esta seccién se establecen nuevas condiciones alternativas sobre la funcion f
y el 2.s.p X (t) para garantizar la convergencia del esquema de Euler en el sentido media
cuadratica, como aportes en el presente trabajo y ademas se enuncian con demostracion
algunos resultados inéditos, a partir del esquema aleatorio de Euler asociado con el
problema de valor inicial (3.1) el cual puede puede expresarse como en (3.25):

Xn - Xn—l + hf(Xn—la tn—l)
>
X(t) = Xo nzl

El objetivo de esta seccién es demostrar que bajo las nuevas hipotesis Hg v H7 la
sucesién X, es m.s. convergente para el valor tedrico X (t) cuando h — 0.

HG6 : f(X(t)),t € T es m.s analitico sobre T

HT - |[£(X.t) = f(V. 1) < k()| X — Y]], donde [ k(t)dt < o. (3.43)

Se mostrara que le error e, = X, — X(t) es m.s convergente a cero donde X(t) es la
solucion tedrica del problema de valor inicial

En efecto, por H6 y la proposiciéon 3.1 es m.s analitica y en consecuencia,

00 o k . 2 .
X(t) = 3 Um0, = x(e) + nxe) + 2 xce)

k=0
luego,
2

X(tns1) = X(t) + hf(X (), ) + ’;X(g); ty =t < &<t
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Por el esquema numérico de Euler (3.25)

Xn—l-l = Xn + hf(thn)a

Xt = X(tupr) = X = X (8) + B[ (X ta) = f(X(80), 1)] = 5 X (©)

Y

oo = e+ 1t~ 000 0]+ e

de HT7 se obtiene y por [27, pp. 27]

fews < e+ Ao+ 1
donde

M = sup HX(t)H

to<t<t:
Por [27, pp. 18,28] se tiene

Jewia]| < (1 hh(t) e + 2o

exp(nhk(t,)) — 1
k(tn)

Teniendo en cuenta que eg = 0y nh =t —t; , esta Gltima ecuacién puede ser escrita
como

exp((t — to) k(t,)) — 1
HB"HS p(( k(gn)( )

< exp (nhk(t,)) HeOH + [hM] ,n=0,1,2,..

2

h
lZM] . n=0,1,2,..

asi se obtiene la convergencia a cero de HenH cuando h — 0, nh =t — .

Teorema 3.7. .

Si f(X,t) satisface las condiciones H6 y H7 , entonces el método numérico de Euler
aleatorio es convergente en media cuadratica.

Proposiciéon 3.2. Considere el problema de valor inicial
X(t) = a)X(t) +b(t), teT=tot] (3.45)

X (to) = Xo.

Sea X una 2-r.vy b(t) un 2-s.p. m.s integrable ambos definidos sobre el mismo espacio
(Q,3, P) tal que b(t) es independiente de X (¢) para cada t perteneciente al intervalo
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T = [to, tl]. Sea a(t) una funcién deterministica continua analitica definida sobre 7.

Si E{b(t)} es una funcién analitica sobre (¢,t) € T' x T, entonces el 2-s.p. X(t),t € T
es m.s analitica sobre T' .

Demostracién. El problema (3.45) puede expresarse en forma integral como

X@—X@@=/¥M¢ﬂ@+«@m8

to

de ese modo

m(t) — a(t)ym(t) = E{b(t)}, (3.46)

La solucién explicita para la ecuacién (3.46) toma la forma,
¢
m(t) = E {Xo} elo(@) 4 elig(@)ds / e Jio 1 (1(5)} ds.
to
Por el lema 1.7 vea que m(t) es analitica.

Por otro lado, sea Y (t) = X?2(t), entonces, Y () = 2X (t) X (t), luego, Y (t) = 2a(t) X?(t)+
2b(t) X (t) que en forma integal puede ser escrita como

mw:p%»+/<mwm@+aEw@»mw»w

to
donde p(t) = E{Y (t)} = E{X?(t)}. De ese modo se tiene la ecuacién diferencial,
p(t) = 2a(t)p(t) = 2E{b(t)} m(t)

cuya solucién explicita toma la forma

t t t t
p(t) _ p(t0)€2ft0(a(s)ds + 62 fto(a(s)ds / 6_2 ffo a(u)duE {b(s)m(s)} ds.

to

por el lema 1.7 y el teorema 1.9 se tiene que p(t) = E {X?(t)} = [',(¢,t) es analitica,
en consecuencia X (t) es m.s. analitica.
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3.5. Resultados numéricos experimentales

Sea X, una 2-r.v. definida en en el espacio de probabilidad (2, F,P) y b(t) un 2-
s.p. m.s. integrable definido en el espacio de probabilidad (€2, F, P), tales que b (¢)
es independiente de X, para cada ¢ en el intervalo T' = [to,t1]. Sea a(t) una funcién
determinista continua definida en 7', interesa solucionar numéricamente problemas de
valor inicial aleatorio dados por:

X)) =a®)X(t)+b(t);  X(to) =Xo, teT. (3.47)
La ecuacion (3.47) puede escribirse en forma diferencial como
dX (t) =a(t) X (t) +b(t)] dt (3.48)

en forma discreta

Xy, =Xp, 4 (a(tas) X +D(tan)) R (3.49)
luego

Xy, =14+ ha(th-1)) Xy, , +hb(th-1); n > 1. (3.50)
Se tiene

th = (1 + ha (tO))XtO + hb (to)

ts = (L4 ha (t1)) X, + hb (1)
= (14 ha(t1)) (1 + ha (to)) X4, + hb (to)) + hb (t1)

)
(t1))
(1+ ha (t1)) (1 + ha (t)) Xzy + h (1+ ha (t1)) b (to) + hb (1)
)
)

= (1 + ha (tg Xt2 + hb (tg)
= (1 + ha (t2> ((1 + ha (tl)) (1 + ha (to)) Xto +h ((1 + ha (tl)) b(to) + btl)) + hb (tg)
— (14 ha (t2)) (1 + ha (1)) (1 + ha (t0)) Xug-+h (1 + ha (£2)) (1 + ha (1)) b (to) + h (1 + ha (£2)) b (t1))+hb (t2)

2

X, = H(1+ha Xt0+hZ<H (1+ ha(t )b(ti); n>1

1=0
en general
n—1 — n—1
Xy, =[] 0+ ha(t:) Xe, + Z ( IT @+ hnatt ) b(t;); n>1 (3.51)
=0 =0 \j=i+1
E{X,; }= 1:[ (14 ha(t;)) E{Xy,} + hz ( [T +ha (tj))) E{b(t;)} (3.52)
=0 1=0 Jj=i+1
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n—1
(H (1+ ha (t Xt0+h2(
=0

= 1=0 Jj=i+1

n—1 n—1
(H 1+ ha (t ) Xt0+2<H(1+ha
=0

=0

2
n—1
+h? (Z ( H (1+ha(t ) b(ti)>
E{X}}=
n—l 2 n—1
= <H (1+ha(ti))> E{XEO}—FQ (H +ha >hz
=0 1=0 i=0
+h2 ni ni (1+ha(t;)) (1 + ha(tg)) E {b, by, }
i=0 k=0
Ccomo
Var[X; |=F {Xth} —(E {Xn})2
se tiene

n—1l1n—1

=0 i=0 k=0

*hzii(wha (t:)) (14 ha (ty)) E {b,} E {bs, }
=0 k=0

n—1 2 n—1n—1

= <H (1—|—ha(ti))> var (X,)+h? ZZ + ha (t
=0 1=0 k=0
Var[ X, | =

= (h (1+ha(ti))> var (X, ) +h2nznz 1+ ha(t
=0 i=0 k=0

n—1
H (1+ ha(

tj))) b(ti))

- (H (1+ ha (ti))> var (to) +h* Y > (1+ ha(t:))

(3.53)

Xto>

hz(

=0

n—1
[T @+ ha (tj))> b(t;)

Jj=i+1

( H 1+ ha (tj))) E{Xi, } E{b(t:)}

(3.54)
(3.55)
(1+ ha (tx)) £ {be, b, }

(3.56)

(1 +ha (t)) [E{bsbe } — E{bi } E{bs, }]

(3.57)

(1+ ha (ty)) [E{bs,bs, } — E{bs, } £ {by, }]

(3.58)
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2
Var[X;, | <H (14 ha(t > var (Xe,)

j=i+1 l=k+1

n—1n—1 n—1 n—1
+h2zz ( I @+ hatt ))) ( 11 (1+ha(tl))> cov[b(t;), b(t)]- (3.59)

De la ecuaciones 3.51 y 3.52 se obtiene

E{Xy, X, } = <H fi) (H fk) E{X?(to)}

FhE{X (to)} Knﬂ f1> Y (m fr> E{b(ty)} + <nH fk) ni: < nl:[ fj> E{b(ti)}]
l 1

k=0 i=0 \l=k+1

NENSDY ( 11 fj) ( ﬁ) B{b(t)b ()} (3.60)
-

i=0 K=0 \j—t+1

R‘
+
[y

cov{Xy X, } = <H f1> fk) var {Xo}
k=0

—I-hQHX_:lmz_:l( H fj)( H fl) cov [b(t;),b(ty)] (3.61)

i=0 K=0 \j=i++1 ——k+1
donde

fzzl—i—ha(tl)

3.6. Ejemplos numéricos experimentales

En esta seccion se reconstruyen los resultados numéricos de (Jodar, Lucas. Cortéz, y J.
L. Villafuerte), observando una clara convergencia tal como se observa en los resultados
reportados en [19] y [20], al igual se obtienen resultados similares a partir de las nuevas
condiciones propuestas en el presente trabajo segtin la expresién (3.43), y se hace la
extension a las funciones de Correlacién y Covarianza que en los trabajos mencionados
no se desarrollan.
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3.6.1. Ejemplo 1

Considere el problema de valor inicial aleatorio dado por:

X(t) =2tX(t) + exp(—t) + B(t), X(0)=X,,0<t<1, (3.62)

donde B(t) es un movimiento browniano estandar y Xy es una variable aleatoria, que
sigue una distribucién Normal N(1/2,1/12). Suponga que X(t) es independiente de
B(t) para cada t € [0, 1].Observe que las funciones 2t, exp(—t) y E {B(t)} son funciones
analiticas y por la proposicién (3.2) el esquema numérico de Euler es m.s. convergente
para el problema (3.62).

A continuacién se observa en las graficas 3.1 y 3.2, la convergencia bajo el esquema
numérico de Euler para diferentes valores de h, del valor esperado y la covarianza para
el problema (3.62) , donde se presenta mejor convergencia a medida que h disminuye
de acuerdo con lo expuesto en [19] y [20], a su vez que la extensién propuesta en este
trabajo y su respectiva convergencia para las funciones de auto-covarianza y correlacion
en las gréaficas 3.3 y 3.4.
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Convergencia te la Yarianza para Diferentes Yalores de h
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Convergencia t2 |a Canlacidn para Diferentes Valores de b
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3.6.2. Ejemplo 2

Considere el problema de valor inicial aleatorio dado por

X(t) = itX(t) +B(t) X(0) = Xo; 0< £ < 1. (3.63)

Donde B(t) es un Movimiento Browniano Estandar unidimensional y X, es una va-
riable aleatoria que sigue una distribuciéon Normal N(1/2,1/4) . Suponga que X (t)
es independiente de B(t) para cada t en [0, 1]. Observe que las funciones it, y
E{B(t)} son funciones analiticas y por la proposicion (3.2) el esquema numérico de
Euler es m.s. convergente para el problema (3.63).

A continuacion se observa en las graficas 3.5 y 3.6, la convergencia bajo el esquema
numérico de Euler para diferentes valores de h, para el valor esperado y la covarianza
para el problema (3.63) , donde se presenta mejor convergencia a medida que h dis-
minuye de acuerdo con lo expuesto en [19] y [20], a su vez que la extensién propuesta
en este trabajo y su respectiva convergencia para las funciones de Auto-covarianza y
correlacion en las graficas 3.7 y 3.8.
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Convergencia del Valor Esperado para Ofersntes Yalores de b

ik T T T T T \

D57k —t—H=11D o)
—— =/

056 - b (=11
—Valor Esperada Tedrico

~alor Esperado
[} —
[y } [y ]
= fs 21

—
Ty
fark)

1LY,

041

0%
Tiernno

Grafica 3.5

Convergencia te la Yarianza para Diferentes Yalores de h
07 T T T T T \

07F | ——h=1/10
——h=120
== ==L ¥
0pk | —Varianza Tedrica /-

0

08

“Warianza

045

04r

03r

12 ——t
0

Tiernpo

Gréfica 3.6

20



3.6 Ejemplos numéricos experimentales
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4 Dimensién fractal

En el presente capitulo se introduce el concepto de dimension fractal, su determinaciéon
tedrica y algunas de sus propiedades, ademés de exponer ciertos teoremas referentes a
la forma cémo puede calcularse, como el Método de conteo de Cajas y la Dimension
Fractal de Haudorf-Besocovitch.

La dimensién fractal constituye un medio objetivo para la comparacion de los fractales,
los cuales son importantes porque se pueden definir en relacién con datos del mundo
real, y pueden medirse aproximadamente por medio de experimentos.

Definicion 4.1

Sean (X, d) un espacio métrico completo, A € H(X) un subconjunto no vacio compacto
de X, B(z,¢€) una bola cerrada de radio € > 0 y centro en un punto x € X. Defina un
nimero entero N (A, €), como el menor nimero de bolas cerradas de radio € necesarias
para cubrir el conjunto A.

M

Esto es N(A,e) = M el més pequeno entero positivo, tal que A C UB(x,,€) , para
n=1

algin conjunto de puntos distintos z, : n =1,2,..., M C X. La logica es la siguiente:
rodear cada punto x € A por una bola abierta de radio ¢ > 0 para proporcionar un
cubrimiento de A por conjuntos abiertos. Debido a que A es compacto este cubrimiento
posee un subcubrimiento finito, que consta de un niimero entero M , de bolas abiertas.
Al asumir el cierre de cada bola, se obtiene un cubrimiento consistente de M bolas
cerradas. Sea C el conjunto de los cubrimientos de A por a lo méas M bolas cerradas
de radio €. Entonces C' contiene al menos un elemento.

Sea f: C — 1,2,3,..., M definido por f(¢) = ntimero de bolas en el cubrimiento
c € C. Entonces f(c):c € C es un conjunto finito de niimeros enteros positivos. De
ello se deduce que al menos contiene un nimero entero N (A, ¢).

La idea intuitiva detras de la dimension fractal es que un conjunto A tiene dimensiéon
fractal D si:

N(A, €) =~ Ce P para alguna constante positiva C.
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Aqui se utiliza la notacion "~" de la siguiente manera. Sea f(€) y G(¢) funciones de
valores reales positivos de la variable real positiva e. Entonces, f(€) ~ g(e€) significa
que 11 Oln(f 8; = 1. Si "se resuelve" para D se tiene que

InN(A,e) —InC
In(1/e)
Se usa la expresion In(z) para denotar el logaritmo en base e del nimero real positivo

x. Ahora note que el término 11?1% tiende a 0 cuando € — 0 con € > 0. Esto lleva a
la siguiente definicién.

D=

Definicién 4.2 Sea A € H(X) donde (X, d) es un espacio métrico. Para cada € > 0,
N(A,€) denota el menor nimero de bolas cerradas de radio € > 0 necesarios para

cubrir A. Si
D — lim [ln N(A, e)]

In(1/€)

existe, entonces D se llama la dimension fractal de A. También se usa la notacion
D = D(A) y se dice que "A tiene dimension fractal D"

Teorema 4.1 Sea A € (X) donde (X, d) es un espacio métrico, sea €, = Cr™ definido
para los reales 0 <r <1y C >0, y los enteros n = 1,2, 3, ..., si

[ln(N(A, €n))
In(1/€,)

entonces A tiene dimensién fractal D.

D = lim

n—o0 ’

Demostraciéon: Sea r y C' ntmeros reales, y la sucesion de ntimeros enteros F =
{en :n=1,2,3,...}. Sea f(¢) = max{e, € F : ¢, <€} . Suponga que € < r. Entonces

fle)<e<fle)/r,yN(Ae)=N(A f(e)/r).
Dado que In(z) es una funcién creciente de x positiva para x > 1 se tiene que
In (N (A, f(e)/r)) _In(N(A¢€) _In(N(A [(e))
mA/f) S W/ S (/) .

Suponga que N(A,€,) — oo cuando € — 0; si no entonces el teorema es verdadero.
Tomando limite al lado derecho de la ecuacién (4.1) cuando € — 0+ resulta

] - o [ )

— lim [ In(N (A, e,)) 1
n—oo | In (r) + In (1/€,)

e—0
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= lim
n—oo

In (N (A, e,))
In(1/e,)
Tomando limite coando € — 0 en el lado izquierdo de la ecuacion (4.1)

g [OHALOIN] _ [ L)

e—0

) In(N (A, e,1))
= lim
n=oo |In (1/r) +1n(1/€,-1)
In (N (A, e,))
In(1/ey)
Dado que el limite cuando ¢ — 04 tanto en el lado izquierdo como al lado derecho
de (4.1) se aproximan al mismo valor, por el teorema de estriccién , el limite cuando

¢ — 0 de la cantidad en el medio de la ecuacién (4.1) también existe, y es igual al
mismo valor.

= lim
n—oo

Teorema 4.2 Teorema de conteo de cajas. Sea A € H (R™), donde se utiliza
la métrica euclidiana. Considere un cubrimiento de R™ por cajas cuadradas cerradas
cuya longitud de lado es (1/2"). Sea N,, (A) el nimero de cajas de longitud de lado
(1/2"™) que intersectan el atractor. Si:

oo

n=roo
entonces A tiene dimensién fractal D.
Demostraciéon : Note que para m = 1,2,3, ...,

27Ny (A) < N (A, 1/2") < Nymy (A) para todan =1,2,3, ...,

donde & (n) es el menor entero k que cumple la condicién k > n—1+1 log, m. La primer
desigualdad se obtiene porque una bola de radio 1/2" puede intersectarse a lo mas 2™
cajas de lado 2"~ 1. El segundo desarrollo se sigue del hecho de que una caja de lado s

S

2 2 2
puede encajar dentro de una bola de radio 7 siempre que 72 > (%) + (5) +...+ (%) =

2
m (ﬁ) por el teorema de pitdgoras. Ahora

2
lim [ln(Nk("))] — lim lln (2) In (Nkw))] ~ D,

In (27) In (27) In (27)

n—o0 n—oo

ya que %”) — 1. También

lim [Ml — lim [lnNn—l)] =D,

n—00 In (2“) n—oo | In (2n—1
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del Teorema 4.1 con r =1/2 .

Teorema 4.3 Considere los espacios métricos (X1, d;) v (X2, ds) métricamente equiv-
alentes. Sea 6 : X; — X, una transformacién que proporciona la equivalencia de los
espacios. Sea A; € H(X;) la cual tiene dimension fractal D. Entonces A; = 6(A4;)
tiene dimensién fractal D. Esto es

D (Ay) = D (0 (Az)).

Demostracién : Dado que los dos espacios (X1,d;) y (X2, ds) son equivalentes bajo
0, existen constantes positivas e; y ey tal que

erds (0 (2),0 (y)) < dy (z,y) < eads (0 (x), 60 (y)) para toda z,y € X;. (4.2)

Sin pérdida de generalidad, suponga que e; < 1 < ey . De la ecuacion (4.2) se sigue
que

dy (0 (x),0(y)) < 4 (Z’ v para toda z,y € Xj.
1
en consecuencia
0 (B (x,€)) C B(f(x),€¢/er) para toda x € X;. (4.3)

Ahora, de la definicién de N (Aj,€), se sabe que este es un conjunto de puntos
{z1,29....,xx} C Xi, donde N = N (A, €), tal que el conjunto de bolas cerradas
{B(xn,€) :n=1,2,..., N (A, €)}, proporciona un cubrimiento para A;. Se tiene que
{0 = (B (xp,€/e1)) :n=1,2,..., N (A, €)}, proporciona un cubrimiento para A,. En
consecuencia

N(AQ,e/el) S N(Al,E) .
se sigue que,

In (N (Ag,e/er)) < In (N (Ay,€))
In (1/€) —  In(1/e)

Por lo tanto

lim sup
e—0

In (N (Ag,e/el))] . [m (N (A, €))

In (1/e) In (1/e) ] = DA, (4:5)

= lim sup l

e—0 =0
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4.1 Determinacion teérica de la dimensiéon fractal

La ecuacién (4.2) implica que
d; (6‘1 (z),07! (y)) < eads (x,y) para toda z,y € Xo,

en consecuencia 0~ (B (z,€)) C B (6‘1 (x) ,626) (x,y) para toda x € Xo.
Esto a su vez implica N (A1, es¢) < N (Asg€).
por lo tanto, cuando € < 1,
[ln (N (Al,GQE))‘| < [ln (N (AQ,e))]
(/o | = m(i/e

de esta forma

 lim In (N (Ay,€))
D)=, [ {179 ]

In (N (Ay, ez¢))
S o
lln(N (Ag,e))]

In (1/€) ’
Por combinacion de las ecuaciones (4.4) y (4.5) se tiene

it [ G _ 4[5 L]

< lim inf
e—0

y en consecuencia D (Ay) = lin%
€E—>

4]. Determinacion tedrica de la dimensién fractal

Definicién 4.1.1 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea A € H (X). Sea N (e)
el niimero minimo de bolas de radio € necesarias para cubrir A. Si

D = 11_1% {Sup{iiﬁ/(g €€ (0, e)}}

existe, entonces D se conoce como la dimension fractal de A. También se utiliza la
notacién D = D(A), y se dice: "que A tiene dimension fractal D".
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Chapter 4 Dimensién fractal

Teorema 4.1.1 Sea m un entero positivo, y considere el espacio métrico (R™, Euclid-
iano). La dimensién fractal D(A) existe para todo A € H (R™) ; y sea B € H (R™) tal
que A C B, donde D(B) denota la dimensién fractal de B. Entonces D(A) < D(B).
En particular,

0<D(A) <m.

Demostracién: Se probara el teorema para el caso m = 2. Sin pérdida de generalidad
suponga que A C X, donde X denota una caja cerrada de lado 1/2" que cubre a R?
De aqui se tiene que N(A,¢) < N(K, ¢€) para todo € > 0. Por lo tanto para todo € > 0
tal que 0 < e < 1,

0 < In(N (A e)) - In (N (X, ¢))
~ In(1/e) — In(1/e)
Observe que el limite superior del lado derecho existe y tiene valor 2. Luego el limite
superior del lado izquierdo existe y estd acotado superiormente por 2. Por lo tanto la

dimension fractal D(A) estd definida y limitada superiormente por 2. También D(A)
es no negativa.

Si A,B € H(R?) con A C B, entonces las dimensiones fractales de A y B estén

definidas. El argumento anterior en la que X se sustituye por B muestra que D(A) <
D(B).

Teorema 4.1.2 Sea m un entero positivo, y considere el espacio métrico (R™, Euclid-
iano). Sean A, B € H (R™) . Sea A tal que su dimensién fractal estd dada por

~ lim In(N (A, e€))
b= { In(1/9) }

Sea D (B) y D (AU B) las dimensiones fractales de B y A U B respectivamente. Si
D(B) < D(A). entonces D(AUB) =D (A).

Demostracién: Por el teorema 3.1.1 D(AUB) > D(A). Se quiere mostrar que
D(AUB) > D(A). vea que, para todo € > 0,

N (AUB,e) < N (A,e)+ N (B,e).

luego

D (AUB) = limsup

{m (N (AUB, ¢)) }

e—0 In (1/e)
) In(N (A, e) + N (B,¢))
= lim su p{ In (1/e) }
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4.1 Determinacion teérica de la dimensiéon fractal

< lim sup
e—0

In(N (A, €)) I In(1+ N (B,e) /N (A,¢))
{ In(1/€) 1 e—)Op{ In (1/e) }}

La prueba se completa, mostrando que N(B,¢€)/N(A,¢€) es menor que 1 cuando € es
suficientemente pequeno. Esto implicaria que el segundo limite de la derecha es igual
a cero. El primer limite de la derecha converge a D(A).

Note que
In (N (B,¢)) .
sup {ln(l/g) re<e
es una funciéon decreciente de la variable positiva e de ello se deduce que
In(N (B,e))
In(1/€)

Como el limite indicado explicitamente en el teorema existe, se sigue que

< D (A) para todo € > 0 suficientemente pequeno.

In (N (B,e)) _ In(N (4,0)
In (1/e) In (1/¢)

Esto permite concluir que

para todo € > 0 suficientemente pequefio.

N (B
M < 1 para todo € > 0 suficientemente pequeno.
N (A e)

Teorema 4.1.3 Sean {R™;w;,ws,...,wy} un sistema de funciones iteradas (IFS),
hiperbdlico, y sea A su atractor. Supongamos W,, es semejante al factor de escala s,
para cada n € 1,2,3,..., N. Si el sistema iterado esta totalmente desconectado o justo
después de tocar el atractor tiene dimensiéon fractal D(A), que estd dado por la tnica
solucion de

N
Yo sa"™M =1, D(A) €[0,m].

n=1

Si el sistema de funciones iterado se solapa, entonces D > D(A), donde D es la solucién
de

N EEY JE—
Slsal”=1,  Del0,00)
n=1

La prueba de este teorema se puede encontrar en [8], [10], [14], y [30].

El siguiente argumento ofrece una valiosa comprensién de la dimension fractal. Se
restringe la atencién al caso en que el sistema de funciones iterado {R™, wq, wo, ..., wy }
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Chapter 4 Dimensién fractal

esta totalmente desconectado. Suponga que el factor de escala de s; asociado con la
similaridad w; es distinto de cero para cada 7 € 1,2,..., N. Sea ¢ > 0.

Observacién (i): Seai € 1,2,..., N. Dado que w; es semejante al factor de escala s;,
se asigna bolas cerradas en bolas cerradas, de acuerdo con

wi (B (z,€)) = B (w; ()]s €).
Suponga que s; # 0. Entonces w; es invertible, y se obtiene
w;' (B (x,6)) = B (w (), [si] "e) .
Las dos tltimas relaciones permiten establecer que para todo € > 0,
N (A, €) = N (wi (A), |si €);
que es equivalente a
N (wi (A),€) = N (A, ]si] "e). (4.7)
Esto se aplica para cada i € 1,2,3, ..., N.
Observacién (ii): El atractor A del sistema iterado es la unién disjunta

A=w (A)Uwy (A)U...Uwy (A4),

donde cada uno de los conjuntos w,(A) es compacto. Por lo tanto se puede elegir el
nimero positivo € tan pequefio que si, por algtin punto € R? y un cierto ntimero
entero i € 1,2,..., N, se tiene B(z,¢) Nw;(A) # @, entonces B(z,e) Nw;(A) = @
para todo j € 1,2, ..., N con j # . Luego si el nimero € es suficientemente pequenio se
obtiene

N (Aje) =N (w1 (A),e) + N (wy(A),e) + N (w3 (A),€) + ... + N (wy (A) ,€)

sustituyendo (4.7) en la tltima ecuacion se tiene

N (A €)= N (A ]s1] )+ N (A, [so] " €)+N (A, |ss| " €)+..+N (A [sn|e) (48)

Esta ecuacion funcional es verdadera para todo ntimero positivo € que sea suficiente-
mente pequeiio. Suponga que N (4,¢€) ~ Ce P entonces sustituyendo en la ecuaciéon
(4.8) se obtiene :

CePmClsy|PeP+Clso)” € +Clss|” P 4 ...+ Csy|” .
de donde de deduce que

1= |s51]” +|52|” + |ss|” + ... + |sn "
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4.2 La dimensiéon fractal de Hausdorf-Besicovitch

42 La dimension fractal de Hausdorf-Besicovitch

La dimensién de Hausdorff-Besicovitch de un subconjunto acotado de R™ es otro
numero real que puede ser utilizado para caracterizar la complejidad geométrica de
subconjuntos acotados de R™. Su definicién es mas compleja y sutil que el de la di-
mension fractal. Una de las razones de su importancia es que estd asociado con un
método para comparar los "tamanos" de los conjuntos cuyas dimensiones fractales son
los mismos. Su definicién no se utiliza normalmente como la base de procedimientos
experimentales para la determinacién de dimensiones fractales de conjuntos fisicos. Se
trabaja en el espacio métrico (R™,d), donde m es un entero positivo y d denota la
métrica euclidiana. Sea A C R™ acotado. Luego se usa la notacion:

diam (A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

donde diam (A) es el didmetro del conjunto A

Sea 0 < e < 00,y 0 < p<oo. Adenota el conjunto de sucesiones de subconjuntos
{A; C A}, tal que A = U2, A;. Entonces se definine

M (A,p,e) = inf {Z (diam (A4;))" : {4;} € A}
=1

y diam (A4;) < e parai=1,2,3,...

Aqui se usa la convencién(diam (A;))” = 0 donde M (A, p, €) es un niimero en el rango
[0, 00); su valor puede ser cero, finito o infinito, y se define

M (A,p) =sup{M (A, p,e) : e > 0}.

Entonces para cada p € [0, 00| se tiene M (A, p) € [0, o).

Definicién 4.2.1: Sea m un entero positivo y sea A un subconjunto acotado del
espacio métrico (R™, euclidiano). Para cada p € [0, 00) la cantidad M (A, p) se conoce
como la medida p-dimensional de Hausdorff de A.

Teorema 4.2.1: Sea m un entero positivo y sea A un subconjunto acotado del espacio
métrico (R™, euclidiano). Sea M (A,p) definida como en (4.9). Entonces existe un
unico nimero real Dy € [0, m] tal que

RS sip<Dypyp€|0,00),
M (A, p) —{ 0 sip< Dy ype]|0,00), -

La prueba de este teorema puede encontrarse en [13] , seccién 2.10.3.

Definicién 4.2.2: Sea m un entero positivo y sea A un subconjunto del espacio
métrico (R™, euclidiano). El correspondiente nimero real Dy, como en el teorema
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Capitulo 4 Dimensién fractal

4.2.1, conocido como dimensién Hausdorff-Besicovitch del conjunto A. Este nimero se
denotard por Dy (A).

Teorema 4.2.2: Sea m un entero positivo y sea A un subconjunto del espacio métrico
(R™, euclidiano). D (A) denota la dimension fractal de A y sea Dy (A) la dimension
Hausdorff-Besicovitch de A. entonces

0< Dy (A) <D(A) <m.

Teorema 4.2.3: Sea m un entero positivo. Sea {R™; wy, ws, w3, ..., wy } un sistema de
funciones iterado, hiperbdlico , y sea A su atractor. Sea w, una semejanza del factor de
escala s, para cadan € 1,2,3,..., N. Si el sistema iterado de funciones esta totalmente
desconectado o simplemente tocando, entonces la dimension de Hausdorff-Besicovitch
Dy (A) y la dimension fractal D(A) son iguales. De hecho D(A) = Dy(A) = D, en
donde D es la tnica solucién de

N
Yolsal” =1,  Delo,m].
n=1

Si D es positivo, entonces la medida M (A, Dg(A)) de Hausdorff D—dimensional es un
numero real positivo.

Esta prueba se puede encontrar en Hutchinson [14].

En el supuesto contemplado en el teorema 4.2.3 la medida dimensiénal de Dy (A)—Hausdorff
puede utilizarse para comparar los "tamanos" de fractales que tienen la misma dimen-
sién fraccional. Cuanto mayor sea el valor de M (A, Dy (A)), mas grande es el fractal.
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5 Calculo de la dimension fractal para fenémenos fisicos

Ademaés de los estudios mencionados anteriormente vale la pena resaltar en cuanto a
la determinacién de la dimension fractal en (1991); Charles y James Taylor [9] obtie-
nen no solo la dimensiéon fractal sino también un intervalo de confianza para esta y
mejoran la estimacion del método del conteo de cajas a partir de datos reales y simu-
lados. Steven I. Dutch (1993) [32] establece que Ciertas formas geométricas simples
pueden producir gréaficos lineales que imitan el comportamiento fractal. A Den Outer,
J. F. Kaashoek y H.R.G.K. Hack (1995) [2] analizaron las dificultades en el uso de la
teoria fractal continua para superficies de discontinuidad. Martin Allen, Gareth J. B
Brown, Nick J. Miles (1995) [25] hicieron una revisién de las actuales técnicas para la
medicién de dimensiones fractales de frontera las cuales se pueden dividir en dos gran-
des grupos basados en vectores que incluyen algoritmos estructurados, y en matrices
para el andlisis de sistemas de imagenes. Anicet A. Beauvais y David R. Montgomery
(1996) [3] estudiaron Influencia del tipo de valle en las propiedades de escalamiento
de rio Planform, mediante el método del divisor de Richardson. Montgomery (1996)
[18] estudio la sinuosidad y dimensién fractal de rios serpenteantes como prueba de la
auto-similitud de canales de sinuosidad igual. W. Blackburn, M. Segui, y A. Schuster
(2000) [34] se apoyaron en la interpretaron el grafico de Richardson para el andlisis
fractal de varios modelos de series de tiempo. A. Blachowski y K. Ruebenbauer (2009)
[1] introdujeron el método de Rugosidad para la determinacién de la dimension fractal.

5.1. Formulacién analitica de la dimensién fractal para procesos

estocasticos

En (2010) J. Girault, D. Kouame y A. Ouahabi se puede consultar la formulacién
analitica de la dimension fractal para senales estocasticas filtradas a fin investigar los
efectos de un filtro lineal y la regularidad en un determinado proceso estocastico mono-
fractal. Para definir claramente este enfoque se presentan a continuacién definiciones
utilizadas en relacién con la medicion de la longitud y dimensién fractal para senales,
las cuales pueden ser extendidas a procesos estocasticos.
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5.1.1. La longitud euclidiana

La longitud euclidiana de una senial determinista x(t) para una duracién limitada
T puede ser definida como:

L. —TX (5.1)
Donde
T
N = / M(#)dt (5.2)
T J 1)

es la media aritmética de la longitud elemental A (¢) y

At) = J 1+ (dzgt))Z (5.3)

La longitud elemental puede ser reescrita segin el teorema de Pitagoras

1
A(t) = lim /12 4+ A (t,7)° (5.4)
Donde el incremento A (¢, T), estd escrito en forma simétrica
Alt,T)=x(t+7/2)—z(t—1/2) (5.5)

Finalmente, la longitud de la senal se escribe

T/2

1
L, = lim —\/e At ) dt (5.6)

=0 —T/2 T

Las senales estocasticas no pueden ser descritas por curvas continuas y sus irregulari-
dades aun estan presentes incluso cuando se examina con resoluciones mas altas. Esto
lleva a la conclusion paradéjica de que las longitudes de tales senales no son finitas.
Para superar el hecho de que las seniales estocasticas no tienen una longitud finita, Ri-
chardson [23] supone que la longitud L, de una senal fractal depende de la resolucién
en la que se mide y el calibre de la medicion \.

Para superar esta indeterminacion cuando A — 0, Richardson [23] propone la medicién
de la longitud de la curva para todo valor de A > 0. Mandelbrot [7] demostré que
midiendo L, (A\) como una funcién de A era una forma de determinar la dimension
fractal, es decir

Ly () = K AP (5.7)
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donde D, es la dimension fractal de la senal y K, es una constante.

Asi la longitud se escribe en funciéon de A como

L.(\) = TA(7) (5.8)
donde

T = — A (t, ) dt 5.9

=5/, 2o (59)

y donde la longitud elemental es A (t,7) = (1/7)\/t>+ A (t,7)* . El Estimador de
longitud correspondiente de la ecuacion (5.8) es

le S (KT + A (n,KT,)? (5.10)

$ n=1

L, (kT,) =

Donde T es el periodo de muestreo, y N es el nimero de longitudes elementales
entre [—71/2,7/2]. La definicién de longitud puede ser extendida de curvas continuas
a senales estocasticas estacionarias y ergodicas al reemplazar la media aritmética por
la esperanza matematica E {.}, asi se obtiene

L,(\) = TE{)\} (5.11)

donde \ = (%) v12 4+ A? finalmente la definicién se convierte en

L, (1) = ZE {ve®+ A%} (5.12)

la cual inicamente es posible resolver numéricamente. Una expresion analitica se tiene
segin [21] por

T
Lo (v) = —E{A]} (5.13)
Esta definicion supone que T < A, que a menudo es cierto, en particular para un

muestreo alta frecuencia. Sin embargo, si este no es el caso, se puede aplicar un aumento
en la amplitud .

5.1.2. Relacién entre longitud y dimensién fractal para procesos

estocasticos

En este enfoque requiere cierta informacion a priori, tales como la densidad de proba-
bilidad del proceso, su desviacion estandar y la funcién de correlacion.
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Considere un proceso estocastico {x;} ¢ > 0 de valores en R, la longitud promedio
del proceso puede ser avaluada por la expresion

L (1) = ZE{m,m} (5.14)

donde 1 = x4, To = Xy_. y ademas

E{|zy — xo|} = // |21 — T2| Pay oy (71, o) dxydxs. (5.15)

En este contexto py, ., (1, z2) denota la funcion de densidad de probabilidad conjunta.

5.1.3. Longitud y dimensién fractal para procesos gaussianos

Suponga que el proceso estocastico {z;} t > 0 es un proceso Gaussiano, en conse-
cuencia ry y ro también son gaussianas

y por lo tanto la densidad de probabilidad conjunta se escribe como

(1 - ,02)_1/2 2 2/521 02 /52
Doy oo (1,1’ .]72) _ 7xe(—1/<2(1—pz)))(xl/al+x2/02—2pxw1x2/0102) (516)

donde ¢ y 02 son las varianzas de las variables aleatorias x; y z», respectivamente. p,
es el coeficiente de correlacion definido por p, = E {z 15} /E {23} E {23}.

La densidad de probabilidad de el incremento A = x5 — x1€s escrita como
+oo
pa (A) = / Dayas (T1, 21 + A) dzy. (5.17)

Observe que la densidad de probabilidad del incremento sigue una distribuciéon normal
N (0,0"%)

1 /
pa (D) = ———e 22" (5.18)
2mo’

cono’ = \/Jf + 03 — 2p,0109. Como w1 y T2 pertenecen a la misma senal z (¢), entonces

01 = 09 = 0, y la desviacién estandar, o’ = 0,1/2 (1 — p,). La esperanza matematica
del incremento se convierte en

E{|A]} =2 O+OOApA (A)dA = \/za', (5.19)
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Y finalmente

L (1) = ;Tfﬂ” L= (0 (5.20)

De este modo la dimensién Fractal D, para el proceso {x;} ¢ > 0 puede ser definida
como

D, =1 — lim 2= (D) (5.21)
—0 In T)
6 alternativamente
D, =2 — lim 1n(1-p: (1) (5.22)

=0 2 In (T)

Ver [16] para mas detalles.

5.2. Resultados numéricos experimentales

En esta seccién se presentan algunos resultados numéricos experimentales asociados
al célculo de la longitud y dimension fractal para Procesos Estocasticos Gaussianos
que incluyen el Movimiento Browniano Estandar, el Proceso Aleatorio de Ornstein
Uhlenbeck usando los resultados de la seccion anterior, el esquema numérico de Euler
Aleatorio y las aproximaciones de la funcién de correlacién descritas en el capitulo 3.

5.2.1. Cilculo de la longitud y dimensién fractal para el movimiento

browniano estandar
5.2.1.1. Movimiento browniano estandar unidimensional

Un proceso estocéstico {x;} t > 0 se conoce como Movimiento Browniano Estandard
o Proceso de Wiener unidimensional si cumple las siguientes condiciones:

1) o = 0. El proceso comienza en cero.

2) Para cada t > 0, 2, tiene una distribucién normal N(0,1) .

3) El proceso {z;} t > 0 tiene incrementos estacionarios, es decir, x; —xs = Ty p — Ty
para toda s,t € Ty para toda (s+h), (t+h) € T.

4) El proceso {x;} t > 0 tiene incrementos independientes, es decir, para cada eleccién
det; € T'cont) <ty <..<t,yn >1,losincrementos x, — x4, ..., Ty, — X4 son
variables aleatorias independientes.

n—1

67



Capitulo 5 Calculo de la dimensién fractal para fenémenos fisicos

5) Para 0 < s <t < oo, el incremento x; — x, sigue una distribuciéon normal N(0,t—s).

6) {z;} t > 0 tiene trayectorias continuas “sin saltos” y es en ningtin punto diferen-
ciable.

Proposicién: La funcién de covarianza para el movimiento Browniano Estandar esta
dada por cov(xy, x5) = E{zxs} = min{s,t} ; s <t

Demostracién:

Se tiene que

cov(zy, xs) = E{(xy — E{x}) (x5 — E{2s})} como E{z;} =0

E{zixs} = E{(v; —xs+x5)xs} =F {(wt — ) xs + arg}

por incrementos independientes
E{xixs} = E{xy —z,} E{xs} + E {x?} =s=min{s,t}.

en consecuencia

o (01, 3,) = EA{zxs} _ min {s, t} paras <t
VE{af} E{a2y Vi

S

(21, 2,) = —

Ty, Tg) = ——= =
Tt Vst t
Ahora considere las variables x1 = B,y x9 = By_. se tiene que pg (T) = corr (B, By_+) =

t—1 __ T ] —
V5 = /1 — 7 como {B;},, es un proceso Gaussiano y op = Vit

Ly (T):;%ZUB\/I—pB (1)25%2\@/1—,/1—; (5.23)

Ademés

Dy = 1— 1im 2 E2 (D)
T—0 n T)

(5.24)
Por otro lado, el Movimiento Browniano puede escribirse como una ecuacion diferencial
aleatoria de la forma

X (t) = b(t) con la condicién inicial X (0) = X, . (5.25)
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donde b(t) = d]flgt) es un ruido blanco y {B(t)},5, es un Movimiento Browniano Es-

tandar Unidimensional con t € [0,7].

Observe que la ecuacion (5.25) puede reescribirse en la forma discretizada (3.5.1) como

Xy, = H 1+ 7a(ty) Xy, + TnE:l ( nﬁl (1 —|—T6L(ti))> b (t;)

i=0 \j=i+1

X, — f[ X, +1 ij(m (t)  para  a(t)=0 (5.26)
como Xy, =0y th(t;) = AB; ~ N (0,7) la ecuacién (5.26) toma la forma
X, = \/%nfgti; donde &, ~ N (0,1) (5.27)
=0
Note que de forma inmediata

B(X,) = VAT {6} =0

Ahora
n—1 2 n—1n—1
3 =v(Ta) = (z@ 23 e st])
i=0 i<j
luego
n—1 n—1n—1
E{X;}:T( E{gt}wzzE{@&J}):m
=0 1<J
ya que

rlas) =10 4 17

El valor esperado cruzado E {X;, X;, } puede calcularse como sigue

n—1 m—1 n—1m-—1
E{thXtm} =F {\/"—['Z é'tz\/% Z ftj} = TZ Z E {gtiét]-} = Tmin {n,m} .
1=0 j=0 =0 j=0

Asi
E{X, X}  tmin{n,m} min{n,m}

VEXZIEIXZ]  Jm)(mr)  Vmm

p{Xe, X, } = (5.28)
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de este modo si n = m + 1 la longitud Lg(n) y la longitud Dpg(n) para el movimiento
Browniano pueden ser aproximadas de la siguiente manera: como T = % entonces

T = 1tn y se tiene
m 2 1
=—nVTy|1—4/1—— 5.29
vnm ﬁn V n (5:29)

log(Lp(n)) | log(K)
log(y;)  log(3)

A continuacién se encontrara la longitud y dimensién limites para el Movimiento Brow-
niano

Li(n) = ;zm

para alguna constante K positiva (5.30)

DB(TL> =1-

5.2.1.2. Longitud limite para el movimiento browniano estandar

Observe que la ecuacion (5.29) puede escribirse como

lim Lg(n) = 271\/_ 1_ 1_7> 20 1-i- %))
e T fi- VT i- =D i- D)
_ Qn\/T =
vr <\/1—ﬂ><1+ﬂ>

luego

—Qﬁ,}gngo ﬁ 1+F

lo que sugiere que la longitud del Movimiento Browniano Estandar Unidimensional es
infinita a escala infinitésimal.

5.2.1.3. Dimensién fractal limite para el movimiento browniano estandar

La ecuaciéon (5.30) puede escribirse como

D log(ZnVT(1 - /1 1)7) . los(k)
B(n) = log <%) log(+)

3N
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5.2 Resultados numéricos experimentales

B (log(%T\/T) + log(%) + log(1 — /1 — %)%> log(k)

B log (%) * log(%)
_, Hog(1—y/1-7) log(#51/%)
(D) ()

~o _ - . . T
Dp(n) ~2—5 |1 s (%) os (%) + o <%>
_1 k7
s o) <2 i 1= 0Ly D
ya que

 log(5F)

A, fogg (2%)
_ 1

Dp(n) =2 — 5 Am 1 o q;; (Tl) ”) =2 ; = ‘;’ (5.31)

En consecuencia, puede concluirse que la dimensién fractal limite para el Movimiento
Browniano es % Este resultado esta en consonancia con la dimension que se obtiene
considerando el enfoque asociado con el exponente de Hurst, es decir, D, = 2— H,, ver
(Girault et al.) para més detalles. Como el movimiento Browniano es 0.5 autosimilar
ver [28] entonces H, = 0,5 por tanto D, = 2.

En la grafica 5.1 se muestra una comparacién entre la correlacién real promedio de
2000 trayectorias del Movimiento Browniano y la correlacién analitica obtenida en la
ecuacién (5.28) para diferentes valores de n.

En la gréfica 5.2 se muestra una comparacién entre la longitud real promedio de 2000
trayectorias del Movimiento Browniano, la longitud aproximada sugerida en [11] dada
por la ecuacién (5.20) y la longitud numérica que se propone en la ecuacién 5.29 para
diferentes valores de n.

En la gréifica 5.3 se muestra una comparacion entre la dimension fractal promedio
aproximada de 2000 trayectorias del Movimiento Browniano como lo sugiere [11] dada
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por la ecuacion (5.22), la dimensién fractal numérica que se propone en la ecuaciéon 5.31
y la dimension estimada usando el teorema de conteo de cajas descrita en el capitulo
4 para diferentes valores de n.

Cormparativa entre Correlacidn Real y Apraximada
15 T \ | T

Correlacidan

08 4

04 — Corelacidn Real ]

Carrelacion Aproximada

| | | | | |
a 1000 200 3000 4000 5000 5000 7000

Frecuencia de Mugstreo n

Gréfica 5.1
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Comparariivo Langitud Real, Numérica y Apraximada
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Gréfica 5.3
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En la grafica 5.1 se aprecia que la convergencia para el Movimiento Browniano entre
la correlacion real promedio y la correlacion analitica aumenta a medida que n se hace
mas grande, a su vez en la grafica 5.2 se observa una alta convergencia entre la longitud
real promedio y la longitud numérica propuesta y la longitud aproximada dada por la
ecuacion (5.20) para diferentes valores de n.

Con respecto a la dimension fractal para el Movimiento Browniano se observa que
tanto la dimensién fractal aproximada la dimensién fractal numérica se acercan mas a
medida que n aumenta, por otro lado se observa que los valores de la dimension fractal

3
convergen a 5 como era de esperarse por (5.34).

5.2.2. Calculo de la dimensién fractal para el proceso de Ornstein
Uhlenbeck aleatorio
Considere el problema de valor inicial dado por
X(t)=a(p— X)) +oW(t) (5.32)
X(0) = Xy
donde o > 0, 0 > 0, u € R, W(t) es un ruido blanco gaussiano y Xy ~ N(u, 1).

La ecuacion (5.36) puede escribirse como

X(t) = —aX(t) +b(t); b(t) =ap+oW(t) (5.33)

> es un Movimien-

— t 0
N (0,dt) en consecuencia,

to Browniano Estdndar Unidimensional, ademéas dB (t)
b(t)dt £ \dtg,;, &~ N(0,1).

Bajo el esquema numérico de Euler aleatorio (3.5.1) la ecuacion (5.33) puede expresarse
como

como b(t) es ruido blanco, b(t) L 4B®) Jonde {B(t)}

X, = nl:[l(l —at) Xy, + Tnz—:l( ﬁ (1—-a1))(ap+oW(t;)); n>1 (5.34)

n—1 ) Z&lﬂ
=(1—at)"Xsy+1Y_(1—at)" (oz,u +2 - ) con AB; = By, — By,_,

i=0
donde {B;},., es un Movimiento Browniano Estandar Unidimensional .

Sean S =auty p=1—art, asi 0 < p < 1. Se tiene que

n—1 n—1
Xi, =" Xoo + 80" oy p VTG &~ N(0,1),
i=0 i=0

74



5.2 Resultados numéricos experimentales

De ese modo

n—1 n—1
X, =B 0"+ p" Xy HoV/TY P n> L
i=0 i=0

Ademads por la ecuacién (3.54) se sigue que

E{x}}= <7j—[:(1—aT)>2E{XEO}+2T C]‘[:(Q—m)nZol nﬂl 1—at))E{X,,} E{ap+ oW ()} +

+12 (nz:( nl:[ (1— aT))) E {(oz,u)2 + 2o W (t;) + 02W2(ti)}

=0 j=1

|
—

= (1—-a0)"E{X2} +2(1-a1)" 32— ar)BE (X )+

%

n—1 2 2
+1 (Z(l - a’t)”li> (Pu® + %E {ABE}

=0

I\
=)

n—1 n—1 2 n—1 2
= " E{X2 420" Y p'BE {Xio} + (Z pi) + (Z oE{&,} \/?p”‘l")
=0

i=0 i=0
en consecuencia,
B{x}} = (s p2> + M E{ X2} + oty p2 D £ 28 Y o E { Xy, )
Observe que E{¢} =0, E{&E) =0 para i # j. Por otro lado para p < 1 sea

S=1+p+p°+..+p" 1luego Sp = p+p + p3 + ...+ p" restando término a término
S —Sp=1—p", asi se obtiene S =

p )
Se tiene que

n 2n n

_ 2 1 1
E{thn}:52 (11 _,0p> +p2nE{X§}+0’2T( 1_22 )—|—2ﬁpn<1_pp>E{Xto}

Ademas,

n—1 m-1

E{X, X4} =62 p' > P +8 szme {Xio} +0"E{Xy,} B Z P+

=0 7=0 =0

m—1
+p" T E{X2 Y+ E {aQTZ PG Y p’"”fj}
=0
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()l rereroni ()

1—p 1—p

+p" T E {XtQO} + ot <1 — p2mm{n,m}>

1—p?
Observe que

V2

1 —
E{th}:5<1_pp

) +p"E{ Xy}

Ademas
dim E{X, } = -— P dm (1—p") + E{X,} lim p", pero lim p" =0
luego

lim E{th}zi; pero f=aut y l—p=at

en consecuencia

lim E{X,}=u

n—oo

Por otro lado

lim B {X7} = (152 lim (1 - p")* + E{X2} lim p™+

n—00 _ p)2 n—00

ot B n 26 i I
P dim (L= ™) 4 7T B ) Jim (L= ) p
_p N ot
(1-p)?* 1-—p
 (apt)? N ot
((a’r))2 1—(1- a’t)2
=+ i =2 L
T Tt —2at—a2®)  F T 220 — a1
por tanto
2
{ 2\ _ 2, 9
HILIEOE {th} B (20 — a2T)
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Note que para n = m + 1 se obtiene

E{X,,.. X} = 622p Z pﬂ+ﬁzp1me{Xt0}+p’““E{Xto}6 S e {xo}+

7=0

+E{o— szm 6S - J@}

7=0
sea

m 1 — pm
S*=>"p=14p+p*+..+p" = 1+p<1+p+p2—|—...—l—pm_1) = 1+p< pp)
=0

se sigue que

etnes (1 () ()15 rminr

( - >+p B X} + o (11_—/);:)
_ 62 (1 —,0m>+62 ( p:) + mE {Xt0}+6p< p;) me{Xt0}+pm+1E{Xto}5 <11__p;n> +

L—p
1—
1—

E{X, . X0} —p lﬁz (11—pp> +2BE {Xy,} < —pm

17p2m
2
p)p +me{Xt0}+O'T<1_p2>

p2m+1E X2 —1—0 ™0

_l’_

I—p

=pE{X2}+5 ((11__/)Z> +p"E {Xto}>
= pE{X2} + BE {X,n}
lim E{X,,, X, | =p lim E{X2}+ 8 lim E{X,}

n—0o0 n—oo

+62 (1 _pm> + B0 E { Xy}

0_2
= (1 — OéT) <[L2 + Oé—OéQT> + auti
2

o
E {Xtm+1Xt7n} = (MQ + M) (]' - aT) + a/’L2T
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Capitulo 5

Ahora
corr{XthXtm} _ (,u pal a2 ) (1—at)+ ap?t
\/(u + 50w ) (12 + 50

2
20— a2 + 'u - 2a0a21 (OéT)

_ miiza%(l_aT)‘f'MQ(l—OéT-i—aT) B
'u +2a a2T M +2a azT
o2at
Si se denota () = Jim corr {X,,., X1 } = 1= 73,850
200—a2T
Finalmente
(5.35)

(1) =1 o’at
Pt/ = 0% 4+ 11?2 — a?1)

por otro lado

lim Var{X;, } = lim E

n—oo

(X2} = lim (E{X,})*

o? 9
=K 5. o- M
200 — a’t
de ese modo la desviacién estandar limite para X, puede ser escrita como

g

% (V= a—ar

asi,
2 T
Ly (1) = Jar’e () /1= pa(T)
B 2T o olat
/A 2a — a?t\ 0% + 12 (2a — a?T)

B 2T o> 1
VT 02 (2 — at) + 12e (2 — at)?

(5.36)

2T o T
L) = Gt e o

R )
n—0  log (T)
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=1-—Ilim
n—0

(log (Q\T/‘;’f) — Llog (T02 (2 (—)cw) +1pla (2 — aT)2>)
log (T

Finalmente

(5.37)

log (t02 (2 — at) + tla (2 — a1)?
s g (P o))
2 n=0 log (T)

Las graficas siguientes se obtuvieron a partir de los parametros a = 5, u = 10, o=
250, por ejemplo en la grafica 5.4 se muestra una comparacion entre la correlacion real
promedio de 2000 trayectorias para el Proceso de Ornstein Uhlenbeck aleatorio y la
correlacién analitica obtenida en la ecuacién (5.39) para diferentes valores de n.

En la grafica 5.5 se muestra una comparacion entre la longitud real promedio de 2000
trayectorias para el Proceso de Ornstein Uhlenbeck aleatorio, la longitud aproximada
sugerida en [11] dada por la ecuacién 5.20 y la longitud numérica que se propone en
la ecuacién 5.40 para diferentes valores de n.
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En la grafica 5.6 se muestra una comparacion entre la dimension fractal promedio
aproximada de 2000 trayectorias para el Proceso de Ornstein Uhlenbeck Aleatorio
como lo sugiere [16] dada por la ecuacion 5.22, la dimension fractal numérica que se
propone en la ecuacién 5.41 y la dimensiéon estimada usando el teorema de conteo de
cajas descrita en el capitulo 4 para diferentes valores de n.

Cormparativa Comelacidn Real y Nurnérica

— Correlacion Real
— Correlacion Mumérica

=4
:9
%
E 09 _
3
5]
0o _
0.985 | L L l l I |
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Gréafica 5.4
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Como puede apreciarse para el Proceso de Ornstein Uhlenbeck Aleatorio en la gréafica
5.4 la correlacion real promedio y la correlacién analitica convergen a medida que n
aumenta, a su vez en la grafica 5.5 se observa que la longitud real, la longitud apro-
ximada y la longitud numérica propuesta presentan alta convergencia para diferentes
valores de n.

En cuanto a la dimension fractal para el Proceso de Ornstein Uhlenbeck Aleatorio
en la grafica 5.6 se muestra que la la dimensién fractal aproximada y la dimensién
fractal numérica propuesta convergen a medida que n aumenta, de igual manera para
la dimension por conteo de cajas.
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6 Conclusiones

Diversas aplicaciones en campos de la ingenieria y ciencias hacen necesario el estudio
y desarrollo de métodos numéricos con parametros de caracteristicas aleatorias, sus
aplicaciones permiten simular fenémenos que involucran niveles de incertidumbre en el
tratamiento de los datos, a fin de generar con confianza aproximaciones a la solucién
exacta de los fenomenos estudiados. En el presente estudio se realizé la construccion
numeérica de ecuaciones diferenciales aleatorias y se establecieron nuevas condiciones
bajo las cuales el esquema aleatorio de Euler Aleatorio es m.s convergente a la solucién
exacta de un problema de valor aleatorio especifico.

A partir los resultados numéricos de (Jodar, Lucas. Cortéz, y J. L. Villafuerte) [19]
y [20] se calculan numéricamente el valor esperando y la varianza del proceso
de aproximacién, y se muestra que con las nuevas condiciones propuestas se obtienen
resultados similares y se extienden los resultados de convergencia a las funciones de
Correlacién y Covarianza que en los trabajos mencionados no se desarrollan.

Se aplicé el enfoque de J. Girault, D. Kouame y A. Ouahabi para la determinacion
analitica de la dimension fractal para senales estocasticas filtradas, a fin de calcular nu-
méricamente la dimension fractal y la longitud para Procesos Estocasticos Gaussianos
como el Movimiento Browniano Estandar y el Proceso de Ornstein Uhlenbeck, a partir
del esquema aleatorio de Euler, se verifica que la longitud de procesos Gaussianos es
infinita a escala infinitesimal y en particular que la dimension fractal limite coincide
con la calculada segiin el enfoque asociado con el exponente de Hurst.

Un trabajo posterior permitird la simulacion de algunas geoformas de la superficie
terrestre, [3, 5, 6, 7| y la simulacién de mapas irregulares con un nimero predefinido
de poligonos como los descritos en [4] y el cdlculo numérico de dimensiones fractales
y longitudes de geomorfologias costeras longitudinales con datos tomados de imagenes
satelitales con buena resolucién usando software como Arcgis y usando herramientas
de fotogrametria digital.
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