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Introduccion

Durante el dltimo siglo, el uso de modelos matematicos ademas de
permitir plantear y resolver muchos problemas de la naturaleza [48], se ha
fortalecido hasta el punto de generar teorias fuertes en diferentes campos
aplicativos. Por ejemplo, la forma como se aglomeran las nubes, como se
distribuye la polucién, la disposicién que genera el accionar del viento en
la arena y muchos fenémenos méds, son evidencias de ello. En 1952 Alan
Turing [7] fue el primero en observar y atribuir a las reacciones quimicas la
formacion de patrones en la naturaleza y estudia sistemas de reaccién-difusion
de modelos bioldgicos [42] y [1].

ou
5 =1 +V-(DVu) (0.0.1)

Estos sistemas integran dos tipos de movimientos, la difusién [26], el cual
es el fendmeno por el cual un grupo de particulas se mueven de acuerdo al
movimiento irregular de cada una de ellas, pero que en grupo generan un
movimiento regular [3]; la reaccién es el fendmeno en donde las particulas
pueden cambiar su estado [23], debido a interacciones o simplemente de
manera espontanea.

Un caso particular de las ecuaciones de reaccién-difusion es la ecuacion
de Fisher Kolmogorov, mas conocida como la ecuacién de Fisher KPP o
simplemente ecuacién de Fisher [4].

U — QU = f(u) (0.0.2)



2 Introduccién

Esta ecuacién tiene una evolucién no lineal y se presenta cuando f(u) =
Bu(l — 7); fue propuesta por Fisher (1936) como un modelo de propagacién
de un gen ventajoso en una poblacién [8], donde o > 0 es la contante de
difusion, f > 0 es la tasa de crecimiento lineal y # > 0 es la capacidad de
carga del medio ambiente. El término f(u) = fu(l — %) representa la tasa de
crecimiento no lineal que es proporcional a u para u pequena, pero decrece
cuando u aumenta y desaparece cuando u = 6 . Esto corresponde con el
crecimiento de una poblacién v cuando hay un limite 6 en el tamano de la
poblacién que el hébitat puede soportar; si u > 6, entonces f(u) < 0 por
lo que la poblaciéon disminuye siempre que u es mayor que el valor limite
de 6. Esta interpretacion sugiere que el habitat puede soportar una cierta
poblacién méxima, asique

0 < u(z,0) <0 z eR. (0.0.3)

En 1937, Kolmogorov realiz6 un estudio exhaustivo de dicha ecuacion,
logrando obtener algunas soluciones exactas [56]. Posteriormente la ecuacién
ha sido utilizada para modelar procesos de propagaciéon de un gen en una
poblacién y de propagacién de onda en quimica [27]. También podemos
encontrar soluciones numeéricas de la ecuaciéon de Fisher-KPP usando el
método de diferencias finitas [34]. Hay otros métodos como el método simple
modificado usando ondas solitarias [32]. De acuerdo al estudio de la ecuacién
se encuentran soluciones de onda viajera estocastica a la ecuaciéon Fisher
estocdstica [57].

Muchos resultados se han obtenido a partir de estudios elaborados
acerca de esta ecuacién, como su solucién analitica para una velocidad de
onda especial [38], solucién exacta usando el método de la ecuacién simple
modificada [49] y [56], entre otros.

A la fecha se han logrado implementar diversos métodos para su solucién
numérica, obteniendo resultados como

B 1
T A —rean(%)P

Soluciones especificas utilizando métodos clasicos de la teoria de

ecuaciones diferenciales ordinarias con una velocidad especial de onda ¢ = \/ié

[38].
En este trabajo se utiliz6 el Método de los Elementos Finitos (MEF), el
cual divide el dominio en un nimero finito de partes denominadas elementos,

u(z) (0.0.4)
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cuyo comportamiento se define mediante parametros llamados nodos. Estos
ultimos son los puntos de unién de cada elemento con sus adyacentes [41].
El MEF transforma un problema de naturaleza continua en uno discreto y
el comportamiento de lo que sucede en el interior de esta discretizacién se
obtiene mediante la interpolacién de los elementos llamados nodos [47]. Para
realizar esta interpolacion, utilizamos Wavelets que gracias a su naturaleza,
comportamiento y propiedades, logran obtener una aproximacién bastante
precisa para el modelo [54], [52] y [53].

Sin lugar a dudas los métodos wavelets permiten desarrollar algoritmos
eficientes y novedosos en el estudio del procesamiento de imagenes y senales.
La idea de utilizar esta teoria en la solucién numérica de ecuaciones en
derivadas parciales se da en virtud a que algunas propiedades de las wavelets
son importantes en la construccién de algoritmos adaptativos [51]. Un
algoritmo de este tipo selecciona un conjunto minimal de aproximaciones
en cada paso, de tal manera que la solucién calculada sea lo suficientemente
proxima a la solucion exacta. Si queremos que la solucién calculada sea suave
en alguna region, sélo unos pocos coeficientes wavelet seran necesarios para
obtener una buena aproximacion de la solucién en dicha region, es decir,
solamente los coeficientes de bajas frecuencias cuyo soporte esté en esa region
son los utilizados. De otro lado, los coeficientes grandes (en valor absoluto)
se localizan cerca de las singularidades y esto nos permite definir criterios de
adaptabilidad a través del tiempo de evaluacién [15, 18, 43, 50]. El trabajo
busca dar respuesta a problemas que surgen en diferentes areas de las ciencias
e ingenieria.






CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Introduccidon

En este corto capitulo se presentara alguna terminologia necesaria para la
lectura de esta monografia. En particular, se hara un resumen de resultados
bésicos de analisis funcional y distribucional omitiendo sus pruebas, las cuales
se pueden encontrar en algunos de los siguientes textos [25], [52], [53].

Recuerde que Li(R) es el espacio de todas las funciones f : R — C, tal
que [ |f(t)|dt = || f|lL, < co. De igual forma se tiene Ly(R), el espacio las
funciones cuadrado-integrables, cuya norma es

1fllz, = (/R \f(t)|2dt>l/2 < 0.

Este espacio se dota con el producto escalar

(f, 91 = / ororn

donde ¢(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio Ls(R) es de Hilbert. Las funciones f, g € Ly(R) son ortogonales si
(f,g9)r, = 0. En general, L,(R) (p > 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f: R — C, tal que [, |f(¢)[Pdt = [ f1I7, < oo, donde

11, = ([ 1r0Par)

es la norma de f en L,(R). Otro espacio que se utilizard es ¢5(Z), el de las
sucesiones (z;), j € Z, tal que Y |z;]* < oo.

Sea FF=CoR, X y Y espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una funcién 7' : X — Y tal que
T(au+bv) = aT(u) + bT(v), para cada a,b € F y cada u,v € X. El
operador 1" es continuo en ug si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que si

lu —upl|x <9 entonces ||Tu—Tuly <e. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada ug € X se dice que T es continuo en X. Si §
no depende del punto ug se dice que T es uniformemente continuo en X.

El operador T es acotado si y sélo si existe una constante ¢ > 0 tal que
IT u|ly < cllul|x para cada u € X.

Si f,g € L1(R), entonces la convolucién de f y g, denotada f*g, se define
por

(f * g)(t) = /R F(t— 2)g(2)dx

Un sistema de funciones {¢;,j € Z}, ¢; € Ly(R), se llama ortonormal si

/R%'(t)(?k—(t)dt: ik

donde 95, es la delta de Kronecker. Es decir,

P 1, sij=k;
k=0, sig#k

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V' de Ly(R) si
cualquier funcion f € V tiene una representacion de la forma

F£) =" ¢ig5(t),

J

donde los coeficientes c; satisfacen )~ |c;|* < 0o. En lo que sigue se utilizara

la notacién Zj = Z;’;,oo, fR = fix;o, [ fllz, = [Ifll2 5 ()2
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La funcién caracteristica del conjunto A, x4, se define por

1, teA;

XA(t):{ 0, t¢A

También se utilizard la notacién I{A} para denotar esta funcién y la llaman
funcién indicadora.
El soporte de una funcién f: A C R — C, denotado sopf, se define por

sopf ={z € A: f(z) # 0}.

1.2. Distribuciones y espacios de Sobolev

En esta seccion recogemos algunos resultados béasicos sobre distribuciones.
La teoria de distribuciones libera al calculo diferencial de ciertas dificultades
que provienen del hecho de que existen funciones no diferenciables. Este hecho
extiende el cdlculo a una clase de objetos llamados distribuciones o funciones
generalizadas, que es mucho mayor que la clase de funciones diferenciables.
Sea €2 un abierto de R",

D(Q2) = C5°(R2) = {p € C(Q) : sop ¢ es un compacto contenido en Q},

donde sopy = {x € Q: p(x) # 0}. D(2) denota el espacio vectorial de las
funciones de prueba.
Si K es un compacto de {2 entonces

Dr(2) = {p € C(Q) : sopp C K}.

Una funcién tipica de D(S2) es

= fo

cexp(w%l) st x| < 1,

donde z = (1,...,2,) € R"y || = \/2? + - - + 22, la constante ¢ se escoge
de tal forma que [, ¢(x)dz = 1; ¢ € C*(R") y su soporte es la bola unitaria

en R™, es decir, sop ¢ = B;(0).

Una expresion de la forma a = (ay, ..., a;,) con a; un entero no negativo,
para cada ¢ = 1,...n, se llama un multi-indice. Para el multi-indice «
definimos el orden de «, denotado |«|, por



8 Preliminares

Siz=(r1,...,2,) ER"y = (a,...,0q,) es un multi-indice, entonces
definimos ol
0%l
0% 1= = aftey? - xnn.

=,
Ox{ ... 0xon

1.2.1. Convergencia en D((2)

Sea ()32, una sucesion de funciones en D(2), ¢; — ¢ € D(12), cuando
J — 00 si:

a) existe un compacto K C  tal que para cada j sopy; C K
b) 0%p; = 0“p uniformemente en K, para cada multi-indice a.

La convergencia uniforme en K de la sucesion (0%p;)52, significa que

sup [(9%p; — 0°¢)(x)] = 0,
zeK

cuando j — oo. Una aplicaciéon f es continua en D(€2) significa que para
cada sucesién (y;)5° con limite ¢, se tiene (f, ;) = (f,¢), cuando j — oo.

Definicién 1.2.1. Sea Q2 un abierto de R". La aplicacion T : D(Q2) — C es
una distribucion si

a) T es lineal.

b) Para cada compacto K C Q existe una constante Cx > 0 y un entero no
negativo m (depende de K ) tal que

(T, 0)| < Ck Y sup |0%p(a)],

la|<m reK

para cada ¢ € D (Q) y para cada multi-indice «.

En otras palabras, una distribucién es un funcional lineal y continuo sobre
D(Q). El espacio de todas las distribuciones sobre €2 se denota por D’'(Q2). Es
decir, D'(Q2) = L(D(R2),C) es el dual de D(12).

Un ejemplo tipico de distribucion es la delta de Dirac, esto es, considere
el funcional lineal 0 : D(R) — R definido por (d,¢) = ¢(0), para cada
¢ € D(R). En efecto, si K es un compacto de R y ¢ € D(R) entonces

{0, )] = lp(0)] = méx|p(2)],
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aca Cx =1y m=0.

Algunas propiedades importantes de las distribuciones tales como la
multiplicacion de una funcién por una distribucion y la derivada generalizada
se definen a continuacion.

Multiplicacién de una funcién u € C*(2) por una distribucién 7": Para
cada ¢ € D(Q) se define uT" por

(uT, p) = (T, up),

uT estd bien definida ya que si p € D(Q) y u € C*°(Q2) entonces up € D(1).
Derivada de una distribucién: Si & un multi-indice y 7' € D'(Q2) se define
la derivada de T para cada ¢ € D(£2) por

<aaT7 90> = (_1)|QI<T7 8agp>'

Con el propodsito de extender la transformada de Fourier a las distribu-
ciones, definamos las funciones de decrecimiento répido.

Definicién 1.2.2. Sea ¢ € C®(R"™). ¢ es una funcion de decrecimiento
rdpido si para cada o y B multi-indices, existe una constante positiva M tal
que

‘xaﬁﬁap(m)’ <M, Vo eR"

El conjunto de todas las funciones de decrecimiento rapido forma un
espacio vectorial real (o complejo) y lo denotamos por S(R") y se llama
espacio de Schwartz. Los elementos de este espacio se llaman funciones de
prueba de decrecimiento rdpido.

CONVERGENCIA EN S(R"): Una sucesién (¢;) converge a 0 en S(R™) si
y s6lo si 2%0%p;(xr) — 0 uniformemente en R" cuando j — oo.

El dual topolégico S'(R") = L(S(R™),C) se llama espacio de las
distribuciones temperadas.

El funcional lineal T : S(R"™) — C es continuo si para cada sucesion (¢;)
tal que ¢; — ¢ en S(R™) se tiene (T, ¢;) — (T, ¢) para cada ¢ € S(R"™).

1.2.2. Espacios de Sobolev

En este apartado introducimos los espacios de Sobolev y algunas de sus
propiedades maés importantes. Si queremos estudiar la regularidad de una
funcién de soporte compacto o de una distribuciéon es usual analizar el com-
portamiento de su transformada de Fourier en el infinito. Una forma alterna
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de hacer este andlisis es midiendo la diferenciabilidad en términos de normas
de Ly. La razém son dos:

i) Ly es un espacio de Hilbert.

ii) La transformada de Fourier, la cual convierte diferenciacién en multipli-
cacién por polinomios, es una isometria (isomorfismo que preserva normas).

Definicién 1.2.3. Sea m > 0, p > 1 y Q un dominio de R™ (n > 2). El
espacio de Sobolev WP (Q) se define como

WmP(Q) ={u e L,(Q) : 0% € L,(Q), Va, |a] <m}.

Es un espacio vectorial normado equipado con la norma de Sobolev

1/p 1/p

lllwmrie) = /Q Z |0%ulPdx = Z 10%ull}, ()

laf<m |laj<m

Propiedades

1.
2.

—_—

WmP(Q) = C™(QQ) (completado) en la norma de Sobolev || - ||wmr(q).

(Wmr(Q), || - lwmr(o)) es un espacio de Banach.

cr @)Y W) = fu e WrR(Q) : 0ulpn = 0, Ja| <
m — 1}, W™P(€Q) es un subespacio de W™P(Q) (acd 0“u|gq denota la
extension de 0%u a la frontera de Q).

. (W(;mp(Q))/ = W=™4(Q), donde % + % = 1, se llaman espacios de

Sobolev negativos (si p =1, (W™(Q)) = W=">2(Q)).

Siue WyP(Q) y ve W9(Q) es integrable, entonces

‘/ uvdx
Q

Si m > k entonces

1
< u||lwm.e) ||V —m,q(Q)) s -+-=1
Jullwms ooy, +

WmP(Q) c WHQ) y |- lwke@) < - llwms)s

en particular, Wo?(Q) = Ly(Q) v | - lwor@y = I - [lp-
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Si p =2, en lugar de W™?(Q) escribiremos H™ (), o sea,
H™(Q) ={u € Ly() : 0% € La(2), |a| <m},
H™(2) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por
(u, V) gmQ) = /QMZSma ud®vdx,
u,v € H™(Q). La norma en H™(Q) es
1/2

[ullzm @) = \/ () () = Z ||aau||%2(9)

|laj<m

Para s € R, el espacio de Sobolev H*(R) se define por
s s| p 2
H*(R) := {f € Ly(R) : /(1 +[2*)°| f(2)| de < oo},
R

donde f es la transformada de Fourier de f. H*(R) equipado con el producto
interno

(. Ve = / (1+ [22)° f(2)3()de

es un espacio de Hilbert. También se le asocia la norma
o 1/2
s = (/ (1—|— |:1c|2) |f(x)‘ dx) )
R

La expresion f(x) = O(g(x)) significa que existe una constante positiva
M tal que |f(x)] < M|g(x)|, siempre que x — . Es decir, si g(z) # 0

entonces [(z)
g(x)

/]

La notacién O

— M, cuando x — xy.







CAPITULO 2

Introduccion a las wavelets y método de Elementos
Finitos

2.1. Introducciéon

El origen de la descomposicién de una senal en wavelets estda en la
necesidad de conocer las caracteristicas y particularidades de la senal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [2], [16]. Una de las
ventajas de las wavelets frente a los métodos clasicos, como la transformada
de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de funciones
bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto es, el analisis en
frecuencia obtenido del andlisis de Fourier es insensible a perturbaciones
que supongan variaciones instantaneas y puntuales de la senal como picos
debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como tendencias. En otras
palabras, si f es una sefial (f es una funcién definida en todo R y tiene
energfa finita [ |f(¢)|?dt). La transformada de Fourier f(w) proporciona
la informacién global de la senal en el tiempo localizada en frecuencia. Sin
embargo, f (w) no particulariza la informacién para intervalos de tiempo
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especificos, ya que
foy= [ st

y la integracién es sobre todo tiempo (ver [25]). Asi, la imagen obtenida no
contiene informacién sobre tiempos especificos, sino que solo permite calcular
el espectro de amplitud total | f (w)|, mientras que la mayoria de las wavelets
interesantes presentan una buena localizaciéon en tiempo y en frecuencia,
disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto.

En este capitulo se presenta una introduccion a la teoria wavelets, en
particular se estudiard la transformada wavelet y el andlisis multirresolucion
en Ly(R). Con este concepto se ilustra como construir otras bases wavelets,
y ademds, permite analizar funciones (senales) en Ls(R) en varias escalas
(niveles de resolucion) [14], [16], [19]. Para ello, se utiliza versiones escaladas
de un conjunto ortonormal en Ly(R). Para tal descomposicién de una funcién
f € La(R), s6lo se necesitan los coeficientes de la expansién de f en dicho
conjunto ortonormal.

2.2. Transformadas wavelets

El analisis wavelets es un método de descomposicién de una funcién o
senal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposicion es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una senal f(¢) se descompone en
una suma infinita de arménicos e de frecuencias w € R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f, f (w):

f(t) — % /_OO f(w)eiwtdw7 donde f(w) _ /_OO f(t)G_Wtdt'

El analisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una funcién en un conjunto abierto, no importa cuan pequeno, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la senal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstruccion.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoria wavelets se basa en la representacion de una funcién en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una funcién
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fija 1, la wavelet madre que, en general, no es senoidal. Por ejemplo,

ﬂ) Wy f(a, b)dadb

= ﬁw( .

en donde W, f es una transformada de f definida adecuadamente. También
se tiene de modo alterno un desarrollo en serie

F&) =" cjn2P0(27t — k)
7.k

en donde se suma sobre las dilataciones en progresion geométrica. Para
conservar la norma en Ly(R) de la wavelet madre v, se insertan los factores

ﬁ y 29/2, respectivamente.

Definicién 2.2.1. Una wavelet ¥ es una funcion cuadrado integrable tal que
la siguiente condicion de admisibilidad se tiene

_ [ )P
Cy ._/R @] dw < o0, (2.2.1)

donde @/A)(w) es la transformada de Fourier de ).

Observacién 2.2.1. Si ademds ¢ € L;(R), entonces la condicién (2.2.1)
implica que [, ¥(t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver

p.e., [44]), limy, o Y(w) = 0y la transformada de Fourier es continua, lo cual
implica que 0 = 9(0) = [, 1(t)dt.

Sea 1 € Ly(R). La funcién dilatada y trasladada se define por

1 —-b
Yap(t) == \/m¢<ta >, a,beR, a##0.

Esta funcion se obtiene a partir de v, primero por dilatacién en el factor a
y, luego, por traslacién en b. Es claro que ||¢q]l2 = ||¢]2-

Definicién 2.2.2. Para f,1 € Ly(R), la expresion

Wif(a,b) = /R FO Taa @t (2.2.9)

se llama la transformada wavelet de f.
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Por la desigualdad de Cauchy, se ve que Wy, f es una funcién acotada con
Wy fla,b)| < || fll2ll¥]l2. Note también que

W¢f(a7 b) = <fa wa,b>L2(R) = <fa ¢a,b>'

La transformada wavelet W, f de f puede ser descrita en términos del
producto de convolucién. La convolucién de dos funciones f,g € La(R) es

dada por
() = [ =20

Observe que esta formula estd definida para al menos todo ¢t € R, pero f*g
no necesariamente estd en Ly(IR). Usando la notacion @D( ) = ¢¥(—1), se tiene

Wy fla,b) = (f = @Za,o)( b). Note también que @Z)ab = V]a[Y(aw)e =P
Estos hechos se aplicaran en la prueba de la 81gu1ente proposicion, la cual
establece la formula de Plancherel para la transformada wavelet.

Proposiciéon 2.2.1. Sea v € Lo(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f € La(R), las siguientes relaciones se tienen

1 2 . da
Jurpic= o [ woranfa

2. Formula de inversion

1. Isometria

1 da
£ = 2 [ Wt by e
P JR?
Demostracién. 1. Es facil verificar que (fxtq0)(b) = v/la]l F~{f(w 1; w)}.

En consecuencia,

/RJWwf(a,b)!de% - //‘(f*ia,o)(b)fdb@
://|a|\}" QL >}dw—

w)} |¢(a w)| dwm

f
= [l | [l a

e / F@)dw = Cull£13.
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Observe que se utilizé el teorema de Fubini y la férmula de Plancherel para
la transformada de Fourier.
2. Para simplificar los calculos en la féormula de inversién, suponga que

f7f€ L1<R)

[ Wet@batin = Vid [ 7 (foit >)<w>wa,b<t>dw

= Vil [ j) zz ! (g) ().

donde g(b) := 1, (t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es

Flow) = 5 [ st

1 —tawz ,iw
= %\/|a|/¢(z)e e“tdz
R
1 A .
= - Vla(aw)e.

Sustituyendo e integrando respecto a a~2da se obtiene

/R2 Wy f(a, b)ba(t )db@ - %/}RM {/R f(W)W(aw)Fei“tdw} Z_Z

- & o fear] -

1 A .
= C'w%/Rf(w)e’“’tdw
= Cyf(1).

O

Otro resultado de interés que se presentara en la siguiente proposicién, es
la férmula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposicién 2.2.2. Sea v € Ly(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f,g € Lao(R), se tienen

dadb

(f, 9 rom) = Wy f(a,b)Wyg(a, b)

Cy Jae
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\/W}“ Y f(w aw)} o de manera

a,0) (D)
equivalente, F ( f* Ja 0) \/_ 1& , entonces

Demostracion. Como (f * 1

!/ww@wWﬁmb m/} wliaw)do,
R
ahora, integrando respecto a a~2da se sigue
da PO da
2W¢f(a b)Wyg(a, b)db— = /\a| l/f w)|[P(aw)| dw] —~
R

[t | [l ] a
Co [ F)ifns

= O¢<fag>L2(]R) = Cw<f; 9>L2(R)-

Note que se aplico el teorema de Fubini, y en el iltimo renglén de la expresion
anterior, la formula de Parseval para la transformada de Fourier. O

En la siguiente proposicion se listan algunas propiedades.
Proposicién 2.2.3. Sean ¥ y ¢ wavelets y f,g € Ly(R). Entonces
1. Wylaf + Bg)(a,b) = aWy f(a,b) + fWyg(a,b), a, 5 € R.

2. Wasssof (a,D) = aWyf(a, ) + BW, f(a,b), a, 8 € R.

3. Wy(r.f)(a,b) = Wyfla,b — ¢), donde 1. es el operador traslacion
definido por 1.f(t) = f(t — c).

4. Wy(Dcf)(a,b) = /e Wy f(ca,cb), donde D, es el operador dilatacion
definido por D.f(t) = +/cf(ct).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
senal original se puede reconstruir completamente calculando Wy, f(a, -) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala @ = 277 para cada j € Z, y también se discretiza en
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el dominio del tiempo en los puntos b = 277k, k € Z, la familia de wavelets
sera ahora dada por

— 9277
¢2*j,27jk(t) = \/;—jw<t 21. k) = QJ/Qw(QJt — k), Vi, k€.
Se utilizard la notacién i, para denotar la wavelet ¢ comprimida 27 y
trasladada el entero k, es decir, () = 20/2 (27t — k).

Con la eleccién de a = 277 y b = 277k, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos mas distantes, ya que se busca informacién global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la senal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [16].

Definicién 2.2.3. Una funcion ¢ € Ly(R) es una wavelet si la familia de
funciones 1, definidas por

V() = 272(2t — k), Vi, k €Z, (2.2.3)
es una base ortonormal en el espacio Lo(R).

Una condicién suficiente para la reconstruccion de una senal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas 1), forme una base ortonormal en el
espacio Ly(R), ver [19] y [28] para mds detalles. Si esto se tiene, cualquier
funcién f € Ly(R) se puede escribir como

F6) =" cint(t) (2.2.4)
jik
o teniendo en cuenta (2.2.3) como
F() = cn2 (2t — k),
jk
donde ¢;j = (f, i o-ix) = Wy f(279,277k).

Definicién 2.2.4. Para cada f € Lo(R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

ciu= (o = [ 2O Ryt

se llama la transformada wavelet discreta de f.
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En consecuencia, la expresion (2.2.4) se puede escribir en forma alterna
como

F() =D {F @), () yu (D). (2.2.5)

j?k

La serie (2.2.5) se llama representacion wavelet de f.

Observacion 2.2.2. 9;;(t) es muy apropiada para representar detalles mas
finos de la senal como oscilaciones répidas. Los coeficientes wavelet ¢; ;, miden
la cantidad de fluctuaciones sobre el punto t = 277k con una frecuencia
determinada por el indice de dilatacién j.

Es interesante notar que cj, = W, f(277,277k) es la transformada wavelet
de f en el punto (277,277k). Estos coeficientes analizan la sefial mediante la
wavelet madre 1.

2.3. Analisis Multirresolucion

El sistema de Haar no es muy apropiado para aproximar funciones suaves.
De hecho, cualquier aproximacién de Haar es una funcién discontinua [19],
[28]. Se puede probar que si f es una funcién muy suave, los coeficientes de
Haar decrecerdan muy lentamente. Por tanto se pretende construir wavelets
que tengan mejor propiedades de aproximacion, y una forma de hacerlo es a
través del andlisis multirresolucion (AMR) [39], [37],[36], [35], [19].

Sea ¢ € Ly(R), la familia de trasladadas de ¢,

{oor, k € Z} = {por(- — k), k € Z}

es un sistema ortonormal (con el producto interno de Ly(R)). Acd y en lo
que sigue

Qik(t) = 2%p(27t — k) = Dyymp(t), j€Z, keZ,

recuerde que D,f(t) = a'/?f(at) y 1.f(t) = f(t — a) son los operadores
dilataciéon y traslacién, respectivamente.
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Se definen los espacios vectoriales

Vo = {f(t):chgp(t—k):Z|ck|2<oo},
k k

Vi = {h0)=71C0:f eV},

Vi = {h=r@n:fev}iez
= gen{p;(t) = 2202t — k) : k € Z}.
Note que ¢ genera la sucesion de espacios {V}, j € Z}. Suponga que la funcién
¢ se escoge de tal forma que los espacios estén encajados V; C Vj4, j € Z,

¥ Ujs0 Vj es denso en Ly(R), estos dos hechos fundamentales hacen parte de
la definicién de andlisis multirresolucién.

Definicién 2.3.1. Un andlisis multirresolucion en Lo(R) es una sucesion
creciente de subespacios cerrados V;, j € Z, en Lo(R),

e CVoCcVycVyCcViCcVa oo

tales que

1. Ujez Vj es denso en Ly(R),

2. mjeZVj = {0},

3. ft)eV, e f2t)e Vi, jE€Z,
4 ft) € Vo= f(t—k) eV, j € Z,
5

. Existe una funcion ¢ € Lo(R) tal que el conjunto de funciones
{o(t — k) }rez es una base ortonormal para Vy.

La funcién ¢ se llama funcién de escala. En el espacio Vj;, las funciones
(senales) se describen con més detalle que en el espacio Vj}, la resolucién es
mejor en el espacio “mas grande”. Esto es, las funciones en V1 que no estan
en V; realzan la resolucién [16]. Es usual reunir estos “sintonizadores finos”
en un nuevo subespacio W; = V,41 \ V;. Sin embargo, la eleccién de estos
subespacios no es unica. Pero se puede escoger a W; como el complemento
ortogonal de V; en V. Es decir,

M/J':V}Jrlm‘/f_a j€Z7
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o de manera equivalente
Vim=V;@eW;, je€i. (2.3.1)

Informalmente, esto quiere decir que si se tiene una funcién (senal) f a
resolucién 2971 y se proyecta a resolucién inferior 2/ entonces

f = P]f+z<f7w]k>wjk7

kEZ

acd P; representa la proyeccién ortogonal en el espacio V; donde se recoge la
version “suavizada” de f y la diferencia f — P;f representa el “detalle” de
[, que estd en W; y se expresa como Y, . (f,¥;r)1;,. Recuerde que

Pif = {fomem JEL.

keZ

En otras palabras, IW; contiene los detalles en V1 que no se representan en
V;, y cada funcién (senal) en W; es ortogonal a toda funcién en V; (ver p.e.,
[10]).

El conjunto de funciones linealmente independientes ¢;;, que generan a V;
son las funciones de escala, mientras que el conjunto de funciones linealmente
independientes v;, que generan a WW; son las wavelets.

Por definicién, el subespacio W; es cerrado. Note también que si f € Vj,
entonces por 5 de la definicién anterior se tiene

F(6) = (f, Tie)Tp(t).

k

Ademas, por la ortogonalidad de {Tr¢(t) }rez,

ST = IIFI13.
k

Observe que al aplicar la descomposicién (2.3.1) en cada V; se obtiene

Vv = Wi @Whnoy =V @ Wy @ Wy

N-1
= "-:V,N@<@ V[/'j)7
j=—N
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y cuando N — oo se tiene
Jvi=@weNy.
JEL JEZ JEZ
Usando las condiciones 1 y 2 de la definicion de AMR se obtiene
@ W; = Ly(R).
JEL

Por definicién, también los subespacios W; satisfacen las condiciones 3 y
4 de la definicion de AMR o de manera directa como se prueba en el siguiente
lema.

Lema 2.3.1. Sea (V})jez un AMR y W; = V11 NV~ Entonces
i) feW,enfeW;, para cada k,j € Z.
i) feW, < Df € Wii1, para cada j € Z.

Demostracion. Sea f € W, esto significa que f € Vi1 y (f, Daitep) = 0
para cada k € Z. Por la condicién 3 y 4 de AMR, la primera relacién es
equivalente a 7, f € Vi1 y Df € Vj1o. Ademés de la relacion 7,Dy = Day,
se sigue inmediatamente, que la segunda relaciéon es equivalente a

<ka7 TkDQkaAO) = <ka7 D2j7k+2j> - 07 2 € 7.

Por tanto 7, f € V41 N Vf, y asi, 7 f € Wj.
La segunda relacion también es equivalente con

(Df, Dyjatip), Yk €Z,

de lo cual se sigue que Df € Vjﬂ;l que junto con Df € Vjio se obtiene
Df e VV]‘_H. O

La siguiente proposicién justifica los comentarios hechos arriba y es util
en futuros resultados.

Proposicién 2.3.1. Sea (V}) ez un andlisis multirresolucion con funcion de
escala . Entonces para cada j € 7, el conjunto de funciones

{pji(t) = 27%p(2t — k), k € Z}

es una base ortonormal para V.
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Demostracion. Para probar que {¢;x(t),k € Z} genera a V;, se debe ver que
toda f(t) € V; se puede escribir como combinacién lineal de funciones de
{p(27t — k), k € Z}. La propiedad 3 de la definiciéon de AMR, implica que la
funcién f(277t) pertenece a Vy y por tanto f(277t) es combinacién lineal de
{p(t — k), k € Z}. Haciendo la transformacién t — 27¢, se tiene que f(t) es
combinacién lineal de {p(27t — k), k € Z}.

Resta probar que {¢;x(t),k € Z} es ortonormal. Para ello se debe ver que

0, sij#k

(Piks ym) = O = { 1, sij=k

27 / ©(27t — k)p(29t — m)dt = S

o0

Para establecer esta igualdad, basta hacer el cambio de variable z = 27¢t, para
obtener

2 [ et~ kT mit = [ (e~ Rale = m)dz = G,
en virtud de la propiedad 5 de la definicion de AMR. n

El siguiente lema contiene dos resultados utilizados en la existencia de
los sistemas AMR, bajo hipdtesis apropiadas. Por motivos de completitud se
hara la prueba del primer apartado, la del segundo se puede encontrar en
[52]. Recuerde que P; es la proyeccién ortogonal sobre el espacio V;.

Lema 2.3.2. Para cualquier f € Ly(R),
Z) h’m]_>_oo P]f =0.
i) im0 Pjf = f.

Demostracion. i) Puesto que ||P;]| = 1, basta probar el resultado para
funciones en Ls(R) con soporte compacto. Si f tiene soporte en [—a,al,
entonces al aplicar las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Minkowski
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se tiene

’2
2

IBAIE = | St emden

kEZ

= ZKfa Spjk>|2

keZ

-3

kEZ

S ([ irrar) 2 ([ e - k)!dt)2

kEZ

- ||f|!§2< / ;_kw(zndz) .

kEZ

2

/ " 022t — k)da

—a

IN

Si 27a < 1/2, entonces estas integrales estdn definidas sobre intervalos ajenos
cuya unién se escribe Q; = Ugez(—2'a — k,27a — k), con N;Q; = Z, el cual
tiene medida cero. Por tanto,

1PAIE < IF11 / o(2)Pdz = 0, j = o

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. ]

2.4. Wavelet biortogonales

A partir de las condiciones de ortogonalizacién de la funciéon de escala
©(t) y el hecho de que la funcién wavelet ¢ (t) surge de los complementos
ortogonales de los espacios V; se pudo establecer la descomposicion y
reconstruccién de una senal al construirse cuatro filtros estrechamente
relacionados h,l, h,l estableciéndose una reconstruccién perfecta de la
sefial. Se pueden establecer condiciones para los filtros finitos h, 1, h,1 que
permiten también una reconstruccion perfecta sin la condicion de tomar los
complementos ortogonales dando lugar a las wavelet biortogonales. El anélisis
multirresolucion con el que se determinan estas wavelet se define a partir de
dos espacios de aproximacién

L VhcVicVoCc Vo C Vo, ..
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L cVicVoCcV, C V...,

donde los W; y Wj son los complementos no ortogonales de V; en V;_; y

de V; en Vj_; respectivamente, con W; L V; y W; L V. Se establecen

los coeficientes para la descomposicion y reconstruccién de una senal

& = (?),en. Descomposicién con filtros h y g

e = Z hon-kck y  dyp = Zgan_mc%. (2.4.1)
k k

Reconstruccién con filtros A y §

5[0 = Z [ilzn_lC}L + ggn_l_ﬂdi] . (242)

n

Y se determinan las condiciones para la reconstruccién perfecta ¢y = ¢q

Z [712n—lh2n—k + g2n—l+lg2n—k+1i| = O

n

la cual es equivalente a

S[hERE) - g(2)3()] =1 (2.4.3)

donde h(z) =) hp2"ya=DY, a_,2" =), a,z2 " para |z| = 1. De donde

h(2) vy g (2) se pueden expresar como producto de polinomios en z

hiz)=g(—=2)p(2) v gz)=h(=2)p(z).

(h(—2) y g (—2) no tiene ceros en comin). Luego de (2.4.3) se obtiene

p(2)[h(2)g(=2) +h(=2)g(2)] = 2.
Esto sélo es posible si
p(z) = a2
(2.4.4)
h(2)g(—=2) +h(=2)g(z) =227 27"



2.4 Wavelet biortogonales 27

para a € C— {0}, k€ Z. Luego

h(z) =azfg(=2) , §(2) = az"h (=2) (2.4.5)

las condiciones (2.4.4), (2.4.5) son suficientes y necesarias para establecer
la descomposicién y reconstruccién de una senal a partir de (2.4.1), (2.4.2).
Tomando k =0y = —1 se tiene

gn = (_1)n+1 71’771 ) g: (_1)7L+1 h,n.

Ademés las condiciones (2.4.3)y (2.4.5) se transforma en

() h(2) +h(—2)h(—2) = 2
> Bulinsor, = Gro.

Si h = h, se obtiene las condiciones establecidas en el caso de las wavelet
ortogonales. Para determinar los filtros h y h nos trasladaremos al domino
de la frecuencia considerando las ecuaciones de dilatacion en este dominio

p(2) =V2Y oo (20 —n) — (&) = (2m) " [ [ mo (2'€)

j=1

P(x) = V2> ha$ (2w —n) — 5(&) = 2m) T ] ino (27¢)

Jj=1

con

mo (27€) =272 “hye ™y g (276) =272 " hye ™

donde mg (0) =1 =g (0) y 3, b = h (1) =vV2=h(1) =3, hn.
Ademas,

(@) = V2Y guae 22 =) = VEY (—1)" b (22 — )
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V() = V2, Gunip (20 —n) = V2>, (=1)"h_p 15 (20 —n). En el

domino de la frecuencia

~

3a) =g (§ +7)5(€/2)

-~

5a) =g (§ +7)5(6/2),

esta funcién wavelet generaran una base Riesz si mg (m) = 0 = mq ()

es decir, si ¥, (z) = 279/%) (2790 — k)

Ui (x) = 27920 (2792 — k)

F=30 (Fda) i =3 {f ) D

Jk€Z j.keZ

entonces

para f € L? (R). El filtro h, estd determinado por los coeficientes del
polinomio mg (§) que a su vez establece la funcién escala ¢ la cual es simétrica
si mo (—&) = mg (§) 6 mp (§) = polinomio en cos .

La funcién Haar, ¢pa.-, es simétrica con respecto © = 1/2, ¢paar(l —
) = @YHar(r) le corresponde un polinomio trigonométrico mg(§) que
satisface mgo(—&) = e®mo(€) 6 mo(€) = e /2 cos(£/2) polinomio en cos €.
La condicién para una reconstruccién perfecta ests dada por h(z)h(z) +

h(—z)h(—z) = 2 o equivalentemente

mo (€) o (€) + mo (€ + ) fig (€ + ) = 1. (2.4.6)

Asi, si mo(§) es solucién de (2.4.6) para un my fijo tal que mo(—¢§) = mo(&)
entonces my = 3[Mmo(€)+mo(—&)] es también solucién de (2.4.6) que satisface
my (€) = my(—¢). La siguiente proposicién resume algunas propiedades tutiles
en sistemas biortogonales

Proposicién 2.4.1. Sea my(§) un polinomio trigonométrico con coeficientes
reales
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a) (i) Simo(=&) =mo(§) entonces mo(&) = (cos&/2)% Py(cos§).

(i) Si my(—¢) = e ®mo(&)  entonces  mg(€) =
e"%/2(cos £/2) T Py(cos€), donde Py es wun polinomio tal
que Py(—1) #0 yl € N.

b) Simg es solucion de (2.4.6) entonces mo(§) = (cos €/2)% By(cos €)
(en el caso a. i) 6 my(§) = e~%/%(cos §~/2)21+1PO(COS &) (en el caso a. i)

con Py(—1) # 0 yl e N, donde Py y Py son construidos por

k—1 n k
Py(cos &) Py(cos &) = ( —1+n) (ser;{) + (86225) R (cos&)

n=0

M

con k =141y R un polinomio impar.

Las funciones ¢ B — spline de orden N proporcionan polinomios

simétricos my
1, 0<z<1

B — spline constante ¢ (z) = { 0. en otra parte

14z, -1<2<0

B — spline lineal ,p () =< 1—z, 0<z<1
0 en otra parte
(1+2)° /2, ~1<z<0
2
B — spline cuadrética ,o (v) = (@~ 21/2> +3/4, 0<z<l
(x—2)" /2 1<zx<2
0 en otra parte.

Se verifica que o ¢p(—x) = 210(x) v 20110(1 — ) = op10(x). El poli-
nomio ymy correspondiente a y¢(z) esta dado por

14 e i i cos€\
nmo(§) = ( 5 ) Ne€WN/2) = o—iké/2 (—2€>

n=|N/2|
= 2 ()
ey n+ |N/2]

donde o;mg(—E€) = 21mo(€) v 2pr1mo(—€) = €% op1mo(€) (tomando [ = L
y Fo = 1). El polinomio simétrico, 5mo(§) asociado a ymo(§) que satisface
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la condicién (2.4.6) esta dado por

k-1

€)= 52 os/2™ |0 (171 Geng/2 4 Geng/2 R(cos)|

donde N > 1, N+ N = 2k, y R es un polinomio par.

La siguiente lista muestra los coeficientes de los polinomios nmo(§) y
~ &Mo(§) para los érdenes N y N de las funciones B —spline y las respectivas
graficas o (z), ¢ (x), v (2), N’ﬁgﬁbv. Los correspondientes términos de los

filtros , hi y Nﬁ%k se obtiene multiplicando por v/2 los coeficientes de z* en
N0 Y ﬁfﬁo respectivamente.

N Ny N N AT
1 3i1+2) 1 1{1+2)
s
52
[ 15
= -1 3 g
1 : 'l'_'-.(- = ”I-ﬁh
e Ty GO ST B!
153 3 138
o 3
. R BT S JURI | 5 B, B 2=t
3 “[_ =3 + 3z + 2°) 1 T ity ]

HBERz - 336277
—3489:7% - 307271
# 11025 + 11025z...)

Los correspondientes términos de Jos filtros by y \r'h“ s obtiens

multiplicando /2 los coeficientes dez* en  myg y w10 Tespectivarnente.
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2.5. Método de Elementos Finitos

El desarrollo de este método comienza en 1940, especificamente en el
campo de la ingenieria estructural, en esta década se trato barras o vigas
para el calculo de esfuerzos en sélidos. En 1947 se desarrollaron métodos de
rigidez el cual podria ser considerado como una alternativa viable para el
analisis estatico de estructuras de aeronaves. Sin embargo, sus ecuaciones
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requerian de una gran dedicacién y labor para su solucién a mano.

En 1954 desarrollaron el analisis estructural por medio de matrices, este
desarrollo marcaria una tendencia en el método de los elementos finitos
(MEF). La primera vez que se trato de analizar cuerpos de 2 dimensiones,
fué en 1956 logrando la implementacion de matrices de rigidez, este método
comunmente conocido como El Método Directo de Rigidez. Al mismo tiempo
al desarrollo de las computadoras digitales a finales de los anos cincuenta,
trabajos como los de Turner, desarrollaron ecuaciones de rigidez fundada en
el MEF, pero solo hasta los anos 60 cuando la frase de Elementos Finitos fué
introducida para describir este tipo de trabajos.

La frase de Elementos Finitos fué introducida por Clough,cuando por
primera vez se usaron elementos triangulares y rectangulares para el
andlisis de esfuerzos. Hasta el ano 1961 Martin aplicé el MEF a problemas
tridimensionales con el desarrollo de matrices de rigidez tetraedricas.
Trabajos adicionales realizados por Galagher en 1962, complementaron la
técnica de matrices tetraédricas para el estudio de sélidos simétricos en los
ejes.

La mayoria de trabajos desarrollados para el MEF se enfocaron en
la modelizacién matematica de problemas mecdnicos que complementaran
unicamente deformaciones eldsticas. Trabajos como los de Zienkiewicz
complementaron aun mas el método extendiendo los alcances a problemas
que involucran visco elasticidad en 1968.

En 1976 Belytschko mejord las técnicas numéricas para la solucion de
sistemas de ecuaciones, a partir de los 80 la mejora en el hardware y el MEF
viviria un auge sin precedentes. El rapido mundo de la computacién empezd
a construir software que implementaria el MEF y asi empezd a revolucionar
este método en todos los campos de la ingenieria de alimentos, mecdanica,
formula uno, aeroespacial,bioingenieria, hasta simular sistemas atmosféricos
para predecir el estado del tiempo.

Ingenieros matematicos y cientificos contintian desarrollando nuevas
aplicaciones para este método en diferentes disciplinas y areas, ya que la
necesidad de productos mas confiables, eficientes y optimizados esté creando
una tendencia para nuevos productos[58]. La industria automotriz es un
ejemplo de la aplicacion de estos sistemas de simulacion para la optimizacion
del desempeno de vehiculos, ya que esto ha permitido a los disenadores
reducir costos y teniendo la certeza que el disefio es confiable [58].

El desarrollo de técnicas numéricas para la obtenciéon de soluciones
aproximadas de ecuaciones diferenciales se ha incrementado en las ultimas
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décadas. Entre estas técnicas estan los métodos de elementos finitos,
diferencias finitas y en forma mds general el método de Galerkin [13]. Es
claro que en cada método se realiza un estudio detallado de la eficiencia y
convergencia del método. Esta moderna teoria ha experimentado un gran
desarrollo en las dos tultimas décadas mostrandose muy eficiente en donde
otras técnicas, como por ejemplo, la transformada de Fourier no resultaban
satisfactorias.

Al solucionar una ecuacién diferencial parcial de forma analitica, se desea
encontrar una funcion u € V, dicho espacio V' es de dimension infinita y
se quiere con el método de los Elementos Finitos aproximar el espacio V'
mediante otro espacio V), de dimension finita, para ello se arma una malla
conformada generalmente por segmentos o tridangulos u otro polinomio que
se llama elemento, de este modo se construye el espacio aproximado [13].

2.6. Formulacion del método

El método de los elementos finitos se utiliza en diferentes problemas. Para
este trabajo el interés principal consiste en determinar una aproximacion para
la solucion del problema variacional de frontera.

Definicién 2.6.1. Malla de elementos finitos: La malla de elementos finitos
es el conjunto formado por E elementos finitos y G nodos que definen el
dominio de definicion. Los elementos finitos son el conjunto finito formado
por los E subdominios 21,8, ..., g, que se obtienen al dividir el dominio
de definicion 2 del problema variacional a(u,v) = (l,v) para todo v € V, de
tal manera que no se superponen y su union es iqual al dominio inicial, esto
es,

E
Qny=2 y [J2%=20 (2.6.1)
e=1

Por otra parte, los nodos o puntos nodales son puntos que generalmente
se ubican en los vértices de los elementos, aunque es posible ubicar nodos
adicionales contenidos en los elementos [46].

Si el dominio  es un subconjunto de R?, entonces el dominio serd una
forma poligonal cuya frontera I' estd compuesta de segmentos de recta y los
nodos son los puntos vértices de cada uno de los segmentos poligonales o en
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sus puntos medios. En el caso en que el dominio de definicién sea en R, los
elementos seran subintervalos, cuyos extremos seran los nodos.
Considérese una sucesién de subespacios de un espacio de Hilbert V,

de dimensién finita {V"}%° | que converge a V, tal que |J V" = V donde

Vh

h=1
Vi+1 C V, cuya base son las funciones N;, con i = 1,...,G, esto es

Vh = gen{N;}<,.
Las funciones base N;, de V", deben satisfacer las condiciones de frontera
esenciales y ademés cumplen las siguientes propiedades:

Las funciones N; son acotadas y continuas en el dominio de definicion,

es decir, N; € C(Q).

Hay un total de G funciones base, una por cada nodo. N; es diferente
de cero solamente en los elementos que estan conectados al nodo 1.

N; es igual a 1 en el nodo 7, e igual a cero en los otros nodos:

Ni<xj):{ 1 si i#j

0 en otro caso

La restriccion Ni(e) de N; para €2, es una funciéon polinomial, esto es
N; |o.= N, con NI € P,(9Q,) para algtin k > 1, donde P,(€2,) es el
espacio de los polinomios de grado mayor o igual a k sobre 2.

Asf el problema consiste en determinar la funcién aproximada u, € V" C
V' tal que satisface el problema

a(up,vp) = (l,vy) para todo v, € V" (2.6.2)

€. G
donde up, = > a;N;(z) y v, = > bjN;(z) por tanto al sustituir en
i=1 =1

J

(3.5.8) se obtiene

1=

G G G
a(ZaiNi,ijN]) = <Z,Zb]Nj> (263)
1 j=1 j=1

de donde por la bilinealidad de a(-,-) y la linealidad de [ se tiene que

G

a(Ni,Nj)aibj = <l,Nj>bj (264)
2. 2

i=1 j=1 j=1
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al igualar a cero y reordenar

Z@(édmwj)ai - (z,N]->> =0 (2.6.5)

Jj=1

Si se define la matriz de rigidez K, con K;; = a(N;, N;) y el vector de
carga F', con F; = (I, N;) se puede escribir a (3.5.12) como

i b, ( i Kija; — F;) —0 (2.6.6)

Teniendo en cuenta que b; son coeficientes arbitrarios entonces para que
la igualdad (3.5.13) se tenga se debe cumplir que

G
i=1

el cual es un sistema de ecuaciones con incognitas a;.

Para calcular la solucién aproximada se obtiene a K;; = a(N;, N;) =
fQ F(N;, Nj)dz, la cual se puede escribir como una sumatoria de integrales
sobre cada uno de los elementos finitos, por lo tanto

E

:Z/ F(Ni, N;)dS,
e=1 Qe
E

= / F(NS, NN,
e=1 Qe

E
_ Z/ a(e)(Ni(e),N;e))
e=1 v e

(2.6.7)

De manera similar se halla a F} , asi
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E (2.6.8)

De (3.5.14) y (3.5.15) se puede concluir que para obtener la matriz K y
el vector F es suficiente con sumar los aportes de las matrices K (¢ y F(¢)
obtenidas para cada uno de los elementos considerados, esto es

E E
K=Y K9 y F=) F© (2.6.9)
e=1

e=1

en donde Ki(je) = a© (N, N;e)) y FY9 = (10 Ny,

Dependiendo del tipo de funciones elegidas como funciones base, el
método de elementos finitos sera de diferente tipo. Si N; y N; son funciones
del mismo tipo, entonces el método se denomina Método de Galerkin. Si se
considera el problema (3.5.8) en donde u, € U" y v, € V" con U" y V"
subespacios finito dimensionales del espacio de Hilbert V', con bases {N;}{,
y {¢;}5, tales que K;; = a(N;, ¢;) v Fj = (I, ¢;) entonces el método toma
el nombre de Petrov - Galerkin, en muchos articulos o textos de estudio se le
denomina a las funciones INV;, como funciones de forma y a las funciones ¢;
como funciones base o de peso.






CAPITULO 3

La ecuacién de Fisher-KPP

3.1. Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo mostrar algunos resultados de la
ecuacion diferencial de Fisher-KPP [42]

Up — QU = Pu (1 — %) (3.1.1)

Se considera la difusién en tres dimensiones espaciales. Sea S la superficie
que encierra al Volumen V. La ecuacién de conservacion general dice que la
tasa de cambio de la cantidad de material en un volumen V', es igual a la
velocidad de flujo del material a través de la superficie S en V', mas el material
creado en V. Esto es,

%/Vc(x,t)dv:—/sJ-der/Vfdv (3.1.2)

Donde J es el flujo de material y f representa la fuente del material, el
cual puede ser una funcién de ¢, z y t. Aplicando el teorema de la divergencia
de la integral de superficie y asumiendo que c¢(z,t) es continua, la tltima
ecuacion se convierte en
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dc

/V{a—i—v-J—f(c,a:,t) dv =10 (3.1.3)

Dado que el volumen V' es arbitrario, el integrando debe ser cero y asi la
ecuacién de conservacion para c es

%—FV-J:f(c,x,t) (3.1.4)

Esta ecuacion se cumple para un flujo de transporte general J, ya sea por
difusién o de algin otro proceso.
Si el proceso es de difusién clésica [42] entonces la generalizacién por ejemplo
es

J =—DVe (3.1.5)

Y la ecuacién (3.1.4) se convierte en

dc
5 =tV (DVe) (3.1.6)

Donde D puede ser una funcién de x y ¢ y f una funcién de ¢, z y t. El
término f en un contexto ecoldgico, por ejemplo, podria representar procesos
de Nacimiento-Muerte y c es la densidad de la poblacién. Con el crecimiento
logistico poblacional f = pu(l — %), donde 3 es la tasa de reproduccién
lineal, 0 es la capacidad de carga del ambiente. Resultando la ecuacion con
D constante, es

% = Bu(l — %) + DVu (3.1.7)

ahora la conocemos como la ecuacion de Fisher-Kolmogoroff; después
Fisher en (1937) propuso la versiéon unidimensional como un modelo para
la propagacién de un gen ventajoso [6] en una poblacién y Kolmogoroff en
(1937) estudié la ecuacién en profundidad y obtuvo algunos de los resultados
analiticos bésicos [42].
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3.2. Soluciones analiticas de la ecuacion
Fisher-KPP

Sea I un intervalo cerrado de R y sea u : I x RT™ — R una funcién, donde
R* representa los reales positivos. Sea o un nimero real positivo.

U — QU = f(u) (3.2.1)

donde f es una funcién real continua tomando valores en algin intervalo
cerrado.

3.2.1. Problema linealizado

Sea n un entero positivo. Consideremos la ecuacién (3.2.1) definida la
variable espacial sobre el intervalo I = [0, 1] con la siguiente funcién f y el
conjunto de condiciones Iniciales-Frontera:

f(u) = pu; u(x,0)=sin(nrz), z€l0,1], u(0,t)=u(l,t)=0, ¢t>0.

(3.2.2)

Aplicando inmediatamente el método de separacion de variables, se
obtiene la solucién exacta de este problema,

u(z,t) = P~ Sin(nmx). (3.2.3)

3.2.2. Problema no linealizado

Consideremos la ecuacion (3.2.1) en la forma clésica y definida espacial-
mente en todo R, esto es, asumimos que f es la expresién de la ecuacion
Logistica generalizada f(u) = fu(l — u?), con p = 1. Por simplicidad toma-
mos a o = 1. Conociendo que el modelo tiene soluciones de onda viajera, de
la forma

1
[+ Ceap(~ 35t = 5/6Px)

donde C' es una constante arbitraria [45]. Esta formula es la expresion de

un frente de onda viajera para una velocidad especial igual a \/ié 38].

u(z,t) =

(3.2.4)
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3.3. Solucién de Onda Viajera

Una onda viajera es aquella que viaja sin cambiar de forma. Entonces se
toma la funcién u(z,t) de la siguiente manera

u(z,t) =u(zr —ct) =u(z), z=x—ct (3.3.1)

Donde u(z,t) es una onda viajera y se mueve a una velocidad constante
c en la direccién positiva de x. Generalmente ¢ se tiene que determinar.
Sea

ou 0*u
— =uu—1)+ =— 3.3.2
ot ( ) Ox? ( )
en la situacion espacial homogénea los puntos de equilibrio son u = 0 que es
inestable y u = 1 que es estable. Esto sugiere que podemos buscar soluciones
de onda viajera para 0 < u < 1.

Supongamos que existe una soluciéon de onda viajera de la forma

u(z,t) =U(z), z==x—ct, (3.3.3)

donde ¢ es la velocidad de onda. Como (3.3.3) es invariante si x — —zx,
¢ debe ser positivo o no negativo. Para ser mas especificos asumiremos que
¢ > 0. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3.3.3) tenemos

U'+cU +U(1-U) =0, (3.3.4)

’ .7
donde las U = %. Una solucién de onda es cuando U es un estado

estacionario para z — —oo y el otro estado estacionario ocurre cuando
z — o0o. Asi tenemos un problema de eigenvalores y un valor de ¢ por
determinar tal que la solucién U de (3.3.4) existe y ademds satisface

lfm U(z) =0, lim U(z) =1 (3.3.5)

Z—00 Z—r—00

Entonces tenemos el sistema
U=V, V==V-Ul-U), (3.3.6)
que origina trayectorias en el plano fase como soluciones de

v eV -U(1-U)
aUu 1%

(3.3.7)
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Los puntos singulares para (U, V) son (0,0) y (1,0) que son los estados
estacionarios. Un andlisis de estabilidad lineal lleva a que los eigenvalores A
de los puntos singulares son

= Para (0,0)

A = %[—c (2 — 4)}] (3.3.8)

Si ¢? > 4 el nodo es estable.
Si ¢? < 4 el foco es estable.

U’ U(z)

(b)

Figura 3.1: (a) Trayectorias en el plano fase de la ecuacién(3.3.4) para la solucién
de onda viajera: aqui ¢®> > 4. (b) Solucién de onda viajera para la ecuacién de
Fisher (3.3.3) ¢ > 2.

= Para (0,0)

Ay = %[—c + (2 +4)7] (3.3.9)

Es un punto de silla para todo c.

La ecuacién de Fisher tiene una solucién de onda viajera para ¢ > 2y
su estabilidad depende del comportamiento de la condicién inicial para
valores grandes de |z| .
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3.4. Método de Diferencias Finitas de la
ecuacion de Fisher-KPP

Aproximamos soluciones de (3.2.1) en un intervalo espacial de la forma
[a, b], sobre el periodo de tiempo [0, 7] [33]. En efecto, tomamos la siguiente
particién del intervalo a = zg < x; <---< zp = b de [a,b], con norma
Az = (b—a)/M, y una particién regular de [0, 7], con norma AT = T /M,
de la forma 0 =ty < t; <--- < t); = T. Para denotar el valor aproximado de
u en el punto x, y el tiempo ¢, se tomard u”. En esos términos de esquema de
diferencias finitas, usado para aproximar las soluciones de (3.2.1) esta dada
por

Sk )+ ) (34

donde £ es un nimero real en el intervalo [0, 1]. La siguiente notacién, se
usa por simplicidad

Sreul = ko Pk

k+1 k k+1 k—1

Orguy, = (1 — )z + g,

(3.4.2)

o PR s R M
(5:(52)U£ — Uny1 ( I(AJ;)Q ) Uy
Sea f dada por f(u) = Pfu. Un simple anélisis establece en el esquema
de Diferencias-Finitas (3.4.1); en general, una aproximacién consistente para
las soluciones de (3.2.1) de orden O(At + (Ax)?) es

) O (g ty) + ALY (2, ty),  si £=0
5t,5un ~
Si(@n, ty) + (Aﬁt) %(mn,tk), si £=1
0%u (Ax)? 0'u At 0%u
5@yt ol C  @nt) — [0 ) S (st
U % g T te) + g (@ t) = { 37 | G (0 te):
uk |+ uk (Ar)? 0%u
% ~ (xnatk’) + 9 8.1'2 (xnatk)
(3.4.3)

El esquema de diferencias finitas hacia adelante de (3.4.1), es presentado
en la Figura 3.2. Finalmente, de este punto tenemos que
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At
R=—— 3.4.4
(Bo)? (3.4.4)
Asumiendo que R es finita, podemos escribir RAt = (%)2. Entonces, se

deduce que el siguiente método numérico es una aproximacion consistente de
(3.2.1) de orden

O—
o 0

Ths1 e @]
Iy L N B (@]
i1 [ ] @]

@]
o
o—O0—O0——~0—0—00C0—000C0—C—

| X"

ﬁ%@—:—@{+®—@~

Kn=1 Xn+l

Figura 3.2: El esquema de diferencia adelantada para la aproximacién de la
ecuacién diferencial parcial (3.2.1) en el tiempo ti, usando el esquema (3.4.1).
Los circulos negros representan aproximaciones a las soluciones en el tiempo t_1
y t en el esquema (3.4.1), y las cruces indican la aproximacién desconocida en el
tiempo tgy1.

O(At+(Ax)?+(At/Az)?) = ((1+R)At+(Ax)2) = O(At+(A2)?) (3.4.5)

3.4.1. Problema linealizado

Consideramos la ecuacién diferencial parcial (3.2.1) con constante de
difusividad igual a 0,1 con funcién f y condiciones de Inicial-Frontera
establecidos por

f(u) = Bu;  u(x,0) = sin(nrx), = €[0,1]; u(0,t)=wu(l,t)=0, ¢t>0.
(3.4.6)

con B = 0,5y n = 1, sobre el intervalo espacial [0,1]. Los siguientes
son valores computacionales: Ax = 0,025, At = 0,001 y & = 0,4, en tal
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caso R = 1,6. Bajo estas condiciones, la figura 3.3 representa la solucién
aproximada a través del esquema de diferencias finitas de (3.4.1).

(a) 1 (b)
09f 0.9
08F 0.8
07F 0.7
&0 gl
S 06 —~ 086
S 8
S 057 o 05
x =
S04t S 04
0.3F 0.3
0.2t 0.2
0A1f, 0.1
o . : ; . o ; i " ;
0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8
X X
0.7 . . . . 0.025
(c) (d)
0.6
0.02f
0.5¢
& o4 __ 0015}
o «
X =
5 03 > 001}
0.2
0.005F
0.1
o . . " . 0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 3.3: Los circulos es la Gréfica de las soluciones aproximadas y la linea
continua representa las soluciones exactas de (3.2.1) con condiciones Iniciales-
Frontera establecidas en 3.4.6, con n = 1 sobre el intervalo espacial [0,1] y
f(u) = 0,5u, para cuatro tiempos diferentes: ¢t = 0,008, 0,08, 0,8 y 8. Una constante
de difusividad 0,1 y & = 0,4.

La tabla (3.1), representa las soluciones aproximadas respecto a las
soluciones exactas para cada valor.



3.4 Método de Diferencias Finitas de la ecuacién de Fisher-KPP
47

Tiempo | Diferencias relativas (%)

P1 P2 Poo

0,008 | 2.8044 x 107 28044 x 10 % 2,8044 x 10~ *
0,08 3,1486 x 1073 3,1486 x 1073  3,1486 x 1073
0,8 3,1835 x 1072 3,1835 x 1072 3,1835 x 1072
8 31915 x 10~ 3,1915 x 10~ 3,1915 x 10~

Cuadro 3.1: Diferencias relativas (en porcentajes) de cuatro soluciones
aproximadas presentadas en Fig. (3.3) respecto a sus correspondientes
soluciones exactas para tres normas clasicas en RV*1,

3.4.2. Problema no linealizado

Considere la ecuacién (3.2.1) definida espacialmente en la recta real, con
un tiempo inicial ¢ = 0 y velocidades provistas por

1

5 1 ?
[1 + Cexp (—éﬁt + 6\/@33)]

alrededor del tiempo inicial. Tomando valores para los parametros C' = 4,
k=1y  =2conp= 1. Numéricamente, tomamos un paso espacial igual a
1, un paso de tiempo de 0,001 y valor de £ = 0,4.

u(z,t) = (3.4.7)

Computacionalmente, se toma el dominio [—100,100] y se impone
condiciones de frontera u(—100,¢) = 1y u(100,¢) = 0 para periodos finitos de
tiempo. En estas circunstancias, Fig. 3.4 presenta las soluciones aproximadas
y las soluciones exactas del problema descrito anteriormente, para cuatro
tiempos diferentes. Los resultados muestran una excelente aproximacién entre
las simuladas y las soluciones analiticas.
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Figura 3.4: Los circulos representan la grafica de las soluciones aproximadas
y la linea continua representa las soluciones exactas sobre la recta real, de
la ecuacién (3.2.1) con condiciones iniciales dadas por (3.4.7)en t = 0, con
C =4y f(u) =2u(l — u), para cuatro tiempos diferentes: ¢ = 0,008, 0,08,

0,8y 8.
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Tiempo | Diferencias relativas (%) Tiempo de ordenador (s) |
P1 P2 Poo

0,008 | 81676 x 10 % 1,6387 x 103 57222 x 10°° 0,0096

0,08 5,6647 x 1073 8,4370 x 1073 1,9819 x 1072 0,0264

0,8 3,9346 x 1072 6,5636 x 1072 1,8993 x 10! 0,1018

8 1,0151 2,2171 6,7959 0,8921

Cuadro 3.2: Diferencias relativas (en porcentajes) y corriendo tiempos
(en segundos) de cuatro soluciones aproximadas presentadas en Fig. 3.4
utilizando los mismos parametros del modelo y el del ordenador empleado
para producir la tabla 3.2.

3.5. Solucién de la ecuacion de Fisher por el
método de la ecuacién simple modificada

En esta seccién aplicamos el método de la ecuacion simple modificada
para encontrar soluciones exactas de la ecuaciéon KPP

Uy — Ugy + pu + yu® + 6u = 0, (3.5.1)

donde p, v y  son constantes reales. Este método tiene cuatro pasos [56]:
1. Usando la transformacién de onda

u(z,t) =u(§), {=x—ct, c=1 (3.5.2)

para reducir la ecuacién (3.5.1) en una ODE.

2. Suponga que la ODE tiene soluciones de la forma

u(é) = ;Ak {Zég} (3.5.3)

donde Ay son constantes a ser determinadas, tal que Ay # 0, y W(§)
es una funcién desconocida que debe ser determinada después.
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3. Para determinar el entero positivo N en la ecuacién (3.5.3) considera-
mos el balance homogéneo entre el orden de las derivadas y el término
no lineal en la ecuacién ODE.

4. Sustituya la ecuacién (3.5.3) en la ODE calculando todas las derivadas
necesarias u ,u , ... de la funcién desconocida u(§) y para la funcién
V(). Como un resultado de esta sustitucion se obtiene el polinomio

m/
ﬁ y sus derivadas. En este polinomio.

v (g)

" . .7
Balanceando u con u? se tiene N = 1. Consecuentemente, la ecuacién
(3.5.1) tiene soluciones de la forma

(¢
=Ay+ A 5.4
w(§) = Ao+ 1{\11(5)], (3.5.4)
donde Ay y A; son constantes para ser determinadas, tal que A; # 0. Es
facil ver que
, B A \I/” B \I/lz (3 5 5)
R USRI i
y W/ll q]/@/l \11/3

6) en la ecuacién (3.5.1) e

Sustituyendo las ecuaciones (3.5.4) a la (3.5.
, U2 W3 a cero, obtenemos

igualando todos los coeficientes de W9 W—!

respectivamente
Ao+ Ay + 6A3) =0 (3.5.7)
—A (U T+ AT (27 A + 30 43) = 0, (3.5.8)
AyU7 (14 ~vA; 4 3040A;) + 3A 00" =0, (3.5.9)
AU (642 —2) = 0. (3.5.10)

de las ecuaciones (3.5.7) y (3.5.10) se deduce que
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2
Ay=0, p+~Ag+642=0, A :i\/;, §>0. (3.5.11)

Si Ay, entonces las ecuaciones (3.5.8) y (3.5.9) respectivamente reduce a

U — 0 =0, (3.5.12)
30" 4+ (14+~4,)T =0. (3.5.13)
De las ecuaciones (3.5.12) y (3.5.13), se tiene
\P/// 3/1/
— =—11 3.5.14
v ( + 1+ ’}/Al) ( )
Integrando (3.5.14), se tiene
v =C { (1 Lo ) g] (3.5.15)
= Ciexp |— : 5.
1€Tp 1+ 4,
de (3.5.13) y (3.5.15) se concluye que
’ 301 SM
U =— —11 3.5.16
1+7A16xp[ ( +1+7A1>4’ (3.5.16)
301 3/1
V=04 —F——r -1+ 3.5.17
i 1+3u+7A16xp{ ( 1+7A1)§] ( )

donde C y C5 son las constantes de integracién. La solucion exacta tiene
la forma:

3p
A S 1+3icjr%4 “r {_ (H 145)514 ) (x_tﬂ
1 1
(3.5.18)

1
Si hacemos Cy = 1, C) = j:g(l + 3u + vA;) en la ecuacién (3.5.18)

tenemos respectivamente la solucion de onda viajera:
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w(i,1) = i\/%—(; (1 * uf%> [1 e B (1 ' “fﬁ) @(3;.)1}9])’

s, 1) = i\/%_é (1 + ufﬁ) {1 — coth E (1 + ﬁ) (x(g;)ll).

Si g+ A + §A3 = 0, entonces la ecuacion (3.5.8) queda reducida a

U+ 0" — W (v A 4 2042) = 0. (3.5.21)

La ecuacién (3.5.9) y (3.5.21) concluimos que

"

v
— =—-A/B .5.22
TG /B, (3.5.22)
Donde A = (1 —{—’)/Al + 35140141) + 3A0("}/ + 25140), B=1 —{—"}/Al + 35140141

Integrando la ecuacién (3.5.22) se tiene

1" A
U = Chexp (—§§> : (3.5.23)

de las ecuaciones (3.5.9) y (3.5.23) se tiene

.30y A
U =— 7 6P (—B£> (3.5.24)
B 3C, A
U=0C+ TP (—Bf) ) (3.5.25)

donde C y C5 son constantes de integracion. Luego, la solucion exacta
tiene la forma
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A
AR —dps 30y [2 “rp {_E(x N t)}
u(x,t) = + 5 2

20 B
Cy+ ——exp

SiCy,=1,C = j:é en (3.5.26), entonces tenemos las siguientes soluciones
de onda

(o) = LEVI A0 %\/g {1 ~ tanh {%(x - t)” . (3527)

20

—yi\/72—4u6¢£ 2

26 2B g[l—cmfh {%(w—t)”. (3.5.28)

El método de la ecuacion simple modificada presentada en este capitulo
genera soluciones de onda solitaria.

ug(z,t) =

3.6. Solucion de Perturbacion de la Ecuacion
de Fisher-KPP

La existencia de la solucién de onda viajera de la ecuacién de Fisher se
habia establecido mediante el uso de un argumento geométrico. Sin embargo,
no ha sido posible determinar la representacion exacta o aproximada de
la solucién. Ahora emplearemos el método de perturbacion estandar para
encontrar soluciones asintéticas del problema de valor en la frontera para
u(€) que satisface el sistema diferencial [20]

U4 ceu +u(l—u) =0, —oo<E< o0 (3.6.1)

u(—o0) =1, wu(+o00)=0 (3.6.2)

Donde ¢ > 2.
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Dado que la ecuacién (3.6.1) es auténoma, la solucién es una traslacion
invariante.

Elegimos el valor u(§) en & = 0 para cualquier nimero en el rango de
u(€), tomamos u(0) = 3, el cual es necesario para resolver el problema.
Introducimos una nueva variable independiente z = % = /2€, donde € = ¢ 72
es un parametro pequeno, para trasformar (3.6.1) y tomando las condiciones

de frontera a la forma

cu (2)4+u (2)+u—u=0, —o0o<z<o0 (3.6.3)

u(—oo) =1, u(0) ==, u(4+o00)=0 (3.6.4)
Vemos una perturbacién de la expansion en series para u(z) en potencias

de € como
u(z,€) = up(2) + euy (2) + *ug(2)+- -, (3.6.5)

Donde ug(z), ui(2) y ug(z) deben ser determinados. Sustituyendo (3.6.5)
en (3.6.3) y el conjunto de coeficientes de varias potencias de ¢ para ser cero,
obtenemos

Uy + g+ u =0, (3.6.6)
up(—o0) =1, up(0) == up(4+00) =0 (3.6.7)
Y
wy +uy (1 — 2ug) + 1y = 0 (3.6.8)
uy(—00) = u1(0) = uy(+00) =0 (3.6.9)

La solucién general de (3.6.6) estd dada por

up(z) = (1 — Ae*)™ !, (3.6.10)
Donde A = —1, ya que ug = %

Por tanto la solucién se reduce a la forma
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up(z) = (1 +€*)71, (3.6.11)

solucionando a (3.6.8), se convierte en

/ er—1 e
_— - =0 3.6.12

Esto puede resolverse directamente por métodos elementales y la solucion
es dada por

ui(z) = ﬁlog{%} (3.6.13)

Por tanto, la solucion asintética del problema original es dada por

62€z

u(z) ~ (1 +e*)™ ' + (te

4e* 9
)2109{ iz 62)2} + O(e7) (3.6.14)

Donde z = (£) = 1(z — ct)

Esto representa una solucién de onda viajera asintética para ¢ > 2. El
presente problema no es un problema de perturbacion singular porque u y
Z—Z tienden a valores finitos cuando £ — 0, la ecuacién (3.6.3) tiene un limite
uniforme y el método de perturbacion genera una soluciéon aproximada en

todo el dominio [20].






CAPITULO 4

Método Wavelet-Elementos Finitos para la ecuacion de

Fisher-KPP

4.1. Introduccion

La ecuaciéon de Fisher-KPP se ha venido desarrollando en d&mbitos como
la biomatematica para modelar el crecimiento poblacional de una especie.
En este capitulo presentaremos soluciones numeéricas a través del método
de Wavelet-Elementos Finitos, usaremos las Wavelets Biortogonales que nos
dan una muy buena aproximacion y que éstas son especiales para la solucién
de ecuaciones diferenciales parciales, ademas de realizar unos muy buenos

caculos computacionales, como la que estamos trabajando. La Ecuacién de
Fisher-KPP estudiada es

g = iy = Bu (1~ %) (4.1.1)

con la condicién inicial-frontera u(x,0) = sin(nrx), x € [a,b], u(a,t) =
u(b,t) = 0, parat > 0y n un entero positivo, ademds «, 5y 6 son constantes
positivas. El dominio del problema (4.1.1) es el intervalo [a, b] los subindices
x y t indican las derivadas parciales de u respecto al espacio y tiempo
respectivamente.
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4.2. Método Wavelet-Elementos Finitos para
la ecuacion de Fisher-KPP

Inicialmente se discretiza el tiempo mediante la expansién en serie de
Taylor, luego discretizar el espacio mediante el método de Petrov-Galekin
usando como funciones admisibles y de prueba las funciones wavelets
Biortogonales.

4.2.1. Ecuacion de Fisher-KPP No Lineal

Para la discretizacion del tiempo usamos la expansion en serie de Taylor
[13]

n+1

oAt

R S =0 (A8) (4.2.1)

At
Despejando a wu; de la ecuacién (4.1.1) y haciendo la derivada parcial
respecto a t se obtiene

n __
U, =

u

Uy = (aum + Bu (1 — 5>>t (4.2.2)
-t (13 -on ()

Ahora, la funcién v en un paso de tiempo

uy = a(uy),, + puy — éu?u" — ﬁu?u” = a(uy),, + Puy — 2£ufu”

0 0 0

un+1 —ut un+1 —ut 5 un+1 —un
—al ———— S B Eul (. Y
() () ()

al reemplazar u} de (4.1.1) y uy, de (4.2.3) en (4.2.1) y simplificando se

tiene
e (1 1, u™tt — " At (ut —
U u — —=U = - — 00— -
T 0 At 2 At -

At un—i—l —ut 5 " un+1 —ut
B (T) + A (T) (4.2.4)

(4.2.3)



4.2 Método Wavelet-Elementos Finitos para la ecuacion de
Fisher-KPP 59

aplicando las derivadas respecto a x, haciendo un reordenamiento y
multiplicando por At

alAtuy, + BAtu" — gAtu"u” =yt — " — a% (uptt =)
—ﬁ%(u”“ —u") + gAtu" (v —u") (4.2.5)

al distribuir los términos para u™ y u™*!

At At 15} At At
1 - 5= n+l _n+1 A nn+1 1 i =
( 62>u O Uy etu <+ﬁ2)u+a2u

(4.2.6)

La ecuacién de Fisher-KPP (4.1.1) ha sido discretizada tinicamente en el
tiempo, de tal manera que la ecuacién (4.2.6) ahora depende s6lo del espacio.
Aplicando el método de Petrov-Galerkin a la forma débil de la ecuacion
(4.2.6) con funciones admisibles w(x) para discretizar el espacio.

Para la discretizacion del espacio realizamos unas particiones uniformes
del dominio €2 para este caso h con N + 1 puntos nodales tal que a = 2y <
1< Ty < . < Ty < Typ1 < ... < Ty_q < xy = b, siendo Q,,, = [y, Tyy1]
v h==2ni1— Tp.

Al aplicar la derivada débil al problema (4.2.6) por la funcién de carga
w(z) y haciendo n = (1 — B%) y &= (1 + ﬁ%) se tiene

N

’ 1 At 1 1
77/ wu" "t dx — 047 wu"+ dr + — 0 wu"u"+ dx

zf/ wu”dxjta?/ wuy, dr (4.2.7)

Calculando las derivadas débiles de segundo orden respecto a x en el
dominio 2

TN /6 TN
77/ wuMdx + a—/ U dr 4 EAt/ wuu" M dx
To

= §/ wu"dx — a— / "uldr  (4.2.8)
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Sea V un espacio de Hilbert separable y H un subespacio denso en V. Si
existen u € V tal que (u,w) = 0 para todo w € H, entonces u = 0 en V|
donde (.,.) es el producto interno en Ly(R).

Para la solucion de este problema, buscamos una solucion aproximada
un € Vi de la ecuacion (4.1.1)

uy (2,8) = > o (t) Yn i () (4.2.9)

K
donde ¥y ¢ (x ) N=Y2)(N~'z — K), K € Z esla funcién de prueba
yw=1vx,(x) = N2 (N"'e — L), L e Z funciones admisibles en las

Wavelet Biortogonales.

En la formulacién débil (4.2.8) reemplazamos u por por la solucién (4.2.9)

. / i @) S () Yk (2)da

K
+a% o —wNL (Z o (1) %ZJNK( )) dx
gAt " Ui (@ <Z¢n )N (@ ) <Z¢n+1 )ns ( ))
_£/m+1wNL (t) ¥n .k (z) dx

At [T
- 0472f _wNL (Z P (t wNK (37)> dx

Tm

(4.2.10)

Usando las propiedades de las integrales, las sumatorias, haciendo por
simplicidad ¢k (t) = ¢k y reorganizando los términos de las integrales se
tiene
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NN~ Z o / T (N'a = L)y (N2 — K) da
Tt d
N Z Pt / U (Nl = L) =g (Nl = K) do
BAtN 3/2zz¢n n+1 /rmﬂ " (N—lx_ L)¢ (N—lx_ K)¢ (N—lx_ S) dx
—eNT quK/W (N"'z - L) (N"'z — K) da

- a—N Z o /zm“ ¢t (N“o — L) d%qp (N"'z — K) da
(4.2.11)

Haciendo un cambio de variable y = N~'z — K a la ecuacién anterior, la
podemos escribir como

77 Z oit! /M U (y+ K — L)y (y) dy

D () dy

Tm+1
I -2 E n+1 * K - L

CaiN- 1”22@6 ¢>”“/wm“¢*<y+K—L>w<y>w<y+K—S)dy
—chbK/Wl (y+ K — L) (y) dy

n [ d d
eV [ g D v )y
(4.2.12)

Para escribir la ecuacién (4.2.12) en forma matricial, las integrales
Wavelets Biortogonales se escriben
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nL(K) = / @)t @+ K) do

iz/) (x)dx (4.2.13)

Tm+1 d .
L) = [ S e o

I3(K, S) :/xmﬂw* (z+ K) ¢ (2) ¢ (x + 5) de

La forma matricial de (4.2.12) es

nngnﬂf (K — L)+a—N Z¢"+1J2K L)
AtN WZZgb 05" s (K — L, K — 5) (4.2.14)

—€) ik <K—L>+a7N—1Z¢;@f2<K—L> =0
K K

recogiendo las sumatorias se obtiene

Z (net — &d) I (K — L) + Q%N_l Z (N_lﬂgzl(ﬂ + ¢Tf<) I (K - L)

k

+3 B AN~ WZZW LK —LK—S)=0
(4.2.15)

4.2.2. Soluciéon de la Ecuacion de Fisher-KPP Lineali-
zada

Ahora bien, si la ecuacion (4.1.1) se presenta de la forma lineal

U — Qg = PBU. (4.2.16)

La ecuacion (4.2.16) discretizada en el tiempo es
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At At At At
(1 - 57) w et = (1 + 67) W taTul, o (4217)

Aplicando la formulacién débil y haciendo n = (1 — 5%) y & =
(14 B%L), se obtiene

TN At TN
77/ wu T dx + a—- / utdr = f/ wudr — a5 / "uldx
o xo

(4.2.18)

Para la solucion de este problema, se busca una solucién aproximada
u € Vi de la ecuacion (4.2.16)

Z¢K )Nk (2) (4.2.19)

Luego en la formulacién débil de (4.2.18)y reemplazando u y w, por la
solucién (4.2.19) y realizando los mismos calculos como en el caso de la no
lineal, se tiene

A n+1
> [(mb"“ —€6) B (K — L)+ a5 N~ (N7 4 03 ) I (K - L)} 0
k

(4.2.20)

donde las integrales I (K — L) y Io (K — L), son las mencionadas en
(4.2.13).

4.3. Algoritmo para el Calculo de Integrales
L(K), L(K) y I3(K,5)

Es importante para este capitulo el calculo de las integrales que
involucran las Wavelets Biortogonales y se hacen resolviendo el problema
de valor en la frontera peridédico para la ecuacién con coeficientes constantes

@ = Pu=g (4.3.1)

s=0
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donde u y g son l-periddicas en el espacio. Aplicando el método de
Galerkin basado en el marco Biortogonal {V}, V;*}, asociado a las funciones
de escala Spline Biortogonales ¢ = ¢¥n y ¥* = 1y n=, con el correspondiente
conjugado {¢,1*} donde

) = \I[N—l(x) si N es impar

V= {‘PN—l(x +1)  si N es par (4.3.2)
b* = wN*LN*H(f’U) si N es impar
¥ (x) = {le,N*H(:c +1) si N espar (4.3.3)

Las bases se utilizardan como funciones admisibles, digamos ¥, ;(z) y su
dual W%, (z) como funciones de prueba.

La solucion aproximada para el problema de valor de la frontera dado es

ui(x) =Y 0;(k)T,4(x) (4.3.4)

keZ

Donde ©,(k) = 0;(k + 27) son los coeficientes periédicos que se deben
determinar a través de la siguiente relacion

[ (P = g0y =0 (135)
R
para cada [ € Z.

Las funciones bases deben tener la suficiente regularidad para que esta
integral tenga sentido.

Reemplazando la ecuacion 4.3.4 en 4.3.5 se obtiene

/R [Z asdd—; (Z uj(k)‘lfj,k(y)> - g] V5 (y)dy =0 (4.3.6)

s=0 keZ

Aplicando la linealidad en las sumatorias con la integral y despejando

iZ {as%‘(’f) /R ‘I’ﬁ,z(y)j—;%,k(y)dy} = /R gV (y)dy (4.3.7)

s=0 keZ



4.3 Algoritmo para el Célculo de Integrales [;(K), I,(K) y I3(K,S)
65

reordenando este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

iz {asuj(k)/R‘I’}k',z(y)dd—;q’j,k(y)dy} = /}Rg\l’;l(y)dy = (g, 9;,) = G5(1)

s=0 keZ
(4.3.8)
aplicando la derivada débil de orden p a la integral
* ds * s
\Ijj,l<y>ﬁqjj,k<y)dy = [ Vi (y) DV, (y)dy (4.3.9)
R Y R
donde D?f = ddss
y

[ WD sty = (<17 [ D)D)y
= (17 [ DGRy = DGR = )y (43.10)

= (—1)P5 " / DPU* (57 y — ) D> PU (i~ y — k)dy
R

haciendo un cambio de variable z = j 7'y — k

(—1) / DM (& + k — ) D" P (@) dz = Ty (k — 1) = To(k — 1) (4.3.11)
R
en general, la integral la podemos escribir como

[y(m) = (—1)2’/RDP\II*(:£ +m)D* PV (x)dx (4.3.12)

donde 0 < p < s. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias toma
la forma

d
> (k)L (k= 1) = G;(1) (4.3.13)

s=0 TeR

Para el célculo de los coeficientes usamos la férmula 4.3.12, para esto se
hace uso de la funcién hat, con 0 < s < 3
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l+2 s1i —1<2<0
U(z)=Uy=<¢1—2 si0<z<1 (4.3.14)
0 €.0.C

y sus duales U* = Wy y- con N* > 4, que tiene soporte sobre el intervalo
[-N*, N*].

Para el célculo de I1(K), Io(K) y I3(L, K), se utiliza la ecuacién 4.3.12
asignando valores a s, por ejemplo

To(m) = I (m) — / V()W (& + m)de = S (4.3.15)

R
Derivando la funcién hat se obtiene

1 si —1<2<0
=<¢—-1 si0<z<l1 (4.3.16)
0 €.0.C

dlllg(x)
dx

entonces

Iy (m) = /R U (2 + m) DU (2)dz = L(m)

0 1 (4.3.17)
= / U*(x +m)dr — / U*(z + m)dx
~1 0
enestecaso s=1,p=0y N =2
5 5 z+1
\Ij*(llf) = \IIQ’N* (QZ) = \Ijl’N*+1<$ -+ 1) = / \1[27]\[* (’y)dy (4318)
aplicando estos calculos se obtiene
0 1
['y(m) = / Uy N+ (2 +m)de — / Uy v+ (x + m)dz (4.3.19)
-1 0

hacemos un cambio de variable z =y +m

m m+1
Fl (m) = / . ‘IIQ’N* (Z)dZ — / \IJQ’N* (Z)dZ (4 3 20)

=W ney1(m) — Uy yepr(m + 1)
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La segunda derivada de la funcién Hat en el sentido de las distribuciones
es

(Uy(2), ) = (=1)*(Ta(x),¢"(2))

= [owe@ir= [ 0 +ndr [0 -0

-1

= /0 ¢ (x)dx + /0 x” (x)dw + /01 " (z)dx + /lego”(a:)dx

gol_(lac) 0+ (w/(;) 0, - /_ 1 so’(x)dx) +¢' () [h — (w/(l’) 0~ /0 1 90'@”“‘)

= (1+2)¢ (@) 1% +(1 —2)¢ () [§ +o(z) [§ —e(x) [,
=p(1) = 20(0) + p(=1) =d(x + 1) — 20(z) + 6(x — 1)

0

(4.3.21)

con s =2y p=1 tenemos

Ta(m) = (—1) /R DU (2 + m) D (2)dz = —I»(m)

1 1
=— / DVU*(x + m)dzx + / DVU*(z + m)xdx
0 0

= [0+ m)]%, (@ m)]h = — 0 (m) + (14 m) + UL+ m) — U (m)
= \I/*(—]_ + m) — 2\11*(m) + \I}*(l -+ m) = \IJQ’N*(_l + m) — 2\1[27]\[*(771) + \1127]\/'*(1 + m)
(4.3.22)

Note que Wq n+(x) = fxxﬂ Vs n++1(y)dy, y con N = 3 tenemos

U*(z) = Uo neqr(2) = /H U™ (y)dy = /H Us v+ (y)dy (4.3.23)
Ahora
I3(K,S) = / U*(z+ K)¥(z)U(x 4 S)dx = / Uy v+ (2 + K)Ws(z)Ws(z + S)dx

= /0 Uy ne(x + K)(1 + 2)Us(z + S)dr + /1 Vo N+ (2 + K)(1 + 2)Vs(x + S)dx

-1
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0 0
Uy v+ (x + K)Ws(z + 5) dx—l—/ 2y y+(x + K)Ws(z + S)dx

-/,
/01\112]\,*:1:+K)\I/2(x+5 /g;\pzN(erK)%( + S)da

+
0
(4.3.24)
Haciendo el cambio de variable y = x + K se tiene
K K
— [ @l K+ Syt [ (- KV () Waly — K + S)dy
—14+K —1+K
k+1 K+l
b e Valy = K+ )y = [ (= )W)Vl — K+ S)dy
K K
(4.3.25)

Aplicando la definicién de la funciéon Wy(x) y realizando operaciones, se
tiene

K-S K—-S+1
I,(K, 5) = / yP Uy x (y)dy — 2 / Y2y - (y)dy
—1+K-S K-S
K—-S+2 K-S
+ / Y* Uy o (y)dy + (2 — 2K + 5) / Yo n+(y)dy
K-S+1 —1+K-S

K-5+2 K-5+1

yWon-()dy + (2 — 2K + 2KS) / U (y)dy
K-S

—(2+2K - 9) /
K-S5+1
K—-S5+2
K-S5+1
(4.3.26)
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4.4. Implementaciéon del Método y Resulta-
dos Numéricos

Para la implementacién del algoritmo se utilizo el software especializado
Matlab, en el cual se programaron la funcién principal y las funciones
auxiliares que permitieron el desarrollo del algortimo para el cédlculo de la
solucién aproximada.

Cabe resaltar que en el desarrollo del MEF - Wavelets para la solucién de
4.1.1 se obtuvieron como lo establecia la teoria las integrales 4.3.15 y 4.3.22;
sin embargo la integral 4.3.26 se alejaba de lo ya establecido en la teoria, por
lo cual se debié programar una funcién especial para su solucién.

4.4.1. Soluciéon numérica de la Ecuacion de Fisher-
KPP Linealizada

Para la solcucion aproximada de u; — au,, = [u, se considera el intervalo
[Tm_1,Tm] = [0,1] con un paso Az = 0,25 tomando 4 puntos nodales en
el dominio. Las condiciones de frontera establecidas para este caso son
u(0,t) = u(1l,t) = 0 para t > 0 y la condicién inicial u(z,0) = sin(nnrz),
para n entero positivo. Los parametros de la ecuacion de Fisher-KPP
a= 0,5y f =2 son constantes positivas.

Método Wavelet-Elementos Finitos para la ecuacion Fisher-KPP

PEETESEEE A
/‘ SIS T * * sk

¢ =
[,M* g

— \
e i

RV

Figura 4.1: Solucién Exactas y Aproximaciones para Diferentes Valores de ¢
Caso Lineal
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Tiempo | Exacto | Aproximado Error

0 0 0.0002857 | -0.0002857
0.1 0.078459 0.077077 0.0013817
0.2 0.23345 0.23155 0.0018977
0.3 0.30902 0.30572 0.0032988
0.4 0.45399 0.44833 0.0056609
0.5 0.5225 0.51585 0.006653
0.6 0.58779 0.5803 0.0074818
0.7 0.70711 0.69854 0.0085651
0.8 0.80902 0.75162 0.0087824
0.9 0.89101 0.80026 0.0087605
1 1 0.84416 0.0084842

Cuadro 4.1: Error para At = 0,0008 Caso Lineal

La tabla 4.1 muestra los errores generados para el valor de At = 0,0008.
Cabe resaltar que entre mas pequeno es el valor de t, el error se minimiza.

El siguiente gréafico representa los errores para diferentes aproximaciones
(At = 0,8;0,08;0,008; 0,0008).

Error Solucién Aproximada u(x,0.8)

Eom

0 r

001

o L L L L L 0
o 01 02 03 04 05 0.6 07 08 0.9 1 0 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1

Figura 4.2: Error Caso Lineal Para Diferentes Valores de ¢
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4.4.2. Soluciéon numérica de la Ecuacion de Fisher-
KPP No Linealizada

Para el caso no lineal, se considera el intervalo [z,,—1, %] = [—20,20].
Se tienen en cuenta las siguientes condiciones de frontera u(—20,t) = 1,
u(20,t) = 0, para t > 0 y la condicién inicial u(x,0) = 0. Los pardmetros
de la ecuacién de Fisher-KPP a = 0,5, f§ = 2 y # = 1 son constantes
positivas. También se tienen en cuenta los valores usados en las Wavelets
Biortogonales, establecidos por N* >4, N =27° L =-1,0,1, K = —-1,0,1
v S=-1,01.

De acuerdo a lo anterior, las soluciones estdn dadas de la siguiente forma:

Método Wavelet-Elementos Finitos para la ecuacién Fisher-KPP

ada ufx 0.0008)
.01

= = e = — H—k——

Figura 4.3: Diferentes Aproximaciones Para el Caso No Lineal

Como podemos ver en 4.3, el comportamiento de cada una de las
aproximaciones obedece a los valore de t = 0,0008. Con lo anterior se puede
apreciar la evolucién de la curva a diferentes tiempos.

De la misma manera que en el caso linealizado, podemos observar el
comportamiento del error con diferentes aproximaciones en 4.2, en donde se

aprecia que entre mas pequeno es el valor de ¢, el error se minimiza (Observese
4.4).
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Tiempo | V. Exacto | V. Aproximado Error
0 1 1 0
0.1 0.99 0.98402 0.0059758
0.2 0.97 0.96352 0.0064765
0.3 0.93 0.92302 0.0069774
0.4 0.87 0.86252 0.0074811
0.5 0.73 0.72202 0.0079849
0.6 0.57 0.56151 0.0084851
0.7 0.43 0.42101 0.0089893
0.8 0.27 0.26051 0.0094939
0.9 0.13 0.12001 0.0099936
1 0.01 -0.001499 0.011499

Cuadro 4.2: Error para At = 0,0008 Caso No Lineal

Error Solucién Aproximada u(xz.0008)

Error Solucién Aproximada u(x,0.008)

Errer Solucién Aproximada u(x,0.08)
T T : T : T T

Tiempo

omz2
0.01
0.008
£ 006
25
0.004
0.002
1] L
001 02 o
03
£ 04
02
1] A
o o1 0z 03

Figura 4.4: Error Caso No Lineal Para Diferentes Valores de ¢
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Error Solucién Aproximada u(x,0.8)
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4.4.3. Implementacién en Matlab

Listing 4.1: Cédigo Matlab Wavelets - Elementos Finitos

CODIGO PRINCIPAL SOLUCION APROXIMADA SISTEMA NO
LINEALIZADO

% Implementaci n del M todo Petrov—Galerkin basado

% en Wavelets Biortogonales, para la ecuaci n Fisher —
KPP No lineal

clc; clear all;

% Par metros iniciales
delta_x=1;

delta_t=0.0008;

x=0:delta_x:40;

n_ast=4;

tam=length (x) ;

alfa=0.1;

beta=0.5;

teta=1;

epsilon = (14 (betaxdelta_t/2));

% empleamos Wavelet Biortogonal (N, n_ast)
[rf, df]= biorwavf (’bior2.47);

% Empleamos la funci n para construir 4 filtros en
funct n de Wavelet
[hO, hl, fO0, f1] = biorfilt (df, rf);

Y%reamos los puntos biortogonados del wavelet con la
funci n biphivals

[x1, phil, wpl, psil, psitildel] = biphivals (h0, hl,
fo, f1, 0);

x1=x1—4;

% %

% Empleamos Wavelet Biortogonal (1, n_ast+1)
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[rf, df]= biorwavf (’biorl.57);

% Empleamos la funci n para construir 4 filtros en
funcit n de Wavelet

[hO, hl, fO, f1] = biorfilt (df, rf);

% Creamos los puntos biortogonados del wavelet con la
funcit n biphivals

[x2, phi2, wp2, psi2, psitilde2] = biphivals (h0, hl,
fo, f1, 0);

x2=x2 —4;

% %

% Procedemos a realizar el ¢ lculo de las constantes
11, 12 e I3

% C lculo de la integral Ic para el coeficiente de 13

Ic = cal_Tec (n_ast, x2, wp2);

% Calculamos el coeficiente de la integral 11

il= Q(x) x==0;

% Calculamos el coeficiente de la integral 12

i2 =@ (k) cal_12 (k, x2, wp2);

% Calculamos el coeficiente de la integral I8

i3 =@ (k, s) cal_-13 (k, s, x2, wp2, Ic, n_ast);

% Calculamos la funci n hat

phi=Q(x) hat(x);

coef_U=zeros (tam, 10);

% Involucramos los wvalores de condici n de frontera

inicial
yO0=xx*0; y0=y0’;
For n=1:11
y0(n)=1;
End
y0 (12)=0.99;
y0 (13)=0.97;
y0 (14)=0.93;
y0 (15)=0.87;
y0 (16)=0.73;
y0 (17)=0.57;
y0 (18)=0.43;
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v0 (19)=0.27;

v0 (20)=0.13;

v0 (21)=0.07;

y0 (22)=0.03:

v0 (23)=0.01:

% %

% C lculo de la constante de sumatorias
GG=Q(U) cal_const_no (U, i2, i3);
G=Q(U) cal_Const (U, i2);

RO=zeros (tam);

% Soluci n aproximada de la Funci n de prueba

For i=1: tam

For k=0: tam—1

RO (i, k+1)=delta_x” (—=0.5)xphi ((delta_x" (—=1))xx (i)—
k) ;

End

End

% Invertimos la matriz

coef_ U (:,1)= ((RO’*R0)\R0O’*y0) ;

% Resolvemos el sistema de ecuaciones
For j=2:9

% Calculamos la iteraci n anterior
D = cal_ant_no ( coef U(:,j),i2,i3 ,beta,teta ,alfa,
delta_x ,delta_t);

% Se emplea la funci n bicgstabl para resoluci n de
un sistema matricial

coef_U (:,j)=coef U (:,j—1)+bicgstabl (D,—(((1—(betax
delta_t /2))*xcoef U (:,j))

—((14+(betaxdelta_t /2))*xcoef U (:, j—1))

+ alfaxdelta_t /2x(delta_x"(—=1))*(((delta_x"(—1))*G(
coef U (:,j)))+

G(coef U (:,j—1))))+(beta/tetaxdelta_txdelta_x"(—0.5)*GG
(coef U (:,])*GG
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(coef_ U(:, j=1)))));
End

% Graficamos toda las soluciones aprozximadas

plot ((x—20),y0,(x—20),coef_ U (:,1), —*r’ ,(x—20),coef U
(:,3),’=*b’ ,(x—20),coef_ U (:,5), -

xy ', (x—20),coef U (:,7), —xg")

% Calculamos el error dependiendo cada delta de tiempo

For p=1:10

For m=1: tam

error (p,m)= abs((y0(m)—coef U (m,p)));

End

End

% Convertimos la matriz al formato que desecamos para
hacer operaciones

error=error ’;

% %

% Creamos en formato de tabla para an lisis del error
con delta_t=0.0008

Tiempo = [0;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6;0.7;0.8;0.9;1];

VE = [y0(11); y0(12); y0(13); y0(14); y0(15); y0(16);
yO(17)5 y0(18); y0(19); y0(20); y0(23)];

VA = [coef U(11,1); coef_U(12,1); coef-U(13,1); coef U
(14,1); coef U(15,1); coef_U(16,1); coef_-U(17,1);
coef_ U(18,1); coef_ U(19,1); coef_U(20,1); coef U
(23.1) ]

Error = [error(11,1); error(12,1); error(13,1); error
(14,1); error(15,1); error(16,1); error(17,1); error
(18,1); error(19,1); error(20,1); error(23,1)];

% Configuramos los par metros de la tabla

T = table (Tiempo, VE, VA, Error, ’'VariableNames’, {’
Tiempo’ ’Exacto’ ’"Aproximado’ ’Error’})

T.Properties.Description = "Soluci n_Aproximada.
delta_t_=.0.0008";

% Visualizamos los par metros de las tablas
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Summary (T)

% %

% Creamos en formato de tabla para an lisis del error
con delta_t=0.008

Tiempo = [0;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6;0.7;0.8;0.9;1];

VE = [y0(10); yO(11); y0(12); y0(13); y0(14); y0(15);
yO(16); y0(17); y0(18); y0(19); y0(20)];

VA = [coef_U(10,3); coef_U(11,3); coef-U(12,3); coef U
(13,3); coef U(14,3); coef_U(15,3); coef_-U(16,3);
coef_ U(17,3); coef_ U(18,3); coef - U(19,3); coef U
(20.3) ]

Errorl = [error(10,3);error(11,3);error(12,3);error
(13,3);error(14,3);error(15,3);

error(16,3);error(17,3);error(18,3);error(19,3);error
(20,3) ];

% Configuramos los par metros de la tabla

Tl = table (Tiempo, VE, VA, Errorl, ’VariableNames’ 6 {’
Tiempo’ ’Exacto’ ’"Aproximado’ ’Error’})

T1.Properties. Description = "Soluci n_Aproximada.
delta_t _=.0.008";

% Visualizamos los par metros de las tablas

Summary (T1)

% %

% Creamos en formato de tabla para an lisis del error
con delta_t=0.08

Tiempo = [0;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6;0.7;0.8;0.9;1];

VE = [y0(10); y0O(11); y0(12); y0(13); y0(14); y0(15);
yO(16); y0(17); y0(18); y0(19); y0(20)];

VA = [coef U(10,5); coef U(11,5); coef U(12,5); coef U
(13,5); coef_ U(14,5); coef_ U(15,5); coef U(16,5);
coef U (17,5); coef_ U(18,5); coef U (19,5); coef U
(20,5) 1;

Error2 = [error(10,5);error(11,5);error(12,5);error
(13,5);error(14,5);error(15,5);

error (16,5);error(17,5);error(18,5);error(19,5);error
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(20,5) ];

% Configuramos los par metros de la tabla

T3 = table (Tiempo, VE, VA, Error2, ’VariableNames’, {’
Tiempo’ ’Exacto’ ’"Aproximado’ ’Error’})

T3.Properties. Description = "Soluci n_Aproximada.
delta_t =.0.08";

% Visualizamos los par metros de las tablas

Summary (T3)

% %

% Creamos en formato de tabla para an lisis del error
con delta_t=0.8

Tiempo = [0;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6;0.7;0.8;0.9;1];

VE = [y0(11); y0(12); y0(13); y0(14); y0(15); y0(16);
yO(17); y0(18); y0(19); y0(20); y0(23)];

VA = [coef U(11,7); coef_U(12,7); coef -U(13,7); coef U
(14,7); coef . U(15,7); coef_ U(16,7); coef U(17,7);
coef_ U (18,7); coef_ U(19,7); coef U(20,7); coef U
(23,7)1;

Error3 = [error(11,7);error(12,7);error(13,7);error
(14,7);error(15,7);error (16,7);

error (17,7);error(18,7);error(19,7);error (20,7);error
(23.7) ];

% Configuramos los par metros de la tabla

T4 = table (Tiempo, VE, VA, Error3, ’VariableNames’ 6 {’
Tiempo’ ’Exacto’ ’"Aproximado’ ’'Error’})

T4.Properties.Description = >Soluci n_Aproximada.
delta_t =.0.8";

% Visualizamos los par metros de las tablas

Summary (T4)

% %
YGraficamos el tiempo wvs error

Subplot (2, 2, 1); plot (Tiempo, Error)

Subplot (2, 2, 2); plot (Tiempo, Errorl)

Subplot (2, 2, 3); plot (Tiempo, Error2)

Subplot (2, 2, 4); plot (Tiempo, Error3)

Y Y
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% %

FUNCI N BIPHIVALS

% function [xz,phi,phitilde ,psi,psitilde] = biphivals (h0
Jh1Lf0 1, 7)

% Generate biorthogonal scaling functions and their
associated

% wavelets using the given filter coefficients

% Kevin Amaratunga

% 4 August, 1993

% h0, hi, fO, f1 = wavelet filters (from BIORFILT).

% i = discretization parameter. The number of points
per integer

% step is 27i. Thus, setting i = 0 gives the scaling

function

% and wavelet values at integer points.

function [x,phi,phitilde ,psi, psitilde] = biphivals(hO,
hl,f0,f1,1)

[N,dum] = size(f0);

if N—=1

fo = f0 7,

f1 = f17;

hO = hO’;

hl = hl’;

N = dum;

end

[tmp,dum] = size (h0);

if 1 <0

error ( 'biphivals:_i_must_be_.non—negative ”)

end

[m,n] = size(f0);

[tmp,dum] = size (h0);

if m "= tmp

error (’biphivals:_filters._f0_and_hO_must_be_the_same.
length ")

end

% Make sure the lowpass filters sum up to 2.

fac = 2/sum(h0);



80 Meétodo Wavelet-Elementos Finitos para la ecuacion de
Fisher-KPP

h0 = flipud (h0) * fac;

hl = flipud (hl) x fac;

fO = f0 x fac;

f1 = f1 x fac;

cf0 = [{0; zeros(m,1) |;

rfo [f0 (1), zeros (1l ,m—1)];

tmp = toeplitz (cf0 ,rf0);

M = zeros(m,m);

M(:) = tmp(1:2:2%m«m—1);

M=M - eye(m);

M(m,:) = ones(1,m);

tmp = [zeros(m—1,1); 1];

phi =M \ tmp; % Integer wvalues of phi
ch0 = [hO; zeros(m,1) |;

rh0 = [hO(1), zeros(l,m—1)];

tmp = toeplitz (ch0,rh0);

M = zeros(m,m) ;

M(:) = tmp(1:2:2+m+m—1);

M=M - eye(m);

M(m,:) = ones(1,m);

tmp = [zeros(m—1,1); 1];

phitilde =M \ tmp; % Integer wvalues of phitilde
if 1 >0

for k = 0:i—1

p=2"(k+1) * (m—1) + 1; %No of rows in toeplitz

matriz
q=2"k * (m=1) + 1; %No of columns toeplitz matriz
if (k = 0)

cf00 = [f0; zeros(p—1-m,1) |;
cf0 = [cf00; 0];
ch1l0 = [hl; zeros(p—1-m,1)];
ch00 = [hO; zeros(p—1-m,1)];
ch0 = [ch00; O0];

cfl0 = [f1; zeros(p—1-m,1) |;

else

cf0 = zeros(p—1,1);

cf0(:) = [1; zeros(2 k—1,1)] % ¢f00 ’;

cf0 = [cf0; 0];
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ch0 = zeros(p—1,1);

chO(:) = [1; zeros(2°k—1,1)] % ch00’;
ch0 = [chO; O0];

end

rf0 = [cf0(1), zeros(1,q—1)];

Tf0 = toeplitz (cf0,rf0);

rh0 = [ch0(1), zeros(1l,q—1)];

ThO = toeplitz (ch0,rh0);

if k= i-1
chl = [1; zeros(2°k—1,1)] * chl0’;
chl = chl(:);

chl = [chl; 0];
rhl = [ch1(1), zeros(l,q—1)];

Thl = toeplitz(chl,rhl);

cfl = [1; zeros(2"k—1,1)] % cfl0’;
cfl = cfl (:);

cfl = [cfl; 0];

rfl = [cfl(1), zeros(1l,q—1)];

Tfl = toeplitz (cfl  rfl);

psi = Tfl % phi;

psitilde = Thl % phitilde;
end

phi = Tf0 *x phi;

phitilde = ThO * phitilde;
end

elseif i = 0

ch10 = [hl; zeros(m—2,1)];
chl = [ch10; 0];

rhl = [ch1(1), zeros(l,m—1)];
Thl = toeplitz(chl,rhl);

cfl10 = [f1; zeros(m—2,1)];
cfl = [cfl10; 0];

rfl = [cfl (1), zeros(1l,m—1)];
Tfl = toeplitz (cfl  rfl);

psi = Tfl % phi;

psi = psi(1:2:2xm—1);
psitilde = Thl % phitilde;
psitilde = psitilde (1:2:2%m—1);
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end
[a,b] = size(phi);
x = (0:a=1)" / 27i;

end

% %
% C lculo Integral I_1

Function Ic = cal_Ic (n_ast, x, wp)

% Cal_Ic es una funci n que calcula la integral

% n_ast: valor con el que se trabajas las wavelet
Biortogonales

% x: vector con las posiciones

%wp: vector con los walores de la wavelet en los
puntos x

Ic=zeros (n_ast*2+41,1);

Ic (n-ast+1)=encon (0, x, wp)—1/2;

For k=1:n_ast —1

Ic (n_ast+l-k)=-Ic (n_ast+l+k—1);

Ic (n_ast+l+k)=Ic (n_ast+1-k) + (k+1)xencon (—k, x, wp
) + (1=k)xencon (k, x, wp);

End

I[c (1)=Ic (2%n_ast);

End

% %
% C lculo Integral I_2

Function [i] = cal_I2 (k, x1, wpl)

WAL_I2 Funci n que calcula el coeficiente 12

%k: ser a el primer argumento de la funci n wavelet

% x1: vector con las posiciones en las que se calcul
los wvalores wavelet

% wpl: vector con los wvalores de la wavelet en los
puntos z

i=—(encon (—1+k, x1, wpl)—(2xencon (k, x1, wpl)) +
encon (l1+k, x1, wpl));

End

% %
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% C culo Integral I_3

Function [i3] = cal_I3 (s, k, x, wp, Ic, n_ast)

% CAL_13 es una funci n que calcula el coeficiente de
la integral 13

% s: argumento de la funci n

% k: argumento de la funci n

% x: vector con las posiciones en las que se calcul
los wvalores

%wp: wvector con los wvalores de la wavelet en los
puntos

%I: un vector con los wvalores de la integral I

% n_ast: wvalor con el que se trabajas las wavelet
Biortogonales

If (k>=n_ast || k<=n_ast)

i3 =0;

Else

If (s<==2 || s>=2)

i3=0;

Else if (s==-1)

i3=(Ic(n_ast+l+k)"2) —
+H14+k+2)) "2)+((1—(2
*(Ic(n_ast+14+k+2))
(k" 2)+(3%k) +2) %

Else if (s==0)

i3= ((Ic(n_ast+l+k—1))"2) —(2*(Ic(n_ast+1+k) "2))+((TIc(
n_ast+l+k+1)) "2)+((2—

(2xk) ) *(Ic(n-ast+14+k—1)) ) —((2+(2xk) ) *(Ic(n_ast+1+k+1)))
+((2—(2%k) ) *(encon (k+1,x,wp) ) ) +(((k"2)+(2xk)+1)x(
encon (k+2,x,wp)) ) ;

Else if (s==1)

i3=((Ic(n_ast+1+k—2)) "2)— (2*x(Ic(n_ast+l+k—1)"2))+((TIc(
n_ast+1+k)) "2)+((3—(2xk) ) *(Ic(n_ast+1+k—2)) ) —((1+(2x
k))*(Ic(n_ast+1+k)))+(2*(encon (k+2,x,wp)) )+

(((k"2)+(k)) *(encon (k+1,x,wp))) :

End

End

End

(2%(Ic(n_ast+1+k+1)"2))+((Ic(n_ast
xk))*(Ic (n-ast+l+k))) —((3+(2xk))
)+((2—(4%k) ) *(encon (k+2,x,wp)))

(encon (k+3,x,wp)));



84 Meétodo Wavelet-Elementos Finitos para la ecuacion de
Fisher-KPP

% %

% Funci n Para el C lculo de la Constante Para la
Sumatoria Final

Function [G] = cal_const_no (U, i2, i3)

% Cal_Const es la funci n que calcula la constante
para la sumatoria final

%U: Es el vector de los coeficientes

%12: funci n para el ¢ lculo del Coeficiente de la
integral 12

% i3: funci n para el ¢ lculo del Coeficiente de la
integral 13

G=zeros (length (U), 1);

For 1=0: length (U)-1

suml1=0;

sum2=0;

For k=0: length (U)-1

If abs (1-k) <=n_ast

For s=0: length (U)—1

suml=suml+i3 (s—k, 1-k)*U (k+1)*U(s+1);

End

End

sum2=sum2+i2 (1-k)*U (k+1);

End

G (l41)=suml + sum2;

End

End

% %

% Funcion Para Encontrar Los Valores Correspondientes A
Un Vector

% Function y0 = encon (z0, z, y)

%ENCON es la funci n que encuentra el valor z0
correspondiente a un

% vector y, busc ndolo en un wvector z, en caso de no
encontrarlo

% hace una interpolaci n lineal.

% x0: wvalor a encontrar

% x: vector de b squeda
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%vy: vector con los wvalores evaluados de «x
If (x0<=x (1))

yo=y (1);

Else if (x0>= x (length(x)))

yO=y (length (y));

Else

For i=1: length (x)-1

If (x0>=x (i) & x0<=x (i+1))

Lambda =(x0—x (1))/(x (i+1)—x (i));
yO=lambdaxy (i+1) + (1—lambda)*y (i);
End

End

End

End

% %

% Funci n Que Calcula La Iteraci n Anterior

Function D = cal_ant_no (U, i2, i3, beta, teta, alfa,
delta_x , delta_t)

% Cal_ant es la funci n que calcula la iteraci n
anterior

%U: seria el vector de los coeficientes

% alfa: par metro de la ecuaci n Fisher—KPP

% beta: par metro de la ecuaci n Fisher—KPP

% delta_x: el tama o de la malla de elementos finitos

% delta_t: Par metro de la ecuaci n Fisher—KPP

% 12: Funci n para el ¢ lculo de los coeficientes de
la integral 12

%i3: Funci n para el ¢ lculo de los coeficientes de
la integral 13

D=zeros (length (U));

For 1=0: length (U)-1

For j=0: length (U)-1

Sumas = 0;

For s=0: length (U)—1

Sumas =sumas+i3 (s—j, 1—j)*U(s+1);

If s—j

Sumas =sumas+i3 (s—j, 1—j)*U(s+1);
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End

End

D (1+1, j+1) = ((alfaxdelta_txdelta_x” (—1)xi2 (1—-j)
/2) + ((beta/teta)xdelta_txdelta_x” (—0.5)*sumas);

End

End

D=D + eye (length (U));

End
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