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Índice general

Introducción 1

1. Preliminares 3
1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1. Serie de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3. Distribuciones y espacios de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.1. Espacios de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4. Transformada de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4.1. Propiedades de la transformada de Hilbert . . . . . . . 14
1.4.2. La transformada de hilbert 2D . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5. Transformada de rayos X y de Radon . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5.1. Transformada continua de Radon . . . . . . . . . . . . 15
1.5.2. La Transformada continua de Radon en Rn . . . . . . . 18
1.5.3. Propiedades básicas de la Transformada continua de

Radon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.5.4. Operador Retroproyección . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.5.5. Fórmula de retroproyección filtrada . . . . . . . . . . . 23

2. Introducción a las wavelets 25
2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2. Transformadas wavelets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

vii
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Introducción

La Tomograf́ıa local, llamada también tomograf́ıa interior, está dentro
de los denominados problemas inversos. Este consiste en recuperar los
valores de una imagen (función), en alguna región de interés, conociendo las
proyecciones de rectas que atraviesan una región de estudio en la imagen
(función).

Debido a que la teoŕıa de Wavelets es una alternativa que permite
representar una señal en un espacio de tiempo-frecuencia, facilita el proce-
samiento local de señales no estacionarias. Lo anterior, es propicio en este
proyecto, ya que, además de poder descomponer los datos de una imagen
en coeficientes de altas y bajas frecuencias para su análisis; la transformada
Wavelet de f puede ser recuperada localmente desde proyecciones locales.

En este trabajo, se estudian y se aplican las transformadas que inter-
vienen en el problema interior de tomograf́ıa local. Se describe y aplica
el denominado Análisis Multirresolución y se utilizan bases de wavelets
biortogonales para la localización y solución de dicho problema.

La implementación de la solución al problema, se evidencia ejecutando
el algoritmo que se ha denominado reconstructor ITRW-BSC - Inversión
de la Transformada de Radon basado en Wavelets B-Spline Cúbicos -,
desarrollado bajo el software MatLabr. Para facilitar su ejecución, se ha
implementado una interfaz gráfica que amigablemente simula, para una
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región central de la imagen del Shepp-Logan phantom, los procesos que
intervienen en su reconstrucción.

El éxito del algoritmo propuesto, radica en que la base formada a
partir de wavelets B-spline cúbicos de soporte compacto, tiene suficientes
momentos de desvanecimiento para que la función de escalado filtrada, como
la wavelet madre y su transformada de Hilbert, tengan decaimiento rápido.
En consecuencia, se favorece la localización de la transformada wavelet de la
transformada de Radon y, por tanto, la inversión, es decir, la reconstrucción
de la región de interés.

El trabajo está organizado de la siguiente manera: en el caṕıtulo 1 se
describen las transformadas de Fourier, de Hilbert y de Radon, enunciando
las principales propiedades de estas y su relación con la tomograf́ıa local.
En el caṕıtulo 2 se hace una breve introducción al análisis wavelets que
incluye el análisis multiresolución para determinar las wavelets escaladas y
las waveletes madre y su utilización en el tratamiento de imágenes digitales.
El caṕıtulo 3 es el corazón de este trabajo, ya que se trata el problema
de tomograf́ıa local como un problema inverso, se utiliza el teorema slice
de Fourier para la recuperación de la función y se utilizan waveletes
biortogonales como otra alternativa para recuperar la transformada inversa
de Radon. En el caṕıtulo 4, se hace una introducción al análisis del error
en la reconstrucción, para luego centrarse en las consideraciones prácticas
de la implementación del algoritmo reconstructor ITRW-BSC - inversión de
la transformada de Radon basado en Wavelets B-Spline Cúbicos - versión
α, desarrollado sobre MatLabr. Finalmente se muestran gráficamente
los resultados obtenidos al comparar la región central del Shepp-Logan
reconstruida al utilizar wavelets biortogonales, frente a la reconstrucción
realizada utilizando transformada rápida de Fourier.

Resaltamos que el trabajo está basado en el art́ıculo referenciado en [3].

Queremos expresar nuestros agradecimientos al profesor Jairo Villegas
por sus aportes y orientaciones en la realización del presente trabajo. Su
ayuda resultó invaluable.



CAṔITULO 1

Preliminares

1.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta un resumen de resultados básicos del
análisis de Fourier omitiendo sus pruebas, las cuales se pueden encontrar en
algunos de los siguientes textos [5], [8], [13], [33], [46], [60], [68], [71], [75], [79].

Se recuerda que L1(R) es el espacio de todas las funciones f : R→ C, tal
que

∫
R |f(t)|dt = ∥f∥L1 <∞. De igual forma se tiene para L2(R), el espacio

las funciones cuadrado-integrables, la norma:

∥f∥L2 =
(∫

R
|f(t)|2dt

)1/2
<∞.

Este espacio dotado con el producto escalar:

⟨f, g⟩L2 =

∫
R
f(t)g(t)dt,

donde g(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio L2(R) es de Hilbert. Las funciones f, g ∈ L2(R) son ortogonales si
⟨f, g⟩L2 = 0. En general, Lp(R) (p ≥ 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f : R→ C, tal que
∫
R |f(t)|

pdt = ∥f∥pLp
<∞, donde:

∥f∥Lp =
(∫

R
|f(t)|pdt

)1/p
es la norma de f en Lp(R). Otro espacio que se utilizará es ℓ2(Z), el de las
sucesiones (xj), j ∈ Z, tal que

∑
j |xj|2 <∞.

Sea F = C o R, X y Y espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una función T : X → Y tal que
T (a u + b v) = a T (u) + b T (v), para cada a, b ∈ F y cada u, v ∈ X. El
operador T es continuo en u0 si para cada ϵ > 0 existe δ > 0 tal que si:

∥u− u0∥X < δ entonces ∥T u− T u0∥Y < ϵ. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada u0 ∈ X se dice que T es continuo en X. Si δ
no depende del punto u0 se dice que T es uniformemente continuo en X.

El operador T es acotado si y sólo si existe una constante c > 0 tal que
∥T u∥Y ≤ c∥u∥X para cada u ∈ X.

Si f, g ∈ L1(R), entonces la convolución de f y g, denotada f ∗g, se define
por:

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(t− z)g(z)dz.

Un sistema de funciones {ϕj, j ∈ Z}, ϕj ∈ L2(R), se llama ortonormal si:∫
R
ϕj(t)ϕk(t)dt = δjk,

donde δjk es la delta de Kronecker. Es decir,

δjk =

{
1, si j = k;
0, si j ̸= k.

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V de L2(R) si
cualquier función f ∈ V tiene una representación de la forma:

f(t) =
∑
j

cjϕj(t),
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donde los coeficientes cj satisfacen
∑

j |cj|2 < ∞. En lo que sigue se

utilizará la notación
∑

j =
∑∞

j=−∞,
∫
R =

∫∞
−∞, ∥f∥L2 = ∥f∥2 y ⟨, ⟩2.

La función caracteŕıstica del conjunto A, χA, se define por:

χA(t) =

{
1, t ∈ A;
0, t /∈ A.

También se utilizará la notación I{A} para denotar esta función y la llaman
función indicadora.

El soporte de una función f : A ⊆ R→ C, denotado sopf , se define por:
sopf = {x ∈ A : f(x) ̸= 0}.

1.2. Transformada de Fourier

En esta sección se recordará la definición y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definición 1.2.1. Sea f ∈ L1(R) y ω ∈ R. La transformada de Fourier de
f en ω se define por:

f̂(ω) :=

∫
R
f(t)e−iωtdt.

Como: ∫
R
|f(t)||e−itω|dt =

∫
R
|f(t)|dt = ∥f∥L1 <∞

se tiene que la transformada de Fourier está bien definida. La aplicación
f 7→ f̂ se llama transformación de Fourier y se denota por F (F(f) = f̂).
La función f̂ es continua y tiende a cero cuando |ω| → ∞ (Lema de
Riemann-Lebesgue). Es claro que F(a f + b g) = aF(f) + bF(g), para cada
a, b ∈ R.

En general f̂ no es una función integrable, por ejemplo, sea:

f(t) =

{
1, |t| < 1;
0, |t| > 1.
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Entonces:

f̂(ω) =

∫ 1

−1

e−itωdt =

[
e−iω − eiω

−iω

]
=

2 senω

ω
̸∈ L1(R).

Si f̂(ω) es integrable, entonces existe una versión continua de f y se puede
obtener la fórmula de inversión de Fourier:

f(t) = F−1
(
f̂(ω)

)
=

1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωtdω. (1.2.1)

La siguiente proposición recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Proposición 1.2.2. Sean f , g ∈ L1(R), entonces:

1. (̂τxf)(ω) = e−iωxf̂(ω), donde (τaf)(t) = f(t− a).

2. (τxf̂)(ω) = ̂(eix(·)f)(ω)

3. f̂ ∗ g = f̂ ĝ

4. Si ϵ > 0 y gϵ(t) = g(ϵ t) entonces: ĝϵ(ω) = ϵ−1ĝ(ω/ϵ).

Otro resultado útil es el siguiente: Si f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R), entonces:

∥f∥22 =
1

2π

∫
R
|f̂(ω)|2dω (fórmula de Plancherel) (1.2.2)

⟨f, g⟩2 =
1

2π

∫
R
f̂(ω)ĝ(ω)dω (fórmula de Parseval). (1.2.3)

Por extensión, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
f ∈ L2(R). En virtud a que el espacio L1(R) ∩ L2(R) es denso en L2(R).
Luego, por isometŕıa (excepto por el factor 1/2π) se define f̂ para cualquier
f ∈ L2(R), y las fórmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen válidas para todo
f, g ∈ L2(R).

En teoŕıa de señales, la cantidad ∥f∥2 mide la enerǵıa de la señal,
mientras que ∥f̂∥2 representa el espectro de potencia de f .
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Si f es tal que
∫
R |t|

k|f(t)|dt <∞, para algún entero k ≥ 1, entonces:

dk

dωk
f̂(ω) =

∫
R
(−it)ke−iωtf(t)dt. (1.2.4)

Rećıprocamente, si
∫
R |ω|

k|f̂(ω)|dω <∞, entonces

F
(
f (k)
)
(ω) = (iω)kf̂(ω). (1.2.5)

1.2.1. Serie de Fourier

Sea f una función 2π−periódica en R. Se escribirá f ∈ Lp(0, 2π) si

f(t)χ[0,2π](t) ∈ Lp(0, 2π), p ≥ 1

cualquier función f , 2π−periódica en R, tal que f ∈ L2(0, 2π), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en L2(0, 2π):

f(t) =
∑
n

cne
int,

donde los coeficientes de Fourier son dados por:

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

Se puede verificar que si f ∈ L1(R), entonces la serie, fórmula de sumación
de Poisson,

S(t) =
∞∑

k=−∞

f(t+ 2kπ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

f̂(n)eint (1.2.6)

converge casi para todo t y pertenece a L1(0, 2π). Además, los coeficientes
de Fourier de S(t) están dados por

ck =
1

2π
f̂(k) = F−1(f)(−k).

En efecto, para ver la expresión (1.2.6), basta probar que∫ 2π

0

∑
k

∣∣f(t+ 2kπ)
∣∣dt <∞.
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Para la segunda parte se calculan los coeficientes de Fourier de S(t), que son
los valores de la transformada de Fourier de f en los enteros. Esto es, sea

h(t) =
∞∑

k=−∞

f(t+ 2kπ),

entonces h es 2π−periódica y además, sus coeficientes de Fourier son

ĥn =
1

2π

∫ 2π

0

h(t)e−intdt =
1

2π

∫ 2π

0

[
∞∑

k=−∞

f(t+ 2kπ)

]
e−intdt

=
∞∑

k=−∞

1

2π

∫ 2π

0

f(t+ 2kπ)e−intdt

=
∞∑

k=−∞

1

2π

∫ 2π(k+1)

2πk

f(z)e−in(z−2kπ)dz

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(z)e−inzdz =

1

2π
f̂(n).

Como consecuencia de la fórmula de sumación de Poisson tenemos

∞∑
k=−∞

f̂(ω + 2kπ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

f(n)e−inω (1.2.7)

donde f es una función tal que f̂ ∈ L1(R), continua, y
∑∞

n=−∞ f(n) converge
absolutamente.

1.3. Distribuciones y espacios de Sobolev

En esta sección se recogen algunos resultados básicos sobre distribuciones.
La teoŕıa de distribuciones libera al cálculo diferencial de ciertas dificultades
que provienen del hecho de que existen funciones no diferenciables. Este hecho
extiende el cálculo a una clase de objetos llamados distribuciones o funciones
generalizadas, que es mucho mayor que la clase de funciones diferenciables.

Sea Ω un abierto de Rn,

D(Ω) = C∞
0 (Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) : sopφ es un compacto contenido en Ω}.
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D(Ω) denota el espacio vectorial de las funciones de prueba.

Si K es un compacto de Ω entonces:

DK(Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) : sopφ ⊂ K}.

Una función t́ıpica de D(Ω) es:

φ(x) =

{
0 si |x| ≥ 1

c exp( 1
|x|2−1

) si |x| < 1,

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n, la constante c se

escoge de tal forma que
∫
Rn φ(x)dx = 1; φ ∈ C∞(Rn) y su soporte es la bola

unitaria en Rn, es decir, sopφ = B1(0).

Una expresión de la forma α = (α1, . . . , αn) con αi un entero no negativo,
para cada i = 1, . . . n, se llama un multi-́ındice. Para el multi-́ındice α
definimos el orden de α, denotado |α|, por

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Si x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y α = (α1, . . . , αn) es un multi-́ındice, entonces
definimos

∂αu :=
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

, xα = xα1
1 x

α2
2 · · · xαn

n .

Sea (φj)
∞
j=1 una sucesión de funciones en D(Ω), φj → φ ∈ D(Ω), cuando

j →∞ si:

a) existe un compacto K ⊂ Ω tal que para cada j sopφj ⊂ K

b) ∂αφj → ∂αφ uniformemente en K, para cada multi-́ındice α.

La convergencia uniforme en K de la sucesión (∂αφj)
∞
j=1 significa que:

sup
x∈K
|(∂αφj − ∂αφ)(x)| → 0,

cuando j → ∞. Una aplicación f es continua en D(Ω) significa que para
cada sucesión (φj)

∞
1 con ĺımite φ, se tiene ⟨f, φj⟩ → ⟨f, φ⟩, cuando j →∞.
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Definición 1.3.1. Sea Ω un abierto de Rn. La aplicación T : D(Ω)→ C es
una distribución si:
a) T es lineal.
b) Para cada compacto K ⊂ Ω existe una constante CK > 0 y un entero no
negativo m (depende de K) tal que

|⟨T, φ⟩| ≤ CK
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|∂αφ(x)|,

para cada φ ∈ DK(Ω) y para cada multi-́ındice α.

En otras palabras, una distribución es un funcional lineal y continuo
sobre D(Ω). El espacio de todas las distribuciones sobre Ω se denota por
D′(Ω). Es decir, D′(Ω) = L(D(Ω),C) es el dual de D(Ω).

Un ejemplo t́ıpico de distribución es la delta de Dirac, esto es,
considerando el funcional lineal δ : D(R) → R definido por ⟨δ, φ⟩ = φ(0),
para cada φ ∈ D(R). En efecto, si K es un compacto de R y φ ∈ D(R)
entonces

|⟨δ, φ⟩| = |φ(0)| ≤ máx
x∈K
|φ(x)|,

acá CK = 1 y m = 0.

Algunas propiedades importantes de las distribuciones tales como la
multiplicación de una función por una distribución y la derivada generalizada
se definen a continuación.
Multiplicación de una función u ∈ C∞(Ω) por una distribución T : Para cada
φ ∈ D(Ω) se define uT por

⟨uT, φ⟩ = ⟨T, uφ⟩,

uT está bien definida ya que si φ ∈ D(Ω) y u ∈ C∞(Ω) entonces uφ ∈ D(Ω).
Derivada de una distribución: Si α un multi-́ındice y T ∈ D′(Ω) se define la
derivada de T para cada φ ∈ D(Ω) por:

⟨∂αT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T, ∂αφ⟩.

Con el propósito de extender la transformada de Fourier a las distribu-
ciones, definamos las funciones de decrecimiento rápido.
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Definición 1.3.2. Sea φ ∈ C∞(Rn). φ es una función de decrecimiento
rápido si para cada α y β multi-́ındices, existe una constante positiva M tal
que: ∣∣xα∂βφ(x)∣∣ ≤M, ∀ x ∈ Rn.

El conjunto de todas las funciones de decrecimiento rápido forma un
espacio vectorial real (o complejo) y lo denotamos por S(Rn) y se llama
espacio de Schwartz. Los elementos de este espacio se llaman funciones de
prueba de decrecimiento rápido.

Una sucesión (φj) converge a 0 en S(Rn) si y sólo si xα∂βφj(x) −→ 0
uniformemente en Rn cuando j →∞.
El dual topológico S ′(Rn) := L(S(Rn),C) se llama espacio de las
distribuciones temperadas.
El funcional lineal T : S(Rn)→ C es continuo si para cada sucesión (φj) tal
que φj → φ en S(Rn) se tiene ⟨T, φj⟩ → ⟨T, φ⟩ para cada φ ∈ S(Rn).

1.3.1. Espacios de Sobolev

En este apartado se introducen los espacios de Sobolev y algunas de sus
propiedades más importantes. Si se quiere estudiar la regularidad de una
función de soporte compacto o de una distribución es usual analizar el com-
portamiento de su transformada de Fourier en el infinito. Una forma alterna
de hacer este análisis es midiendo la diferenciabilidad en términos de normas
de L2, las razones son dos:
i) L2 es un espacio de Hilbert.
ii) La transformada de Fourier, la cual convierte diferenciación en multipli-
cación por polinomios, es una isometŕıa (isomorfismo que preserva normas).

Definición 1.3.3. Sea m ≥ 0, p ≥ 1 y Ω un dominio de Rn (n ≥ 2). El
espacio de Sobolev Wm,p(Ω) se define como:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω), ∀α, |α| ≤ m}.

Es un espacio vectorial normado equipado con la norma de Sobolev:

∥u∥Wm,p(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤m

|∂αu|pdx

1/p

=

∑
|α|≤m

∥∂αu∥pLp(Ω)

1/p

.
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Propiedades

1. Wm,p(Ω) = C̃m(Ω) (completado) en la norma de Sobolev ∥ · ∥Wm,p(Ω).

2.
(
Wm,p(Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)

)
es un espacio de Banach.

3. Cm
0 (Ω)

Wm,p(Ω)
= Wm,p

0 (Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω) : ∂αu|∂Ω = 0, |α| ≤
m − 1}, Wm,p

0 (Ω) es un subespacio de Wm,p(Ω) (acá ∂αu|∂Ω denota la
extensión de ∂αu a la frontera de Ω).

4. (Wm,p
0 (Ω))′ := W−m,q(Ω), donde 1

p
+ 1

q
= 1, se llaman espacios de

Sobolev negativos (si p = 1, (Wm,1(Ω))′ = W−m,∞(Ω)).

5. Si u ∈ Wm,p
0 (Ω) y v ∈ W−m,q(Ω) es integrable, entonces:∣∣∣∣∫

Ω

uvdx

∣∣∣∣ ≤ ∥u∥Wm,p(Ω)∥v∥W−m,q(Ω),
1

p
+

1

q
= 1.

6. Si m > k entonces:

Wm,p(Ω) ⊂ W k,p(Ω) y ∥ · ∥Wk,p(Ω) ≤ ∥ · ∥Wm,p(Ω),

en particular, W 0,p(Ω) = L2(Ω) y ∥ · ∥W 0,p(Ω) = ∥ · ∥p.

Si p = 2, en lugar de Wm,2(Ω) escribiremos Hm(Ω), o sea,

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∂
αu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m},

Hm(Ω) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por:

⟨u, v⟩Hm(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤m

∂αu ∂αvdx,

u, v ∈ Hm(Ω). La norma en Hm(Ω) es:

∥u∥Hm(Ω) =
√
⟨u, v⟩Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∥∂αu∥2L2(Ω)

1/2

.

Para s ∈ R, el espacio de Sobolev Hs(R) se define por:

Hs(R) :=
{
f ∈ L2(R) :

∫
R

(
1 + |x|2

)s∣∣f̂(x)∣∣2dx <∞},
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donde f̂ es la transformada de Fourier de f . Hs(R) equipado con el producto
interno:

⟨f, g⟩Hs :=

∫
R

(
1 + |x|2

)s
f̂(x)ĝ(x)dx

es un espacio de Hilbert. También se le asocia la norma:

∥f∥Hs :=

(∫
R

(
1 + |x|2

)s∣∣f̂(x)∣∣2dx)1/2

.

1.4. Transformada de Hilbert

Definición 1.4.1. La transformada de Hilbert se define como

Hf(t) = fH(t) =
1

π

∫
R

f(τ)

t− τ
dτ

Que es equivalente a una rotación de 90 grados en la fase de cada
componente armónica de la señal. Claramente se puede ver que la
transformada de Hilbert es un operador lineal. La transformada de Hilbert
permite filtrar la señal mostrando las frecuencias que realmente interesan
y eliminando el ruido de las frecuencias mayores de 250Hz. Realiza la
transformación sobre la señal temporal devolviéndola filtrada también, en
el dominio del tiempo.

La transformada es una integral impropia, puesto que para t = s el
integrando tiene una singularidad. Para evitar este problema se supone que
se calcula la integral de forma simétrica en torno a s = t según la siguiente
ecuación:

fH(t) =
1

π

∞∫
∞

f(τ)

s− τ
dτ = ĺım ϵ→ 0

 t−ϵ∫
∞

f(τ)

s− τ
dτ +

∞∫
t+ϵ

f(τ)

s− τ
dτ


Se sigue de la definición (1.4.1) que la transformada de Hilbert es la

convolución de f(t) con 1
πt
, es decir,

fH(t) =
1

πt
∗ f(t)



14 Preliminares

La transformada inversa de Hilbert esta dada por:

f(t) =
1

π

∫
R

fH(τ)

t− τ
dτ

Ejemplos

H{ sin t
t
} = 1−cos t

t

H{δ(t)} = 1
πt

H{ 1
1+t2
} = t

1+t2

H{1
t
} = −πδ(t)

1.4.1. Propiedades de la transformada de Hilbert

1. La transformada de Hilbert de una constante es cero.

2. Las funciones f y Hf son ortogonales.

3. H{Hf(t)} = −f(t).

4. Las normas de una función y su transformada de Hilbert son iguales,
es decir,

∥f(t)∥ = ∥Hf(t)∥

Las demostraciones de las propiedades anteriores se pueden consultar [57].

La discretización de la transformada unidimensional de Hilbert viene dada
por:

Hf(t) = 2

π

∞∑
n=−∞

f(t− n △ t)
sin2(πn/2)

n
, n ̸= 0
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1.4.2. La transformada de hilbert 2D

El enfoque básico para la transformada de Hilbert 2D es simplemente
extender el dominio de la convolución,

Hf(x, y) = 1

π2

∞∫
−∞

f(u, v)

(x− u)(y − v)
dudv =

1

π2xy
∗ f(x, y)

1.5. Transformada de rayos X y de Radon

Definición 1.5.1. Considérese la esfera unidad Sn−1, y sea θ que pertenece
a Sn−1 y Θ⊥ el hiperplano que pasa a través del origen ortogonal a θ.
Parametrizando la ĺınea l(θ, y) en Rn especificando su dirección θ ∈ Sn−1

y el punto y donde la ĺınea intersecta al hiperplano. La transformada de
rayos X de una función f ∈ L1(Rn) está dada por

Pf(θ, y) = Pθf(y) =
∫
R f(y + tθ)dt , y ∈ Θ⊥

1.5.1. Transformada continua de Radon

La transformada de Radon de una función f(x, y), denotado por ℜf(θ, s),
se define como la integral de ĺınea de f a lo largo de una ĺınea L inclinada
en un ángulo θ y a una distancia s desde el origen.

Formalmente:

ℜf(θ, s) =
∫
L

f(x, y)du =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)δ(x cos θ+y sin θ−s)dxdy (1.5.1)

donde δ(x) es la medida Delta de Dirac.

La transformada de Radon mapea puntos del plano xy del dominio de f ,
en puntos (θ, s) del plano θs. A cada punto (θ, s) le corresponde una ĺınea
del dominio (x, y). Note que (θ, s) no es la coordenada polar de (x, y).

Más espećıficamente tenemos:

ℜ : C∞
0 (R2)→ C∞

0 (R× S1)
f → ℜf
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Figura 1.1: Transformada de Radon 2D

La Transformada de Radon en Coordenadas Polares

Si la imagen de la función f(x, y) viene dada en forma polar como
g(r, θ) = fp(x, y), entonces:

ℜg(s, θ) =
{ ∫∞

−∞ g(
√
s2 + u2, θ + arctan(u/s))du, si s ̸= 0∫∞

−∞ g(u, θ + π
2
)du, si s = 0

Proposición 1.5.2. Bajo las hipótesis de la definición 1.5.1:

P̂θf(η) = (2π)−1/2f̂(η), η ∈ Θ⊥

ℜ̂θf(σ) = (2π)(n−1)/2f̂(σθ), σ ∈ R

donde f̂ es la transformada de Fourier.

Demostración. Sea η ∈ Θ⊥. Entonces,

Pθf(η) = (2π)−(1/2)
∫
Θ⊥ Pf(θ, x)e

−i<x,η>dx

= (2π)−(1/2)
∫
Θ⊥

∫
R f(x+ sθ)dse−i<x,η>dx

= (2π)−(1/2)
∫
Rn f(y)e

−i<y,η>dy = (2π)−(1/2)f̂(η)

Ahora,

(ℜθf)(σ) = 1√
2π

∫
R1 e

−iσsℜθf(s)ds
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= 1√
2π

∫
R1 e

−iσs ∫
θ⊥
f(sθ + y)dyds

Haciendo x = sθ + y y dx = dyds se obtiene:

(̂ℜθf)(σ) = 1√
2π

∫
R1 e

−iσs ∫
θ⊥
f(x)dx

y como s = θ � x, entonces:

(̂ℜθf)(σ) = 1√
2π

∫
R1 e

−iσ(θ�x) ∫
θ⊥
f(x)dx = 1√

2π

∫
Rn e

−ix�σθf(x)dx

luego:

1√
(2π)n

(̂ℜθf)(σ) = 1√
2π

1√
(2π)n

∫
Rn e

−ix·σθf(x)dx

1√
(2π)n

(̂ℜθf)(σ) = 1√
2π
f(σθ)

(̂ℜθf)(σ) =
√

(2π)n
√
2π

f(σθ) =
√

(2π)n−1f̂(σθ)

(̂ℜθf)(σ) = (2π)(n−1)/2f̂(σθ) (1.5.2)

Las transformadas de rayos X y de Radon son casos especiales de la
transformada general k- plano, la cual mapea las integrales de ĺınea de
una función sobre un subespacio k- dimensional af́ın, para un ejemplo ver [35].

Existe una relación fundamental entre la transformada de Radon y la
transformada de Fourier de una función. Esta relación se conoce como el
teorema de Slice de Fourier

Proposición 1.5.3. Para el caso continuo la transformada de Fourier 1D
con respecto a s de la proyección de ℜf(θ, s) es igual a la ”rebanada” central,
en ángulo θ, de la transformada 2D de la función f(x, y). Esto es,

ℜ̂f(θ, ξ) = f̂(ξ cos θ, ξ sin θ)

donde

f̂(ξ1, ξ2) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)e−i(xξ1+yξ2)dxdy

es la transformada de Fourier 2D de la función f(x, y).
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Demostración. Rotando el sistema de coordenadas xy obtenemos el sistema
de coordenadas (s, u), donde

s = x cos θ + y sin θ
u = −x sin θ + y cos θ
Usando el sistema de coordenadas (s, u) la ecuación (1.5.1) se puede

expresar como:

ℜf(θ, s) =
∫ ∞

−∞
f(s cos θ − u sin θ, s sin θ + u cos θ)du (1.5.3)

Usando esta ecuación en la definición de ℜ̂f(θ, ξ), se obtiene

ℜ̂f(θ, ξ) = 1√
2π

∫∞
−∞ℜf(θ, s)e

−iξsds

ℜ̂f(θ, ξ) = 1√
2π

∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(s cos θ − u sin θ, s sin θ + u cos θ)e−iξsdsdu

Cambiando el sistema de coordenadas (s, u) a (x, y), se obtiene:

ℜ̂f(θ, ξ) = 1√
2π

∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)e−i(xξ cos θ+yξ sin θ)dxdy

ℜ̂f(θ, ξ) = f̂(ξ cos θ, ξ sin θ)

1.5.2. La Transformada continua de Radon en Rn

La transformada de Radon de una función f(x), x ∈ Rn está definida
por:

ℜf(θ, s) = ℜθf(s) =
∫
−→x .

−→
θ =s

f(−→x )d−→x =

∫
θ⊥
f(s
−→
θ + y)dy

donde
−→
θ = (cos θ, sin θ), θ ∈ [0, 2π), s ∈ R y θ⊥ es el subespacio perpendi-

cular a
−→
θ .

ℜf(θ, s) representa la integral de ĺınea de f en el hiperplano de Rn

perpendicular a θ y a una distancia s desde origen.

Los puntos en el subespacio θ⊥ están dados por θ⊥ = {sθ⊥ : s ∈ R}.

Es fácil demostrar que la transformada de Radon cumple con,
ℜf(−θ, s) = ℜf(θ,−s).
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Al igual que en los casos anteriores, la transformada de Radon continua
en Rn satisface el teorema teorema de Slice de Fourier , esto es, dada
f(x), x ∈ Rn y θ ∈ Sn−1 fijo,

ℜ̂θf(γ) = f̂(γθ) (1.5.4)

para todo γ ∈ R̂ (R̂ representa el dual de R).

Escribiendo la fórmula usual de inversión de Fourier en coordenadas
polares tenemos:

f(x) =

∫
Sn⊥1
+

∫ ∞

−∞
ℜ̂θf(r)e2πi((x.θ)r|r|n−1drdθ (1.5.5)

donde Sn−1
+ denota la mitad superior de la esfera en Rn.

La ecuación anterior se puede generalizar de la siguiente manera. Dado
α ∈ R, se define el operador potencial de Riesz, Iα como:

Îαf(ξ) = |ξ|−αf̂(ξ)
Si α < n, entonces

f =
1

2
I−αℜ#(Iα+1−nℜθf)

Vemos que I−2 = −(2π)−2△, donde △ es el operador Laplaciano, y

△f = −4π2I−2f = −2π2I−α−1ℜ#(Iα+1−nℜθf)
I−1 es el operador Lambda y lo denotamos I−1 = Λ. Obsevamos que:

Λf = I−1f =
1

2
I−α−1ℜ#(Iα+1−nℜθf)

si hacemos α = −1,

Λf =
1

2
ℜ#(I−nℜθf)

Similarmente, el operador Λ−1 satisface:

Λ−1f =
1

2
ℜ#(I2−nℜθf)
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1.5.3. Propiedades básicas de la Transformada conti-
nua de Radon

A continuación se enuncian algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Radon en 2D, pero se cumplen también para Rn: linealidad,
desplazamiento y rotación.

1. Linealidad. ℜ(f1 + f2)(s, θ) = ℜf1(s, θ) + ℜf2(s, θ)

Es decir,

ℜ(f1+f2)(s, θ) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞(f1(x, y)+f2(x, y))δ(x cos θ+y sin θs)dxdy =∫∞

−∞

∫∞
−∞ f1(x, y)δ(x cos θ+ y sin θs)dxdy+

∫∞
−∞

∫∞
−∞ f2(x, y))δ(x cos θ+

y sin θ − s)dxdy

= ℜf1(s, θ) + ℜf2(s, θ)

2. Desplazamiento. Asumiendo que la función f(x, y) es desplazada, es
decir,

h(x, y) = f(x− x0, y − y0)

Entonces

ℜh(s, θ) = ℜf(s− s0, θ) donde s0 = x0 cos θ + y0 sin θ

En efecto,

ℜh(s, θ) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ h(x, y)δ(x cos θ + y sin θ − s)dxdy∫∞

−∞

∫∞
−∞ f(x− x0, y − y0)δ(x cos θ + y sin θ − s)dxdy

sea: w = x− x0 , z = y − y0 ⇒ dx = dw, dz = dy

ℜh(s, θ) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(w, z)δ((w + x0) cos θ + (z + y0) sin θ − s)dwdz

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(w, z)δ(w cos θ + z sin θ + x0 cos θ + y0 sin θ − s)dwdz

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(w, z)δ(w cos θ + z sin θ + s0 − s)dwdz

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(w, z)δ(w cos θ + z sin θ − (s− s0))dwdz

= ℜf(s− s0, θ)

Se puede ver de esta propiedad que sólo la coordenada s es movida.
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3. Rotación. Expresando f(x, y) en forma polar tenemos, f(x, y) =
fp(r, ϕ), si hacemos una rotación ϕ0,

es decir sea h(r, ϕ) = f(r, ϕ− ϕ0)

Entonces:

ℜh(s, θ) = ℜf(s, θ − ϕ0)

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ h(r, ϕ)δ(r cosϕ cos θ + r sinϕ sin θ − s)|r|dϕdr

sea α = ϕ− ϕ0 ⇒ dα = dϕ

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(r, α)δ(rcos(α− (ϕ− ϕ0))− s)|r|dαdr

= ℜf(s, θ − ϕ0)

Ejemplos

1. Consideremos un objeto sencillo sobre un fondo uniforme. Supongamos
que la figura 1.2 representa un corte transversal del objeto.

Figura 1.2: Corte transversal

Si suponemos que cuando un rayo pasa a través del cuerpo la atenuación
es constante podemos representar dicha atenuación como una función f(x, y)
definida aśı,

f(x, y) =

{
A si x2 + y2 ≤ r2

0 en otro valor
(Suponemos que el objeto tiene centro en el origen)
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La proyección de f(x, y) en el detector estará dada por

ℜf(θ, s) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)δ(x cos θ + y sin θ − s)dxdy

Como el cuerpo es simétrico respecto al origen la proyección será la
misma para todos los valores de θ(es decir, no depende de θ), por lo tanto
la calculamos para θ = 0 con lo cual obtenemos

ℜf(θ, s) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)δ(x− s)dxdy∫∞

−∞ f(x, y)δ(x− s)dx = f(s, y), luego∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)δ(x− s)dxdy =

∫∞
−∞ f(s, y)dy

y como

f(s, y) =

{
A si s2 + y2 ≤ r2

0 en otro valor

f(s, y) = A si −
√
r2 − s2 ≤ y ≤

√
r2 − s2, por lo tanto,∫∞

−∞

∫∞
−∞ f(x, y)δ(x− s)dxdy =

∫ √
r2−s2

−
√
r2−s2 Ady = 2A

√
r2 − s2

= g(θ, s) = g(s)

donde g(θ, s) = ℜf(θ, s)

es decir,

g(θ, s) = g(s) =

{
2A
√
r2 − s2 si |s| ≤ r2

0 si |s| > r

2. Calcular la Transformada de Radon de la función f(x, y) = e−(x2+y2)

Esta función en su forma polar es,

g(r, θ) = e−r
2
, luego,

ℜg(s, θ) =
∫∞
−∞ g(

√
s2 + u2, θ + arctan(u/s))du

=
∫∞
−∞ e−(s2+u2)du = e−s

2 ∫∞
−∞ e−u

2
du = π1/2e−s

2

3. Transformada de Radon del Shepp-Logan phantom.

En la figura 1.3 se muestra la imagen del phantom y su transformada de
Radon.
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Figura 1.3: Phanton y su tranformada de Radon

1.5.4. Operador Retroproyección

Otro operador fundamental para el estudio de la tomograf́ıa es el operador
retroproyección, que se define como sigue:

Dada una función h(θ, t) definida en Sn−1 × R, definimos el operador
retroproyección ℜ# por

ℜ#h(x) =

∫
Sn⊥1

h(θ, x � θ)dθ (1.5.6)

donde el par (θ, t) es la parametrización del hiperplano {x : x � θ = t}, y
la función h está definida en el hiperplano (n − 1)-dimensional de Rn. En
este caso, ℜ#h(x) es la integral de h sobre todos los hiperplanos que pasan
a través de x.

1.5.5. Fórmula de retroproyección filtrada

La ecuación (1.5.6) es la base para muchos proyectos de reconstrucción
de la transformada de Radon.

Dado f(x), x ∈ Rn, g(θ, t) = gθ(t), θ ∈ Sn−1, t ∈ R,
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f ∗ ℜ#(gθ)(x) = ℜ#(ℜθf ∗ gθ)(x) (1.5.7)

donde la convolución del lado izquierdo es con respecto a x ∈ Rn y de la
parte derecha es con respecto a t ∈ R.

En efecto, tenemos que:

f ∗ ℜ#(gθ)(x) = ℜ#(gθ) ∗ f(x) =

∫
Rn

ℜ#g(x− y)f(y)dy

=

∫
Rn

∫
Sn−1

g(θ, (x− y).θ)dθf(y)dy

=

∫
Sn−1

∫
Rn

g(θ, (x− y).θ)f(y)dydθ

haciendo la sustitución y = sθ+ z, z ∈ θ⊥ en la integral anterior, obtenemos:

ℜ#(gθ) ∗ f(x) =

∫
Sn−1

∫
R1

∫
θ⊥
g(θ, x.θ − s)f(sθ + z)dzdsdθ

=

∫
Sn−1

∫
R1

g(θ, x.θ − s)ℜf(θ, s)dsdθ

Luego,

ℜ#(gθ) ∗ f(x) = R#(gθ ∗ ℜθf)(x) (1.5.8)

Esto quiere decir que si g se determina de modo que ℜ#g se aproxima
a δ-función, entonces una buena aproximación de f se puede obtener
por convolución simple y retroproyección. Guédon y Unser han utilizado
este método para calcular los cuadrados de las proyecciones de funciones
polinómicas suaves a trazos con nodos espaciados uniformemente [30].



CAṔITULO 2

Introducción a las wavelets

2.1. Introducción

El origen de la descomposición de una señal en wavelets está en la
necesidad de conocer las caracteŕısticas y particularidades de la señal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [1], [9], [10], [13], [20].
Una de las ventajas de las wavelets frente a los métodos clásicos, como la
transformada de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de
funciones bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto es, el análisis
en frecuencia obtenido del análisis de Fourier es insensible a perturbaciones
que supongan variaciones instantáneas y puntuales de la señal como picos
debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como tendencias. La
transformada de Fourier f̂(ω) proporciona la información global de la señal
en el tiempo localizada en frecuencia. Sin embargo, f̂(ω) no particulariza la
información para intervalos de tiempo espećıficos, ya que

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iω tdt

y la integración es sobre todo tiempo (ver [9]). Aśı, la imagen obtenida no
contiene información sobre tiempos espećıficos, sino que sólo permite calcular
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el espectro de amplitud total |f̂(ω)|, mientras que la mayoŕıa de las wavelets
interesantes presentan una buena localización en tiempo y en frecuencia,
disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto.

En este caṕıtulo se presenta una introducción a la transformada wavelet
y al análisis multiresolución.

2.2. Transformadas wavelets

El análisis wavelets es un método de descomposición de una función o
señal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposición es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una señal f(t) se descompone en
una suma infinita de armónicos eiωt de frecuencias ω ∈ R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f , f̂(ω):

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiω tdω, donde f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iω tdt.

El análisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una función en un conjunto abierto, no importa cuán pequeño, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la señal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstrucción.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoŕıa wavelets se basa en la representación de una función en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una función
fija ψ, la wavelet madre que, en general, no es senoidal. Por ejemplo,

f(t) =

∫
R2

1√
|a|
ψ
(t− b

a

)
Wψf(a, b)dadb

en donde Wψf es una transformada de f definida adecuadamente.

Se define el operador isotrópico n-dimensional, Da, con a > 0, y sea
f∨(x) = f(−x) para x ∈ Rn como:

Daf(x) = a−n/2f(x/a)
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entonces la transformada wavelet continua también se puede escribir
como:

Wψf(a, b) = f ∗Daψ
∨(b)

Y en forma discreta se tiene un desarrollo en serie:

f(t) =
∑
j,k

cj,k2
j/2ψ(2jt− k)

en donde se suma sobre las dilataciones en progresión geométrica. Para
conservar la norma en L2(R) de la wavelet madre ψ, se insertan los factores

1√
|a|

y 2j/2, respectivamente.

Definición 2.2.1. Una wavelet ψ es una función cuadrado integrable tal que
la siguiente condición de admisibilidad se tiene:

Cψ :=

∫
R

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞, (2.2.1)

donde ψ̂(ω) es la transformada de Fourier de ψ.

Observación 2.2.1. Si además ψ ∈ L1(R), entonces la condición (2.2.1)
implica que

∫
R ψ(t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver

p.e., [10]), ĺımω→∞ ψ̂(ω) = 0 y la transformada de Fourier es continua, lo cual
implica que 0 = ψ̂(0) =

∫
R ψ(t)dt.

Sea ψ ∈ L2(R). La función dilatada y trasladada se define por

ψa,b(t) :=
1√
|a|
ψ
(t− b

a

)
, a, b ∈ R, a ̸= 0.

Esta función se obtiene a partir de ψ, primero por dilatación en el factor a
y, luego, por traslación en b. Es claro que ∥ψa,b∥2 = ∥ψ∥2.

Definición 2.2.2. Para f, ψ ∈ L2(R), la expresión:

Wψf(a, b) :=

∫
R
f(t)ψa,b(t)dt (2.2.2)

se llama la transformada wavelet de f .
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Por la desigualdad de Cauchy, se ve queWψf es una función acotada con∣∣Wψf(a, b)
∣∣ ≤ ∥f∥2∥ψ∥2. Note también que

Wψf(a, b) = ⟨f, ψa,b⟩L2(R) = ⟨f, ψa,b⟩.

La transformada wavelet Wψf de f puede ser descrita en términos del
producto de convolución. La convolución de dos funciones f, g ∈ L2(R) es
dada por

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(t− z)g(z)dz.

Observe que esta fórmula está definida para al menos todo t ∈ R, pero f ∗ g
no necesariamente está en L2(R). Usando la notación ψ̃(t) = ψ(−t), se tiene
Wψf(a, b) = (f ∗ ψ̃a,0)(b). Note también que ˆ̃ψa,b(ω) =

√
|a| ˜̂ψ(aω)e−iω b.

Estos hechos se aplicarán en la prueba de la siguiente proposición, la cual
establece la fórmula de Plancherel para la transformada wavelet.

Proposición 2.2.3. Sea ψ ∈ L2(R) y satisface la condición (2.2.1).
Entonces para cualquier f ∈ L2(R), las siguientes relaciones se tienen

1. Isometŕıa ∫
R
|f(t)|2dt = 1

Cψ

∫
R2

∣∣Wψf(a, b)
∣∣2db da

a2

2. Fórmula de inversión

f(t) =
1

Cψ

∫
R2

Wψf(a, b)ψa,b(t)db
da

a2

Demostración. 1. Es fácil verificar que (f ∗ ψ̃a,0)(b) =
√
|a|F−1{f̂(ω) ˜̂ψ(aω)}.

En consecuencia,∫
R2

∣∣Wψf(a, b)
∣∣2db da

a2
=

∫
R

∫
R

∣∣(f ∗ ψ̃a,0)(b)∣∣2dbda
a2

=

∫
R

∫
R
|a|
∣∣F−1

(
f̂(·) ˜̂ψ(a ·)

)
(ω)
∣∣2dωda

a2

=

∫
R

∫
R

∣∣f̂(ω)∣∣2∣∣ψ̂(aω)∣∣2dωda
|a|

=

∫
R

∣∣f̂(ω)∣∣2 [∫
R

∣∣ψ̂(aω)∣∣2 da
|a|

]
dω

= Cψ

∫
R

∣∣f̂(ω)∣∣2dω = Cψ∥f∥22.
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Observe que se utilizó el teorema de Fubini y la fórmula de Plancherel para
la transformada de Fourier.
2. Para simplificar los cálculos en la fórmula de inversión, suponga que
f, f̂ ∈ L1(R).∫

R
Wψf(a, b)ψa,b(t)db =

√
|a|
∫
R
F−1

(
f̂(·) ˜̂ψ(a ·)

)
(ω)ψa,b(t)dω

=
√
|a|
∫
R
f̂(ω)

˜̂
ψ(aω)F−1(g)(ω)dω,

donde g(b) := ψa,b(t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es

F−1(g)(ω) =
1

2π

∫
R
g(b)eiω bdb

=
1

2π

√
|a|
∫
R
ψ(z)e−iaωzeiωtdz

=
1

2π

√
|a|ψ̂(aω)eiωt.

Sustituyendo e integrando respecto a a−2da se obtiene∫
R2

Wψf(a, b)ψa,b(t)db
da

a2
=

1

2π

∫
R
|a|
[∫

R
f̂(ω)

∣∣ψ̂(aω)∣∣2eiωtdω] da
a2

=
1

2π

∫
R
f̂(ω)

[∫
R

∣∣ψ̂(aω)∣∣2 da
|a|

]
eiωtdω

= Cψ
1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωtdω

= Cψf(t).

Otro resultado de interés que se presentará en la siguiente proposición, es
la fórmula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposición 2.2.4. Sea ψ ∈ L2(R) y satisface la condición (2.2.1).
Entonces para cualquier f, g ∈ L2(R), se tienen

⟨f, g⟩L2(R) =
1

Cψ

∫
R2

Wψf(a, b)Wψg(a, b)
dadb

a2
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Demostración. Como (f ∗ ψ̃a,0)(b) =
√
|a|F−1{f̂(ω) ˜̂ψ(aω)} o de manera

equivalente, F
(
f ∗ ψ̃a,0

)
(ω) =

√
|a|f̂(ω) ˜̂ψ(aω), entonces∫

R
Wψf(a, b)Wψg(a, b)db = |a|

∫
R
f̂(ω)˜̂g(ω)|ψ̂(aω)|2dω,

ahora, integrando respecto a a−2da se sigue∫
R2

Wψf(a, b)Wψg(a, b)db
da

a2
=

∫
R
|a|
[∫

R
f̂(ω)˜̂g(ω)

∣∣ψ̂(aω)∣∣2dω] da
a2

=

∫
R
f̂(ω)˜̂g(ω)

[∫
R

∣∣ψ̂(aω)∣∣2 da
|a|

]
dω

= Cψ

∫
R
f̂(ω)˜̂g(ω)dω

= Cψ⟨f̂ , ĝ⟩L2(R) = Cψ⟨f, g⟩L2(R).

Note que se aplicó el teorema de Fubini, y en el último renglón de la expresión
anterior, la fórmula de Parseval para la transformada de Fourier.

En la siguiente proposición se listan algunas propiedades.

Proposición 2.2.5. Sean ψ y φ wavelets y f, g ∈ L2(R). Entonces

1. Wψ(αf + βg)(a, b) = αWψf(a, b) + βWψg(a, b), α, β ∈ R.

2. Wαψ+βφf(a, b) = ᾱWψf(a, b) + β̄Wφf(a, b), α, β ∈ R.

3. Wψ(Tcf)(a, b) = Wψf(a, b − c), donde Tc es el operador traslación
definido por Tcf(t) = f(t− c).

4. Wψ(Dcf)(a, b) =
√
cWψf(c a, c b), donde Dc es el operador dilatación

definido por Dcf(t) =
√
cf(c t).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
señal original se puede reconstruir completamente calculandoWψf(a, ·) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 2−j para cada j ∈ Z, y también se discretiza en
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el dominio del tiempo en los puntos b = 2−jk, k ∈ Z, la familia de wavelets
será ahora dada por:

ψ2−j ,2−jk(t) =
1√
2−j

ψ
(t− 2−jk

2−j

)
= 2j/2 ψ(2jt− k), ∀j, k ∈ Z.

Se utilizará la notación ψjk para denotar la wavelet ψ comprimida 2j y
trasladada el entero k, es decir, ψjk(t) = 2j/2 ψ(2jt− k).

Con la elección de a = 2−j y b = 2−jk, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos más distantes, ya que se busca información global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la señal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [13].

Definición 2.2.6. Una función ψ ∈ L2(R) es una wavelet si la familia de
funciones ψjk definidas por:

ψjk(t) = 2j/2 ψ(2jt− k), ∀j, k ∈ Z, (2.2.3)

es una base ortonormal en el espacio L2(R).

Una condición suficiente para la reconstrucción de una señal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas ψjk forme una base ortonormal en el
espacio L2(R), ver [14] y [32] para más detalles. Si esto se tiene, cualquier
función f ∈ L2(R) se puede escribir como:

f(t) =
∑
j,k

cj,kψjk(t) (2.2.4)

o teniendo en cuenta (2.2.3) como:

f(t) =
∑
j,k

cj,k2
j/2ψ(2jt− k),

donde cj,k = ⟨f, ψ2−j ,2−jk⟩ =Wψf(2
−j, 2−jk).

Definición 2.2.7. Para cada f ∈ L2(R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

cj,k = ⟨f, ψjk⟩ =
∫
R
2j/2f(t)ψ(2jt− k)dt

se llama la transformada wavelet discreta de f .
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En consecuencia, la expresión (2.2.4) se puede escribir en forma alterna
como:

f(t) =
∑
j,k

⟨f(t), ψjk(t)⟩ψjk(t). (2.2.5)

La serie (2.2.5) se llama representación wavelet de f .

Observación 2.2.2. ψjk(t) es muy apropiada para representar detalles
más finos de la señal como oscilaciones rápidas. Los coeficientes wavelet
cj,k miden la cantidad de fluctuaciones sobre el punto t = 2−jk con una
frecuencia determinada por el ı́ndice de dilatación j.

Es interesante notar que cj,k =Wψf(2
−j, 2−jk) es la transformada wavelet

de f en el punto (2−j, 2−jk). Estos coeficientes analizan la señal mediante la
wavelet madre ψ.

Para conservar la norma en f ∈ L2(R) de la wavelet madre ψ, se incluye
el factor a−1/2, con lo cual ∥ψb,a∥ = ∥ψ∥.

La transformada wavelet también la podemos escribir como el producto
punto de f y ψ:

Wψf(b, a) = ⟨f, ψb,a⟩ (2.2.6)

Al hacer uso de la relación de Parseval se obtiene:

Wψf(b, a) =
1

2π

⟨
f̂ , ψ̂b,a

⟩
=
√
|a| 1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)ψ̂b,a(aw)e

iwbdw (2.2.7)

Para recuperar f(t) desde su transformada wavet, ψ(t) debe satisfacer las
siguiente condición:

ψ̂(0) =

∫ ∞

−∞
ψ(t)dt = 0 (2.2.8)

Además de satisfacer la ecuación anterior, las wavelets se construyen de
modo que tengan soporte compacto y un alto orden de desvanecimiento. Una
wavelet se dice que tiene momentos de desvanecimiento de orden m si∫

R
tpψ(t)dt = 0, p = 0, 1, . . . ,m− 1 (2.2.9)
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La expresión para la transformada wavelet inversa es,

f(t) =
1

Cψ

∫
R
db

∫ ∞

0

1

a2
[Wψf(b, a)ψb,a(t)da (2.2.10)

la cual permite reconstruir la función original desde su transformada
wavelet. Y donde Cψ es una constante que depende de la elección de la
wavelet y se conoce como condición de admisibilidad

Para una función de dos variables, la transformada wavelet continua
bidimensional se define como

Wψf(a, bx1 , bx2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x1, x2)ψa,bx1 ,bx2 (x1, x2)dx1dx2 (2.2.11)

donde bx1 y bx2 indican las translaciones en dos dimensiones y

ψa,bx1 ,bx2 (x1, x2) =
1

|a|
ψ

(
x1 − bx1

a
,
x2 − bx2

a

)
(2.2.12)

siendo ψ(x1, x2) una función wavelet madre bidimensional. La transfor-
mación inversa correspondiente es:

f(x1, x2) =
1

Cψ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

1

a3
[Wψf(a, bx1 , bx2)ψa,bx1 ,bx2 (x1, x2)]dbx1dbx2da

La misma generalización puede ser extendida al caso n-dimensional.

2.2.3. Transformada wavelet semicontinua

Se considera sólo el caso planar (n = 2). Sea G(x) una función radial en
R2 que satisface

∫ ∫
R2

G(x)dx = 1. Sea:

ψ1(x) =
∂

∂x1
(2.2.13)

ψ2(x) =
∂

∂x2
(2.2.14)

entonces, la transformada wavelet semicontinua de una función f(x), se
define por

{(Wψ1f)(2j, x), (Wψ2f)(2j, x)}j∈Z, x∈R2 (2.2.15)
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2.2.4. Transformada Rápida Wavelet

La transformada Rápida Wavelet [13], es una implementación compu-
tacionalmente eficiente de la transformada wavelet discreta que aprovecha la
relación entre los coeficientes de la transformada wavalet discreta y escalas
adyacentes, lo que se expresa de la siguiente manera:

Wψ(j, k) =
∑
m

hψ(m− 2k)Wϕ(j + 1,m) (2.2.16)

y

Wϕ(j, k) =
∑
m

hϕ(m− 2k)Wϕ(j + 1,m) (2.2.17)

Las anteriores ecuaciones pueden ser expresadas mediante la convolución,
con los coeficientes wavelet y de escalamiento invertidos en el tiempo
(descomposición), es decir,

Wψ(j, k) = hψ(−n) ∗Wϕ(j + 1,m)|n=2k, k≥0 (2.2.18)

y

Wϕ(j, k) = hϕ(−n) ∗Wϕ(j + 1,m)|n=2k, k≥0 (2.2.19)

donde las convoluciones son evaluadas en instantes n = 2k para k ≥ 0.

2.3. Análisis Multiresolución

Presentamos una visión general para la construcción de funciones ψ(x) ∈
L2(R), de tal manera que la sucesión

{ψj,k(x)}j,k∈Z = {2j/2ψ(2jx− k)}j,k∈Z (2.3.1)

sea una base ortonormal en R. El concepto de análisis multirresolución
fue desarrollado por Meyer y Mallat, y como lo sugieren, aplicando este tipo
de análisis a una función, se puede descomponer en funciones más simples y
estudiarlas separadamente.

Considérese una función como la que se presenta en la figura 2.1
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Figura 2.1: Representación multinivel de una función

Cada vez que vamos un nivel hacia abajo eliminamos ciertas partes
(trozos) de la función, que se muestran al lado derecho. Esta aproximación de
la función original se puede volver a dividir en dos partes, eliminando aun más
detalles. Este proceso de ir eliminando detalles de la función original se conoce
como proceso de descomposición. Vemos que la función original puede
ser nuevamente recuperada si vamos añadiendo a la última aproximación
obtenida todos los detalles que hemos eliminado. Este proceso se conoce
como reconstrucción.

En la Figura 2.1, vamos a asignar a todas las funciones de la izquierda
a Vj, y las de la derecha Wj, donde j representa escalas individuales. Vj es
generado por las bases {φj,k : 2j/2φ(2jt− k)}j,k∈Z y Wj por {ψj,k(x)}j,k∈Z =
{2j/2ψ(2jx − k)}j,k∈Z. En otras palabras, las funciones arbitrarias xs(t)
y ys(t) pueden ser representadas como combinación lineal de φj,k y ψj,k
respectivamente. Vemos que las dos funciones xj−1(t) ∈ Vj−1 y ys−1(t) ∈ Ws−1

se derivan de xs ∈ Vs. Por lo tanto, debemos esperar que las bases φj−1,k de
Vs−1 y ψj−1,k de Ws−1 esten relacionadas con las bases φj,k de Vs.

Para lograr un análisis multiresolución de una función como la de la
figura 2.1, debemos tener una función de enerǵıa finita φ(t) ∈ L2(R), llamada
función escala , que genera una sucesión anidada Vj, es decir,
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{0} ← · · · ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 · · · → L2 (2.3.2)

y satisface la ecuación de dilatación o de refinamiento:

φ(t) =
∑
k

h0[k]φ(at− k) (2.3.3)

para algún a > 0 y los coeficientes h0[k] ∈ l2.

Si a = 2, la función φ(t) está representada como una superposición de
versiones transladadas y escaladas de ella misma, de ah́ı el término función
escalada. En particular, V0 es generado por {φ(·,−k) : k ∈ Z}, y en general,
Vs por {ϕj,k : j, k ∈ Z}. Luego se tienen los siguientes resultados:

x(t) ∈ Vj ⇔ x(2t) ∈ Vj+1 (2.3.4)

Para cada j, ya que Vj es un subespacio propio de Vj+1, hay algún espacio
izquierdo en Vj+1, llamadoWj, que cuando se combina con Vj nos da un Vj+1.
Este espacio Wj se llama el subespacio wavelet y es complementario de Vj en
Vj+1, es decir,

Vj ∩Wj = {0}, j ∈ Z (2.3.5)

y

Vj ⊕Wj = Vj+1 (2.3.6)

Los subespacios Wj son generados por ψ(t) ∈ L2, y los Vj son generados
por φ(t). En otras palabras, cualquier función xj(t) ∈ Vj puede escribirse
como:

xj(t) =
∑
k

vj,kφ(2
jt− k) (2.3.7)

y cualquier función yj(t) ∈ Wj puede escribirse como:

yj(t) =
∑
k

wj,kψ(2
jt− k) (2.3.8)

para algunos coeficientes {vj,k}k∈Z ∈ l2, {wj,k}k∈Z ∈ l2.

Ya que:
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Vj+1 =Wj ⊕ Vj =Wj ⊕Wj−1 ⊕ Vj−1 = Wj ⊕Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ . . .

es decir,

Vj = ⊕j−1
l=−∞Wl (2.3.9)

Se observa que los Vj están anidados, mientras que losWj son mutuamente
ortogonales. En consecuencia, se tiene:

Vl ∩ Vm = Vl, m ≥ l

Wl ∩Wm = {0}, m ̸= l

Vl ∩Wm = {0}, l ≤ m

En la figura 2.2 se muestra la relación jerárquica de Vs y Ws.

Figura 2.2: División de subespacios en un AMR

Definición 2.3.1. Formalmente, un Análisis Multiresolución (AMR) sobre
R consiste de una sucesión de subespacios cerrados {Vj : j ∈ Z} de L2(R),
que satisfacen:

1. Vj ⊂ Vj−1; ∀j ∈ Z (cadena de subespacios encajonados).
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2. ∪j∈ZVj = L2(R), es decir ∪j∈ZVj es densa en L2(R).

3. ∩j∈ZVj = {0}.

4. f(x) ∈ Vj si y sólo si f(2jx) ∈ V0.

5. f(x) ∈ V0 si y sólo si f(x− k) ∈ V0, para todo k ∈ Z, además, por (4)
se tiene que si f(x) ∈ Vj, entonces f(x− 2jk) ∈ Vj, para todo k ∈ Z.

6. Existe ϕ ∈ V0 tal que {ϕ0,k : k ∈ Z} es una base ortonormal V0.

Se observa que todos los espacios {Vj : j ∈ Z} son versiones escaladas
del espacio central V0.

2.3.1. Base Ortonormal de wavelets ψj,k y la Proyec-
ción Ortogonal Pj sobre Vj

Sea la función ϕj,k(x) = 2−j/2ϕ(2−jx − k), para todo j, k ∈ Z. Entonces
por la parte (4) y (6) de la definición 2.3.1 se tiene que: {ϕj,k : k ∈ Z} es
una base ortonormal de Vj para todo j ∈ Z. En este contexto, conociendo ϕ
y utilizando el criterio básico de AMR se construye la wavelet ψ. El criterio
afirma lo siguiente:

Cuando una colección de subespacios cerrados {Vj} satisfacen las
condiciones anteriores, entonces existe una base ortonormal de wavelets
{ψj,k}j,k∈Z de L2(R), con ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx − k), tal que para toda
f ∈ L2(R),

Pj−1f = Pjf +
∑
k

⟨f, ψj,k⟩ψj,k (2.3.10)

donde Pj es el operador proyección ortogonal sobre Vj.

La wavelet ψ a ser considerada posteriormente está en el complemento
ortogonal de V0, lo cual se denota como W0. A ϕ se le llama la función escala
del Análisis Multiresolución.

La wavelet ψ es construida expĺıcitamente de la siguiente manera: para
todo j ∈ Z, definimos Wj = V ⊥

j en Vj−1.

Como los φj,k, ψj,k son bases ortogonales de Vj y Wj respectivamente y
mutuamente ortogonales, entonces se tiene
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∑
k

⟨f, φj−1,k⟩φj−1,k =
∑
k

⟨f, φj,k⟩φj,k +
∑
k

⟨f, ψj,k⟩ψj,k (2.3.11)

∑
k

⟨f, φj−1,k⟩φj−1,k =
∑
k

[⟨f, φj,k⟩φj,k + ⟨f, ψj,k⟩ψj,k] (2.3.12)

Luego,

Vj−1 = Vj ⊕Wj (2.3.13)

Se observa que ϕj,k es una base ortonormal de Vj−1, por lo tanto, si
f ∈ Vj−1, entonces:

f(x) =
∑
k

akφj−1,k (2.3.14)

donde ak = ⟨f, φj−1,k⟩. Análogamente, para las bases ortogonales φj,k y ψj,k
se tiene que:

f1(x) =
∑
k

⟨f, φj,k⟩φj,k ∈ Vj (2.3.15)

y

f2(x) =
∑
k

⟨f, ψj,k⟩ψj,k ∈ Wj (2.3.16)

Luego, f(x) = f1(x) + f2(x). Como Wj = V ⊥
j es un subespacio cerrado

en Vj−1, entonces existe un subespacio Vj tal que Vj−1 = Vj ⊕Wj.

Por otra parte, la familia {Wj}j∈Z es mutuamente ortogonal, es decir,
Wj ⊥ Wj′ si j ̸= j′.

En efecto, supongamos que j > j′, entonces Wj ⊂ Vj′ ⊥ Wj′ y
aśı Wj ⊥Wj′ .

Además, para j < J tenemos que:

Vj = VJ ⊕
J−j−1⊕
k=0

WJ−k (2.3.17)

Y por la parte (2) y (3) de la definición 2.3.1 se tiene que:
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L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj (2.3.18)

La demostración se puede ver en [29].

Los espacios Wj heredan la propiedad de escala de los Vj,

f(x) ∈ Wj si y solo si f(2
jx) ∈ W0

esta propiedad nos permite afirmar, gracias a la descomposición,

Pj−1f = Pjf +
∑
k

⟨f, ψj,k⟩ψj,k, ∀f ∈ L2(R) (2.3.19)

que para un j fijo, {ψj,k : k ∈ Z} constituye una base ortonormal para Wj,
donde ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx−k). Y por (1), la familia {ψj,k}k∈Z es una base
ortonormal para L2(R), Y {ψ0,k}k∈Z es una base ortonormal para W0.

2.3.2. Propiedades de φ y W0

a) Si φ ∈ V0 ⊂ V−1 y {φ−1,n}n∈Z es una base ortonormal para V−1,
entonces

φ =
∑
n

hnφ−1,n (2.3.20)

donde
hn = ⟨φ, φ−1,n⟩ y

∑
n∈Z
|hn|2 = 1

Entonces (2.3.20) puede ser expresado como

φ(x) = 21/2
∑
n

hnφ(2x− n) (2.3.21)

o

φ̂(ξ) = 2−1/2
∑
n

hne
−kn/2φ̂(

ξ

2
) (2.3.22)

Por lo tanto,

φ̂(ξ) = m0(
ξ

2
)φ̂(

ξ

2
)
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donde m0 = 2−1/2
∑
n

hne
−iξn.

Además, m0(ξ) es una función 2π-periódica en L2([0, 2π]) y m0(ξ) ∈
L2([0, 2π]).

b) La ortonormalidad de las φ(x−k), implica que|m0(s)
2|+|m0(s+ π)2| =

1 en casi todo punto s ∈ R.

c) Caracterización de los espacios W0.
Sabemos que el complemento ortogonal de V0 se define como

W0 = {f ∈ V−1 : ⟨f, g⟩ = 0, para todo g ∈ V0}

Si f ∈ V−1, entonces f =
∑

n fnφ−1,n, donde fn = ⟨f, φ−1,n⟩. Esto implica
que

f̂(ξ) = 2−1/2
∑
n

fne
−inξ/2φ̂(

ξ

2
) = mf (

ξ

2
)φ̂(

ξ

2
)

donde mf (ξ) = 2−1/2
∑

n fne
−inξ.

Además,mf es una función 2π-periódica en L2([0, 2π]) ymf ∈ L2([0, 2π]).

Si f ⊥ V0 entonces f ⊥ φ0,n, para todo k ∈ Z, esto es,

⟨f, φ0,n⟩ =
∫
R
f(x)φ0,k(x)dx = 0

para todo k ∈ Z.

Pero como∫
R
f(x)φ0,k(x)dx =

∫
R
f̂(ξ)φ̂(ξ)e−iξkdξ =

∫
R
f̂(ξ)φ̂(ξ)eiξkdξ

entonces, ∫
R
f̂(ξ)φ̂(ξ)eiξkdξ = 0

Discretizando la ecuación anterior tenemos∫ 2π

0

∑
i∈Z

f̂(ξ + 2πl)φ̂(ξ + 2π)ei(ξ+2πl)kdξ = 0
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es decir, ∫ 2π

0

∑
i∈Z

f̂(ξ + 2πl)φ̂(ξ + 2π)eiξkdξ = 0

Por lo tanto, ∑
i∈Z

f̂(ξ + 2πl)φ̂(ξ + 2π) = 0 (2.3.23)

debido a que la base {eiξk}k∈Z es densa en L2([0, 2]). Además la serie en
(2.3.23) converge absolutamente en L1([−π, π]). Aśı mismo se tiene,

f̂(ξ) = λ(
ξ

2
)m0(

ξ

2
+ π)φ̂(

ξ

2
)

es decir,

f̂(ξ) = eiξ/2u(ξ)m0(
ξ

2
+ π)φ̂(

ξ

2
) (2.3.24)

donde u es una función 2π-periódica.

d) La forma general de (2.3.24), para la transformada de Fourier de
f ∈ W0, sugiere que consideremos,

ψ(ξ) = eiξ/2m0(
ξ

2
+ π)φ̂(

ξ

2
) (2.3.25)

Aśı, la ecuación anterior puede ser expresada de la siguiente manera

f̂(ξ) =

(∑
k

uke
−iξk

)
φ̂(ξ) o f(x) =

∑
k

ukψ(x− k)

tal que las wavelets ψ(x− k) forman una base de W0.

2.3.3. Wavelets biortogonales

El análisis multirresolución abordado para el tratamiento de las imágenes,
tiene su fundamentación teórica en los trabajos desarrollados en [1], [15], [40],
[53]. De la familia de polinomios spline-B que ellos presentan, se escoge el
caso particular de los polinomios splines cúbicos biortogonales. Por medio
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del análisis multirresolución son obtenidos los coeficientes wavelets y los
respectivos coeficientes wavelets duales de la imagen. Estos coeficientes,
permiten reconstruir la función enerǵıa de la señal o imagen en estudio.
Los splines biortogonales actúan como filtros cortos que mejoran la carga
computacional y son más estables, [8].

Función Spline

Una función spline está formada por varios polinomios, cada uno definido
sobre un subintervalo, que se unen entre śı obedeciendo a ciertas condiciones
de continuidad. Por lo tanto, la principal ventaja es su diferenciabilidad
de cualquier orden en un dominio. El nombre Spline proviene del inglés,
significa regleta larga y flexible. Estas regletas eran usadas por artesanos para
crear curvas, que describ́ıan superficies a construir, como cascos de barcos y
fuselajes de aviones. Constreñidos por pesos, estas regletas elásticos o splines
asumen una forma que minimizan su enerǵıa elástica, propiedad que heredan
los splines matemáticos de grado tres.

Entre los diferentes spline, la función spline cúbica es la más común y se
define de la siguiente manera:

y = S(x) = Ak(x− xk) +Bk(x− xk)2 + Ck(x− xk)3 +Dk

Donde las constantes Ak, Bk, Ck, Dk, son los coeficientes spline en los
datos de los puntos k.

Es decir, dada una función f definida en [a, b], y un conjunto de nodos
x1 < x2 < ... < xn una función spline cúbica S(x) para f es una función que
satisface las siguientes condiciones:

1. Los intervalos son llamados nudos. Los nudos pueden ser idénticos a los
puntos indicados por el eje x.

2. Entre los nudos k, S(x) cumple con la continuidad restringida de la
función y sus segundas derivadas.

3. S(x) es una función cúbica en cada subrango [xk, xk−1] para k =
1, ..., n− 1
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4. Fuera del rango de x1 a xk , S(x) es una linea recta.

Para un intervalo fijo, entre los datos de puntos xk y xk−1 , son válidas
las siguientes relaciones para los valores de la señal y sus derivadas:

yk = Dk

yk+1 = Ak(x− xk)3 +Bk(x− xk)2 + Ck(x− xk)
y′k = S ′(xk) = Ck
y′k+1 = 3Ak(x− xk)2 + 2Bk(x− xk) + Ck
y′′k = S ′′(xk) = 2Bk

y′′k+1 = 6Ak(x− xk) + 2Bk

Los coeficientes spline pueden determinarse por un método que, al mismo
tiempo, también suaviza los datos a estudiar. Los valores de las ordenadas
ŷk son calculadas de tal forma que las diferencias de los valores observados
son saltos positivos proporcionales rk en su tercera derivada, en el punto xk:

rk = S ′′′(xk)− S ′′(xk+1) (2.3.26)

rk = pk(yk − ŷk) (2.3.27)

Los factores de proporcionalidad pk son obtenidos por validación cruzada.
Las funciones spline pueden aplicarse para aproximar y suavizar todo tipo
de curvas.

2.3.4. Los B-Splines

Son un sistema de funciones spline a partir de las cuales se obtienen,
mediante combinaciones lineales, todas las demás funciones spline. Es decir,
dichos polinomios spline constituyen bases para ciertos espacios de splines.
La utilización de B-splines tiene muchas ventajas con respecto a otros tipos
de aproximaciones. La más importante de las ventajas tiene que ver con
la facilidad de procesamiento computacional. Algunas caracteŕısticas de los
B-splines son: funciones simétricas, funciones en forma de campana y los
B-splines forman una base de splines.
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Splines de Schoenberg

Son B-Splines centrados, simétricos, de soporte compacto. En [65], se
define la función B-Spline central de orden n, aśı:

βn(t) =
1

n!

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
(−1)k(t− k + n+ 1

2
)nµ(t− k + n+ 1

2
). (2.3.28)

Este resultado es verdadero, en efecto:

Por definición [65], βn(t) se construye por convoluciones sucesivas:

βn(t) = β0(t) ∗ ... ∗ β0(t)︸ ︷︷ ︸
(n+1) veces

donde β0(t) =

{
1, si t ∈ [−1

2
, 1
2
),

0, en otro caso

t ∈ R, µ es la función escalón unitario y n es el orden de los polinomios.
Calculando la transformada de Fourier:

β̂0(t) =

∫ ∞

−∞
β0(t)e−iwtdt =

e

iw

2 − e
−
iw

2

iw

aplicando βn(t) = β0(t) ∗ ... ∗ β0(t)︸ ︷︷ ︸
(n+1) veces

en el dominio de la frecuencia se

obtiene.

Bn(w) = B0(w) ∗ ... ∗B0(w)︸ ︷︷ ︸
(n+1) veces

= [B0(w)]
n+1

y como B0(w) =
e

iw
2 − e− iw

2

iw
reemplazando

Bn(w) =

[
e

iw
2 − e− iw

2

iw

]n+1

Se tiene que β0
+(t) es la B-Spline de grado cero para t ≥ 0. Derivando

sucesivamente se obtiene: Dn+1(βn+(t)) = n!δ(t), pasando al dominio de la
frecuencia y aplicando transformada de Fourier (iw)n+1(Bn

+(w)) = n!.
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Haciendo B0
+(w) = X0

+(w):

Bn
+(w) =

[
e

iw
2 − e− iw

2

iw

]n+1

.
[iw]n+1Xn

+(w)

[iw]n+1Xn
+(w)

=
[
e

iw
2 − e− iw

2

]n+1

.
[iw]n+1Xn

+(w)

n!

Bn
+(w) =

1
n!

n+1∑
k=0

(
n+1
k

)
(−1)ke−iw[k−n+1

2
]Xn

+(w)

Regresando al dominio del tiempo

βn(t) = 1
n!

n+1∑
k=0

(
n+1
k

)
(−1)k(t− k + n+1

2
)n+.

y considerando la función escalón unitario trasladada k − n+1
2
:

βn(t) = 1
n!

n+1∑
k=0

(
n+1
k

)
(−1)k(t− k + n+1

2
)nµ(t− k + n+1

2
).

Esta forma de construir recursivamente cada B-Spline de orden n puede
hacerse a partir de la B-Spline desplazada de orden n− 1.

βn(t) =
( t+1

2
+ t)βn−1(t+ 1

2
) + (n+1

2
− t)βn−1(t− 1

2
)

2

Derivando recursivamente:

dβn(t)

dt
= βn−1(t+ 1

2
)− βn−1(t− 1

2
).

La segunda derivada:

d2βn(t)

dt2
= βn−2(t+ 1)− 2βn−2(t) + βn−2(t− 1).

Aplicando la propiedad de integración recursiva a

βn(t) =
( t+1

2
+ t)βn−1(t+ 1

2
) + (n+1

2
− t)βn−1(t− 1

2
)

2
:∫ x

−∞
βn(t) =

∫ x

−∞

( t+1
2

+ t)βn−1(t+ 1
2
) + (n+1

2
− t)βn−1(t− 1

2
)

2
dt

integrando por partes se llega a:∫ x

−∞
βn(t) =

n+1∑
k=0

βn+1(t− 1
2
− k).
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Por la propiedad de convolución, todas las B-Splines son positivas y el
valor de su integral es 1.

La función escalada en este caso, ϕ(t), es la Spline cúbica β3(t) =
β0(t) ∗ β0(t) ∗ β0(t) ∗ β0(t). Cuyo cálculo conduce a:

ϕ(t) = β3(t)



0 si t < −2
1

6(2+t)3
si − 2 ≤ t ≤ −1

1 + t− 1
6
t3 − 1

3
(1 + t)3 si − 1 < t ≤ 0

1− t+ 1
6
t3 − 1

3
(1− t)3 si 0 < t ≤ 1

1
6
(2− t)3 si 1 < t ≤ 2

0 si t > 2

Figura 2.3: Función escalada spline cúbico

La función escalada ϕ(t) se diseña tomando la suma promedio de los
B-splines cúbicos con el filtro identidad δ0(k):

ϕ(t) =
∑
k=−∞

δ0(k)β
3(t − k), donde δ0(k) =

{
1, si k = 0
0, si k ̸= 0

es el filtro

identidad o de Kronecker.
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B-Splines discretas

Para encontrar los coeficientes de la base de B-splines, conviene analizar
las propiedades del muestreo de las B-Splines. Se consideran entonces las
B-Splines discretas centradas, bnm(k) := βn( k

m
), con kernel de orden n y con

factor de expansiónm, obtenidas a partir del muestreo de B-splines continuos.

Aśı mismo, surgen las B-Splines discretas desplazadas, cnm(k) := βn( k
m
+

1
2
).
El sub́ındice se refiere a la cantidad de muestras entre nodos (unitaria) y

el supeŕındice se refiere al orden de la B-Spline.

Las propiedades de las B-Splines son conocidas, ver por ejemplo [36],
[65], [66]. Entre estas, se destaca la construcción recursiva. Análogo al caso
continuo, se construye la de grado n a partir de la de grado n− 1.

bnm(k) :=
( k
m
+ n+1

2
)cn−1
m (k) + (n+1

2
− k

m
)cn−1
m (k −m)

n

cnm(k) :=
( k
m
+ n+2

2
)bn−1
m (k +m) + (n

2
− k

m
)bn−1
m (k)

n

El sub́ındice m se refiere a la cantidad de muestras entre nodos o tamaño
de la etapa y el supeŕındice n se refiere al orden de la B-Spline.

Para la construcción recursiva de las de orden superior, a partir de la
B-Spline continua, se construyen b0m(k) y c

0
m(k).

b0m(k) =

{
1, si k ∈ [−m

2
, m

2
]

0, en otro caso

c0m(k) =

{
1, si k ∈ [1−m, 0]
0, en otro caso

Cuando se da la igualdad, el muestreo hace que la función tome el valor
de 1

2
, observación que es necesaria al implementar los algoritmos, [37].

La otra propiedad destacable es la de convolución. Para las B-splines
discretas con sobremuestreo entero m mayor que 1, se tiene una expresión
similar:

Para m, impar:
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bnm(k) =
1

m2
(b0m(k) ∗ ... ∗ b0m(k)︸ ︷︷ ︸

(n+1) veces

∗ bn1 (k).

Para m par y n impar:

bnm(k) =
1

mn
δn+1

2
∗ (b0m(k) ∗ ... ∗ b0m(k)︸ ︷︷ ︸

(n+1) veces

∗ bn1 (k).

Para m par y n par:

bnm(k) =
1

mn
δn+1

2
∗ (b0m(k) ∗ ... ∗ b0m(k)︸ ︷︷ ︸

(n+1) veces

∗ cn1 (k).

Considérese, ahora, el espacio Vj , formado por las funciones spline, donde
cada polinomio definido sobre el intervalo [k2j; (k + 1)2j], con k ∈ Z , es de
grado tres.

Vj =

{
s(t) : s(t) =

∞∑
k=−∞

cj(k)ϕ(2
−jt− k), t ∈ R, cj ∈ l2

}
, l2 es el espacio

de las sucesiones cuadrado sumables c(k), k ∈ Z. Vj es el conjunto de
funciones spline cuadrado integrables de una dimensión, es decir, pertenecen
a L2(R). Estas funciones son continuas de clase C2

Esta sucesión de espacios anidados Vj y la función escalada ϕ(t) = β3(t)
definen un análisis multirresolución. La relación de escala viene dada por,
[37]:

β3(
t

2
) =

∞∑
k=−∞

µ3
2(k)β

3(t− k)

El filtro binomial Kernel µ3
2(k), es un filtro conocido como de impulso de

respuesta finita o FIR, definido como:
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µ3
2(k) =



0 si k < −2
1
8
si k = −2

1
2
si k = −1

3
4

si k = 0
1
2

si k = 1
1
8

si k = 2
0 si k ≥ 2

Figura 2.4: Función wavelet spline cúbico

La Wavelet Spline ψ( t
2
) se construye al tomar la suma promedio de las

B-Splines cúbicas con una sucesión w(k):

ψ(
t

2
) =

∞∑
k=−∞

w(k)β3(t− k)

ψ( t
2
) es ortogonal al conjunto de B-Splines expandidas

{
β3( t

2
− k)

}
.
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Para conseguir una fórmula expĺıcita para la wavelet B-spline de orden
tres, se toma:

β3(
t

2
) =

∞∑
k=−∞

µ3
2(k)β

3(t− k)

junto con la propiedad ⟨β3(t), β3(t− y)⟩ = β7(y), consecuencia de la
propiedad ya dada de convolución sucesiva βn(t) = β0(t) ∗ ... ∗ β0(t)︸ ︷︷ ︸

(n+1) veces

, la

restricción de ortogonalidad expresada como una ecuación de convolución⟨
ψ( t

2
), β3( t

2
− k)

⟩
= [w ∗ µ3

2(k) ∗ b7] ↓ 2(k) = 0, k ∈ Z, y la transformada Z
de la anterior expresión:

1

2
(W (z)U3

2 (z)B
7
1(z) +W (−z)U3

2 (−z)B7
1(−z)) = 0

y, finalmente aplicando la transformada Z inversa, se tiene la expĺıcita
Wavelet B-Spline cúbica:

ψ(
t

2
) =

∞∑
k=−∞

(µ3
2∗b7 ∗ δ−1)(k)β

3(t− k)

Cambiando t por 2t se obtiene la wavelet biortogonal spline

ψ(t) =
∞∑

k=−∞

(µ3
2∗b7 ∗ δ−1)(k)β

3(2t− k) (2.3.29)

Desarrollando las operaciones respectivas, se tiene expĺıcitamente la
Wavelet de medida nula, oscilante, de enerǵıa finita, bien localizada en un
intervalo finito y con desvanecimiento en el tiempo, [37].

A continuación se presentan las gráficas de las funciones escalada dual y
B-spline dual.
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Figura 2.5: Función escalada dual spline cúbico

Figura 2.6: Función B-spline cúbico dual



CAṔITULO 3

Wavelet y Tomograf́ıa Local

Este caṕıtulo inicia presentando la tomograf́ıa computarizada (TC) como
un problema inverso, el cual consiste en encontrar una función (entrada) a
partir de ciertos valores (salidas) conocidos. En el caso de la tomograf́ıa, los
valores conocidos son los valores de las atenuaciones de los rayos X. Se utilizan
wavelets biortogonales para la recuperación de la función, obteniéndose
mejores resultados que cuando utilizamos la transformada de Fourier.

Se presentan las funciones escaladas y waveletes con sus repectivas
funciones duales y filtros, y se enuncian las fórmulas de reconstrucción.

3.1. La tomograf́ıa computarizada

Sean X e Y espacios normados y A : U → V un operador tal que Aϕ = f ,
con ϕ ∈ X e f ∈ Y . El problema directo consiste en calcular la respuesta f
ante una entrada ϕ, mientras que en un problema inverso debe determinarse
la entrada ϕ que produce una cierta respuesta f .

En los problemas inversos el objetivo es estimar algunos atributos
desconocidos que son de interés, a partir de mediciones que se relacionan
indirectamente a dichos atributos. Tal es el caso de la tomograf́ıa, donde a
partir de las mediciones de las atenuaciones de los rayos X que atraviesan un
objeto se debe recuperar la imagen del objeto.
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En una Tomograf́ıa Computarizada (TC), se hace pasar un número finito
de rayosX a través de un plano del objeto desde varios ángulos. La intensidad
de cada rayo es medida antes y después de atravezar el objeto. Veamos como
construir el mapa de intensidades del objeto a partir de las medidas de las
atenuaciones de los rayos [22], [23], [45].

Sea s una variable que mide la distancia desde la fuente a lo largo de un
rayo, asumimos que la intensidad del rayo cambia cuando éste pasa a través
del objeto y que el rayo viaja en el plano xy. La intensidad I cambia con
respecto a la distancia s de acuerdo con la ecuación,

dI

ds
= −µ(x, y)I (3.1.1)

donde µ(x, y) es la densidad del objeto. Como la intensidad y la densidad
no son negativas, el signo menos en la ecuación anterior muestra que si se
cambia la intensidad, ésta decrece cuando la distancia s aumenta.

Para relacionar la intensidad inicial transmitida con la densidad,
separamos variables e integramos entre la intensidad inicial (I0) y la
intensidad final (IT ).

dI

I
= −µ(x, y)ds (3.1.2)

∫ IT

I0

dI

I
= ln

(
IT
I0

)
= − ln

(
I0
IT

)
(3.1.3)

Para integrar el lado derecho la ecuación (3.1.1), debemos integrar una
función de x e y con respecto a la variable s, lo cual no es inconsistente dado
que la distancia s a lo largo del rayo es ella misma una función de x e y. Si
el origen del rayo está en el punto (x0, y0), y consideremos cualquier punto
del rayo con coordenadas (x, y), entonces, la distancia entre estos dos puntos
está dada por, s−s0 =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2, donde s0 es la distancia entre

el origen y el punto (x0, y0)

Esto nos lleva a integrar el lado derecho de la ecuación (3.1.1) usando una
integral de ĺınea. Recordemos que la mejor manera para resolver una interal
de ĺınea es parametrizar la curva con respecto a la longitud de arco. Si σ
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denota la ĺınea en el plano xy seguida por el rayo, la integral la podemos
escribir como: ∫

σ

µ(x, y)ds (3.1.4)

luego,

− ln

(
I0
IT

)
=

∫
σ

µ(x, y)ds (3.1.5)

I0
IT

= e−
∫
σ µ(x,y)ds (3.1.6)

que relaciona la intensidad inicial transmitida con la cantidad de materia
(densidad) por la cual atraviesa el rayo.

Dada la naturaleza del problema de la tomograf́ıa, como se dijo
anteriormente, en éste no se cuenta con la imagen sino con el conjunto
de las proyecciones o más espećıficamente con la transformada de Radon
(sinograma).

3.1.1. La tomograf́ıa local

El problema de la tomograf́ıa local puede ser enunciado como sigue: Dado
a > 0 podemos calcular el valor de la función f(x), x ∈ Rn, para toda x tal
que |x| ≤ a, conociendo las proyeciones de f de las rectas que pasan por la
bola de radio a y centro en el origen. En otras palabras, el problema de la
tomograf́ıa local es la recuperación de la función f(x)χ{|x|≤a}(x) a partir de
las proyecciones ℜθf(s)χ[−a, a](s), donde χs(t) es la función caracteŕıstica y
ℜθf(s) es la transformada de Radon de f .

El problema de tomograf́ıa local también se llama problema interior,
o tomograf́ıa en una región de interés (ROI) (por sus siglas en inglés). El
problema de la tomograf́ıa local no tiene solución única cuando n es par. Esto
está demostrado en [45] con la construcción de una función u(x), x ∈ R2,
con sop(x) ⊆ {x : |x| ≤ 1} tal que para algún 0 < a < 1, uχ{|x|≤a} ̸= 0
pero ℜθuχ[−a,a] ≡ 0. Una interpretación de esta no-unicidad en términos de
desvanecimiento de valores singulares puede ser encontrado en [38], donde
la descomposición de valores singulares del interior de la transformada de
Radon es dado.



56 Wavelet y Tomograf́ıa Local

En la mayoŕıa de las aplicaciones prácticas, las proyecciones de f sobre
rectas que pasan por una región un poco más grande que la región de interés
se conocen. En este caso, el problema puede enunciarse como sigue: dado
0 < a < a′, calcular los valores de una función f(x), x ∈ Rn, para todo x
tal que |x| < a, conociendo las proyecciones de f sobre las rectas que pasan
por la bola de radio a′ alrededor del origen. Este problema de tomograf́ıa
semi-local no tiene solución única cuando n es par y como antes, existen
funciones u(x), x ∈ R2 con ℜθuχ[−a′,a′] = 0 para todo θ ∈ S1, pero para los
que uχ{|x|≤a′} ̸= 0. Sin embargo, se ha demostrado en [45] que tales funciones
no vaŕıan mucho en {x : |x| ≤ a} si a es pequeño con relación a a′.

3.1.2. Las imágenes digitales

Una imagen digital en escala de grises es una función f(x, y), donde x e y
representa las coordenadas y el valor f(x, y) corresponde a la intensidad de la
luz en el punto considerado. Este valor es proporcional a la transmitancia o
reflectividad de la luz (intensidad de luz o nivel de gris), del punto considerado
(x, y).

Al proceso de obtención de imágenes digitales se le denomina digitaliza-
ción y consiste en la descomposición de la imagen real en una matriz discreta
de puntos de un determinado tamaño, donde cada uno tiene un valor pro-
porcional a su nivel de color. Por tanto puede decirse que una imagen digital
se puede asimilar a una matriz de n filas y m columnas. A cada celda de la
matriz se le denomina pixel (picture x element) y esta representa una super-
ficie que es función de su tamaño (∆x, ∆y). A cada pixel le corresponde uno
o más valores digitales (número digital o valor digital)

Podemos decir que una imagen f(x, y) está formada por dos componentes:
una es la cantidad de luz incidente en la escena y la otra es la cantidad de
luz reflejada por los objetos. Estas dos componentes se llaman: iluminación,
denotada por i(x, y) y reflactancia, denotada por r(x, y). Entonces

f(x, y) = i(x, y)r(x, y) (3.1.7)

Una imagen f(x), x ∈ R2 de acuerdo a [3], puede ser expresada por medio
de la transformada wavelet de la siguiente forma:
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f(x) =
∑
j,k

3∑
i=1

⟨
f, Ψi

j,k

⟩
Ψ̊i
j,k =

∑
j,k

3∑
i=1

⟨
f, Ψ̊i

j,k

⟩
Ψi
j,k (3.1.8)

o como

f(x) =
∑
k∈Z2

⟨f, Φj,k⟩ Φ̊j,k +
J∑

j=−∞

∑
k∈Z2

3∑
i=1

⟨
f, Ψi

j,k

⟩
Ψ̊i
j,k

f(x) =
∑
k∈Z2

⟨
f, Φ̊j,k

⟩
Φj,k +

j∑
j=−∞

∑
k∈Z2

3∑
i=1

⟨
f, Ψ̊i

j,k

⟩
Ψi
j,k (3.1.9)

Donde

Φj,k(x) = φj,k1(x1)φj,k2(x2) (3.1.10)

Ψ1
j,k(x) = φj,k1(x1)ψj,k2(x2) (3.1.11)

Ψ2
j,k(x) = ψj,k1(x1)φj,k2(x2) (3.1.12)

Ψ3
j,k(x) = ψj,k1(x1)ψj,k2(x2) (3.1.13)

y

Φ̊j,k(x) = φ̊j,k1(x1)φ̊j,k2(x2) (3.1.14)

Ψ̊1
j,k(x) = φ̊j,k1(x1)ψ̊j,k2(x2) (3.1.15)

Ψ̊2
j,k(x) = ψ̊j,k1(x1)φ̊j,k2(x2) (3.1.16)

Ψ̊2
j,k(x) = ψ̊j,k1(x1)ψ̊j,k2(x2) (3.1.17)

Y la construcción estándar para la correspondiente wavelet separable
bidimensional es la formación de las funciones:
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Φ(x) = φ(x1)φ(x2) (3.1.18)

Ψ1(x) = φ(x1)ψ(x2) (3.1.19)

Ψ2(x) = ψ(x1)φ(x2) (3.1.20)

Ψ3(x) = ψ(x1)ψ(x2) (3.1.21)

y las funciones duales respectivas,

Φ̊(x) = φ̊(x1)φ̊(x2) (3.1.22)

Ψ̊1(x) = φ̊(x1)ψ̊(x2) (3.1.23)

Ψ̊2(x) = ψ̊(x1)φ̊(x2) (3.1.24)

Ψ̊3(x) = ψ̊(x1)ψ̊(x2) (3.1.25)

que corresponde a las bases wavelets separables biortogonales de las
splines cúbicas φ y ψ con sus correspondientes duales φ̊ y ψ̊.

De acuerdo con el producto de Kroneker se puede construir bases wavelet
en dos dimensiones ϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y)

A continuación se presentan las funciones escalada y wavelets separables
que permiten hacer un AMR a cualquier función f(x),x ∈ R2:

La Figura 3.1 corresponde a la función φ escalada separable

ψ1(x, y) (detalles horizontales) Figura: 3.2

ψ2(x, y) (detalles verticales) Figura: 3.3

ψ3(x, y) (detalles diagonales) Figura: 3.4
y sus respectivas duales

φ̊(x, y), ψ̊1(x, y), ψ̊2(x, y), ψ̊3(x, y)

La Figura 3.5 muestra las funciones de aproximación y las funciones de
detalle, B-spline y spline respectivamente.
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Figura 3.1: Función escalada separable

Figura 3.2: Función separable dirección horizontal
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Figura 3.3: Función separable dirección vertical

Figura 3.4: Función separable dirección diagonal
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La Figura 3.6 corresponde a la descomposición de la imagen “espina
dorsal” para los coeficientes de aproximación del nivel de resolución j = 1 y
los coeficientes de detalles horizontales, verticales, diagonales.

3.2. Inversión de Radon utilizando wavelets

En esta sección se presentan los teoremas que permiten invertir la
transformada de Radon mediante la utilización de wavelets. Se demuestra que
las funciones wavelets son una herramienta fundamental para la recuperación
de la función.

La ecuación (1.5.6) es la base de muchos esquemas para la reconstrucción
de la transformada de Radon. Guédon y Unser [30] han utilizado este método
para calcular los cuadrados de las proyecciones de f(x) en espacios de
funciones polinómicas suaves a trozos con nodos espaciados uniformemente.

Como se mencionó en el caṕıtulo 1, la fórmula base para la recuperación
de la función proviene del teorema Slice de Fourier.

También se cumple que si f es radial, entonces:

ℜ̂θf(γ) = f̂(|γ|) = 2f̂(γ)|γ|1−n (3.2.1)

de donde,

f̂(γ) = 1
2
|γ|n−1ℜ̂θf(γ), asi, f̂(aγ) = 1

2
|aγ|n−1ℜ̂θf(aγ).

Y por la ecuación (1.5.8) se tiene:

f̂(aγ) =
1

2
|aγ|n−1a−n/2ℜ̂θf(γ) (3.2.2)

Los operadores Λ y Λ−1 se utilizan en la Λ-tomograf́ıa, importante técnica
para el tratamiento de los problemas de la tomograf́ıa local. (ver [21], [22],
[45]).

En dimensión n = 1 tenemos Λf = H∂f , donde ∂f denota la derivada
de f y H denota la transformada de Hilbert.

Formalmente se puede derivar una fórmula de inversión para Pf mediante
la combinación de la proposición 1.5.2 y la transformada inversa de Fourier.
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Figura 3.5: Función escalada y wavelet

Figura 3.6: Descomposición para el nivel j=1
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Para simplificar, considérese primero la dimensión n = 2. Usando el cambio
a coordenadas polares y la relación θ = (cosψ, sinψ) y θ⊥ = (−sinψ, cosψ)
y se obtiene:

f(x) = (2π)−1
∫
R2 f̂(ξ)e

i<x,ξ>dξ

= (2π)−1
∫ 2π

0

∫∞
0
f̂(σθ⊥)ei<x,σθ

⊥>dσdφ

= (4π)−1
∫ 2π

0

∫∞
−∞ |σ|f̂(σθ

⊥)ei<x,σθ
⊥>dσdφ

=
1

2
(2π)−3/2

∫ 2π

0

∫
R
Λ̂Pθf(σ)e

i<x,θ⊥>dσdφ (3.2.3)

= (4π)−1
∫ 2π

0
ΛPθf(< x, θ⊥ >)dφ

=
1

4π2

∫ 2π

0

∫
R

∂Pθf(s)

⟨x, θ⊥⟩ − s
dsdφ

En el último paso que hizo se uso la relación Λg = H∂g antes mencionada.

En general, para dimensión n se usa el cambio de variables ver [35].∫
Rn

g(ξ)dξ = |Sn−2|−1

∫
Sn−1

∫
θ⊥
|η|g(η)dηdθ (3.2.4)

y se obtiene:

f(x) = (2π|Sn−2|)−1

∫
Sn−1

ΛPθf(EΘ⊥x)dθ (3.2.5)

donde EΘ⊥x denota la proyección ortogonal de x sobre el subespacio Θ⊥.

Proposición 3.2.1. Dada una wavelet n−dimensional separable n > 1, de
la forma

Ψ(x) = ψ1(x1)ψ
2(x2) · · ·ψn(xn) (3.2.6)

donde la ψi(t) satisface
∣∣∣ψ̂i(γ)∣∣∣ ≤ Ci(1 + |γ|)−1 para todo γ, se define la

familia de funciones unidimensional {ρθ}θ∈Sn⊥1 por:

ρ̂θ(γ) =
1

2
|γ|n−1ψ̂1(γθ1)ψ̂2(γθ2) · · · ψ̂n(γθn) (3.2.7)

donde θ = (θ1, θ2, . . . , θn) ∈ Sn
−1
. Entonces para toda f ∈ L1 ∩ L2(Rn)
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(Wψf)(a,b) = a(1−n)/2
∫
Sn⊥1

(Wρθℜθf)(a, b · θ)dθ (3.2.8)

El punto central del teorema anterior es observar que la transformada
wavelet de una función f(x) con cualquier wavelet madre y en cualquier escala
y localización puede ser obtenida por retroproyección de la transformada
wavelet de la transformada de Radon de f , usando wavelets que varian con
cada ángulo, pero las cuales son admisibles para cada ángulo. La fórmula
(3.2.7) se sigue inmediatamente de la fórmula de retroproyección filtrada
(1.5.4) con una apropiada elección de gθ y una determinación de cómo la
dilatación conmuta con la retroproyección.

Demostración.

ρ̂∨θ (γ) =
1

2
|γ|n−1ℜ̂θψ∨(γ) (3.2.9)

de manera que

ρ∨θ (t) =
1

2
I1−nℜθψ∨(t) (3.2.10)

Por lo tanto,

(R#ρ∨θ )(x) =
1

2
R#I1−nℜθψ∨(x) = ψ∨(x) (3.2.11)

Se señala a continuación que

̂(Daρ∨θ )(γ) = a1/2ρ̂∨θ (aγ) =
1

2
a1/2|aγ|n−1ℜ̂θψ∨(aγ)

=
1

2
an−(1/2)|γ|n−1ψ̂∨(aγθ) =

1

2
an−(1/2)|γ|n−1a−n/2an/2ψ̂∨(aγθ)

=
1

2
a(1−n)/2|γ|n−1(ℜθDaψ

∨)∧(γ)

Aqúı,

(R#Daρ
∨
θ )(x) = a(n−1)/21

2
R#I1−nℜθ (Daψ

∨) (x) = a(n−1)/2Daψ
∨(x)

(3.2.12)
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y por la ecuación (1.5.7),

(Wψf)(a,b) = f ∗Daψ
∨(b) = a(1−n)/2(f ∗R#Daρ

∨
θ )(b)

Proposición 3.2.2. Dada una wavelet unidimensional ρ(t) tal que ρ(t) =
ρ(−t), ρ(t) ∈ R para todo t y∫ ∞

0

|ρ̂(r)|2

r2n−1
dr <∞ (3.2.13)

se define la función radial ψ(x) por:

ψ̂(ξ) = 2|ξ|1−nρ̂(|ξ|) (3.2.14)

entonces:

(Wψf)(a,b) = a(1−n)/2
∫
Sn⊥1

(Wρℜθf)(a, b · θ)dθ (3.2.15)

Este teorema es un caso particular del teorema 3.2.1 excepto que en el
teorema 3.2.2 la wavelet unidimensional ρ se fija con anterioridad para todos
los ángulos θ. Esto determina la wavelet bidimensional ψ. En el teorema
3.2.1, ψ fue fijada con anterioridad determinando {ρθ}θ∈[0,2π] para cada θ. La
interacción entre las wavelets uni y bidimensional en las fórmulas (3.2.11) y
(3.2.13) es importante para entender como las wavelets pueden ser usadas
en tomograf́ıa local y en procesamiento de imágenes. En tomograf́ıa local
se busca ρ con soporte pequeño y muchos momentos de desvanecimiento.
En este caso (3.2.1) ψ tendrá esencialmente el mismo radio de soporte que
ρ. Por lo tanto, de la fórmula (3.2.15) los coeficientes wavelet de f pueden
ser recuperados localmente desde las medidas locales de su transformada de
Radon. Para los propositos del procesamiento de imágenes, uno t́ıpicamente
le gustaŕıa fijar la wavelet bidimensional ψ apropiadamente de acuerdo a la
tarea deseada, y luego considerar las propiedades de ρθ para cada θ.

Una vez que la transformada de la función f(x) se ha calculado, ahora
se puede recuperar la función original f(x) utilizando fórmulas estándar de
inversión para la transformada wavelet continua.
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Proposición 3.2.3. Dada ρ(t) wavelet unidimensional que satisface ρ(t) =

ρ(−t), ρ(t) ∈ R para todo t y con ĺım
γ→0
|γ|−1ρ̂(γ) =

1

2
. Se define la función

radial G(x) por:

Ĝ(ξ) = 2|ξ|−1ρ̂(|ξ|) (3.2.16)

y sean ψ1(x), ψ2(x) como en (3.2.14) y (3.2.15). Entonces dada f(x),

(Wψ1f)(2j, x) = 2j/2
∫ 2π

0

cos θ(W dρ
dt
ℜθf)(2j, x · θ)dθ (3.2.17)

y

(Wψ2f)(2j, x) = 2j/2
∫ 2π

0

sin θ(W dρ
dt
ℜθf)(2j, x · θ)dθ (3.2.18)

Proposición 3.2.4. Sea ρ(t) y G(x) que cumplen las condiciones del teorema
anterior, y sea β ∈ [0, 2π]. Entonces:

(Wψβf)(2j, x) = 2j/2
∫ 2π

0

cos(β − θ)(W dρ
dt
ℜθf)(2j, x · θ)dθ (3.2.19)

El art́ıculo de estudio [3], propone que los coeficientes se obtienen a partir
de los siguientes productos interiores:

⟨f, Φj,k⟩ = 2−j/2
∫ 2π

0

(Wσθℜθf)(2j, 2j(k · θ))dθ (3.2.20)

⟨
f, Ψi

j,k

⟩
= 2−j/2

∫ 2π

0

(Wρiθ
ℜθf)(2j, 2j(k · θ))dθ (3.2.21)

⟨
f, Φ̊j,k

⟩
= 2−j/2

∫ 2π

0

(Wσ̊θℜθf)(2j, 2j(k · θ))dθ (3.2.22)

⟨
f, Ψ̊i

j,k

⟩
= 2−j/2

∫ 2π

0

(Wρ̊iθ
ℜθf)(2j, 2j(k · θ))dθ (3.2.23)
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Y se expresan en términos de la transformada wavelet de las proyecciones
para cada ángulo, donde se definen los siguientes filtros a través del teorema
3.2.4 en términos de la transformada de Fourier

σ̂θ(γ) =
1

2
|γ| φ̂(γ cos θ)φ̂(γ sin θ) (3.2.24)

σ̂1
θ(γ) =

1

2
|γ| φ̂(γ cos θ)ψ̂(γ sin θ) (3.2.25)

σ̂2
θ(γ) =

1

2
|γ| ψ̂(γ cos θ)φ̂(γ sin θ) (3.2.26)

σ̂3
θ(γ) =

1

2
|γ| ψ̂(γ cos θ)ψ̂(γ sin θ) (3.2.27)

y los filtros duales, definidos igualmente en [46] a través de la proposición
3.2.4 en términos de la transformada de Fourier de las duales:

̂̊σθ(γ) = 1

2
|γ| ̂̊φ(γ cos θ)̂̊φ(γ sin θ) (3.2.28)

̂̊ρ1θ(γ) = 1

2
|γ| ̂̊φ(γ cos θ)ψ̊(γ sin θ) (3.2.29)

̂̊ρ2θ(γ) = 1

2
|γ| ψ̊(γ cos θ)̂̊φ(γ sin θ) (3.2.30)

̂̊ρ3θ(γ) = 1

2
|γ| ψ̊(γ cos θ)ψ̊(γ sin θ) (3.2.31)

y que mediante la transformada de Hilbert y la transformada de la derivada
se obtiene ρiθ: i = 1, 2, 3; como se muestra en las siguientes figuras.
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Figura 3.7: ρ1 proyección 10 grados

Figura 3.8: ρ1 proyección 45 grados

Figura 3.9: ρ1 proyección 90 grados



CAṔITULO 4

Implementación del algoritmo

En este caṕıtulo se hace una breve consideración acerca del análisis
del error en tomograf́ıa local, siguiendo a [53], [54]. Se describen los
elementos prácticos del algoritmo para luego contrastar los resultados de
las simulaciones mediante las gráficas arrojadas por el Reconstructor ITRW-
BSC.

4.1. Análisis del error

Natterer en [45] indica que el error en la transformada de Radon interior
no es despreciable porque la derivada de la transformada de Hilbert (la
respuesta al impulso del filtro |r|) no es local en el espacio. Esto significa
que con el fin de reconstruir incluso una pequeña región de interés se tienen
que considerar algunos datos fuera de la región de interés para conseguir la
reconstrucción con un error insignificante.

Se debe entonces, encontrar un ĺımite superior para el error de
reconstrucción, en términos de la cantidad de datos no locales que se
consideran en la reconstrucción. Se compara la cota superior del error en una
imagen local, reconstruida utilizando el algoritmo propuesto, con el ĺımite
superior del error cuando se utiliza el método estándar de Fourier.
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Se supone que para cada ángulo θ ∈ [0, π), los datos de las proyecciones
ℜθkf(s) son muestreados con un radio de intervalo de Ts, y el soporte de f
es un disco de radio R centrado en el origen del Shepp-Logan phantom.

Se asume que la ROI y ROE ( región de interés y región de exposición)
están centrados en la imagen, como ocurre en este caso; con radios ri,re
pixeles centrados en el origen, estos valores son asumidos prácticamente en
las expresiones 3.2.32-3.2.35.

Considerando la fórmula de retroproyección filtrada (1.5.8) y la fórmula
slice de Fourier (1.5.6) donde el filtro rampa |r|, es reemplazado por un filtro
generalmente dependiente del ángulo hθ(s).

frec(x, y) =

∫ π

0

(hθ(s) ∗ ℜθf(s)) (x cos θ + y sin θ) dθ (4.1.1)

Si hθ(s) es escogido para ser la respuesta al impulso del filtro rampa

ℜ̂f(r)|r| , la función reconstruida frec(x, y) es una aproximación de la
función f ; y si es la respuesta al impulso de la wavelet madre y los
filtros rampa escalados, dados por las expresiones 3.2.32-3.2.35., la función
reconstruida frec(x, y) será la aproximación de la wavelet madre y los
coeficientes escalados. La versión discreta de (4.1.1) está dada por:

frec(x, y) =
π

K

K∑
k=1

(
1

R

R∑
n=−R

Pθk(n)hθk(m− n)

)
(4.1.2)

donde m =
[
x cos θ+y sin θ

Ts

]
∈ ROE, K es el número total de ángulos

igualmente espaciados en los cuales las proyecciones están medidas, Pθk(n)
es la proyección ℜθkf( nTs ), y θk = k π

K
.

Se puede dividir la suma interna en dos partes, correspondiendo a la ROE
y su complemento:

frec(x, y) =
π

K

K∑
k=1

 1

R

∑
|n|≤re

Pθk(n)hθk(m− n)

+
π

K

K∑
k=1

 1

R

∑
|n|>re

Pθk(n)hθk(m− n)


(4.1.3)
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Es decir, la magnitud del error usando solo ROE está dado por:

|e(x, y)| =

∣∣∣∣∣∣ πK
K∑
k=1

 1

R

∑
|n|>re

Pθk(n)hθk(m− n)

∣∣∣∣∣∣ (4.1.4)

Para obtener una cota superior para el error se utiliza la desigualdad de
Cauchy-Schwartz en (4.1.4):∣∣∣∣∣ πK ∑K

k=1

(
1
R

∑
|n|>re

Pθk(n)hθk(m− n)

)∣∣∣∣∣ ≤ π
K

K∑
k=1

(
1
R

∑
|n|>re

|Pθk(n)hθk(m− n)|

)

≤ π
K

K∑
k=1

1
R

( ∑
|n|>re

|Pθk(n)|
2

) 1
2
( ∑

|n|>re
|hθk(m− n)|

2

) 1
2

Si se supone que el soporte de f(x, y) está en el disco de radio 1, entonces
|Pθk(n)| ≤ 2máx |f(x, y)|, luego:

|e(x, y)| ≤ 2
√
2π

K
máx |f(x, y)|

√
R− re
R

K∑
k=1


∑

|n|>re

|hθk(m− n)|
2

 1
2


(4.1.5)

Se define el error relativo, entonces, como |erel(x, y)| = |e(x,y)|
máx|f(x,y)| , luego

|erel(x, y)| ≤
2
√
2π

K

√
R− re
R

K∑
k=1


∑

|n|>re

|hθk(m− n)|
2

 1
2

 (4.1.6)

En el peor de los casos, la ROI es un solo punto. Aśı, podemos acotar
(4.1.6) por:

|erel(x, y)| ≤
2
√
2π

K

√
R− re
R

K∑
k=1


 ∑

|n|>re−r1

|hθk(n)|
2

 1
2

 (4.1.7)
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Se define entonces hTθk , el filtro truncado, como:

hTθk(n) =

{
hθk(n), |n| < re − ri
0 en otro caso

}
(4.1.8)

Por lo tanto:

|erel(x, y)| ≤
2
√
2π

K

√
R− re
R

K∑
k=1

( R∑
n=−R

∣∣hθk(n)− hTθk(n)∣∣2
) 1

2

 (4.1.9)

La suma interior puede ser escrita en el dominio de la frecuencia, aśı:

|erel(x, y)| ≤
2
√
2π

K

√
R− re
R

K∑
k=1

( R∑
n=−R

∣∣∣ĥθk(m)− ĥTθk(m)
∣∣∣2) 1

2

 (4.1.10)

Donde ĥθk(m) y ĥTθk(m), son las transformadas de Fourier de hθk(n) y
hTθk(n), respectivamente.

La cota superior del error en el método estandar de retroproyección
filtrada puede ser calculado reemplazando hθk(m) en (4.1.10) por el filtro
rampa |r|. La cota superior para el error en la reconstrucción wavelet y
escalada, puede ser obtenido reemplazando ĥθk en (4.1.10) por las expresiones
3.2.32-3.2.35. En el algoritmo desarrollado los coeficientes wavelet y escalados
son reconstruidos directamente de los datos de las proyecciones.

Como indica [78], para mayor comodidad, se puede suponer el cálculo del
error, limitado a los errores de la reconstrucción de la imagen aproximada.
La mayor parte de la enerǵıa de una imagen se compacta en la imagen
aproximada, por lo que la estimación de error para esta imagen da una buena
indicación del error global.

Siguiendo a [54], y considerando la escogencia de la wavelet madre
biortogonal spline cúbica, se asume que los soportes esenciales de la wavelet
madre y de los filtros rampa escalados, se mantienen en errores relativos
menores al 0.4% utilizando cerca de 6 pixeles fuera de la región de interés.
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4.2. El algoritmo

El uso de wavelets para localizar la transformada de Radon fue propuesto
primero en [70]. En [3], se indica que la inversión de la transformada de Radon
no es local en dimensiones pares porque el operador Potencial de Riesz I1−n

no preserva el soporte compacto si n es par. Sin embargo, también indica que
tendrá decaimiento rápido si f tiene momentos de desvanecimiento. Como
todas las wavelets tienen al menos un momento de desvanecimiento, esto
sugiere que la transformada Wavelet de f pueda ser recuperada localmente
desde proyecciones locales v́ıa cualquiera de la fórmulas:

f(x) =
∑
j,k

3∑
i=1

⟨
f, Ψi

j,k

⟩
Ψ̊i
j,k =

∑
j,k

3∑
i=1

⟨
f, Ψ̊i

j,k

⟩
Ψi
j,k

f(x) =
∑
k∈Z2

⟨f, Φj,k⟩ Φ̊j,k +
J∑

j=−∞

∑
k∈Z2

3∑
i=1

⟨
f, Ψi

j,k

⟩
Ψ̊i
j,k

f(x) =
∑
k∈Z2

⟨
f, Φ̊j,k

⟩
Φj,k +

j∑
j=−∞

∑
k∈Z2

3∑
i=1

⟨
f, Ψ̊i

j,k

⟩
Ψi
j,k

f(x) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

2−j
∫ 2π

0

cj,k(θ)ρj,k(x · θ)dθ

El grado de localización depende de qué tan rápidamente el potencial de
Riesz de las Wavelets, decaiga. No obstante, alternativamente, en lugar de
utilizar la v́ıa del potencial de Riesz, al algoritmo propuesto se concentra en
la utilización de las propiedades de las Wavelets B-spline.

El algoritmo de reconstrucción que proponen los autores en [3], basado en
trabajos realizados sobre la localización de la transformada de Radon, vemos
que las wavelets utilizadas son Daubechis de orden 4, 6, y 10. En este trabajo,
hemos acordado en escoger la wavelet biortogonal spline cúbica con soporte
compacto. Para comprobar la reconstrucción de una imagen cuya función
inicial ψ es elegida como una wavelet de este tipo, entonces cada función o
imagen de enerǵıa finita resulta ser una superposición de tales componentes
multiplicadas por un coeficiente. Esta representación de la señal es única y
conserva en los coeficientes la enerǵıa de la misma.
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La imagen original es de un tamaño de 512x512 pixeles, y los datos
de los bordes locales fueron calculados usando solamente proyecciones que
atravesaban la región de interés escogida. Se escoge una región de hasta
91 pixeles de diámetro localizada en el centro del Shepp-Logan Phantom,
utilizando únicamente proyecciones locales. La imagen fue reconstruida
usando el algoritmo de transformada Wavelet separable dada por la ecuación
(3.1.9).

Se muestra la reconstrucción comparada con la reconstrucción estándar
de retroproyección filtrada utilizando la Transforma Rápida de Fourier. Se
implementa un algoritmo aprovechando las propiedades de las wavelets para
localizar la transformada de Radon y usarla para reconstruir una región local.

El algoritmo se basa en la observación intuitiva de que para algunas bases
wavelet con momentos de desvanecimiento lo suficientemente numerosos, la
versión rampa-filtrada de la función de escalado, aśı como la función wavelet
tienen decaimiento rápido. Esto explica que un alto número de momentos
de desvanecimiento, puede contribuir al incremento en el decaimiento de
transformada de Hilbert [12]. Es decir, dada ψ(x) una wavelet diferenciable
con n momentos de desvanecimiento, Hψ(x) está bien definida y tiene a su
vez n momentos de desvanecimiento. Aśı mismo la suavidad de Hψ(x) se
tiene al sacar provecho del dominio de Fourier de la transformación, y el
hecho de que la suavidad de una función se relaciona con el decaimiento de
su transformada de Fourier. En general, cuanto mejor sea el decaimiento de
la transformada de Fourier, más suave es la función, y viceversa. Como la
wavelet B-Spline cúbica es una señal de enerǵıa finita y pertenece al espacio
de Sobolev W 2,p(Ω) para todo p < 3 + 1

2
, [67]; esto explica la suavidad de

la wavelet y su transformada de Hilbert, que muestra el algoritmo diseñado,
las cuales son ambas dos veces continuamente diferenciables.

Por tanto, la propuesta de un algoritmo cuyo reconstructor se diseña
a partir de wavelets escaladas y wavelets madre tipo B-spline cúbicos, es
una elección plausible puesto que ellas son wavelets con soporte compacto
continuamente diferenciables. De hecho, este es el caso de la wavelet spline
cúbica escogida pues es continuamente diferenciable, tiene momentos de
desvanecimiento, y satisface las condiciones de decaimiento.

La importancia de este resultado es formalizar que, al exigir que
ψ(x) tenga un gran número de momentos de desvanecimiento, se puede
efectivamente hacer que Hψ(x) sea tan localizada como ψ(x). Hasta
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ahora, esto se hab́ıa observado cualitativamente con la localización de la
transformada wavelet de la transformada de Radon, [19]. Teniendo en cuenta
el caso especial de ψ(x) Wavelet B-spline de grado n − 1, entonces Hψ(x)
vuelve a ser una wavelet B-spline fraccional del mismo grado, y por lo tanto
tiene el mismo decaimiento, [66].

Por lo anterior, se garantiza la predicción de la reconstrucción propuesta,
ya que se sabe que ψ(x) tiene n momentos de desvanecimiento. El método
mostrado utiliza las propiedades de las wavelets B-spline cúbicas para
localizar la transformada de Radon y poder reconstruir eficientemente una
región local del Shepp Logan phantom, a partir de datos digitales.

4.3. Resultados

Se diseñó y se implementó el Reconstructor ITRW-BSC (Inversión de la
Transformada de Radon utilizando Wavelets B-Spline Cúbicos), Tomograf́ıa
Local basada en waveletes versión α. Es una herramienta de software
desarrollada sobre Matlab R⃝ para mostrar gráficamente la recuperación de
una región de interés (ROI) centrada del Shepp-Logan phantom, equivalente
a localizar e invertir la transformada de Radón utilizando B-spline cúbicos.

En su estado actual, la herramienta es un apoyo didáctico y la gráfica de
la interface se muestra a en la figura 4.1.

En la figura 4.2 se ilustra la región de interés, donde se puede variar la
cantidad de pixeles del diámetro de la misma.

En la figura 4.3 se contrasta el resultado de la reconstrucción obtenida
del algoritmo propuesto frente a la utilización del método basado en FFT se
utilizan 10 proyecciones

En la figura 4.4, se utilizan 55 proyecciones, y en la 4.5 se utilizan 80
proyecciones.

Se evidencia claramente la eficiencia del algoritmo propuesto.
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Figura 4.1: Interface ITRW-BSC
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Figura 4.2: Region central del phantom

Reconstrucción usando FFT Reconstrucción usando B-spline

Figura 4.3: Recontrucción utilizando 10 proyecciones
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Reconstrucción usando FFT Reconstrucción usando B-spline

Figura 4.4: Recontrucción utilizando 55 proyecciones

Reconstrucción usando FFT Reconstrucción usando B-spline

Figura 4.5: Recontrucción utilizando 80 proyecciones
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caracteŕıstica, 5
decrecimiento rápido, 11
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fórmula de Plancherel, 28
inversa, 33
propiedades, 30
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