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Introduccion

La Tomografia local, llamada también tomografia interior, esta dentro
de los denominados problemas inversos. Este consiste en recuperar los
valores de una imagen (funcién), en alguna regién de interés, conociendo las
proyecciones de rectas que atraviesan una region de estudio en la imagen
(funcién).

Debido a que la teoria de Wavelets es una alternativa que permite
representar una senal en un espacio de tiempo-frecuencia, facilita el proce-
samiento local de senales no estacionarias. Lo anterior, es propicio en este
proyecto, ya que, ademés de poder descomponer los datos de una imagen
en coeficientes de altas y bajas frecuencias para su analisis; la transformada
Wavelet de f puede ser recuperada localmente desde proyecciones locales.

En este trabajo, se estudian y se aplican las transformadas que inter-
vienen en el problema interior de tomografia local. Se describe y aplica
el denominado Analisis Multirresolucién y se utilizan bases de wavelets
biortogonales para la localizacion y solucién de dicho problema.

La implementacion de la solucion al problema, se evidencia ejecutando
el algoritmo que se ha denominado reconstructor ITRW-BSC - Inversién
de la Transformada de Radon basado en Wavelets B-Spline Ctbicos -,
desarrollado bajo el software MatLab®. Para facilitar su ejecucion, se ha
implementado una interfaz grafica que amigablemente simula, para una
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regiéon central de la imagen del Shepp-Logan phantom, los procesos que
intervienen en su reconstruccion.

El éxito del algoritmo propuesto, radica en que la base formada a
partir de wavelets B-spline ctbicos de soporte compacto, tiene suficientes
momentos de desvanecimiento para que la funcién de escalado filtrada, como
la wavelet madre y su transformada de Hilbert, tengan decaimiento rapido.
En consecuencia, se favorece la localizacién de la transformada wavelet de la
transformada de Radon y, por tanto, la inversion, es decir, la reconstruccion
de la regién de interés.

El trabajo estda organizado de la siguiente manera: en el capitulo 1 se
describen las transformadas de Fourier, de Hilbert y de Radon, enunciando
las principales propiedades de estas y su relacién con la tomografia local.
En el capitulo 2 se hace una breve introduccion al andlisis wavelets que
incluye el analisis multiresolucién para determinar las wavelets escaladas y
las waveletes madre y su utilizacion en el tratamiento de imégenes digitales.
El capitulo 3 es el corazon de este trabajo, ya que se trata el problema
de tomografia local como un problema inverso, se utiliza el teorema slice
de Fourier para la recuperacién de la funcion y se utilizan waveletes
biortogonales como otra alternativa para recuperar la transformada inversa
de Radon. En el capitulo 4, se hace una introduccién al andlisis del error
en la reconstruccion, para luego centrarse en las consideraciones practicas
de la implementacién del algoritmo reconstructor ITRW-BSC - inversién de
la transformada de Radon basado en Wavelets B-Spline Crtbicos - version
«, desarrollado sobre MatLab@®. Finalmente se muestran graficamente
los resultados obtenidos al comparar la regiéon central del Shepp-Logan
reconstruida al utilizar wavelets biortogonales, frente a la reconstruccion
realizada utilizando transformada rapida de Fourier.

Resaltamos que el trabajo estd basado en el articulo referenciado en [3].
Queremos expresar nuestros agradecimientos al profesor Jairo Villegas

por sus aportes y orientaciones en la realizacién del presente trabajo. Su
ayuda resulto invaluable.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Introduccion

En este capitulo se presenta un resumen de resultados basicos del
andlisis de Fourier omitiendo sus pruebas, las cuales se pueden encontrar en

algunos de los siguientes textos [5], [8], [13], [33], [46], [60], [68], [71], [75], [79].

Se recuerda que Li(RR) es el espacio de todas las funciones f : R — C, tal
que [, |f()|dt = || f]l, < oo. De igual forma se tiene para Ly(R), el espacio
las funciones cuadrado-integrables, la norma:

1 fllz, = (/R \f(t)\?dt)l/2 < 0.

Este espacio dotado con el producto escalar:

<f7 g>L2 = Af(t)mdt7

donde ¢(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio Ly(R) es de Hilbert. Las funciones f, g € Ly(R) son ortogonales si
(f,g9)r, = 0. En general, L,(R) (p > 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f : R — C, tal que [, |f(¢)[Pdt = 1%, < oo, donde:

11, = ([ 1£0par)

es la norma de f en L,(R). Otro espacio que se utilizard es ¢5(Z), el de las
sucesiones (z;), j € Z, tal que Y. |;]* < oo.

Sea ' =Co R, X y Y espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una funciéon 7' : X — Y tal que
T(au + bv) = aT(u) + bT(v), para cada a,b € F y cada u,v € X. El
operador T' es continuo en ug si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que si:

|lu —uo||x <9 entonces ||Tu—Tuplly <e. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada uy € X se dice que T" es continuo en X. Si §
no depende del punto ug se dice que T' es uniformemente continuo en X.

El operador T es acotado si y solo si existe una constante ¢ > 0 tal que
IT u|ly < cllul|x para cada u € X.

Si f,g € L1(R), entonces la convolucién de f y g, denotada f*g, se define
por:

G*gxﬂziéf@—zwwﬂz

Un sistema de funciones {¢;,j € Z}, ¢; € L2(R), se llama ortonormal si:

/R by ()or (D)t = 631,

donde 0 es la delta de Kronecker. Es decir,

5o — 1, sij=k;
k=00, sig#k

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V' de Ly(R) si
cualquier funcion f € V tiene una representacion de la forma:

F&) = cioi(t),

J
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donde los coeficientes ¢; satisfacen Y. |c;|* < oo. En lo que sigue se

utilizard la notacion -, =>°2 | [ = S e =l y (e

La funcién caracteristica del conjunto A, x4, se define por:

1, teA;

También se utilizard la notacién T{A} para denotar esta funcién y la llaman
funcién indicadora.

El soporte de una funcién f: A C R — C, denotado sopf, se define por:

sopf ={z € A: f(z) # 0}.

1.2. Transformada de Fourier

En esta seccion se recordard la definicion y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definicién 1.2.1. Sea f € L1(R) y w € R. La transformada de Fourier de

f en w se define por:
:/f@fmﬁ
R

/ )] dt = / POt = [ fllo, < o0

se tiene que la transformada de Fourier estd bien definida. La aplicacién
f— f se llama transformacién de Fourier y se denota por F (F(f) = f ).
La funcién f es continua y tiende a cero cuando |w| — oo (Lema de
Riemann-Lebesgue). Es claro que F(a f +bg) = a F(f) + b F(g), para cada
a,b e R.

Como:

En general f' no es una funcién integrable, por ejemplo, sea:

L <
f“)—{o, 1> 1.
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Entonces:

1 —iw __ iw
fo) = [ = [
-1 —1Ww

2sen w

= ¢ L1(R).

w

~

Si f(w) es integrable, entonces existe una versién continua de f y se puede
obtener la férmula de inversion de Fourier:

() = F U (f(w)) = %/Rf(w)ei“tdw. (1.2.1)

La siguiente proposicién recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Proposicién 1.2.2. Sean f, g € Li(R), entonces:
1. (mf)(w) = e f(w), donde (7.f)(t) = f(t — a).
2. (rof)w) = (€700 f) (w)
3. [xg=1g
4. Sie>0ygt) = glet) entonces: j(w) = e 'glw/e).

Otro resultado 1til es el siguiente: Si f, g € L1(R) N Ly(R), entonces:

1 A
£z = 2—/]f(w)|2dw (férmula de Plancherel) (1.2.2)
T JR

(f,9)2 = %/Rf(w)mmu (férmula de Parseval). (1.2.3)

Por extensién, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
f € Ly(R). En virtud a que el espacio L;(R) N Ly(R) es denso en Lo(R).
Luego, por isometria (excepto por el factor 1/27) se define f para cualquier
f € Ly(R), y las férmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen validas para todo
f7 g S L2 (R)

En teorfa de senales, la cantidad ||f|| mide la energia de la senal,
mientras que ||f]|2 representa el espectro de potencia de f.
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Si f es tal que [ |t[¥|f(t)|dt < oo, para algin entero k > 1, entonces:

L = [ (1:24)

Reciprocamente, si [, |w|¥| f(w)]dw < oo, entonces

F(f9) (w) = (iw)* f (). (1.2.5)
1.2.1. Serie de Fourier

Sea f una funcién 2r—periédica en R. Se escribird f € L,(0, 2m) si

F)x,2m(t) € Ly(0,27), p=>1

cualquier funcién f, 2r—periddica en R, tal que f € Lo(0,27), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en Lo (0, 27):

f(t) _ cheint’

donde los coeficientes de Fourier son dados por:

— 1 /27r f(t) —intdt
Cp = o ; (& .

Se puede verificar que si f € Li(R), entonces la serie, formula de sumacion
de Poisson,

sty =3 f(t+2k7r):% S e (1.2.6)

converge casi para todo t y pertenece a Lq(0,27). Ademds, los coeficientes
de Fourier de S(t) estdn dados por

1 -

o = 5 f k) = F()(=)

En efecto, para ver la expresién (1.2.6), basta probar que

/2ﬂ2|f(t + 2km)|dt < oc.
0 &
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Para la segunda parte se calculan los coeficientes de Fourier de S(t), que son
los valores de la transformada de Fourier de f en los enteros. Esto es, sea

entonces h es 2r—periddica y ademds, sus coeficientes de Fourier son

R 1 27 ] 1 27 0 )
h, = — h(t)e ™dt = — t + 2k —int g
w [ L[]S st
= Z / f(t + 2km)e” ™ dt
27r
k=—0oc0
2m(k+1) ( )
—1n z—2km
- d
S :
k=—oc0

= %/Oo f(z)e ™ dz = %f(n)

Como consecuencia de la formula de sumacion de Poisson tenemos

Z flw+ 2km) = Z f(n)e™™ (1.2.7)

k=—o00 n=-—00

donde f es una funcién tal que f € Ly(R), continua, y $.°°
absolutamente.

f(n) converge

n*—oo

1.3. Distribuciones y espacios de Sobolev

En esta seccion se recogen algunos resultados basicos sobre distribuciones.
La teoria de distribuciones libera al cdlculo diferencial de ciertas dificultades
que provienen del hecho de que existen funciones no diferenciables. Este hecho
extiende el célculo a una clase de objetos llamados distribuciones o funciones
generalizadas, que es mucho mayor que la clase de funciones diferenciables.

Sea () un abierto de R",

D(Q2) = C5° () = {p € C(Q) : sop ¢ es un compacto contenido en Q}.



1.3 Distribuciones y espacios de Sobolev 9

D(Q2) denota el espacio vectorial de las funciones de prueba.

Si K es un compacto de €2 entonces:
Dr(Q2) = {p € C(Q) : sopp C K}.

Una funcién tipica de D(£2) es:

p(x) = {0 i ] > 1

cexp(w;_l) si|z] <1,

donde x = (z1,...,7,) € R* y |z| = /a2 +---+ 22, la constante ¢ se

escoge de tal forma que [p, p(z)dz =1; ¢ € C*(R") y su soporte es la bola
unitaria en R", es decir, sop ¢ = By (0).

Una expresion de la forma a = (ay, ..., ;) con a; un entero no negativo,
para cada ¢ = 1,...n, se llama un multi-indice. Para el multi-indice «

definimos el orden de «, denotado |a/, por

Six=(x1,...,2,) €E R" y a = (ay,...,q,) es un multi-indice, entonces
definimos
olely
[C AP a 01,02 @
0 = ————7—, 2% =a"ay? - ann.

a1 Y
Ox* ... 0xon

Sea (¢;)32, una sucesién de funciones en D(€2), ¢; — ¢ € D(12), cuando
j — 00 si:

a) existe un compacto K C Q tal que para cada j sopp; C K
b) 0%p; — 0%p uniformemente en K, para cada multi-indice a.

La convergencia uniforme en K de la sucesion (0%p;)52, significa que:

sup [(0°¢; — 0°¢) ()] — 0,
zeK

cuando j — oo. Una aplicaciéon f es continua en D(€) significa que para
cada sucesién (¢;)3° con limite ¢, se tiene (f, p;) — (f, ), cuando j — oo.
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Definicién 1.3.1. Sea Q2 un abierto de R™. La aplicacion T : D(2) — C es
una distribucion si:

a) T es lineal.

b) Para cada compacto K C Q existe una constante Cx > 0 y un entero no
negativo m (depende de K ) tal que

(T, @) < Ck Y sup |0%p(w)],

la|<m rzeK

para cada ¢ € D (Q) y para cada multi-indice «.

En otras palabras, una distribucién es un funcional lineal y continuo

sobre D(Q). El espacio de todas las distribuciones sobre ) se denota por
D'(Q2). Es decir, D'(2) = L(D(Q2),C) es el dual de D(12).

Un ejemplo tipico de distribucién es la delta de Dirac, esto es,
considerando el funcional lineal § : D(R) — R definido por (J, ¢) = ¢(0),
para cada ¢ € D(R). En efecto, si K es un compacto de R y ¢ € D(R)
entonces

0.)] = p(0)] < méx ()],

aca Cx =1y m=0.

Algunas propiedades importantes de las distribuciones tales como la
multiplicacién de una funcién por una distribucion y la derivada generalizada
se definen a continuacion.

Multiplicacién de una funcién v € C*°(2) por una distribucién 7: Para cada
¢ € D(Q) se define uT" por

(T, p) = (T, up),

uT" esta bien definida ya que si ¢ € D(Q2) y u € C*°(Q) entonces ugp € D(12).
Derivada de una distribucién: Si @ un multi-indice y 7' € D’(Q2) se define la
derivada de T para cada ¢ € D(Q2) por:

<aaT7 90> = (_1)|a‘<T’ 80[90)'

Con el propoésito de extender la transformada de Fourier a las distribu-
ciones, definamos las funciones de decrecimiento rapido.
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Definicién 1.3.2. Sea ¢ € C®(R"). ¢ es una funcion de decrecimiento
rapido si para cada o y B multi-indices, existe una constante positiva M tal
que:

‘x“@ﬂgp(aj)’ < M, Vo e R™

El conjunto de todas las funciones de decrecimiento rapido forma un
espacio vectorial real (o complejo) y lo denotamos por S(R") y se llama
espacio de Schwartz. Los elementos de este espacio se llaman funciones de
prueba de decrecimiento rapido.

Una sucesién (¢;) converge a 0 en S(R") si y sélo si 2%0°p;(x) — 0
uniformemente en R" cuando j — oo.

El dual topolégico S'(R") = L(S(R"),C) se llama espacio de las
distribuciones temperadas.

El funcional lineal 7' : S(R™) — C es continuo si para cada sucesion (p,) tal
que ¢; — ¢ en S(R") se tiene (T, ;) — (T, p) para cada ¢ € S(R™).

1.3.1. Espacios de Sobolev

En este apartado se introducen los espacios de Sobolev y algunas de sus
propiedades mas importantes. Si se quiere estudiar la regularidad de una
funcion de soporte compacto o de una distribucién es usual analizar el com-
portamiento de su transformada de Fourier en el infinito. Una forma alterna
de hacer este andlisis es midiendo la diferenciabilidad en términos de normas
de L, las razones son dos:

i) Ly es un espacio de Hilbert.
ii) La transformada de Fourier, la cual convierte diferenciacién en multipli-
cacién por polinomios, es una isometria (isomorfismo que preserva normas).

Definicién 1.3.3. Sea m > 0, p > 1 y Q un dominio de R" (n > 2). El
espacio de Sobolev W™P(Q) se define como:

W™P(Q) ={u € L,(2) : 0% € Ly(Q), Ve, |af <m}.

Es un espacio vectorial normado equipado con la norma de Sobolev:

1/p 1/p

el = /Q Z |0%ulPdx = Z 10%ull}, ()

laj<m laj<m
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Propiedades

—~—

L. WmP(Q) = C™(§2) (completado) en la norma de Sobolev || - |[wmrq).

2. (WmP(Q), || - [lwme) es un espacio de Banach.
m—Wm’p(Q) m,p m . «

3. C(Q) = Wy"P(Q) = {u € W™P(Q) : 0ulsg = 0, |a] <
m — 1}, W"P(Q) es un subespacio de W™?(Q) (acd 0%u|gqn denota la
extensién de 0%u a la frontera de ).

4. (WP(Q)) == W—™4(Q), donde % + % = 1, se llaman espacios de
Sobolev negativos (si p =1, (W™(Q)) = W=>2(Q)).

5. Siue WP (Q) y v e W™™9(Q) es integrable, entonces:

‘/ uvdx
0

6. Sim > k entonces:

< Jullwme@yllvlw-ma@y, - +-=1.
r(©) @ ot

WmP(Q) cWH(Q) y |- lwee@) < I lwma ),
en particular, W?(Q) = Lyo(Q) y || - [lwow) = || - [lp-
Si p =2, en lugar de W™?(Q) escribiremos H™ (), o sea,
H™(Q) ={u e Ly(Q) : 0% € Lao(), |oof < m},

H™() es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por:

U, V) prm(q) = 0%u 0%vdx,
{u, v) m (@) /QZ

la|<m

u,v € H™(Q). La norma en H™ () es:

1/2

[ullm @) = /(v Em@) = Z ||5au||%2(9)

laf<m

Para s € R, el espacio de Sobolev H*(R) se define por:

H*(R) := {f € Ly(R) : /R(l + [2)°| f(2)[Pdz < oo},
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donde f es la transformada de Fourier de f. H*(R) equipado con el producto
interno:

U ) re = / (1+ [22)° f(2)3(@)de

es un espacio de Hilbert. También se le asocia la norma:

1= ([ 0+ Y o ) "

1.4. Transformada de Hilbert

Definicién 1.4.1. La transformada de Hilbert se define como

wr = fa) =+ [ L
s t—T
R

Que es equivalente a una rotacion de 90 grados en la fase de cada
componente armoénica de la senal. Claramente se puede ver que la
transformada de Hilbert es un operador lineal. La transformada de Hilbert
permite filtrar la senal mostrando las frecuencias que realmente interesan
y eliminando el ruido de las frecuencias mayores de 250Hz. Realiza la
transformacién sobre la senal temporal devolviéndola filtrada también, en
el dominio del tiempo.

La transformada es una integral impropia, puesto que para t = s el
integrando tiene una singularidad. Para evitar este problema se supone que
se calcula la integral de forma simétrica en torno a s = t segun la siguiente
ecuacion:

fu(t) = %/ Sf(_T)TdT =lime — 0 %dT + %dT
[e¢) 0 t+e

Se sigue de la definicién (1.4.1) que la transformada de Hilbert es la
convolucién de f(t) con =, es decir,

fult) = =« f(0)
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La transformada inversa de Hilbert esta dada por:

_ 1 [ fulD)

™ t—T1
R

ft)

Ejemplos
7_[{81_111‘,} _ l—cost

t t

H{o(t)} =%
H{z)t =1

H{1} = —md()

1.4.1. Propiedades de la transformada de Hilbert

1. La transformada de Hilbert de una constante es cero.
2. Las funciones f y H f son ortogonales.

3. H{HF()} = —f (D).

4. Las normas de una funcion y su transformada de Hilbert son iguales,
es decir,

LA = I @]

Las demostraciones de las propiedades anteriores se pueden consultar [57].

La discretizacion de la transformada unidimensional de Hilbert viene dada
por:

sin?(7n/2)

Hi()=2 3 ft-na)

n=—oo

, n#0
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1.4.2. La transformada de hilbert 2D

El enfoque basico para la transformada de Hilbert 2D es simplemente
extender el dominio de la convolucién,

—ioo f(u,v) udv = ! x f(x
W) = % [ Sy =~ [l

—0o0

1.5. Transformada de rayos X y de Radon

Definicién 1.5.1. Considérese la esfera unidad S™ ', y sea 6 que pertenece
a S"' y ©1 el hiperplano que pasa a través del origen ortogonal a 0.
Parametrizando la linea 1(0,y) en R™ especificando su direccion 0 € S™1
y el punto y donde la linea intersecta al hiperplano. La transformada de
rayos X de una funcion f € Ll(]R”) estd dada por

Pf0,y)=Pof(y) = [p fly+1t0)dt , yeor

1.5.1. Transformada continua de Radon

La transformada de Radon de una funcién f(z,y), denotado por Rf (6, s),
se define como la integral de linea de f a lo largo de una linea L inclinada
en un angulo # y a una distancia s desde el origen.

Formalmente:

Rf(O,s) = / f(z,y)du :/ / f(z,y)d(x cos O+ysinO—s)dzdy (1.5.1)
L —o0 J —o0
donde §(z) es la medida Delta de Dirac.
La transformada de Radon mapea puntos del plano xy del dominio de f,
en puntos (6, s) del plano fs. A cada punto (6, s) le corresponde una linea

del dominio (z,y). Note que (6, s) no es la coordenada polar de (z,y).

Mas especificamente tenemos:

R : 0(R?) — C°(R x SY)
[ — Rf
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Figura 1.1: Transformada de Radon 2D

La Transformada de Radon en Coordenadas Polares

Si la imagen de la funcién f(x,y) viene dada en forma polar como
g(r,0) = f,(z,y), entonces:

Ry(s.0) 7 9(Vs? +u?, 0 4 arctan(u/s))du, sis#0
g5 o) = I 9(u, 0+ 3)du, sis=0

Proposicion 1.5.2. Bajo las hipdtesis de la definicion 1.5.1:
Pyf(n) = (2m)72f(n), neo*

Rof(0) = (2m)"V2f(00), o€R

donde f es la transformada de Fourier.

Demostracién. Sea n € ©1. Entonces,
Pef( ) (2m)~ 1/ f Pf(0,x)e™"<*"dx
-(1/2) f fR x + s0)dse <" dx
om0 - sy — om0
Ahora,

(Rof)(0) = Sz fiw e Raf(s)ds
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— \/LTW Jer €7°7% [,0 f(s0 4 y)dyds
Haciendo x = s + y y dx = dyds se obtiene:

—

RoD)(0) = S fon € fyu fla)da

y como s = . x, entonces:

®(0> _ \/%fml e=io0) [ f(x)de = \/%fw =590 f ()d

luego:
1 7o Ay 11 —iz-o0
o) (Rof)(o) = VIR fRn € f(z)dx

L Raf)(0) = - (00)

Rof)(0) = Y2 f(06) = \/2n)" 1 [(06)

Rof)(0) = (27)"D/ F(06) (1.5.2)

O

Las transformadas de rayos X y de Radon son casos especiales de la
transformada general k- plano, la cual mapea las integrales de linea de
una funcién sobre un subespacio k- dimensional afin, para un ejemplo ver [35].

Existe una relaciéon fundamental entre la transformada de Radon y la
transformada de Fourier de una funcién. Esta relacién se conoce como el
teorema de Slice de Fourier

Proposicién 1.5.3. Para el caso continuo la transformada de Fourier 1D
con respecto a s de la proyeccion de Rf (0, s) es igual a la "rebanada” central,
en dngulo 0, de la transformada 2D de la funcion f(x,y). Esto es,

—~ o~

RfO,&) = f(Ecosb, £sinb)
donde

]’c\(&7 52) _ \/%/ / f(:E, y>e—i(w§1+y52)dxdy

es la transformada de Fourier 2D de la funcion f(z,vy).



18 Preliminares

Demostracion. Rotando el sistema de coordenadas xy obtenemos el sistema
de coordenadas (s, u), donde

s =xcosf + ysinfb

u= —zsinf + ycosb

Usando el sistema de coordenadas (s,u) la ecuacion (1.5.1) se puede
expresar como:

RfO,s) :/ f(scos® —usin®, ssinf + wucos)du (1.5.3)
Usando esta ecuacién en la definicién de @(0, €), se obtiene

RF(0,€) = = [ RF(0,5)eds
Rf(0,€) = \/% ffooo ffooo f(scosf —usinf, ssin@ + ucos 0)e~“*dsdu

Cambiando el sistema de coordenadas (s,u) a (z,y), se obtiene:

TH0.6) = - [, [ S yhetobestoscsntiy

~

RF(0,€) = F(£cosb, Esin0) O

1.5.2. La Transformada continua de Radon en R"
La transformada de Radon de una funcién f(z), z € R™ estd definida

por:

RF(0, 5) = Rof(s) = / f@)dT = [ £(sF + )y

7.0 =s 0+

_>
donde 0_): (cosf, sinf), 6 € [0,27), s € R y 0+ es el subespacio perpendi-
0
Rf(0,s) representa la integral de linea de f en el hiperplano de R"
perpendicular a # y a una distancia s desde origen.
Los puntos en el subespacio §+ estdn dados por 0+ = {s : s € R}.

Es facil demostrar que la transformada de Radon cumple con,

Rf(—0,s) = RF(0, —s).
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Al igual que en los casos anteriores, la transformada de Radon continua

en R" satisface el teorema teorema de Slice de Fourier, esto es, dada
f(x), z e Ry 6 € S"! fijo,

Rof (7) = F(0) (1.5.4)
para todo vy € R (R representa el dual de R).

Escribiendo la férmula usual de inversion de Fourier en coordenadas
polares tenemos:

flz) = / / Ro f (r)e>™ (@O |p|"~1dpdg (1.5.5)
Sill —00
donde Sﬁ’l denota la mitad superior de la esfera en R".

La ecuacion anterior se puede generalizar de la siguiente manera. Dado
a € R, se define el operador potencial de Riesz, I* como:

Iof(e) = e f(€)

Si a < n, entonces
1 —ap#H( 7a+l-—n
f=gImwe Rof)
Vemos que I72 = —(27)72A, donde A es el operador Laplaciano, y

Af = —An2I72f = —272 [ IRH(I*T "Ry f)

I7! es el operador Lambda y lo denotamos I=! = A. Obsevamos que:

Af=T"f= %I-a—lm#(laﬂ—"m /)

si hacemos a = —1,

Af = %%#(I-”m f)

Similarmente, el operador A~! satisface:

A= %3%#(12"%9 )
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1.5.3. Propiedades basicas de la Transformada conti-
nua de Radon

A continuacién se enuncian algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Radon en 2D, pero se cumplen también para R"™: linealidad,
desplazamiento y rotacion.

1. Linealidad. R(f1 + f2)(s,0) = Rf1(s,0) + Rfa(s,0)

Es decir,

R(fr+f2)(s,0) f f (fi(z,y)+ fa(z,y))0(x cos O+ysinbs)dxdy =
2 5 iz, y) xcos¢9+ysm¢93)dmdy+f_oo [ fo(@,y))6(x cos 6 +
ysind — s)dzdy

=Rfi1(s,0) + Rfa(s,0)

2. Desplazamiento. Asumiendo que la funcién f(x,y) es desplazada, es
decir,

h(z,y) = f(x — 70,y — v0)
Entonces
Rh(s,0) =Rf(s — so,0) donde sg = xycosb + yosin 6
En efecto,

= [Z_ 7 h(z,y)d(x cosd + ysind — s)dzdy
ffooo ffooo flz — 20,y —yo)d(x cosf + ysinh — s)dzdy

sea: W =T —x9,2=Y— Yo = drv=dw, dz =dy

Rh(s,0) = [ f f(w, 2)8((w + z0) cos 0 + (2 + yo) sin @ — s)dwdz
f foooof )o(w cos O + zsin O + x cos O + yosinf — s)dwdz
foooofoooof )o(wcos O + zsinf + sy — s)dwdz
= [ )7 fw, 2)0(wcos O + zsin — (s — sg))dwdz
=Rf(s —50,9)

Se puede ver de esta propiedad que sélo la coordenada s es movida.
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3. Rotacién. Expresando f(z,y) en forma polar tenemos, f(z,y) =
fp(r, @), si hacemos una rotacion ¢y,

es decir sea h(r,¢) = f(r,¢ — ¢o)

Entonces:

Rh(s,0) =Rf(s,0 — ¢)

= ffooo ffooo h(r,$)o(r cos ¢ cos @ + rsin¢sin @ — s)|r|dpdr
sea @ = ¢ — ¢g = da = do

= [ S [ a)d(reos(a — (& — o)) — s)|r|dadr
=Rf(s,0 — ¢o)

Ejemplos

1. Consideremos un objeto sencillo sobre un fondo uniforme. Supongamos
que la figura 1.2 representa un corte transversal del objeto.

Y

‘Lf Detector

-
N
|

/

i —A

Haz de rayos

Figura 1.2: Corte transversal

Si suponemos que cuando un rayo pasa a través del cuerpo la atenuacién
es constante podemos representar dicha atenuacién como una funcién f(z,y)
definida asi,
Fa.y) :{ A siz?+y*<r?
’ 0 en otro valor
(Suponemos que el objeto tiene centro en el origen)
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La proyeccién de f(z,y) en el detector estara dada por
= [7 Joo f(@,y)d(x cos O + ysin 6 — s)dxdy

Como el cuerpo es simétrico respecto al origen la proyeccion sera la
misma para todos los valores de f(es decir, no depende de #), por lo tanto
la calculamos para # = 0 con lo cual obtenemos

= 7 o f@,y)d(x — s)dady
ffooo f(z,y)0(x — s)dx = f(s,y), luego
Joo oo fa,y)o(a — s)dedy = [ f(s,y)dy

y como

A sis?4y?<r?
fls,y) = { 0 en otro valor

f(s,y) =A si —vr?2 —s2 <y <+/1r?2—s2 por lo tanto,
S5 %5 Fay)d(a — s)dady = [V755 Ady = 247
=9(0,5) = g(s)

donde g(6,s) = Rf(0, s)

es decir,

0, 5) = gls) = 2AVr?2 — % sis| <r?
S8/ =98 = 0 sils| >r

2. Calcular la Transformada de Radon de la funcién f(z,y) = e~ (" +°)
Esta funcién en su forma polar es,

g(r,0) = e, luego,

Ry(s,0) = [7°_g(V's* + u?, 0 + arctan(u/s))du

o0 (<2 2 _ 2 o0 _ .2 2
= [Z ey = e [ e du = 7'/2e

o0

3. Transformada de Radon del Shepp-Logan phantom.

En la figura 1.3 se muestra la imagen del phantom y su transformada de
Radon.
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S 0 = L 2

Figura 1.3: Phanton y su tranformada de Radon

1.5.4. Operador Retroproyeccion

Otro operador fundamental para el estudio de la tomografia es el operador
retroproyeccion, que se define como sigue:

Dada una funcién h(6,t) definida en S"' x R, definimos el operador
retroproyeccién R% por

R*h(z) = /Sn“ h(0, z . 0)do (1.5.6)

donde el par (6,t) es la parametrizacién del hiperplano {z : .60 = t}, y
la funcién h estd definida en el hiperplano (n — 1)-dimensional de R". En
este caso, R7h(z) es la integral de h sobre todos los hiperplanos que pasan
a través de x.

1.5.5. Foérmula de retroproyeccion filtrada

La ecuacién (1.5.6) es la base para muchos proyectos de reconstruccién
de la transformada de Radon.

Dado f(z), z € R, g(0,t) = go(t), 0 € S" 7', t € R,
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f =R (g0)(x) = RF (Rof * go) () (1.5.7)

donde la convolucion del lado izquierdo es con respecto a x € R™ y de la
parte derecha es con respecto a t € R.

En efecto, tenemos que:

I+ R (g0) () = R7 (o) * f(x) = . Rg(x —y)f(y)dy
= [ [ a0 oyinsy
=[] a0 @ oy

haciendo la sustitucién y = s0+ z, z € 6+ en la integral anterior, obtenemos:

R#(go) * f(z) = /S /R /GL 9(0, x.0 — ) f(s0 + 2)dzdsdb
= / / g(0, x.0 — s)Rf(0,s)dsdd
Sn—l ]Rl

Luego,

R* (go) * f(x) = R* (g * Ro f)(x) (1.5.8)

Esto quiere decir que si ¢ se determina de modo que 2% ¢ se aproxima
a O-funcién, entonces una buena aproximacién de f se puede obtener
por convolucién simple y retroproyecciéon. Guédon y Unser han utilizado
este método para calcular los cuadrados de las proyecciones de funciones
polinémicas suaves a trazos con nodos espaciados uniformemente [30].



CAPITULO 2

Introduccion a las wavelets

2.1. Introducciéon

El origen de la descomposicién de una senal en wavelets estd en la
necesidad de conocer las caracteristicas y particularidades de la senal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [1], [9], [10], [13], [20].
Una de las ventajas de las wavelets frente a los métodos clésicos, como la
transformada de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de
funciones bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto es, el andlisis
en frecuencia obtenido del andlisis de Fourier es insensible a perturbaciones
que supongan variaciones instantaneas y puntuales de la senial como picos
debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como tendencias. La
transformada de Fourier f (w) proporciona la informacién global de la senal
en el tiempo localizada en frecuencia. Sin embargo, f (w) no particulariza la
informacion para intervalos de tiempo especificos, ya que

fw) = / " (et

y la integracién es sobre todo tiempo (ver [9]). Asi, la imagen obtenida no
contiene informacién sobre tiempos especificos, sino que solo permite calcular
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el espectro de amplitud total | f(w)|, mientras que la mayoria de las wavelets
interesantes presentan una buena localizaciéon en tiempo y en frecuencia,
disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto.

En este capitulo se presenta una introduccion a la transformada wavelet
y al analisis multiresolucion.

2.2. Transformadas wavelets

El andlisis wavelets es un método de descomposicién de una funcién o
senal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposicién es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una senal f(¢) se descompone en
una suma infinita de arménicos e™? de frecuencias w € R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f, f (w):

f(t) _ %/_OO f(w)emdw’ donde f(w) :/_OO f(t)eithdt'

El analisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una funcién en un conjunto abierto, no importa cuan pequeno, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la senal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstruccion.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoria wavelets se basa en la representacion de una funcién en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una funcion
fija ¢, la wavelet madre que, en general, no es senoidal. Por ejemplo,

1 t—>b

t) = ——| —— | Wy, f(a, b)dadb

1) ﬂwW( )Wy f(a,b)

en donde Wy, f es una transformada de f definida adecuadamente.

Se define el operador isotropico n-dimensional, D,, con a > 0, y sea
1YV(x) = f(—x) para x € R" como:

Daf(x) = a"?f(x/a)
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entonces la transformada wavelet continua también se puede escribir
como:

Wy f(a,b) = f * Dap" (D)

Y en forma discreta se tiene un desarrollo en serie:

F&) = cju2P0(2t — k)
7.k

en donde se suma sobre las dilataciones en progresion geométrica. Para

conservar la norma en Lo(R) de la wavelet madre 1, se insertan los factores

—L_ v 29/2 respectivamente.

Jal

Definicién 2.2.1. Una wavelet ¢ es una funcion cuadrado integrable tal que
la siguiente condicion de admusibilidad se tiene:

_ [ )P
Cy ._/R @] dw < o0, (2.2.1)

donde ¥(w) es la transformada de Fourier de 1.

Observacién 2.2.1. Si ademds ¢ € L;(R), entonces la condicién (2.2.1)
implica que fR (t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver

p-e., [10]), limy, 00 Y (w) = 0y la transformada de Fourier es continua, lo cual

implica que 0 = (0) = [, ¥(t)dL.

Sea 1) € Ly(R). La funcién dilatada y trasladada se define por

1 t—b
Vap(t) == \/md}( - ), a,beR, a#0.

Esta funcion se obtiene a partir de v, primero por dilatacién en el factor a
v, luego, por traslacion en b. Es claro que [[1q]]2 = ||¢]]2-

Definicién 2.2.2. Para f,1) € Ly(R), la expresion:

wdm¢y:4f@%dmu (2.2.2)

se llama la transformada wavelet de f.
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Por la desigualdad de Cauchy, se ve que Wy, f es una funcién acotada con
(W fa,b)| < || fll2ll¥]l2. Note también que

W¢f(a7 b) - <fa wa,b>L2(R) = <fa wa,b>'

La transformada wavelet W,,f de f puede ser descrita en términos del
producto de convolucién. La convolucién de dos funciones f,g € La(R) es

dada por
(o) = [ =20

Observe que esta formula estd definida para al menos todo ¢t € R, pero f*g
no necesariamente estd en Ly(IR). Usando la notacion @D( ) = (1), se tiene

Wy f(a,b) = (f = @Za,o)( b). Note también que @Z)ab = V]a[Y(aw)e =P
Estos hechos se aplicaran en la prueba de la 81gulente proposicion, la cual
establece la formula de Plancherel para la transformada wavelet.

Proposiciéon 2.2.3. Sea v € Lo(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f € La(R), las siguientes relaciones se tienen

1 2 . da
Jurpac= o [ woranfa

2. Formula de inversion

1. Isometria

1 da
£t = 2 [ Wt by e
P JR?
Demostracién. 1. Es facil verificar que (fxtq0)(b) = v/]a]lF~{f(w 1; w)}.

En consecuencia,

/RJWwf(a,b)!de% - //‘(f*ia,o)(b)fdb@
://|a|\}" Q; >}dw—

w)} |w(a w)‘ dwm

f
= [l | [l a

e / F@)do = Cull£13.
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Observe que se utilizé el teorema de Fubini y la férmula de Plancherel para
la transformada de Fourier.
2. Para simplificar los célculos en la féormula de inversién, suponga que

f7f€ L1<R)

~

Vidl | 77 (f0ita ))(wm,b(t)dw

::¢E/f )i (aw)F(g) (w)deo,

donde ¢(b) := 1,(t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es

Awwwmwww)

FUow) = 5 [ s

1 —tawz 1w
= %\/|a|/¢(z)e e“dz
R
1 N .
= L Vald(aw)e .
2

Sustituyendo e integrando respecto a a~?da se obtiene

[ Wuf () )db@ = l/|a\ [/ f(w)|1/3(aw)\2€de] %

- L fsoort]

= Cw%/Rf(w)emdw
= Cuf(D).

]

Otro resultado de interés que se presentara en la siguiente proposicién, es
la formula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposicién 2.2.4. Sea v € Lo(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f,g € Lao(R), se tienen

dadb
mmmm:é; W (0, )W e, )5

RQ
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\/W}“ Y f(w aw)} o de manera

Demostracion. Como (f * v (
equivalente, F ( = Ja 0) =+/|a 1& , entonces

/R Wy f(a,))Wog(a,b)db = |a] / F(@)3(w) i (aw) 2dw,

ahora, integrando respecto a a~2da se sigue

Wofla gty = [l | [ fie)ie e %

JRELE U‘““”H]dw
Co [ F)ifc

= C¢<f;9>L2(R) = Czp(f; 9>L2(]R)-

R2

Note que se aplico el teorema de Fubini, y en el iltimo renglén de la expresion
anterior, la formula de Parseval para la transformada de Fourier. O

En la siguiente proposicion se listan algunas propiedades.
Proposicién 2.2.5. Sean ¥ y ¢ wavelets y f,g € Ly(R). Entonces
1. Wylaf + Bg)(a,b) = aWy f(a,b) + fWyg(a,b), a, 5 € R.

2. Wasssof (a,D) = aWyf(a,b) + BW,f(a,b), a, 8 € R.

3. Wy(T.f)(a,b) = Wyf(a,b — ¢), donde T. es el operador traslacion
definido por T.f(t) = f(t — ¢).

4. Wy(Dcf)(a,b) = /e Wy f(ca,cb), donde D, es el operador dilatacion
definido por D.f(t) = +/cf(ct).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
senal original se puede reconstruir completamente calculando Wy, f(a, -) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 277 para cada j € Z, y también se discretiza en
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el dominio del tiempo en los puntos b = 277k, k € Z, la familia de wavelets
sera ahora dada por:

— 977
¢2*j,27jk(t) = \/;—jw<t 21. k) = 2]/2¢(2Jt — k), Vi, keZ.
Se utilizard la notacién i, para denotar la wavelet ¢ comprimida 27 y
trasladada el entero k, es decir, () = 29/2 (27t — k).

Con la eleccién de a = 277 y b = 277k, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos mas distantes, ya que se busca informacién global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la senal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [13].

Definicién 2.2.6. Una funcion ¢ € Ly(R) es una wavelet si la familia de
funciones 1, definidas por:

V() = 272(2t — k), Vi, k €Z, (2.2.3)
es una base ortonormal en el espacio Lo(R).

Una condicién suficiente para la reconstruccion de una senal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas 1), forme una base ortonormal en el
espacio Ly(R), ver [14] y [32] para mds detalles. Si esto se tiene, cualquier
funcién f € Ly(R) se puede escribir como:

F6) =" cintult) (2.2.4)
Gk
o teniendo en cuenta (2.2.3) como:
F(t) = en2 (2t — k),
jk
donde ¢;j = (f, i p-ix) = Wy f(279,277k).

Definicién 2.2.7. Para cada f € Lo(R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

ciu = (o = [ 2O Ryt

se llama la transformada wavelet discreta de f.
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En consecuencia, la expresion (2.2.4) se puede escribir en forma alterna

como:
(&) =D (). i) we(®). (2:2.5)
j.k
La serie (2.2.5) se llama representacion wavelet de f.
Observacién 2.2.2. 1;,(t) es muy apropiada para representar detalles
méas finos de la senal como oscilaciones rapidas. Los coeficientes wavelet

¢jr miden la cantidad de fluctuaciones sobre el punto t = 277k con una
frecuencia determinada por el indice de dilatacion j.

Es interesante notar que ¢;, = Wy f(277,277k) es la transformada wavelet
de f en el punto (277,277k). Estos coeficientes analizan la sefial mediante la
wavelet madre 1.

Para conservar la norma en f € L?(R) de la wavelet madre v, se incluye
el factor a=%/2, con lo cual ||1y4]| = [|¥]|.

La transformada wavelet también la podemos escribir como el producto
punto de f y ¥:

Wy f(b,a) = (f, Yu.a) (2.2.6)

Al hacer uso de la relacion de Parseval se obtiene:

1
T

Wel(0:0) = o= (F. Guad = Vidly- [ Fllfuataw)ean  (227)

Para recuperar f(t) desde su transformada wavet, 1(t) debe satisfacer las
siguiente condicién:

(0) = /_ N (t)dt =0 (2.2.8)

Ademas de satisfacer la ecuacion anterior, las wavelets se construyen de
modo que tengan soporte compacto y un alto orden de desvanecimiento. Una
wavelet se dice que tiene momentos de desvanecimiento de orden m si

/t%(t)dt =0, p=0,1,...,m—1 (2.2.9)
R
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La expresién para la transformada wavelet inversa es,

Cw/db/ Wi f (b, a)iye(t)da (2.2.10)

la cual permite reconstruir la funciéon original desde su transformada
wavelet. Y donde Cy es una constante que depende de la eleccién de la
wavelet y se conoce como condicion de admisibilidad

Para una funciéon de dos variables, la transformada wavelet continua
bidimensional se define como

Wy f(a, by, bs,) = / / f(x1,22) 0, b, (21, T2)dT1dTy (2.2.11)

donde b,, y b, indican las translaciones en dos dimensiones y

1 1 — by, 12— b,
¢(lbx1 bx2(I17$2) | | ( ! a 1’ 2 a 2> (2212)

siendo 1(z1, z5) una funcién wavelet madre bidimensional. La transfor-
macion inversa correspondiente es:

1 o o [o@) 1
f(xlv xQ) = C_w / / / E[Wwf(m bxu bm)qu)a,bxl,bxz ($1, :E?)]dbmdbmda

La misma generalizacién puede ser extendida al caso n-dimensional.

2.2.3. Transformada wavelet semicontinua

Se considera sélo el caso planar (n = 2). Sea G(x) una funcién radial en
R? que satisface [ [ G(x)dz = 1. Sea:
R2

() = a% (2.2.13)
V2 (z) = 8%2 (2.2.14)

entonces, la transformada wavelet semicontinua de una funcién f(x), se
define por

{Wi )2, 2), (W2 (27, 2)} jez, vere (2.2.15)
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2.2.4. Transformada Rapida Wavelet

La transformada Répida Wavelet [13], es una implementacién compu-
tacionalmente eficiente de la transformada wavelet discreta que aprovecha la
relacion entre los coeficientes de la transformada wavalet discreta y escalas
adyacentes, lo que se expresa de la siguiente manera:

Wy, k) = hy(m — 2k)Wy(j + 1,m) (2.2.16)

Wi k) = hg(m = 2k)Wy(j + 1,m) (2.2.17)

Las anteriores ecuaciones pueden ser expresadas mediante la convolucién,
con los coeficientes wavelet y de escalamiento invertidos en el tiempo
(descomposicion), es decir,

Wi (j, k) = hy(=n) * Wy(5 +1,m)], oy 150 (2.2.18)

We (g, k) = he(=n) * Ws(5 + 1,m)],_yp 40 (2.2.19)

donde las convoluciones son evaluadas en instantes n = 2k para k£ > 0.

2.3. Analisis Multiresolucion

Presentamos una visién general para la construccién de funciones ¢ (z) €
L*(R), de tal manera que la sucesién

{Win(@)}iwez = {22022 — k)}jpez (2.3.1)

sea una base ortonormal en R. El concepto de analisis multirresolucion
fue desarrollado por Meyer y Mallat, y como lo sugieren, aplicando este tipo
de andlisis a una funcién, se puede descomponer en funciones mas simples y
estudiarlas separadamente.

Considérese una funciéon como la que se presenta en la figura 2.1
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il

(e} ]

AN

(d iel

Figura 2.1: Representacion multinivel de una funciéon

Cada vez que vamos un nivel hacia abajo eliminamos ciertas partes
(trozos) de la funcién, que se muestran al lado derecho. Esta aproximacién de
la funcién original se puede volver a dividir en dos partes, eliminando aun més
detalles. Este proceso de ir eliminando detalles de la funcién original se conoce
como proceso de descomposiciéon. Vemos que la funcion original puede
ser nuevamente recuperada si vamos anadiendo a la ultima aproximacién
obtenida todos los detalles que hemos eliminado. Este proceso se conoce
como reconstruccion.

En la Figura 2.1, vamos a asignar a todas las funciones de la izquierda
a Vj, y las de la derecha W;, donde j representa escalas individuales. V; es
generado por las bases {¢;x : 27/20(27t — k) }irez v Wi por {1 1(2)}jrez =
{29/2(27x — k)}jrez. En otras palabras, las funciones arbitrarias x(t)
y ys(t) pueden ser representadas como combinacién lineal de @, y ¥
respectivamente. Vemos que las dos funciones z;_1(t) € Vj_1 y ys—1(t) € Ws_y
se derivan de x5 € V;. Por lo tanto, debemos esperar que las bases p;_;; de
Vs—1 ¥y ¥j_1% de W,_1 esten relacionadas con las bases ¢, de V.

Para lograr un anélisis multiresoluciéon de una funcién como la de la
figura 2.1, debemos tener una funcién de energfa finita ¢(t) € L*(R), llamada
funcion escala, que genera una sucesiéon anidada Vj, es decir,
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{0} «~---CcV CcVoC Vi — L (2.3.2)

y satisface la ecuaciéon de dilatacion o de refinamiento:
(1) = 3 holklp(at — k) (2.3.3)
k

para algiin a > 0 y los coeficientes ho[k] € I2.

Si a = 2, la funcién ¢(t) esta representada como una superposicién de
versiones transladadas y escaladas de ella misma, de ahi el término funcion
escalada. En particular, Vj es generado por {¢(-, —k) : k € Z}, y en general,
Vs por {¢;x : j,k € Z}. Luego se tienen los siguientes resultados:

z(t) eV, & x(2t) € Vi (2.3.4)

Para cada j, ya que V; es un subespacio propio de V1, hay algun espacio
izquierdo en V41, llamado W;, que cuando se combina con V; nos da un Vj;.
Este espacio W} se llama el subespacio wavelet y es complementario de V; en
Vjt1, es decir,

VinW; ={0},j €Z (2.3.5)

V& W, = Vim (2.3.6)

Los subespacios W; son generados por ¥(t) € L? y los V; son generados
por ¢(t). En otras palabras, cualquier funcién z;(t) € V; puede escribirse
como:

ri(t) =Y vjap(2t — k) (2.3.7)
k
y cualquier funcién y;(t) € W; puede escribirse como:
yi(t) = > wixh (2t — k) (2.3.8)
k

para algunos coeficientes {v; }rez € lo, {w;ktrez € lo.

Ya que:
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Vim=W,eV,=W,eW, 1@V, 1 =W, eW,.1 W, 2@ ...
es decir,

Vi =alZ! W, (2.3.9)

l=—00

Se observa que los V; estdn anidados, mientras que los W; son mutuamente
ortogonales. En consecuencia, se tiene:

VinVy, =V, m>1
WiNW,, = {0}, m #1

VinW,, ={0},1<m

En la figura 2.2 se muestra la relacion jerarquica de V y Wi.

Figura 2.2: Divisién de subespacios en un AMR

Definicién 2.3.1. Formalmente, un Andlisis Multiresolucion (AMR) sobre
R consiste de una sucesion de subespacios cerrados {V; : j € Z} de L*(R),
que satisfacen:

1. V; CV;_1; V) € Z (cadena de subespacios encajonados).
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2. UjezV; = L*(R), es decir UjezV; es densa en L*(R).
3. NjezV; = {0}
4. f(x) €V; siysdlo si f(2z) € V.

5. f(x) e Wy siy solo si f(x — k) € Vg, para todo k € Z, ademds, por (4)
se tiene que si f(x) € V;, entonces f(x — 27k) € V;, para todo k € Z.

6. Eriste ¢ € Vi tal que {¢pox : k € Z} es una base ortonormal V.

Se observa que todos los espacios {V; : j € Z} son versiones escaladas
del espacio central V.

2.3.1. Base Ortonormal de wavelets ©;; y la Proyec-
cion Ortogonal P; sobre V

Sea la funcién ¢;(z) = 279/2¢(277x — k), para todo j,k € Z. Entonces
por la parte (4) y (6) de la definicién 2.3.1 se tiene que: {¢;; : k € Z} es
una base ortonormal de V; para todo j € Z. En este contexto, conociendo ¢
y utilizando el criterio basico de AMR se construye la wavelet 1. El criterio
afirma lo siguiente:

Cuando una coleccién de subespacios cerrados {V;} satisfacen las
condiciones anteriores, entonces existe una base ortonormal de wavelets
{jntirez de Lo(R), con jx(z) = 279/2p(2792 — k), tal que para toda
f e L*(R),

P f=PFif+ Z (f,Vjn) ik (2.3.10)
P

donde P; es el operador proyeccion ortogonal sobre V.

La wavelet 1) a ser considerada posteriormente esta en el complemento
ortogonal de Vj, lo cual se denota como Wy. A ¢ se le llama la funcién escala
del Analisis Multiresolucion.

La wavelet ¢ es construida explicitamente de la siguiente manera: para
todo j € Z, definimos W; = le en Vj_i.

Como los ¢k, ¥, son bases ortogonales de V; y W; respectivamente y
mutuamente ortogonales, entonces se tiene
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> (. @im1k) Pitk = Z( fs ©ik) Oik + Z [y Vik) Vik (2.3.11)

k

Z [y @i-1k) i1 = Z [(fs i) pik + (fs Yin) ikl (2.3.12)
k

k
Luego,
Vici=V, e W, (2.3.13)

Se observa que ¢;j es una base ortonormal de V;_;, por lo tanto, si
f € Vj_1, entonces:

f@) =Y arpj1n (2.3.14)

k

donde ay = (f, ¢j_1x). Andlogamente, para las bases ortogonales ;. y ¥,
se tiene que:

file) = (f ein) in €V, (2.3.15)
k
y
Folw) = (f, i) in € W, (2.3.16)
k

Luego, f(z) = fi(z) + fa(z). Como W; = V;* es un subespacio cerrado
en V;_1, entonces existe un subespacio V; tal que V;_ = V; ® W;.

Por otra parte, la familia {IW;},cz es mutuamente ortogonal, es decir,
VVJ‘J_W]'/ Slj?éj,
En efecto, supongamos que j > j’, entonces W; C Vy L Wy y
ast W; L Wj.
Ademas, para j < J tenemos que:
J—j—1

Vi=V, o @ Wi (2.3.17)

k=0

Y por la parte (2) y (3) de la definicién 2.3.1 se tiene que:
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L*R)=PW, (2.3.18)

jez
La demostracién se puede ver en [29].

Los espacios W; heredan la propiedad de escala de los Vj,

f(z) € W; siysolosi f(2'z) € W,

esta propiedad nos permite afirmar, gracias a la descomposicion,
P = Pif + 3 (F, ) i, Vf € LA(R) (2.3.19)
k

que para un j fijo, {¢; : k € Z} constituye una base ortonormal para W,
donde ;4 (z) = 279/%)(2772 — k). Y por (1), la familia {1); 1, }xez es una base
ortonormal para L?(R), Y {%o}rez es una base ortonormal para Wj.

2.3.2. Propiedades de ¢ y W,

a) Si ¢ € Vo C Vo1 v {¢—1n}nez es una base ortonormal para V_i,
entonces

o= hnp-1n (2.3.20)

donde
ho=(p.01n) ¥ 2 |l =1

ne”Z

Entonces (2.3.20) puede ser expresado como

pla) =223 " hup(2z — n) (2.3.21)
) .
Py =2""2%" hne’“"/Q@(g) (2.3.22)
Por lo tanto, :
£
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donde my = 27125 h,e7%",
Ademds, mg(€) es una funcién 27-periddica en L?([0,27]) v mo(§) €
L2([0, 27]).

b) La ortonormalidad de las p(x—k), implica que|mq(s)?|+|mo(s + 7)2| =
1 en casi todo punto s € R.

c¢) Caracterizacion de los espacios Wj.
Sabemos que el complemento ortogonal de Vj se define como

Wo={f€Voi: (f,g) =0, paratodog € Vy}

Sif eV, entonces f =) fop_1n, donde f, = (f, p_1,). Esto implica
que

§
5)

= my (R

2

J?(f) — 9-1/2 Z fne—mg/2@(g)

donde my(£) =271/23"  fe~™e.
Ademads, m ¢ es una funcién 27-periédica en L2([0, 271]) y my € L*([0, 27]).
Si f L Vp entonces f L g, para todo k € Z, esto es,

<f7 QOO,TL) = /Rf(x)@qk(x)dx =0

para todo k € Z.

Pero como

/f Pl d:c—/f FO e = /f (€)3(€)ei de

entonces,

| Fe@etic—o

Discretizando la ecuacion anterior tenemos

¥ F&+2r1)P(E + 2m)eEH*mRdg = 0
Iy R fes s

i€Z
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es decir,

/ > e+ 2ml)B(E + 2m)etde = 0

€L

Por lo tanto,

> e+ 2al)B(E + 2m) =0 (2.3.23)

€L

debido a que la base {e®},cz es densa en L?([0,2]). Ademas la serie en
(2.3.23) converge absolutamente en L!([—m,7]). Asf mismo se tiene,

mo(g D

£
es decir,

Fle) = ¢ u(ymo(§ + mB(

>+ ™R (2.3.24)

donde u es una funcién 2r-periodica.

d) La forma general de (2.3.24), para la transformada de Fourier de
f € Wy, sugiere que consideremos,

S emal

(€)= e mo (2 5) (2.3.25)

Asi, la ecuacion anterior puede ser expresada de la siguiente manera

= (Z uke_igk) p&) o f(z)= Zukw(:v —k

tal que las wavelets ¢ (x — k) forman una base de Wj.

2.3.3. Wavelets biortogonales

El analisis multirresolucion abordado para el tratamiento de las imégenes,
tiene su fundamentacién tedrica en los trabajos desarrollados en [1], [15], [40],
[53]. De la familia de polinomios spline-B que ellos presentan, se escoge el
caso particular de los polinomios splines ctibicos biortogonales. Por medio
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del analisis multirresolucién son obtenidos los coeficientes wavelets y los
respectivos coeficientes wavelets duales de la imagen. Estos coeficientes,
permiten reconstruir la funcién energia de la senal o imagen en estudio.
Los splines biortogonales actian como filtros cortos que mejoran la carga
computacional y son més estables, [8].

Funcién Spline

Una funcién spline esté formada por varios polinomios, cada uno definido
sobre un subintervalo, que se unen entre si obedeciendo a ciertas condiciones
de continuidad. Por lo tanto, la principal ventaja es su diferenciabilidad
de cualquier orden en un dominio. El nombre Spline proviene del inglés,
significa regleta larga y flexible. Estas regletas eran usadas por artesanos para
crear curvas, que describian superficies a construir, como cascos de barcos y
fuselajes de aviones. Constrenidos por pesos, estas regletas elasticos o splines
asumen una forma que minimizan su energia elastica, propiedad que heredan
los splines matematicos de grado tres.

Entre los diferentes spline, la funcién spline cibica es la mas comun y se
define de la siguiente manera:

Yy = S(ZL‘) = Ak<l’ — ZEk> + Bk(CL’ — ZEk>2 + Ck(ZE — l’k)3 + Dk

Donde las constantes Ay, By, Ck, Dy, son los coeficientes spline en los
datos de los puntos k.

Es decir, dada una funcién f definida en [a,b], y un conjunto de nodos
1 < 9 < ... < &, una funcién spline cibica S(z) para f es una funcién que
satisface las siguientes condiciones:

1. Los intervalos son llamados nudos. Los nudos pueden ser idénticos a los
puntos indicados por el eje x.

2. Entre los nudos k, S(x) cumple con la continuidad restringida de la
funcion y sus segundas derivadas.

3. S(z) es una funcién cubica en cada subrango [zy,xr_1] para k =
1,.,n—-1
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4. Fuera del rango de x1 a x5 , S(x) es una linea recta.

Para un intervalo fijo, entre los datos de puntos x; y xp_1 , son validas
las siguientes relaciones para los valores de la senal y sus derivadas:

yr = Dy

Yre1 = Ap(z — 21)% + Bz — 21)? + Cp(z — 1)
Y =5"(zr) =Ci

ych = 3Ak(9§ — ZBk)Q + QBk($ — ZL‘k) + C,,

yp = 95"(x) = 2By

Yy = 6A,(x — ) + 2By,

Los coeficientes spline pueden determinarse por un método que, al mismo
tiempo, también suaviza los datos a estudiar. Los valores de las ordenadas
Ui son calculadas de tal forma que las diferencias de los valores observados
son saltos positivos proporcionales r; en su tercera derivada, en el punto xy:

Ty = Sm(l’k) — S//($k+1) (2326)

TE = Pk(yk - @\k) (2~3-27)

Los factores de proporcionalidad p, son obtenidos por validacién cruzada.
Las funciones spline pueden aplicarse para aproximar y suavizar todo tipo
de curvas.

2.3.4. Los B-Splines

Son un sistema de funciones spline a partir de las cuales se obtienen,
mediante combinaciones lineales, todas las deméds funciones spline. Es decir,
dichos polinomios spline constituyen bases para ciertos espacios de splines.
La utilizacion de B-splines tiene muchas ventajas con respecto a otros tipos
de aproximaciones. La mas importante de las ventajas tiene que ver con
la facilidad de procesamiento computacional. Algunas caracteristicas de los
B-splines son: funciones simétricas, funciones en forma de campana y los
B-splines forman una base de splines.
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Splines de Schoenberg

Son B-Splines centrados, simétricos, de soporte compacto. En [65], se
define la funcién B-Spline central de orden n, asi:

n+1
1 1 1
|Z<n+ ) ’“(t—k+"; )"u(t—k:+"; ). (2.3.28)
n

Este resultado es verdadero, en efecto:
Por definicién [65], 5™(t) se construye por convoluciones sucesivas:

g (t) = \Bo(t) *...% (0t)

(n+1;,veces
. 1 l
donde 9(t) = { Lsit€l=33),

212
0, en otro caso
t € R, p es la funcién escaléon unitario y n es el orden de los polinomios.
Calculando la transformada de Fourier:
Tw iw

/ 60 _“Utdt 2 —6 2

aplicando B"(t) = B%(t) * ... x BO( ) en el dominio de la frecuencia se

N

(n+1) veces
obtiene.

B"(w) = ﬁo(w) k... ok Bo(w), = [BO(w)]""!

'

(n+1) veces

y como BY(w) = ——— reemplazando
iw
ez —e 2
B"(w) = | ———
iw

Se tiene que BY(t) es la B-Spline de grado cero para ¢ > 0. Derivando
sucesivamente se obtiene: D" (5% (t)) = nld(t), pasando al dominio de la
frecuencia y aplicando transformada de Fourier (iw)"t'(B%(w)) = nl.
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Haciendo BY (w) = X9 (w):

iw iw | 1
. F —e 3] [ X w) [ _wyr w] X T (w)
B} (w) = | ——— TS| =|:€2—6 2] : :
w ™ X () 7
n+1
n n —iw[k—2E1] v n
Br(w) = 53 (1) (~Dke X w)
k=0

Regresando al dominio del tiempo
n+1

B8 = S (V) (DR — k2
k=0

n+l.

y considerando la funcién escalén unitario trasladada k& — 3

n+1

Br(t) = 2> (") (DR — k=)t — k+ 25,

k=0
Esta forma de construir recursivamente cada B-Spline de orden n puede
hacerse a partir de la B-Spline desplazada de orden n — 1.

(B 0+ 5) + (3 - 5 (- 3)

pr(t) =

2
Derivando recursivamente:
dpgn(t) . .
— =Bt +3) =Bt - 5)
La segunda derivada:
d?pn(t
§t2( ) _ Bt + 1) — 2873 (t) + 3 (t — 1).

Aplicando la propiedad de integracion recursiva a

i = (BT P CR 0P,

[ o= [ G B m 0Py

dt
2

integrando por partes se llega a:

n+1

[ =3 ne-1-n.
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Por la propiedad de convolucion, todas las B-Splines son positivas y el
valor de su integral es 1.

La funcién escalada en este caso, ¢(t), es la Spline cibica (3(t) =
BO(t) * BO(t) * BO(t) * B°(t). Cuyo cdlculo conduce a:

!0 Slt<_2
) i
6(2+1)3 1.3 1 3 Boasres
Ltt—gt® —(1+1) si —1<t<0
t) = B3(t B
o(t) = B°(t) 1 t+§t3_§(1—t)3 si0<t<1
é(Q—t)?’ sil<t<?2
\0 sit>2

Figura 2.3: Funcién escalada spline ctibico

La funcién escalada ¢(t) se disena tomando la suma promedio de los
B-splines ciibicos con el filtro identidad dq(k):

$(t) = Y So(k)B(t — k), donde Gy(k) = { 01 :11 ,f ;g es el filtro

k=—00
identidad o de Kronecker.
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B-Splines discretas

Para encontrar los coeficientes de la base de B-splines, conviene analizar
las propiedades del muestreo de las B-Splines. Se consideran entonces las
B-Splines discretas centradas, b7, (k) := 5"(£), con kernel de orden n y con
factor de expansion m, obtenidas a partir del muestreo de B-splines continuos.

Asi mismo, surgen las B-Splines discretas desplazadas, ¢ (k) := 5”(% +

).

N[

El subindice se refiere a la cantidad de muestras entre nodos (unitaria) y
el superindice se refiere al orden de la B-Spline.

Las propiedades de las B-Splines son conocidas, ver por ejemplo [36],
[65], [66]. Entre estas, se destaca la construccién recursiva. Anélogo al caso
continuo, se construye la de grado n a partir de la de grado n — 1.

b (k) = 2 : "

El subindice m se refiere a la cantidad de muestras entre nodos o tamano
de la etapa y el superindice n se refiere al orden de la B-Spline.

Para la construccién recursiva de las de orden superior, a partir de la
B-Spline continua, se construyen 8 (k) y ¥ (k).

bgn(k) _ { 1, si k < [—5,5]

0, en otro caso

1,si k€[l —m,0]
0 _ ) 9
em(k) = { 0, en otro caso

Cuando se da la igualdad, el muestreo hace que la funciéon tome el valor
de %, observacién que es necesaria al implementar los algoritmos, [37].

La otra propiedad destacable es la de convolucion. Para las B-splines
discretas con sobremuestreo entero m mayor que 1, se tiene una expresion
similar:

Para m, impar:
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1 n
ﬁ(bfn(k) ok b) (k) % b7 (k).
(n+13rveces

b (k) =

Para m par y n impar:

1
wé%l *\(bgl(k) X ..k b?n(k)J* bt (k).

~
(n+1) veces

b (k) =

Para m par y n par:

b (k) = thm f (6 (R) o B0 () 5 2 ().

N J
g

(n+1) veces

Considérese, ahora, el espacio V; , formado por las funciones spline, donde
cada polinomio definido sobre el intervalo [k27; (k + 1)27], con k € Z , es de
grado tres.

V= {s(t) :s(t) = Z ci(k)p(279t — k), t € R,¢; € lg}, l5 es el espacio
k=—oc0

de las sucesiones cuadrado sumables c(k), k& € Z. V; es el conjunto de

funciones spline cuadrado integrables de una dimension, es decir, pertenecen

a Lo(R). Estas funciones son continuas de clase C?

Esta sucesién de espacios anidados V; y la funcién escalada ¢(t) = (1)

definen un analisis multirresolucion. La relacién de escala viene dada por,
(37]:

P = 3 MR- k)
k=—o00

El filtro binomial Kernel 13(k), es un filtro conocido como de impulso de
respuesta finita o FIR, definido como:
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(0 sik< =2
%sik:—2
%Sik‘:—l

ps(k) =4 7 sik=0
> osik=1
% sik=2
0 sik>2

Figura 2.4: Funcién wavelet spline ctibico

La Wavelet Spline (%) se construye al tomar la suma promedio de las
B-Splines cibicas con una sucesién w(k):

[e.9]

U5 = D wk)B*(t—k)

k=—o0

(%) es ortogonal al conjunto de B-Splines expandidas {33(% — k) }.
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Para conseguir una férmula explicita para la wavelet B-spline de orden
tres, se toma:

P = S P~ k)

k=—o00

junto con la propiedad (B%(t),8%(t —y)) = B7(y), consecuencia de la
propiedad ya dada de convolucién sucesiva "(t) = B°(t) * ... x 8°(t) , la

(n+1) veces
restriccion de ortogonalidad expresada como una ecuacién de convolucion

<¢(%)753(% - k)> = [w * M%(k?) * lﬂ 1 2(k) =0,k € Z, y la transformada Z

de la anterior expresion:

%(W(z)US(Z)Bf(Z) +W(=2)U3(—2)B{(-2)) =0

y, finalmente aplicando la transformada Z inversa, se tiene la explicita
Wavelet B-Spline cubica:

o0

V()= 3 e # 5 (R)F R

k=—o0
Cambiando t por 2t se obtiene la wavelet biortogonal spline

[e.o]

Y(t) =Y (pdb"x6_1)(k) B (2t — k) (2.3.29)

k=—o0

Desarrollando las operaciones respectivas, se tiene explicitamente la
Wavelet de medida nula, oscilante, de energia finita, bien localizada en un
intervalo finito y con desvanecimiento en el tiempo, [37].

A continuacion se presentan las graficas de las funciones escalada dual y
B-spline dual.
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Figura 2.5: Funcién escalada dual spline cubico

Figura 2.6: Funcién B-spline ctibico dual



CAPITULO 3

Wavelet y Tomografia Local

Este capitulo inicia presentando la tomografia computarizada (TC) como
un problema inverso, el cual consiste en encontrar una funcién (entrada) a
partir de ciertos valores (salidas) conocidos. En el caso de la tomografia, los
valores conocidos son los valores de las atenuaciones de los rayos X. Se utilizan
wavelets biortogonales para la recuperacion de la funcién, obteniéndose
mejores resultados que cuando utilizamos la transformada de Fourier.

Se presentan las funciones escaladas y waveletes con sus repectivas
funciones duales y filtros, y se enuncian las férmulas de reconstruccién.

3.1. La tomografia computarizada

Sean X e Y espacios normadosy A : U — V un operador tal que A¢p = f,
con p € X e f € Y . El problema directo consiste en calcular la respuesta f
ante una entrada ¢, mientras que en un problema inverso debe determinarse
la entrada ¢ que produce una cierta respuesta f.

En los problemas inversos el objetivo es estimar algunos atributos
desconocidos que son de interés, a partir de mediciones que se relacionan
indirectamente a dichos atributos. Tal es el caso de la tomografia, donde a
partir de las mediciones de las atenuaciones de los rayos X que atraviesan un
objeto se debe recuperar la imagen del objeto.
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En una Tomografia Computarizada (TC), se hace pasar un nimero finito
de rayos X a través de un plano del objeto desde varios angulos. La intensidad
de cada rayo es medida antes y después de atravezar el objeto. Veamos como
construir el mapa de intensidades del objeto a partir de las medidas de las
atenuaciones de los rayos [22], [23], [45].

Sea s una variable que mide la distancia desde la fuente a lo largo de un
rayo, asumimos que la intensidad del rayo cambia cuando éste pasa a través
del objeto y que el rayo viaja en el plano zy. La intensidad I cambia con
respecto a la distancia s de acuerdo con la ecuacion,

dI
g I 1.1
— p(,y) (3.1.1)

donde p(z,y) es la densidad del objeto. Como la intensidad y la densidad
no son negativas, el signo menos en la ecuacién anterior muestra que si se
cambia la intensidad, ésta decrece cuando la distancia s aumenta.

Para relacionar la intensidad inicial transmitida con la densidad,
separamos variables e integramos entre la intensidad inicial (Ip) y la
intensidad final (I7).

I qr IT> (IO>
— =In|—)=—-—In| — 3.1.3
/10 I (Io Ir (3.1.3)

Para integrar el lado derecho la ecuacién (3.1.1), debemos integrar una
funcién de x e y con respecto a la variable s, lo cual no es inconsistente dado
que la distancia s a lo largo del rayo es ella misma una funcién de z e y. Si
el origen del rayo estd en el punto (zg,y), y consideremos cualquier punto
del rayo con coordenadas (z,y), entonces, la distancia entre estos dos puntos
estd dada por, s—sg = \/(z — x0)2 + (y — yo)?, donde sy es la distancia entre
el origen y el punto (xg, yo)

Esto nos lleva a integrar el lado derecho de la ecuacién (3.1.1) usando una
integral de linea. Recordemos que la mejor manera para resolver una interal
de linea es parametrizar la curva con respecto a la longitud de arco. Si o
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denota la linea en el plano xy seguida por el rayo, la integral la podemos
escribir como:

/,u(x,y)ds (3.1.4)

—In (;—;) - /au(x,y)ds (3.1.5)

Do _ eIy nteppas (3.1.6)

luego,

que relaciona la intensidad inicial transmitida con la cantidad de materia
(densidad) por la cual atraviesa el rayo.

Dada la naturaleza del problema de la tomografia, como se dijo
anteriormente, en éste no se cuenta con la imagen sino con el conjunto
de las proyecciones o més especificamente con la transformada de Radon
(sinograma).

3.1.1. La tomografia local

El problema de la tomografia local puede ser enunciado como sigue: Dado
a > 0 podemos calcular el valor de la funcién f(z), z € R", para toda z tal
que |z| < a, conociendo las proyeciones de f de las rectas que pasan por la
bola de radio a y centro en el origen. En otras palabras, el problema de la
tomografia local es la recuperacién de la funcién f(z)x{q|<a}(x) a partir de
las proyecciones 9 f(s)X[—q,q](s), donde x,(t) es la funcién caracteristica y

Ry f(s) es la transformada de Radon de f.

El problema de tomografia local también se llama problema interior,
o tomografia en una regiéon de interés (ROI) (por sus siglas en inglés). El
problema de la tomografia local no tiene solucién tinica cuando n es par. Esto
estd demostrado en [45] con la construccién de una funcién u(z), z € R?,
con sop(x) C {x : |z| < 1} tal que para algin 0 < a < 1, uX{z/<a} 7# 0
pero Rgux|—q,q = 0. Una interpretacién de esta no-unicidad en términos de
desvanecimiento de valores singulares puede ser encontrado en [38], donde
la descomposicién de valores singulares del interior de la transformada de

Radon es dado.
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En la mayoria de las aplicaciones practicas, las proyecciones de f sobre
rectas que pasan por una region un poco mas grande que la regién de interés
se conocen. En este caso, el problema puede enunciarse como sigue: dado
0 < a < d, calcular los valores de una funcién f(x), z € R™, para todo x
tal que |z| < a, conociendo las proyecciones de f sobre las rectas que pasan
por la bola de radio a' alrededor del origen. Este problema de tomografia
semi-local no tiene solucién tnica cuando n es par y como antes, existen
funciones u(x), z € R? con Roux[—a,a) = 0 para todo 0 € S, pero para los
que uX{jz|<a’y 7 0. Sin embargo, se ha demostrado en [45] que tales funciones
no varfan mucho en {x : |x| < a} si a es pequeno con relacién a o'

3.1.2. Las imagenes digitales

Una imagen digital en escala de grises es una funcién f(z,y), donde x e y
representa las coordenadas y el valor f(x,y) corresponde a la intensidad de la
luz en el punto considerado. Este valor es proporcional a la transmitancia o
reflectividad de la luz (intensidad de luz o nivel de gris), del punto considerado

(z,9).

Al proceso de obtencién de imagenes digitales se le denomina digitaliza-
cién y consiste en la descomposicién de la imagen real en una matriz discreta
de puntos de un determinado tamano, donde cada uno tiene un valor pro-
porcional a su nivel de color. Por tanto puede decirse que una imagen digital
se puede asimilar a una matriz de n filas y m columnas. A cada celda de la
matriz se le denomina pixel (picture x element) y esta representa una super-
ficie que es funcién de su tamano (Az, Ay). A cada pixel le corresponde uno
o mas valores digitales (nimero digital o valor digital)

Podemos decir que una imagen f(z,y) esta formada por dos componentes:
una es la cantidad de luz incidente en la escena y la otra es la cantidad de
luz reflejada por los objetos. Estas dos componentes se llaman: iluminacion,
denotada por i(z,y) y reflactancia, denotada por r(x,y). Entonces

[z, y) =iz, y)r(z,y) (3.1.7)

Una imagen f(x), x € R? de acuerdo a [3], puede ser expresada por medio
de la transformada wavelet de la siguiente forma:
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F) =23 (W b =23 (A )W, (319)

gk =1 gk i=1

FOO=Y (f @i+ D> D> Y (f,¥,) T,

keZ? Jj=—o0 keZ? i=1

) = 30 (f, by) y i 3 i (. 0,)w, (3.1.9)

kez? Jj=—o0 keZ? i=1
Donde
q)j,k(X) = QOngl (I1>Q0j’k2(l‘2) (3110)
U; (%) = ks (£1) Wi (2) (3.1.11)
W3 1(%) = Vi, (1) @50 (22) (3.1.12)
U3 (%) = Vs (1)W1, (22) (3.1.13)
y
B 1(X) = @y (21) g0 () (3.1.14)
‘ﬁlj,k(x) = Pjk (fl)izj,kg (22) (3.1.15)
‘ﬁzj,k(x) = TZj,kl (1) 5.k, (2) (3.1.16)
W24 (%) = s (211 (2) (3.1.17)

Y la construccién estandar para la correspondiente wavelet separable
bidimensional es la formacién de las funciones:
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(z) = p(z1)p(22)
‘111(37) = (1) (2)
‘112(37) = Y(z1)p(z2)

“I’S(i’f) = Y(z1)Y(z2)

y las funciones duales respectivas,
() = p(x1)p(x2)
W () = (1)) (x2)
V() = V(1)@ (x2)

‘113@5) = ¢(x1)¢(x2)

(3.1.18)
(3.1.19)
(3.1.20)

(3.1.21)

(3.1.22)
(3.1.23)
(3.1.24)

(3.1.25)

que corresponde a las bases wavelets separables biortogonales de las

splines cibicas ¢ y 1 con sus correspondientes duales ¢ y ).

De acuerdo con el producto de Kroneker se puede construir bases wavelet

en dos dimensiones ¢(z,y) = ¢(x)d(y)

A continuacién se presentan las funciones escalada y wavelets separables

que permiten hacer un AMR a cualquier funcién f(x),x € R?:

La Figura 3.1 corresponde a la funcién ¢ escalada separable

Y (x,y) (detalles horizontales) Figura: 3.2
Y?(x,y) (detalles verticales) Figura: 3.3

Y3(x,y) (detalles diagonales) Figura: 3.4
y sus respectivas duales

oz, y), D1 (x,y), ¥2(x,y), V3(x,y)

La Figura 3.5 muestra las funciones de aproximacion y las funciones de

detalle, B-spline y spline respectivamente.
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Figura 3.1: Funcién escalada separable
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Figura 3.2: Funcién separable direcciéon horizontal
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Figura 3.3: Funcion separable direccién vertical
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Figura 3.4: Funcion separable direccién diagonal
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La Figura 3.6 corresponde a la descomposicién de la imagen “espina
dorsal” para los coeficientes de aproximacion del nivel de resolucién j =1y
los coeficientes de detalles horizontales, verticales, diagonales.

3.2. Inversion de Radon utilizando wavelets

En esta seccién se presentan los teoremas que permiten invertir la
transformada de Radon mediante la utilizacién de wavelets. Se demuestra que
las funciones wavelets son una herramienta fundamental para la recuperacion
de la funcién.

La ecuacién (1.5.6) es la base de muchos esquemas para la reconstruccién
de la transformada de Radon. Guédon y Unser [30] han utilizado este método
para calcular los cuadrados de las proyecciones de f(x) en espacios de
funciones polinémicas suaves a trozos con nodos espaciados uniformemente.

Como se mencioné en el capitulo 1, la féormula base para la recuperacion
de la funcién proviene del teorema Slice de Fourier.

También se cumple que si f es radial, entonces:

~

Ref(v) = F(]) = 2/ ()" (3.2.1)

de donde,
F() = L Ref (7). asi, fay) = Lay|" " Rof (a).

Y por la ecuacién (1.5.8) se tiene:

~

flan) = Slanl™ VR () (322

Los operadores A y A~! se utilizan en la A-tomografia, importante técnica
para el tratamiento de los problemas de la tomografia local. (ver [21], [22],

[45]).

En dimensién n = 1 tenemos Af = HAf, donde 0f denota la derivada
de f y H denota la transformada de Hilbert.

Formalmente se puede derivar una férmula de inversién para P f mediante
la combinacion de la proposicion 1.5.2 y la transformada inversa de Fourier.
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Coeficientas de aproximacion Rewvala datalles horizontales de la imagen
15 024
-~ _~
(i
- -
1] 0.2 4
1 1 ——— —
0 iy a 0
1 -1 1
Revitla detalles verticales de la magen Revela detallas diagonales de la imagen
12 01-
IZIJ 04
a2 Q14
1 — e i . e
- i . “~ o i
0 — a 0 - ®

Figura 3.6: Descomposicién para el nivel j=1
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Para simplificar, considérese primero la dimensién n = 2. Usando el cambio
a coordenadas polares y la relacién 6 = (cosi, siny)) y 0+ = (—sini, cosy))
y se obtiene:

fla) = (2m)~! fR F(€)ei<€>deg
_ fO OQJ‘ z<xa€l>d0.d(p

(4ﬂ-) f |U|f(0€l) i<z 09l>d0dgo
2m o ' N
= %(27‘(‘)3/2/0 /RAPGf(O.)ez<x,9 >d0’dg0 (323)
= (477)—1 [ZTAPyf(< x,0- >)dy
0Py f( )

47r2 fR (x,01) d de

En el dltimo paso que hizo se uso la relacion Ag = Hdg antes mencionada.

En general, para dimensién n se usa el cambio de variables ver [35].

[ stode=1sm= [ [ nlatnyanas (3:2.0

y se obtiene:

f(z) = (2r|S"?)! APy f(Egiz)dd (3.2.5)

Snfl
donde Eg.x denota la proyeccién ortogonal de x sobre el subespacio ©+.

Proposicion 3.2.1. Dada una wavelet n—dimensional separable n > 1, de
la forma

U(x) = ¢ (21)0?(x2) - - - " () (3.2.6)

donde la V'(t) satisface ‘1&1(7) < Ci(1 4+ |7])™" para todo vy, se define la
familia de funciones unidimensional {pg}gegnii por:

po) = S P GONE () - T (46, (327)

donde 0 = (0,0s,...,0,) € S* . Entonces para toda f € L' N L*(R™)
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(Wyf)(a,b) = al=/2 / (WooRof)(a,b-6)do (3.2.8)

Snll

El punto central del teorema anterior es observar que la transformada
wavelet de una funcién f(z) con cualquier wavelet madre y en cualquier escala
y localizaciéon puede ser obtenida por retroproyeccién de la transformada
wavelet de la transformada de Radon de f, usando wavelets que varian con
cada angulo, pero las cuales son admisibles para cada angulo. La férmula
(3.2.7) se sigue inmediatamente de la férmula de retroproyeccién filtrada
(1.5.4) con una apropiada eleccién de gy y una determinacion de cémo la
dilatacién conmuta con la retroproyeccién.

Demostracion. )
Py (1) = 51" RevY (7) (3.2.9)
de manera que
1
po(t) = 511—"%9@0%0 (3.2.10)
Por lo tanto,
1
(R7py)(x) = S RF T " Rgtp (x) = 0" () (3.2.11)

Se senala a continuacion que

— —
vV

]_ n— —_—
(Dapi)(7) = a'pj(a) = 5a'2lay "~ Ry (a7)
1 n—(1/2) |~ |n—17v 1 n—(1/2) |~ n—1,—n/2 n/27v
=50 V" v (ayd) = Sa " T Y (an)

1
= §a(l_n)/2|7|n_1(%oDa@/)v)A(W)

Aqui,

(R Do) = a5 BTy (D) () = 2D,
(3.2.12)
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y por la ecuacién (1.5.7),

(Wyf)(a,b) = f = Datp¥ (b) = alt="/2(f + R¥ Dypyf) (b)

Proposicién 3.2.2. Dada una wavelet unidimensional p(t) tal que p(t) =
p(=t), p(t) € R para todo t y

< |p(r)?
se define la funcion radial 1(x) por:

D (€) = 20" p(€]) (3.2.14)

entonces:

(Wyf)(a,b) :a“—")/?/ (W, Rof)(a,b-0)do (3.2.15)

Snll

Este teorema es un caso particular del teorema 3.2.1 excepto que en el
teorema 3.2.2 la wavelet unidimensional p se fija con anterioridad para todos
los angulos 6. Esto determina la wavelet bidimensional . En el teorema
3.2.1, ¢ fue fijada con anterioridad determinando {pg}sc(o,2r para cada 6. La
interaccién entre las wavelets uni y bidimensional en las férmulas (3.2.11) y
(3.2.13) es importante para entender como las wavelets pueden ser usadas
en tomografia local y en procesamiento de imagenes. En tomografia local
se busca p con soporte pequenio y muchos momentos de desvanecimiento.
En este caso (3.2.1) ¢ tendrd esencialmente el mismo radio de soporte que
p. Por lo tanto, de la férmula (3.2.15) los coeficientes wavelet de f pueden
ser recuperados localmente desde las medidas locales de su transformada de
Radon. Para los propositos del procesamiento de imagenes, uno tipicamente
le gustaria fijar la wavelet bidimensional 1) apropiadamente de acuerdo a la
tarea deseada, y luego considerar las propiedades de py para cada 6.

Una vez que la transformada de la funcién f(z) se ha calculado, ahora
se puede recuperar la funcién original f(z) utilizando férmulas estandar de
inversién para la transformada wavelet continua.
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Proposicién 3.2.3. Dada p(t) wavelet unidimensional que satisface p(t) =
1
p(—t), p(t) € R para todo t y con h’n(l)\fy|_1/3(7) =3 Se define la funcion
Y—
radial G(z) por:

G(&) = 21¢| " AlleN) (3.2.16)
y sean P (x), *(x) como en (8.2.14) y (5.2.15). Entonces dada f(x),
(W ) (27, 2) = 29/ /27T cos O(Wa,Ro f)(27, x - 0)db (3.2.17)
0 dt
4
27
(W f)(2,2) = 2972 / in (W R f)(27, 7 - 0)d6 (3.2.18)
0 dt

Proposicién 3.2.4. Sea p(t) y G(x) que cumplen las condiciones del teorema
anterior, y sea 5 € [0,27|. Entonces:

(Wys f)(27, ) = 29/ /27r cos(B — ) (Wa,Ro f) (27, - 0)d (3.2.19)
0 dt

El articulo de estudio [3], propone que los coeficientes se obtienen a partir
de los siguientes productos interiores:

() =297 [ W22 (k- 0))d0 (3.2.20)
0

(f, W) =27/ /%(WpééR@f)(Qj, 21 (k - 6))do (3.2.21)

(f, &5y =272 / W R (20, 20k - 0))d0 (3.2.22)
0

o . . 27‘— . .
(7.0, = 2797 /0 (W R f)(27, 20 (k - 0))d6 (3.2.23)
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Y se expresan en términos de la transformada wavelet de las proyecciones
para cada angulo, donde se definen los siguientes filtros a través del teorema
3.2.4 en términos de la transformada de Fourier

50(1) = 3 1l &l cos )¢ (3 sin ) (3.2.24)
731 = 5 1§ cos Oy(ysin ) (3.2.25)
() = 5 b cosO)p(ysin ) (3.2.26)
732 = 5 1 (3 cos Oy ysin ) (3.2.27)

y los filtros duales, definidos igualmente en [46] a través de la proposicién
3.2.4 en términos de la transformada de Fourier de las duales:

501 = 5 1 By cos )3 (3 sin) (3.2.28)
R() = 511 Bl cos )iy sin) (3.2.29)
R0 = 5 (0 cos6)3(ysin) (3.2.30)
A1) = 5 9l cos B (3 sin ) (3.2.31)

y que mediante la transformada de Hilbert y la transformada de la derivada
se obtiene pj: i = 1,2, 3; como se muestra en las siguientes figuras.
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CAPITULO 4

Implementacién del algoritmo

En este capitulo se hace una breve consideracién acerca del andlisis
del error en tomografia local, siguiendo a [53], [54]. Se describen los
elementos practicos del algoritmo para luego contrastar los resultados de

las simulaciones mediante las graficas arrojadas por el Reconstructor I'TRW-
BSC.

4.1. Analisis del error

Natterer en [45] indica que el error en la transformada de Radon interior
no es despreciable porque la derivada de la transformada de Hilbert (la
respuesta al impulso del filtro |r|) no es local en el espacio. Esto significa
que con el fin de reconstruir incluso una pequena regién de interés se tienen
que considerar algunos datos fuera de la region de interés para conseguir la
reconstruccién con un error insignificante.

Se debe entonces, encontrar un limite superior para el error de
reconstruccion, en términos de la cantidad de datos no locales que se
consideran en la reconstruccién. Se compara la cota superior del error en una
imagen local, reconstruida utilizando el algoritmo propuesto, con el limite
superior del error cuando se utiliza el método estandar de Fourier.
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Se supone que para cada dngulo 6 € [0, 7), los datos de las proyecciones
R, f(s) son muestreados con un radio de intervalo de T}, y el soporte de f
es un disco de radio R centrado en el origen del Shepp-Logan phantom.

Se asume que la ROI y ROE ( regién de interés y regién de exposicién)
estan centrados en la imagen, como ocurre en este caso; con radios 7;,re
pixeles centrados en el origen, estos valores son asumidos practicamente en
las expresiones 3.2.32-3.2.35.

Considerando la férmula de retroproyeccién filtrada (1.5.8) y la férmula
slice de Fourier (1.5.6) donde el filtro rampa |r|, es reemplazado por un filtro
generalmente dependiente del dngulo hy(s).

free(x,y) = /OTr (ho(s) * Raf(s)) (xcos + ysinb) d (4.1.1)

Si hg(s) es escogido para ser la respuesta al impulso del filtro rampa
@(r)|r| , la funcién reconstruida f...(x,y) es una aproximaciéon de la
funciéon f; y si es la respuesta al impulso de la wavelet madre y los
filtros rampa escalados, dados por las expresiones 3.2.32-3.2.35., la funcién
reconstruida fr..(z,y) serd la aproximacién de la wavelet madre y los
coeficientes escalados. La version discreta de (4.1.1) estd dada por:

Free(,9) KZ ( Z Py, (n)hg, (m )) (4.1.2)

n=—R

Ts
igualmente espaciados en los cuales las proyecciones estan medidas, Py, (n)
es la proyeccion R, f(7), y Or = k.

donde m = [M} € ROE, K es el nimero total de &ngulos

Se puede dividir la suma interna en dos partes, correspondiendo a la ROE
y su complemento:

K K
frelesg) = =57 | 5 32 Bulho,bm =) |+ 23" 5 37 B, (m
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Es decir, la magnitud del error usando solo ROE esté dado por:
LK
= Ez Z Py, (n)hg, (m —n) (4.1.4)
k=1 |n|>re

Para obtener una cota superior para el error se utiliza la desigualdad de
Cauchy-Schwartz en (4.1.4):

Dk (%z > Py (n)he (m — )

[n|>re
< > |he(m — n)!2>
[n|>re

K

< E2T ( S [Py, ()] )
k=1 [n|>re

Si se supone que el soporte de f(x,y) estd en el disco de radio 1, entonces

[ Po, ()| < 2max | f(z,y)], luego:

N|=

2V/2m R—r, K
et p)] < 22 i £ )| VTS| (S T
k=1 [n|>7e
(4.1.5)
Se define el error relativo, entonces, como |e . (z,y)| = m'iﬁ% luego

N

Nﬁv ’”@Z 3" Jho,(m —n)P? (4.1.6)

lerer(z,y)] <
k=1 [n|>re

En el peor de los casos, la ROI es un solo punto. Asi, podemos acotar
(4.1.6) por:

N|=

2v2r VR = e )
X B 2 > e ()] (4.1.7)

lerer(z, )] <

k=1 [n|>re—r1
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Se define entonces hng, el filtro truncado, como:

Wl (n) = { ha(n), Inl <7 —r; } (4.1.8)

0 en otro caso

Por lo tanto:

erae,y)] < 227 LTy (Z gy () — BT (n)|2> (4.1.9)

K
n=—R

La suma interior puede ser escrita en el dominio de la frecuencia, asi:

K R 9 2
yerel(x,y)yg2?”RR_“Z (Z ha, (m) — by (m) ) (4.1.10)

Donde hg, (m) y fzg; (m), son las transformadas de Fourier de hg, (n) y
hg, (n), respectivamente.

La cota superior del error en el método estandar de retroproyeccion
filtrada puede ser calculado reemplazando hg, (m) en (4.1.10) por el filtro
rampa |r|. La cota superior para el error en la reconstruccién wavelet y
escalada, puede ser obtenido reemplazando ﬁgk en (4.1.10) por las expresiones
3.2.32-3.2.35. En el algoritmo desarrollado los coeficientes wavelet y escalados
son reconstruidos directamente de los datos de las proyecciones.

Como indica [78], para mayor comodidad, se puede suponer el calculo del
error, limitado a los errores de la reconstruccion de la imagen aproximada.
La mayor parte de la energia de una imagen se compacta en la imagen
aproximada, por lo que la estimacién de error para esta imagen da una buena
indicaciéon del error global.

Siguiendo a [54], y considerando la escogencia de la wavelet madre
biortogonal spline ciibica, se asume que los soportes esenciales de la wavelet
madre y de los filtros rampa escalados, se mantienen en errores relativos
menores al 0.4 % utilizando cerca de 6 pixeles fuera de la regién de interés.
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4.2. El algoritmo

El uso de wavelets para localizar la transformada de Radon fue propuesto
primero en [70]. En [3], se indica que la inversion de la transformada de Radon
no es local en dimensiones pares porque el operador Potencial de Riesz I'~"
no preserva el soporte compacto si n es par. Sin embargo, también indica que
tendra decaimiento rapido si f tiene momentos de desvanecimiento. Como
todas las wavelets tienen al menos un momento de desvanecimiento, esto
sugiere que la transformada Wavelet de f pueda ser recuperada localmente
desde proyecciones locales via cualquiera de la formulas:

f(x)= Zi<f> \Ij;k> \Ij;k’ = ZZB:<JC7 ;k> ;k

gk i=1 gk i=1
] J 3 o
FE) =D (f @) Pt D DS (f W) Wy
kez2 j=—o00 kez2 i=1
° J 3 o . .
f(x) = Z <f7 (I)j,k> D+ Z Z Z <f7 ‘I’;k> L4
kez2 j=—o00 kecZ2 i=1
2T
F00 =352 [ u@)pela-0)as
JEZ ke 0

El grado de localizacion depende de qué tan rapidamente el potencial de
Riesz de las Wavelets, decaiga. No obstante, alternativamente, en lugar de
utilizar la via del potencial de Riesz, al algoritmo propuesto se concentra en
la utilizacion de las propiedades de las Wavelets B-spline.

El algoritmo de reconstruccién que proponen los autores en [3], basado en
trabajos realizados sobre la localizacion de la transformada de Radon, vemos
que las wavelets utilizadas son Daubechis de orden 4, 6, y 10. En este trabajo,
hemos acordado en escoger la wavelet biortogonal spline ctibica con soporte
compacto. Para comprobar la reconstruccién de una imagen cuya funcién
inicial ¢ es elegida como una wavelet de este tipo, entonces cada funcién o
imagen de energia finita resulta ser una superposicién de tales componentes
multiplicadas por un coeficiente. Esta representacién de la senal es tnica y
conserva en los coeficientes la energia de la misma.
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La imagen original es de un tamano de 512x512 pixeles, y los datos
de los bordes locales fueron calculados usando solamente proyecciones que
atravesaban la regién de interés escogida. Se escoge una region de hasta
91 pixeles de didmetro localizada en el centro del Shepp-Logan Phantom,
utilizando unicamente proyecciones locales. La imagen fue reconstruida
usando el algoritmo de transformada Wavelet separable dada por la ecuacién
(3.1.9).

Se muestra la reconstruccién comparada con la reconstruccién estandar
de retroproyeccién filtrada utilizando la Transforma Rapida de Fourier. Se
implementa un algoritmo aprovechando las propiedades de las wavelets para
localizar la transformada de Radon y usarla para reconstruir una regién local.

El algoritmo se basa en la observacién intuitiva de que para algunas bases
wavelet con momentos de desvanecimiento lo suficientemente numerosos, la
version rampa-filtrada de la funcion de escalado, asi como la funciéon wavelet
tienen decaimiento rapido. Esto explica que un alto nimero de momentos
de desvanecimiento, puede contribuir al incremento en el decaimiento de
transformada de Hilbert [12]. Es decir, dada ¥ (z) una wavelet diferenciable
con n momentos de desvanecimiento, Hv)(z) estd bien definida y tiene a su
vez n momentos de desvanecimiento. As{ mismo la suavidad de Hy(z) se
tiene al sacar provecho del dominio de Fourier de la transformacion, y el
hecho de que la suavidad de una funcién se relaciona con el decaimiento de
su transformada de Fourier. En general, cuanto mejor sea el decaimiento de
la transformada de Fourier, mas suave es la funcién, y viceversa. Como la
wavelet B-Spline ciibica es una senal de energia finita y pertenece al espacio
de Sobolev W%?(Q) para todo p < 3 + %, [67]; esto explica la suavidad de
la wavelet y su transformada de Hilbert, que muestra el algoritmo disenado,
las cuales son ambas dos veces continuamente diferenciables.

Por tanto, la propuesta de un algoritmo cuyo reconstructor se disena
a partir de wavelets escaladas y wavelets madre tipo B-spline cubicos, es
una eleccion plausible puesto que ellas son wavelets con soporte compacto
continuamente diferenciables. De hecho, este es el caso de la wavelet spline
cubica escogida pues es continuamente diferenciable, tiene momentos de
desvanecimiento, y satisface las condiciones de decaimiento.

La importancia de este resultado es formalizar que, al exigir que
Y(x) tenga un gran numero de momentos de desvanecimiento, se puede
efectivamente hacer que Hiy(x) sea tan localizada como 1 (x). Hasta
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ahora, esto se habia observado cualitativamente con la localizacion de la
transformada wavelet de la transformada de Radon, [19]. Teniendo en cuenta
el caso especial de 9 (x) Wavelet B-spline de grado n — 1, entonces Hi)(x)
vuelve a ser una wavelet B-spline fraccional del mismo grado, y por lo tanto
tiene el mismo decaimiento, [66].

Por lo anterior, se garantiza la predicciéon de la reconstruccion propuesta,
ya que se sabe que 1(z) tiene n momentos de desvanecimiento. El método
mostrado utiliza las propiedades de las wavelets B-spline cibicas para
localizar la transformada de Radon y poder reconstruir eficientemente una
region local del Shepp Logan phantom, a partir de datos digitales.

4.3. Resultados

Se disené y se implementd el Reconstructor ITRW-BSC (Inversién de la
Transformada de Radon utilizando Wavelets B-Spline Cubicos), Tomografia
Local basada en waveletes versién «. Es una herramienta de software
desarrollada sobre Matlab®) para mostrar graficamente la recuperacién de
una region de interés (ROI) centrada del Shepp-Logan phantom, equivalente
a localizar e invertir la transformada de Radoén utilizando B-spline ctbicos.

En su estado actual, la herramienta es un apoyo didactico y la gréafica de
la interface se muestra a en la figura 4.1.

En la figura 4.2 se ilustra la regién de interés, donde se puede variar la

cantidad de pixeles del didmetro de la misma.

En la figura 4.3 se contrasta el resultado de la reconstruccién obtenida
del algoritmo propuesto frente a la utilizacion del método basado en FFT se
utilizan 10 proyecciones

En la figura 4.4, se utilizan 55 proyecciones, y en la 4.5 se utilizan 80
proyecciones.

Se evidencia claramente la eficiencia del algoritmo propuesto.
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4 Interfaz_grafica ) Lol

Reconstructor ITRW-BSC: Tomografia
interior. version alfa.
Maestria en Matematica aplicada
Universidad EAFIT
Medellin-Colombia
2011
‘ Cargar Imagen | | Multi-regolucicn phantom |
‘ Sinograma fantasma | | Wulti-resolucion MRI |
| Proyecciones | | Filtro |
‘ Region central | | Recenstruccion local |
— Funcion W h Transfc fa de Hilbert
1. Funcion escalamiento - Aplicar 1. Tranformada de Hilbert funcion Escalada ~ Aplicar
— Funcion Wavelets 2D Harold Wacca Gonzalez
— ‘Wilmar Diaz Ossa
1. Coeficientes de aproximacion - Aplicar Director: PhD. Jairo Vilegas

Figura 4.1: Interface ITRW-BSC
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Figura 4.2: Region central del phantom

Reconstruccion usando FFT Reconstruccion usando B-spline

Figura 4.3: Recontruccion utilizando 10 proyecciones
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Reconstruccion usando FFT Reconstruccion usando B-spline
- . ===

Figura 4.4: Recontruccion utilizando 55 proyecciones

Reconstruccion usando FFT Reconstrucciéon usando B-spline

Figura 4.5: Recontruccion utilizando 80 proyecciones
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