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LA DETERMINACION DEL NIVEL OPTIMO DE INVERSION

Jesus Botero Garcia

1. Introduccion

En general, se admite que la decisiéon de inversion es una decisiéon de optimizacion dindmica,

en la que el inversionista elije el nivel de inversiéon considerando su retorno futuro.

Los problemas de optimizacién dinamica se resuelven por tres caminos alternativos: calculo de

variaciones; teorfa de control 6ptimo, y programacion dinamica.

En los tres casos, el problema parte de considerar dos tipos de variables: las variables de estado

(X,) vy las variables de control (U,).

2. La solucion mediante calculo de variaciones

El problema tipico del célculo de variaciones considera una variable X(t) y su cambio en el

tiempo X(t), y busca maximizar el valor, a través del tiempo, de una funcién J[x]:

Max J[x]=D""f(x(t), x(t),1)

Sujeto a X(0) = X,

La condicién de primer orden para un maximo se conoce como la ecuaciéon de Euler:

i 9% o
dt

Para el caso de la inversion, consideremos el stock de capital y su cambio en el tiempo (la

inversion).
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Asumamos las siguientes funciones:

e ILa ganancia bruta de un stock de capital esta dada por: g(X) = ax —bx>.

e El costo de la inversién estd dado por: C(X) = CX* + SX.

El problema, dado un factor de descuento ) es en consecuencia:
Max D" f'(ax—bx? —cx® —sX), dado x(0) = X,
La ecuacién de Euler queda dada por:
t d t .
p (a—2bx)+aﬂ (2cx+s) =0
Es decir:
a—2bx+2cX+2cin gX+In fs=0

De donde:

sp—a
2C

N
X—pX——X=
c

Donde p=-Inpg
La solucién est4 dada por':

X =Kk +me"

1 Ver Lomeli y Rumbos (2003). Pag.349-350.
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Siempre que a—p5 >0

Donde:
kza—Sp
2h
1( ) 4bj
r=—|p—p +—
2 C
m=X, —kK

3. La soluciéon mediante teoria de control 6ptimo

En la teorfa de control 6ptimo, el programa tipico define dos tipos de variables: las variables de
estado (en nuestro caso, X) y las variables de control (en nuestro caso, U), que determinan el

estado de las primeras.

El problema tipico es:

Max D" f(x,u,t)

Sujeto a:
X=g(x,u,t)
X, = X

La solucién (el llamado principio de Pontryagin) se expresa como condiciones del denominado

Hamiltoniano del problema:

H(x,u, 4,t) = f(x,u,t)+ A(t)g(x,u,t)

Las condiciones para un maximo son:
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H, =0
A=-H,
X=H,

Con la condicién de transversalidad: Lim A(t),,, =0

Consideremos el caso en que se imponga alguna restriccion adicional a la variable de control, y

se imponga una condiciéon de no negatividad:

h(x,u,t) <0
u()=>0

El nuevo problema es:

Max H = f(x,u,t) + A(t)g(x,u,t)
Sujeto a:

h(x,u,t) <0
u)>0

El Lagrangeano del nuevo problema es:
L= f(x,u,t)+ A(t)g(x,u,t) — zh(x,u,t)

Y la solucion es:

L, = f, +Ag, —uh, <0,u(t) >0,u(f, + g, — uh,)=0
A=—f,—2g, +uh,

X =g(x,u,t)

h(x,u,t) <o, u(t) >0, zh(x,u,t) =0

Para el caso de la inversion, la variable de estado es el capital (X), y la variable de control la

inversién (U). Asumamos las siguientes ecuaciones:
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1
Ingresos de la empresa: 7(X) = —X“
(04

Costo de la inversion: C(u) =qu

Impongamos la condicién de no negatividad de la inversién, y establezcamos la condicién de

restriccion de liquidez:

La ecuacién de movimiento de la variable de estado es:
X=U-—oX
Donde 0 es la tasa de depreciacion.

El problema es, sin restricciones de liquidez, es:

. (1,
Max Zt_oﬂt(;x —quj

Sujeto a X =U—X

El Hamiltoneano del problema es:

PTE P

y=p'2

Al agregar restricciones de liquidez, la Lagrangeano es:

L:,Bt(éx“ —quj+7(u—5x)—ﬂ‘,u(u—éan
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Tas condiciones de maximizacién son:

L, =—q+A-u<0u>0u(-q+A-u)=0 (1)

y=B'A+AIn BB =-BX T+ AR5 - fux?

: B @)
= A=A(0+p)— X" 1+ )

Con p=-Ing

X=U—-&X 3)

Y:

yzo,u—ix“so,ﬂ(u—ix“jw 4)
(24 (24

Definamos el estado estacionario con las ecuaciones (2) y (3):

AS+ p) =x*"(1+ p)
u=oX

Si 5x<1x“ = u=0=1*=q
o

x*=[a(p+ &)™

Tal condicién se cumplird si:

ao
p+0

q>

En caso contrario:
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1>0= x*= (o)

Y A*= X , U= o _
p+0 p+0

4. Soluciones mediante programacion dinamica

a. Bl caso de las rentas proporcionales.

El problema tipico de la programacién dinamica considera la variable de estado (X,) y la

variable de control (U,), y busca determinar la trayectoria de esta ultima tal que maximice la

funcién objetivo:
Max Zﬂt f(x,,u,)
t=0

Sujeto a X,y = g (X, ;)

El principio de optimalidad se define en términos de la funcidn valor.
V(%)= ML?XZﬂt f(x,,u,)
t=0

El principio de optimalidad de Bellman establece que:
Vt (Xt) = IV[IJa.X(f (Xt 1 ut) + ﬂthrl (Xt+l))

. R . 2
Si X y U resuelven el problema, y son una solucioén interior, se cumple:

2 Ver Lomeli y Rumbos (2003), pag 425-426, para un Esbozo” de demostracion.
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of +,de”16—g=O

a dXt+l aut
av,_af v, dg
dx, Ox, dx,, OX,
Xeq = 9(X, )

Analicemos el caso mas sencillo de determinacion de la inversién, dados costos cuadraticos de

. . ., . . 3
ajuste en la inversion, y rentas proporcionales al capital™

El problema es:
Max>. A AX—Z[X—‘J X, ~ PU,
Sujeto a X,; =U, +(1— )X,

Donde Ay, p, o son, respectivamente, el parametro de proporcionalidad de la renta al capital,

la constante del costo de ajuste, el precio de los bienes de capital y la depreciacion.

De acuerdo al principio de optimalidad de Bellman:

2
u
Vt = MaX AX_Z(X_tJ X, — Pu; +ﬂvt+l

t

Las condiciones de primer orden son:

Xt dXt+l
2
%:A+Z Ye +Ig%(1_§)
dx, 2\ x, dx,.,

Xiyg = U + (l_ 5)Xt

% Ver Hayashi (1982). La proporcionalidad corresponde al caso de un empresario que minimiza costos en el
corto plazo, tiene rendimiento constantes a escala y es tomador de precios. Ver anexo 1.



La determinacién del nivel 6ptimo de inversion... Jesis Botero Garcia

Asi:
Ue = 1 (ﬁ% - pj (5)
Xk 7 dX,,,

Dada la proporcionalidad de la renta, una hipétesis posible sobre la funcion valor es que tenga

4
la forma™

V = §(A 7, .5)x

Asi:

o~ H(A7.5.0)
X

Reemplazando en la ecuaciéon (5):

Uy
X

=%Wﬂk%ﬂﬁ%ﬁ) ©

Ahora bien, en el 6ptimo se debe cumplir:

M = AX —g(%j X, — pU, + Ap(x(1—5) +u)

Reemplazando en U segin la expresion (6) y dividiendo por X:

¢=A—§%mwmf—420w—m]+ﬂ4rﬁ+luw—mj ©
V4 V4 Ve

La ecuacion (7) define (de manera implicita) el valor de @(A, y, 5,0).

*Ver Adda y Cooper (2002), pag 206.
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b.  Iteraciones de la funciin de valor.

Si no se asume competencia perfecta, el problema ya no puede ser resuelto algebraicamente. Se

requieren métodos numéricos.

El problema es determinar una secuencia de valores del stock de capital {Xt }toi , que maximice

la expresion:

Maxiﬂt (@-0) (%) —c(X, Xu1) = PAL—@)(Xy — L-3(x,)))

u  t=0

Donde:

1
1+r

p=

, el factor de descuento.

0: Tasa de impuesto sobre las rentas de capital.
f(X) = AX”: Funcién que expresa las rentas de capital en términos del stock. El parimetro
p refleja condiciones de competencia imperfecta, porque le empresario no puede multiplicar

sus rentas multiplicando su capitals.

A': Parametro de productividad.

2

X —(@—=0)X . . :

C(Xs X y) = (%) M X, : Funcién cuadratica de costos de ajuste.
X

P : precio relativo de los bienes de capital.

n 1 . . . .
w=06+ Z ) p tH(—j : tasa de descuento tributario, igual a la tasa impositiva por el descuento
= n

de inversion (S), mas el valor presente neto de los deducciones por la depreciacion de la
inversion en # periodos.

0 : tasa de depreciacién econémica.

La ecuaciéon de Bellman es:

% Ver Anexo 3 para una discusion formal del tema.
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V(x)=Max (1-6)f (x)—c(x )~ pA-0)(x , , ~A-O)x, ))+ﬂV(xm)

La condicién de primer orden es:

_ ac(xt ! Xt+l)

P - pl-w)+pV'(X,,) =0 ey
X

t+1

Y la derivada de la funcién de valor respecto al capital es:

aC(X’[ ! Xt+1)

V(%) =1-0)f'(x)- +(1-38)p(l—w) para todo X, (2)

t

Reemplazando:

_ ac(xt ' Xt+l)
OX

aC(XtJrl ! Xt+2 )

+p1-9)p(l-w)=0
aX’[+1

- pl-w)+BA-0)f'(X.,) - B

t+1

Para la funcién cuadratica de costos de ajuste:

8C(Xt'xt+1) _ y(xtﬂ B (1_5)XtJ

aX’[ +1 X

t

aC(Xt’xﬂl) _ Z _ Xt _(1_5)Xt i _2(1_5) X1 _(1_5)Xt
OX, 2 X, X,

En estado estacionario:
* *p,l
f'(x") = pAx

Be(X, ) _

0
8Xt +1 7

M) _ 7 (52 )
X, 2

La solucion de estado estacionatrio es, en consecuencia:
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X = [m pL-0) + fy(5” ~26)2-(1-6) p(l—w)ﬂT(pl)
AL-6)pA

El problema de programacion dinamica se resuelve iterando sobre la funciéon de valor, en el

intervalo entre el valor observado del capital y su valor de estado estacionario. El resultado de

la iteracion es una correspondencia X,,; = g(X,), la funcién de politica, que determina, para el

t+1

L, . . . , . . . . . ., , . 6
limite inferior X, el valor 6ptimo de X,, y por consiguiente, el nivel de inversion éptimo’.

ANEXO 1: El caso de la proporcionalidad de las rentas

La proporcionalidad de las rentas al stock de capital fijo depende de dos supuestos:
rendimientos constantes de escala y competencia impetrfecta. El pardmetro A puede
expresarse en términos de un parametro de productividad, el precio de los bienes y el salario,

como se ilustra a continuacion, para el caso de una funcién de producciéon Cobb-Douglas:

El empresario determina el empleo del insumo variable maximizando su ganancia en el corto

plazo (es decir, dado el stock de capital disponible, X;):

Max aY —wT
A
Dado:

Y =TFPxTY

Donde Qes el precio del producto, W el salatio, TFP la productividad y Y el producto.

® Ver el anexo 2 para una descripcion del proceso de iteracion.
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La condicion de primer orden es:

(1- a)TFPG_ja - g

Despejando y reemplazando:
l-a

K = qTFP(q(l—a)TFPj_ W(q(l—a)TFPji .
w

w

ANEXO 2: Iteraciones sobre la funcion de valor

Una vez determinado el intervalo sobre el que estara el valor del capital ([X0 , X*] si X > Xy, O

[X*,XO] en caso contrario), se determina una rejilla de valores X; en dicho intervalo. Sobre
dicha rejilla se establece un proceso iterativo para determinar la funcién de politica

. . . ., 7
X,y = 0(X,), que asigna, a cada valor de X, un valor X,,, que maximiza la funcién de valor'.

El proceso consta de los siguientes pasos:

e Se determina un valor inicial arbitrario del vector V,,; (X;).

e Se calcula, para cada X;, las funciones:

V(x,x,)=( @-0)F0x) ol x;) - p(1- o) |~ a-o) )j+ﬂvm(xj)

e Seelije un nuevo vector Vi, (%) = Max V(. X;)

]

e Seitera hasta que se alcance un criterio de convergencia dado para el vector V., (X;).

" Se puede demostrar que si la funcién que se maximiza es real, continua y acotada, el conjunto [Xo , X ] es

no vacio, compacto y continuo, y /3 esta entre 0 y 1, existe una solucién Unica al problema, y puede ser
alcanzada a partir de una condicién inicial arbitraria. Ver Adda y Coper (2003), cap. 2, seccion 2.5.1.
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La correspondencia X,; = g(X,) se construye escogiendo el X; que hace maxima la funcién de

valor V (X;, X;) para cada X;.

ANEXO 3: La solucion del problema en condiciones de competencia monopolistica.

La formulacién de la funciéon de renta 7 = AX” puede fundamentarse como se describe a

continuacion.

Sea un empresario que determina el nivel de empleo que maximiza su ganancia, dada una
funcién de produccion Cobb-Douglas y una funcién de demanda de producto diferenciado en

competencia monopolistica.

Max qY —wT
Sujeto a:
q=Fy°

Y = Ax“T®

Derivando (y simplificando las constantes):

a—oa

T — C1X a-l-aoc

La renta es, en consecuencia:

a—oo

7(X) = cx et

A manera de ejemplo, para o =0.4 y o =2, la funcién de renta es:

7Z'(X) — C3X0.6154
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