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Resumen

El lenguaje del sistema LB Pc—I extiende el lenguaje de la légica clasica positi-
va al incluir un operador de negacion débil y un operador de incompatibilidad,
ademads, permite definir un operador de negacion fuerte; este tltimo tiene to-
das las caracteristicas de la negacidn clésica. El sistema es caracterizado por
una semantica de valuaciones tradicionales con la cual se prueba que, respec-
to al operador de negacién débil, el sistema es paraconsistente. Como es de
esperarse, cuando las férmulas involucradas en un argumento se comportan
clasicamente, es decir, son incompatibles con su negaciéon débil, entonces la
negacién débil se comporta como la negacion clasica, pero este requisito no
siempre es necesario, la negaciéon débil puede ser puntualmente tan potente
como la cldsica, aunque las férmulas involucradas no se comporten clasica-
mente.

Palabras claves: incompatibilidad, negacién débil, sistema deductivo para-
consistente.

Abstract

The language of the LBPc—I system extends the language of the classical
positive logic when including an operator of weak negation and an operator of
incompatibility, and permit to define an operator of strong negation; this last
one has all the characteristics of the classical negation. The system is char-
acterized by a traditional semantics with which test that, with respect to the
operator of weak negation, the system is paraconsistent. When the formulas
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Sistema paraconsistente LBPc—1

involved in an argument behave classically, that is to say, are incompatible
with his weak negation, then the weak negation behaves like the classical
negation, but this requirement not always is necessary, the weak negation can
precise be as powerful as the classical negation although the involved formulas
do not behave classically.

Key words: incompatibility, weak negation, paraconsistent deductive sys-

tem.

1 Presentacién

La negacion clasica tiene dos caracteristicas importantes, la primera dice que
si se acepta la negacién de un enunciado entonces el enunciado no puede ser
aceptado, la segunda dice que si no se acepta la negacién de un enunciado
entonces el enunciado debe ser aceptado. La primera caracteristica prohibe
que un enunciado y su negacién sean ambos aceptados, no permite que un
enunciado sea compatible con su negacién. La segunda caracteristica prohibe
que un enunciado y su negacién sean ambos no aceptados, no permite las
indeterminaciones respecto a la negacion.

Una familia de sistemas deductivos, los cuales soportan las inconsistencias,
es presentada en [I]. El operador negacidn de estos sistemas es mds débil que
el operador negacion cldsica. Se introduce mediante definicién un operador de
buen comportamiento, con el cual se pretende que si una féormula esta débil-
mente negada y tiene buen comportamiento entonces la férmula débilmente
negada se debe comportar como si estuviera clasicamente negada. Los siste-
mas son presentados con una sola negacién, la débil; el buen comportamiento
de una férmula es definido como la negaciéon débil de la conjuncién de la
férmula con su negacién débil; la negacién clasica es definida en términos de
la negacién débil y el buen comportamiento. En [P] se estudia con mayor pro-
fundidad el operador de buen comportamiento al presentar axiomaticamente
un operador de consistencia.

El sistema logica badsica paraconsistente con negacion débil e incompatibi-
lidad LBPc—I presentado en este trabajo, resulta ser una generalizacion de
la logica clasica. El sistema posee un operador de negacion débil el cual tiene
la caracteristica de no prohibir la compatibilidad de un enunciado con su ne-
gacion, y por lo tanto es paraconsistente. Los teoremas acerca de la negacién
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cldsica son recuperados de dos formas: por un lado, definiendo en términos
de los operadores negacién débil e incompatibilidad, un operador de negacion
fuerte, y por otro, pidiendo a las férmulas que se encuentran bajo el alcan-
ce de la negacién, algunos requisitos de incompatibilidad. En el sistema la
incompatibilidad respecto a la negacion débil de una féormula puede ser ca-
racterizada como la negacion clasica de la conjuncién entre la formula y su
negacion débil; esta caracterizaciéon hace al operador incompatibilidad esen-
cialmente diferente de los operadores de buen comportamiento y consistencia
presentados en [fl] y [

El sistema es caracterizado con una seméntica de valuaciones tradicional,
las pruebas de validez y completitud son presentadas de manera detallada.

2 Sistema deductivo LBPc—1

El lenguaje de la Ldgica Cldsica Positiva (LCP) consta de los operadores bi-
narios —, A, V y <, ademds de los paréntesis izquierdo y derecho. El lenguaje
del sistema LBPc—I se obtiene extendiendo el lenguaje de la légica clasica
positiva con los operadores monadicos —, 1.

El conjunto de formulas de LBPc—1I es generado por las siguientes reglas
y sélo por ellas:

R1. Se tiene un conjunto enumerable de formulas atomicas.
R2. Si A es una férmula entonces —(A4) y (A)! son férmulasf]
R3. Si A y B son férmulas entonces (A) A (B), (A) V (B), (4) — (B) y
(A) < (B) son férmulas.

El sistema deductivo para LBPc—I es una extensién del cdlculo proposi-
cional clésico positivo (LCP), por lo que se toman dos grupos de axiomas.

Axiomas para el cdlculo proposicional clésico:

Ax0.1 A— (B—A)
Ax02 (A—-(B—0C)—((A—B)— (A—0C))
Ax0.3 A— (AVB)

1A es la negacién débil de A. AT indica que las férmulas A y —A son incompatibles; se
lee A es incompatible con su negacién débil.
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Ax04 B — (AVB)
Ax05 (A—-C)— ((B—=C)—=((AvB)—0))

Ax06 (AAB)— A

Ax0.7 (AANB)— B

Ax08 (A—-B)— ((A—-C)— (A= (BA()))
Ax09 (A~ B)—(A—B)

Ax0.10 (A< B)— (B— A)

Ax011 (A—-B)— ((B—A) — (A< B))
Ax0.12 ((A—B)—A) — A

Axiomas para los nuevos operadores:

Ax1.1 (AA-A)v Al
Ax1.2 AV (AT A=A)
Ax1.3 (AA-AANAT - B.

Como tnica regla de inferencia se tiene el Modus Ponens MP: de A y
A — B se infiere B, denotado A, A — B+ B.

En el sistema se define un operador de negacidn fuertef]

~A=ATA-A.

Se dice que una férmula A es un teorema de LBPc—I, denotado - A, siy
solamente si A es la dltima féormula de una sucesién finita de férmulas, tales
que cada una de ellas es un axioma o se infiere de dos férmulas anteriores
utilizando la regla de inferencia MP.

Si I' es un conjunto de férmulas, se dice que una férmula A es un teorema
de LBPc—1I a partir de I", denotado I' F A, si y solamente si A es la 1ltima
férmula de una sucesién finita de férmulas, tales que cada una de ellas es un
axioma o un elemento de I' o se infiere de dos férmulas anteriores utilizando
la regla de inferencia MP.

2La negacién fuerte posee las caracterfsticas de la negacién clésica.
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Proposicién 2.1 (Principio de identidad). - A — A.

Prueba 2.1. Todo sistema deductivo en el cual se tienen como teoremas

y [Ax0.9, y utiliza la regla de inferencia MP, tiene como teorema A — A.
Para detalles de la prueba ver [f].

Proposicién 2.2 (Teorema de deduccién). Sean A y B formulas de LBPc—I
y ' un conjunto de féormulas de LBPc—I. SiTU{A} + B entoncesT' - A — B.

Prueba 2.2. En todo sistema deductivo en el cual se tienen como teoremas
y y utiliza como unica regla de inferencia el MP, vale el teorema
de deduccién. Para detalles de la prueba ver [].

Proposicién 2.3 (Reglas de inferencia de la LCP).
Se utilizardn = y < como abreviaturas de “implica” y “si y solo si” respec-
tivamente.

Introduccion y eliminacion de la conjuncion: - ANB <+ Ay B
Conmutatividad de la conjuncion: F ANB <+ BAA

Conmutatividad de la disyuncion: F AV B<F BV A

Introduccion de la disyuncion: - A=+ AV B y- BV A

Silogismo hipotético:- A —- B y+-B—-C=FA—C

Eliminacion de la disyuncion: - AVB yFA—-CyF-B—-C=FC
Dilema constructivo: - AVB yFA—-CyF-B—-D=FCVD
Ezportacion: A — (B —C)<F(AANB)—C

Disyuncion en el antecedente: - (AVB) - C < +A—-CykF-B—C.

Prueba 2.3. Estos son resultados bien conocidos de la LCP. Para detalles
de las pruebas ver [{].

Proposicién 2.4 (Trivializacién con la negacién fuerte). A— (~A— B).

Prueba 2.4. Gracias al teorema de deduccién, basta con probar que si se
tienen tanto A como ~A se puede inferir B. Supdéngase entonces que se tienen
Ay ~A. Por la definicién de la negacién fuerte al tener ~A resulta A7 A —A.
Utilizando las reglas de introduccién de la conjuncién y conmutatividad entre
este resultado y el primer supuesto se obtiene A A ~A A Al. Pero, por [Ax1.3,
(AN-ANAAT) — B. Por lo tanto, se infiere B.
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Proposicién 2.5 (Tercero excluido). (~A — A) — A.

Prueba 2.5. Se supone ~A — Ay se debe probar A. Utilizando la definicién
de negacién fuerte se tiene (A’ A =A4) — A. Por otro lado, de resulta
(A — A) — [((ATA=A) - A) — [(AV (AL A =4)) — A]]. Puesto que
por la proposicién (R.1) se tiene A — A, utilizando modus ponens resulta
(AT A=A) — A) — [(AV (AT A=A)) — A]. Como se tiene el antecedente, se
infiere el consecuente (AV (A’ A—A)) — A. Por se tiene el antecedente
de este tultimo condicional, por lo que se infiere A. Se tiene entonces que de
~A— A se infiere A. Por el teorema de deduccién resulta que (~4A— A) — A.

Proposicién 2.6 (La negacién fuerte se comporta como la cldsica). Los teo-
remas del cdlculo proposicional cldasico que involucren la negacion cldsica son
teoremas del sistema LBPc—1 cuando se cambia la negacion cldsica por la
negacion fuerte.

Prueba 2.6. Basta notar que el calculo proposicional cldsico puede ser axio-

matizado por [Ax0.1), . , proposicién (R.4) y proposicién (R.5). Para

los detalles ver [f].

3 Semantica para LBPc—I

Una valuacién v es una funcién que interpreta las férmulas atémicas como
elementos del conjunto {0,1}. La valuacién v se extiende a una funcién V
que interpreta las férmulas de LBPc—I en el conjunto {0,1} de la siguiente
manera:

Si p es atémica entonces V(p) = v(p)

VA V(AANB)=1V(A) =1y V(B) =
Vv V(AVB)=0&V(A) =0y V(B) =

V- V(A-B)=0<V(A4)=1yV(B)=
Ve V(A-B)=1<V(A) =V(B)

VI V(A)=0eV(A) =1y V(=4)=
Vo V(A =0=V(4) =

Se dice que una férmula A es vdlida, denotado E A, si y solamente si para
toda valuacién v, V(A) = 1.
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Proposicién 3.1 (La negacién fuerte es cldsica). V~. V(~A) = 1 &
V(A) =0.

Prueba 3.1. Supdngase que existe una valuacién v tal que, V(~A) =1y
V(A) = 1. Por la definicién de negacién fuerte se tiene que V(A! A —A) =1,
y entonces de acuerdo a A, V(Al) = 1y V(=A) = 1. Como V(A) =1y
V(=A) = 1, segin [/]] se infiere que V(A’) = 0, lo cual es imposible. Por lo
tanto, si V(~A) = 1 entonces V(A4) = 0.

Para probar la reciproca, supdéngase que existe una valuacién v tal que,
V(A) = 0y V(~ A) = 0. Al ser V(A) = 0, por [/ resulta que
V(=4) = 1. Como V(~A) = 0, por la definicién de negacién fuerte se tiene
que V(AT A=A) =0, y de acuerdo a [A se obtiene V(A’) =06 V(=A) =0,
pero como V(-A) = 1, se infiere que V(A!) = 0, y utilizando /] resul-
ta V(A) = 1. Como este ultimo resultado es imposible, se concluye que si
V(A) = 0 entonces V(~A) = 1.

4 Caracterizacion semantica de LBPc—1

Para probar que la seméntica presentada caracteriza al sistema deductivo
LBPc—1, se deben garantizar dos puntos, validez y completitud. El prime-
ro dice que todos los teoremas del sistema sean validos, esto se logra con la
proposicién (f.G). El segundo dice que todos los enunciados vélidos sean teo-
remas, esto se logra con la proposicién ({.14). Lo anterior significa que los
teoremas del sistema son las formulas vélidas y solamente ellas.

Proposicién 4.1 (Validez de BxL.]). F (A A —A) v AL

Prueba 4.1. Supéngase que (AA—A)V Al es invélido. Por lo que existe una
valuacién v tal que, V((AA-A) VAD) =0, es decir, segiin [, V(AA-A)=0y
V(AT)=0. Al ser V(AT)=0, por [/}, se tiene que V(A)=1y V(=A)=1, es decir,
segiin [V, V(A A —A) = 1, lo cual es imposible. Por lo tanto, (A A =A) v A!
es valido.

Proposicién 4.2 (Validez de Ax1.9). F AV (AT A —A).

Prueba 4.2. Supéngase que AV (A! A —A) es invélido. Por lo que existe
una valuacién v tal que, V(A V (A A =A)) = 0, por [’V se tiene V(A) = 0
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y V(AT A =A) = 0. Como V(A) = 0 por [/ resulta que V(=A) = 1. Como
V(AT A =A) = 0 segtin /A resulta que V(A?) =0 6 V(—=A) = 0, pero al ser
V(=A) = 1 se infiere que V(A!) = 0. Este resultado, segin [/]] indica que
V(A) = 1, lo cual contradice el que V(A) = 0. Por lo tanto, AV (AL A —A) es
valido.

Proposicién 4.3 (Validez de Ax1.d). F (AA-AA Al) — B.

Prueba 4.3. Supéngase que (AA=AAA!) — B es invélido. Por lo que existe
una valuacién v tal que, V((A A=A A AT) — B) = 0, es decir, segin [/ =),
V((AA—=ANAAT) = 1. Se tiene entonces por A que V(A4) =1, V(=A) = 1
y V(AT) = 1. Pero de acuerdo a [V1], V(A) = 1 y V(=A) = 1 implica que
V(AT) =0, lo cual no puede ser. Por lo tanto, (A A ~A A AT) — B es vélido.

Proposicién 4.4 (Validez de los axiomas positivos). Los aziomas[Az0.1, . . .,
K 4 son vdlidos.

Prueba 4.4. Estos son resultados bien conocidos de la LCP. Para detalles
de las pruebas ver [f.

Proposicién 4.5 (Modus Ponens preserva validez). Sean A y B féormulas de
LBPc—I. Si A y A— B son vdlidas entonces B también es vdlida.

Prueba 4.5. Es un resultado muy conocido. Para detalles de la prueba ver
A o @

Proposicién 4.6 (Validez). Todo teorema de LBPc—I es vdlido.

Prueba 4.6. Se procede como es habitual en las pruebas de validez, es decir,
una prueba por induccién sobre la longitud de la demostracién del teorema.
Para garantizar el resultado basta que los axiomas sean validos y que las reglas
de inferencia del sistema preserven validez. Puesto que esto se ha garantizado
con las proposiciones ([.1) a ([£.5), la proposicién queda probada. Para detalles
de la prueba ver [{] o [g].

Para la prueba de completitud se siguen las directrices dadas por Henkin
para probar la completitud de la légica de primer orden en [f].

Las pruebas de las proposiciones (f.7) a (.9) y (E.13) se encuentran en

Ay [
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Una extension de un sistema deductivo se obtiene alterando o ampliando
el conjunto de axiomas de manera que todos los teoremas del sistema sigan
siendo teoremas. Mientras no se diga lo contrario, se trabajard con exten-
siones de LBPc—1I pero el conjunto de féormulas no se cambiara, por lo que
se dira simplemente férmulas o formulas de LB Pc—I cuando se quiera hacer
referencia a las férmulas de una extension de LBPc—1.

Una extension es consistente si no existe ninguna férmula A tal que tanto
A como ~A sean teoremas de la extension. Si la extensién no es consistente,
se dice que es inconsistente. Una extension es completa si para toda férmula
A, o bien A o bien ~A es teorema de la extensién.

Proposicién 4.7 (Consistencia). LBPc—I es consistente.

Proposicién 4.8 (Extensiéon consistente). Sea E wuna extension de
LBPc—1 y sea A una formula que no sea teorema de E. Entonces E* es
también consistente, siendo E* la extension de LBPc—I obtenida anadiendo
~A como nuevo arioma a E.

En la proposicién ([1.9) se presentan algunas reglas derivadas que se requie-
ren para la prueba de completitud. Todas ellas son resultados bien conocidos
de la légica cldsica, y se tienen como consecuencia de la proposicién (2.6).
Para detalles de las pruebas ver [J] v [H].

Proposicién 4.9 (Reglas de inferencia para la negacién fuerte).
Silogismo disyuntivo: - AV B y+-~A=F B

Demostracion indirecta: - A — (BA ~B) = F~A. F~A — (BA~B) =+ A
Doble negacion: F A < F~~A

Negacion de la disyuncion: F~(AV B) < F~AA ~B

Negacion de la conjuncion: -~(A AN B) < F~AV ~B

Negacion del condicional: F~(A — B) <+ AN ~B

Transposicion: F A — B < F~B — ~A

Modus Tollens MT:+ A — B yF~B = F~A

Implicacion material: - A — B< F~AV B

Equivalencia material: - A — B <+ (AAB)V (~AA ~B)

Transposicion en la equivalencia: - A «— B & F~A «—~DB.
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Proposicién 4.10 (Disyuncién en las extensiones completas). Si J es una
extension consistente y completa de LBPc—1I, entoncestj5 AV B si y sdlo si
F;AokyB.

Prueba 4.10. Supdngase que -5 AV B perono F; A y no 5 B, entonces
se tendria que Fj~ A al ser J completa. Al tener -; AV B y Fj~ A, por
silogismo disyuntivo, se infiere - ; B, pero se supuso que no. Por lo tanto, si
F; AV B entonces ;5 A 6 F; B. La reciproca es aplicacién inmediata de la
introduccién de la disyuncion.

Proposicién 4.11 (Equivalencia externa). -; A <~ B < (-5 A < k5 B),
cuando J es una extension consistente y completa de LBPc—1.

Prueba 4.11. Supdngase que A < B es un teorema de J, por [Ax0.9 y
también lo son A - By B — A. Si A fuese teorema de J entonces
por MP también lo seria B, es decir, ;5 A = ; B. De igual forma se prueba
que F 7B = H J A.

Supodngase que -5y A < ;5 B, por lo que ;5 A = F; B, y supdngase que
no se tiene -y A — B. Al ser J completa resulta que F-;~(A — B), lo cual
por negacién del condicional significa que -5 A A ~B y por eliminacion de la
conjuncién Fy Ay Fj~B. Altener -5y Ay ;5 A=t; B, se infiere -; B, lo
cual es imposible ya que ~B es un teorema de J y J es consistente. De igual
forma se prueba -5y B — A y por se tiene ;5 A «— B.

Proposicién 4.12 (Extension consistente y completa). Sea E una extension
consistente de LBPc—1. Entonces existe una extension consistente y completa
de E.

Proposicién 4.13 (Valuacién asociada a una extension). Si E es una exten-
sion consistente de LBPc—I, entonces existe una valuacion en la cual todo
teorema de E toma el valor 1.

Prueba 4.13. Se define v sobre férmulas de LBPc—1I haciendo V(A) = 1 si
Fr Ay V(A) =0 si Fj~A, siendo J una extensién consistente y completa
de E, como la dada en la proposicién () Noétese que v esta definida sobre
todas las féormulas, por ser J completa. Ahora bien, V(A) =1« V(~A) =0
para toda férmula A, ya que J es consistente.

Para el caso del condicional, utilizando la negacién del condicional, y la in-
troduccién y eliminacién de la conjuncién, se tiene que V(A — B) = 0 &
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Fy~(A— B) & Fj AN~B & by Ay Fj~B e V(A) =1y V(B) =0, por
lo que se satisface la definicién /=)

Para el caso de la conjuncion, utilizando la introduccién y eliminacién de la
conjuncién, se tiene que V(AANB) =1 < +F; ANB S Ayk; B e
V(A) =1y V(B) = 1, por lo que se satisface la definicién [/A.

Para el caso de la disyuncién, utilizando la proposicién (f.10), disyuncién en
las extensiones completas, se tiene que V(AVB)=1<+F; AVB < (F; A
6y B) < (V(A) =16 V(B) =1), por lo que se satisface la definicién [\
Para el caso de bicondicional, utilizando la proposicién (fl.11)), equivalencia
externa, se tiene que V(A—B)=1< FjA «Be(Fj A<y B) < (V(A) =
1< V(B)=1)« V(A) = V(B), por lo que se satisface la definicién [ <.
Para el caso de la incompatibilidad. Supéngase que V(A!) = 0, por la defini-
cién de v resulta - ;~A!, y por se tiene F; (AA—A)V AL, por silogismo
disyuntivo se infiere entonces ;7 (A A =A), por eliminacién de la conjuncién
se obtiene F; A y 7 —A, finalmente por la definicién de v se tiene V(A4) =1
y V(=A) = 1. Se ha probado que V(A)) =0=V(4A) =1y V(-A) = 1.
Para probar la reciproca supéngase que V(A) = 1y V(=A) = 1 pero que
V(AT) = 1. Por la definicién de v resulta -5 A, F; —=A y F; Al y por
introduccién de la conjuncién se tiene F; A A =A A Al. Por se tie-
ne 5 (AA-ANA') — ~A. De estos resultados se infiere que ;~ A, lo
cual es imposible ya que J es consistente y F; A. Por lo tanto, V(A) =1y
V(=A) =1= V(@A) =o.

Se ha probado entonces que V(A!) =0 < V(A) =1y V(=A) = 1, por lo que
se satisface la definicién [V1].

Para el caso de la negacién débil, supéngase que V(A) = 0. Por la definicién
de v resulta -;~A, y por se tiene ; AV (A! A =A). Utilizando silo-
gismo disyuntivo resulta ; Al A =A, y por eliminacién de la conjuncién se
infiere -y —A. Por la definicién de v resulta V(—A) = 1. Se tiene entonces
que V(A) =0 = V(=A) =1, por lo que se satisface la definicién [/ .

Con base en el andlisis anterior se concluye finalmente que v es una valua-
cion.

Sea ahora A un teorema de E. Entonces j; A, donde J es una extension
consistente y completa de E. Por lo tanto, V(A) = 1.

Proposicién 4.14 (Completitud). Sea A una formula de LBPc—1I, si A es
vdlida entonces A es un teorema.
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Prueba 4.14. Sea A una férmula valida, y supéngase que A no es un teo-
rema. Entonces la extensiéon F, obtenida afiadiendo ~A como nuevo axioma,
es consistente, por la proposicién ([.§). Asf pues, segtin la proposicién (f.13),
existe una valuacién v que da a todo teorema de E el valor 1. En particular,
V(~A) = 1. Pero V(A) =1, ya que A es una férmula valida, y se llega a una
contradiccién. Por lo tanto, si A es véalida entonces A es un teorema.

Proposicién 4.15 (Caracterizacién semantica). Sea A una formula de LBPc—1,
A es vdlida si y solamente si A es un teorema.

Prueba 4.15. Consecuencia de las proposiciones ({L.6]) y ({.14).

5 Caracteristicas del sistema

Se dice que un sistema deductivo es paraconsistente respecto al operador de
negacion — si permite que de algin conjunto de férmulas se tengan como
consecuencia alguna férmula A y su negacién —A y que exista al menos una
férmula B que no sea consecuencia de dicho conjunto de férmulas. Para probar
que un sistema es paraconsistente respecto al operador — basta probar que no
tiene como teorema la férmula A — (-A — B).

Proposicién 5.1 (Paraconsistencia de LBPc—I). El sistema LBPc—I es
paraconsistente respecto al operador —.

Prueba 5.1. La valuacién v tal que V(A) = V(=A) =1y V(B) = 0, hace
que V(A — (-A — B)) = 0. Por lo que, A — (=A — B) no es valida, y por
lo tanto no es teorema.

Proposicién 5.2 (Caracterizacién de I).

a. Al < (A — ~A) es un teorema
b. ~A — —A es un teorema
c. " A — ~A no es un teorema.

Prueba 5.2. Para la parte ), supéngase A’ y —A. Por introduccién de
la conjuncién resulta A’ A —A, aplicando la definicién de negacién fuerte,

‘174 Ingenieria y Ciencia, volumen 2, nimero 4



Manuel Sierra A.

se tiene ~ A. Aplicando dos veces el teorema de deduccion se concluye
Al — (A — ~A).

Para la reciproca, supéngase -A — ~ A y ~ Al. Por se tiene
(AN=A)v ATy al tener ~ Al por conmutatividad y silogismo disyunti-
vo resulta A A —A. Por eliminacién de la conjuncién resultan A y —A. De
—Ay A — ~A se infiere ~A. Por la introduccién de la conjuncién se tiene
AN ~A. Por lo que, segin el teorema de deduccion de =A — ~ A se sigue
~Al — (A A ~A). Por lo tanto, gracias a la proposicién ([.9), demostracion
indirecta, se ha probado que bajo el supuesto ~A — ~A se infiere A, Utili-
zando el teorema de deduccién se obtiene (-4 — ~A) — AL

En resumen, se tienen A! — (=4 — ~A) y (wA — ~A) — Al. Utilizando
se infiere Al < (A — ~A).

Para la parte p], supéngase ~A. Por la definicién de negacién fuerte, se tie-
ne A’ A=A, por conmutatividad y eliminacién de la conjuncién resulta —A.
Utilizando el teorema de deduccién, se tiene ~A — —A.

Para la parte ], la valuacién v tal que V(4) = V(=A) = 1, hace que
V(-A — ~A) = 0. Por lo que, A — ~ A no es valida, y por lo tanto
no es teorema.

En la siguiente tabla se presenta un paralelo entre algunas de las princi-
pales reglas de inferencia que involucran la negacion clasica, con las corres-
pondientes reglas en LBPc—1.

De ~(A A B) se infiere | De ~(A A B) no se infiere ~AV =B

~AV~B De (AAB)! y =(AAB) se infiere ~AV B
Negacién de | De ~AV~B se infiere |De =4V =B no se infiere ~(A A B)
la conjuncién | ~(A A B) De A, Bl y AV =B se infiere (A A B)

De (A A B)I, Al y B! se infiere

~MANB) = (~AVAB) | D4 A B) o (SA Y -B)

De ~(AV B) se infiere | De =(A V B) no se infiere ~A A =B

~AN ~B De (AV B)! y =(AV B) se infiere ~AA—B
Negacién de | De ~AA~B se infiere |De A A =B no se infiere =(A V B)
la disyuncién | ~(A V B) De A, B! y =A A =B se infiere =(A V B)

De (A v B)Y, Al y B! se infiere

~MAVE) < (MAAB)| D4y B) o (nA A -B)
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De ~(A— B) se infiere | De (A — B) no se infiere A A =B

AN ~B De (A — B)! y =(A — B) se infiere AA—B
Negacién del | De AA~B se infiere | De A A =B no se infiere ~(A — B)
condicional |~(A — B) De BY y A A B se infiere ~(A — B)

De (A — B) y B! se infiere

~(A—B) < (AA~B) ~(A— B) < (AA-B)

De =—A no se infiere A

De (=A)! y == A se infiere A

De A no se infiere == A

De A y A se infiere ~—A

~~A e A De (=A)! y AT se infiere =—A4 « A

De ~~A se infiere A

Negacién de
la negacién | De A se infiere ~~A

De AV By —A no se infiere B

De AV By ~A se infiere B

Silogismo De A, AV By —A se infiere B
disyuntivo |De ~A— B se infiere AV B |De ~A — B se infiere AV B
(AVB) < (~A— B) De Al se infiere (AV B) « (=A— B)

De A — B y =B no se infiere =A
De B!, A — By —B se infiere =A
De =B — —A y A no se infiere B
De A, =B — —A y A se infiere B

De A — By ~B se infiere ~A

Modus | De ~B— ~A y A se infiere B

Tollens (A—B)—(~B—~A) De B, A! se infiere (A—B) « (nB—-A)
(A-B)—(~B—~A) De B!, Al se infiere (A«—B) — (—mB—-A)
(A-B)—(~B—~A) De B!, Al se infiere (A« B) « (mB——A)

DeA—ByA— ~Bse|De A— By A— =B no se infiere - A

Reduccién | infiere ~A De B, A — By A — —B se infiere = A

al absurdo |De ~A— By ~A— ~B |De ~A — By =A — =B no se infiere A

se infiere A De Bl -A — By -A — —B se infiere A

Trivializacién con
las contradicciones

De A y =A no se infiere B

De Ay ~A se infiere B
cAy se infiere De AT, Ay —A se infiere B

Trivializacién  con
indeterminaciones

De ~~Ay ~A se infiere B |De ~A y ~—A se infiere B
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La forma como se prueban estas reglas se ilustra con la prueba de negacion
débil de la conjuncion.

Proposicién 5.3 (Negacién débil de la conjuncién).

a. 2(ANB) — (-AV =B) no es un teorema

b. (WAV =B) — (A A B) no es un teorema

c. [(AAB)] — [~(AAB)— (=AV -B)] es un teorema

d. [AT AB'] — [(-AV =B) — =(A A B)] es un teorema

e. (ANB)Y ANATAB! — [2(AA B) < (=AV =B)] es un teorema.

Prueba 5.3. Para probar que =(A A B) — (=A V =B) no es un teorema,
considérese la valuacion v tal que, V(=(AAB)) =1, V(=A) =0y V(=B) =0.
Para probar que (A V =B) — —=(A A B) no es un teorema, considérese la
valuacién v tal que, V(=(AAB))=0,V(-mA) =1y V(=-B)=1.

Para probar [(A A B)!] — [-+(A A B) — (=AV —B)], gracias al teorema de
deduccién basta con probar que, de (A A B)! y =(A A B) se infiere AV - B.
De (A A B)! por la proposicién (5.9) resulta =(A A B) — ~(A A B), como se
tiene el antecedente, se infiere el consecuente ~(A A B). Por negacién de la
conjuncién se tiene ~AV ~B. De la proposicién (f.9) se tienen ~A4 — —Ay
~B — —B. Utilizando dilema constructivo en los tres ultimos resultados se
obtiene ~AV —B.

Para probar [A! A BI] — [(wAV =B) — =(A A B)], gracias al teorema de
deduccién y a las reglas de conmutatividad y de eliminacién de la conjuncién
basta con probar que, de A’, BY y =AV—B se infiere =(AAB). De Al y B! por
la proposicién (p.9) resultan ~A — ~Ay =B — ~B, y como se tiene ~AV-B,
por dilema constructivo se infiere ~AV ~B. Por negacion de la conjuncién se
tiene ~(A A B). De la proposicién (p.9) se tiene ~(A A B) — (A A B), como
se tiene el antecedente, se infiere el consecuente =(A A B).

La prueba de [(AA B)! A AT ABY — [-(AAB) < (—AV—B)] es consecuencia
inmediata de las dos pruebas anteriores.
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6 Conclusiones

En el sistema LBPc—1, gracias a la definicién del operador de negacién fuer-
te, se recuperan todos los teoremas del cédlculo proposicional cldsico. Pero
ademads, permite probar estos mismos resultados con la negaciéon débil, ha-
ciendo explicitos los requisitos minimos de incompatibilidad de las formulas
involucradas en el resultado clasico. Es interesante observar que cuando se
analizan estos requisitos, no siempre se requiere un comportamiento clasico,
por ejemplo para inferir =(A A B) — (=A V =B), se requiere que A A B
sea incompatible, pero no se requiere que A sea incompatible, ni que B sea
incompatible. Lo anterior muestra que el analisis respecto a la negacién, en
LBPc—1I es mas fino que en la logica clasica. Lo anterior también permite la
construccién de sistemas intermedios entre LBPc—1 y la légica clésica.
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