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Resumen

En este trabajo se estudia la actividad eléctrica cardiaca por medio del modelo
del bidominio, el cual, describe el comportamiento eléctrico del tejido cardiaco,
basado en el flujo de corriente, la distribucién del potencial eléctrico y la conser-
vacién de carga y corriente [7], para esto se utiliza el esquema de volimenes finitos
construido sobre mallas rectangulares, donde se realiza un andlisis cualitativo de
acuerdo a las simulaciones realizadas. La discretizacién se enfocard en los algo-
ritmos existentes para ecuaciones elipticas y parabdlicas donde su convergencia
estara garantizada por la teoria clésica.

En general el modelo de los volimenes finitos involucra los siguientes pasos [42]:

a) Descomposicién del dominio en volimenes de control.

b) Formulacién de las integrales sobre cada volimen de control.

c) Aproximacién de las integrales por integracién numérica.

d) Aproximacién de las derivadas por algin esquema numérico como el de Euler.
e) Montaje y solucién del sistema algebraico discreto.

Palabras Claves: Modelo del Bidominio, Volumenes finitos, Actividad eléctri-
ca del tejido cardiaco.

Abstract

In this paper heart activity through bidominio model, which study describes the
electrical behavior of cardiac tissue, based on the current flow, the distribution
of the electric potential and the conservation of charge and current [7] for this
we use the finite-volume scheme on rectangular grids built where a quantitative
analysis according to the simulations performed. The discretization will focus on
existing algorithms for elliptic and parabolic equations where convergence will be
guaranteed by the classical theory.

Generally the model of finite volumes involves the following steps [42]:

a) Decomposition of the domain in control volumes.

b) Formulation of the integrals over each control volume.

¢) Approximation of integrals by numerical integration.

d) Approximation of derivatives by some numerical scheme like Euler.
e) Assembly and solution of the discrete algebraic system

Keywords: bidomain Model, Finite Volumes, electrical activity of the heart tissue



Introduccion

El comportamiento eléctrico del tejido cardiaco es representado mediante el mo-
delo Bidominio, donde el tejido cardiaco se considera compuesto por dos do-
minios intracelular y extracelular, interpenetrados y superpuestos, considerados
continuos, que ocupan por completo el volumen del corazén, dichos tejidos se
encuentran separados por la membrana celular cardiaca que actiia como un ais-
lante [43, 47]; el modelo bidominio se basa en un enfoque de volumen promedio,
equivalente a un modelo de cable multidimensional, que describe los potenciales
eléctricos promedio y los flujos de corriente intracelular y extracelular del misculo
cardfaco [38, 7].

Este modelo esta constituido por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales de tipo parabdlico - eliptico con condiciones de frontera tipo Neumann,
para la resolucién de dichas ecuaciones se requiere de técnicas computacionalmen-
te efectivas, para esto se aplicara el esquema de volumenes finitos.

El método de los volimenes finitos es adecuado para realizar simulaciones numéri-
cas discretizando diversos tipos de ecuaciones (eliptica, parabdlica o hiperbdlica
por ejemplo) [8] siendo utilizado ampliamente en varios campos de la ingenieria,
tales como la mecanica de fluidos, problemas de calor, o la ingenieria de petréleos.

Algunas de las principales caracteristicas del método de volimenes finitos son
iguales a las del método de los elementos finitos, ver [29], se pueden usar geo-
metrias arbitrarias con mallas estructurada o no estructuradas produciendo es-
quemas robustos. Como caso particular consideramos mallas rectangulares, sobre
las cuales construiremos el esquema que nos permitira discretizar las ecuaciones
del bidominio. Una caracteristica que hace al método atractivo a la hora de mo-
delar problemas para los cuales el flujo es importante, es la conservacién local,
que permite que el flujo se mantenga de una celda a otra celda vecina. Se intro-
duce el método a través de ejemplos simples para luego dar una descripciéon de la
discretizacion de las ecuaciones del bidominio, finalizando con un analisis de los
resultados obtenidos de la simulacién realizada.

En el capitulo 2 se realiza una breve descripcion del modelo Bidominio, y se
desarrolla la construccion del modelo monodominio como caso particular del Bi-
domino, asi mismo, se presenta la formulacion débil para los modelos Bidominio
y monodominio respectivamente.



En el capitulo 3 se presenta una introduccién al esquema de volimenes finitos,
con algunos ejemplos clasicos que permiten mostrar la aplicacion de la teoria y
dar mayor claridad.

En el capitulo 4 se realiza la comparacion teérica entre los esquemas de diferen-
cias finitas, elementos finitos y volimenes finitos. Por otro lado, basados en la
simulacién realizada en MATLAB de la soluciéon del Modelo Bidominio, se dan
algunas consideraciones y comparaciones respecto a la solucién con otros métodos
de aproximacion.
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Capitulo 1

Fisiologia del corazon

El corazén es un érgano muscular situado en la cavidad tordcica directamente
detras del esternon. Sus paredes estan formadas por tejido muscular cardiaco,
reforzado por bandas de tejidos conectivo. Todo el 6rgano esta recubierto de una
bolsa fibrosa resistente, de tejido conectivo que se llama pericardio. La superficie
interna de este saco y la superficie externa del corazon estan cubiertas de una
capa lisa de células parecidas a las epiteliales, sobre las que se extiende un liquido
que reduce la friccion al ménimo al latir el corazon.

Tanto el corazén como todos los vasos estan revestidos de una capa de células
lisas y aplanadas, el endotelio, el cual evita que la sangre se coagule en el interior
del sistemas circulatorio. Toda enfermedad o lesién del endotelio que provoque
en el mismo una superficie rugosa, puede ser motivo de un trombo en la cavidad.
El objetivo de este capitulo es estudiar de manera breve la fisiologiia del corazdn,
con el proposito de conocer algunas de las propiedades especiales del musculo
cardiaco y el funcionamiento del corazén en general. Para un estudio profundo
sobre la fisiologia del corazén, véase por ejemplo, [6, 13, 15, 18, 44].
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1.1. El sistema circulatorio

El corazoén, los vasos sanguineos y la sangre en si misma son tres componentes
esenciales que requiere el cuerpo para sobrevivir. El sistema circulatorio consiste
en dos circuitos separados por los cuales viaja la sangre (el pulmonar y el sistémi-
o). El circuito pulmonar lleva la sangre a los pulmones para ser oxigenada y la
regresa al corazén. En los pulmones es removido el diéxido de carbono de la san-
gre y el oxigeno es tomado por la hemoglobina en los glébulos rojos. El circuito
sistémico lleva la sangre a través del cuerpo para distribuir el oxigeno y regre-
sa la sangre desoxigenada al corazon. La sangre sin oxigeno llega a la auricula
derecha (AD) a través de las venas cavas superior e inferior (VCS y VCI) de la
auricula derecha pasa al ventriculo derecho (VD) a través de la vélvula tricéspide.
El ventriculo derecho se contrae y envia la sangre a la arteria pulmonar (AP) a
través de otra vélvula (la pulmonar) que evita que la sangre retroceda hacia el
ventriculo. La arteria pulmonar se bifurca en dos arterias una para el pulmoén
derecho y otra para el izquierdo (en el esquema de la circulacién normal, sélo se
presenta una arteria pulmonar). En el pulmén se oxigena la sangre y regresa ya
oxigenada a la auricula izquierda (AI) a través de las venas pulmonares. De la
auricula izquierda pasa al ventriculo izquierdo (VI) a través de la vélvula mitral
y del ventriculo izquierdo a la aorta (AO) a través de otra valvula (adrtica). De
la aorta nacen innumerables ramas que llevan la sangre a todos los 6rganos y
tejidos. Las primeras de estas ramas son las arterias coronarias que llevan san-
gre oxigenada al propio corazon, a la masa muscular cardiaca o miocardio de la
que extrae el oxigeno necesario para seguir latiendo. Los demds 6rganos también
extraen el oxigeno. La sangre ya sin oxigeno regresa al corazon, a la auricula de-
recha, a través de las venas cavas (VCS y VCI), cerrdndose el ciclo.

Siguiendo el diagrama mostrado en la Figura 1.1 podemos describir el camino
de la circulacion tanto en el corazén como en nuestro cuerpo. El recorrido de la
sangre se inicia en el ventriculo derecho (1) y se bombea la sangre por la via
(2), hacia las dos arterias pulmonares. Cuando la sangre fluye a través de los
capilares pulmonares (3), estos descargan COq y cargan O a la sangre. La sangre
rica en oxigeno fluye hacia atras a la auricula izquierda, por las venas pulmonares
(4). La sangre rica en oxigeno fluye de la auricula izquierda hacia el ventriculo
izquierdo (5) (cuando el ventriculo se abre, la auricula se contrae). La sangre
del ventriculo izquierdo pasa a la aorta (6), que lleva la sangre rica en oxigeno
al sistema superior (7) y tiene también una ramificacién de arterias hacia abajo
(8), que abastece los érganos abdominales y a la parte mas baja del cuerpo. Las
arterias transportan la sangre a través de las arteriolas, las cuales por turnos la
transporta hacia los capilares. Los capilares se retinen en vénulas que drenan e
intercambian la sangre rica en oxigeno por sangre pobre en ¢él. La sangre pobre
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en oxigeno de la parte superior del cuerpo es llevada por una vena grande, la cava
superior(9). Igualmente ocurre con la sangre pobre en oxigeno que es drenada y
llevada desde la parte inferior por medio de la vena cava inferior (10). Las dos
venas cavas llevan su sangre a la auricula derecha (11). Cuando el flujo de sangre
pasa de la auricula derecha, al ventriculo derecho se completa el recorrido de la

sangre por el cuerpo humano.
Capilares

(7] superiores del
Cuerpo

Capilares
Lado Derecho = Lado Izquierdo

Yena Pulmonar
Adria Yena Pulmonar
Derecha ] HAdria
'I.'!ana l_:a-.ra — 1A lzquierdo
inferior / Juora
. ' Capilares
Yentriculo i Inteniores del
Derecho o Cuerpo
Yentriculo
Izquierdo

Figura 1.1. El sistema circulatorio.

1.2. Fisiologia del corazon

El corazén estd compuesto por tres tipos principales de musculo: el auricular, el
ventricular y las fibras musculares excitadoras y conductoras especializadas. Los
tipos de musculo auricular y ventricular se contraen muy rapidamente, compara-
do con el musculo esquelético. Las fibras excitadoras y conductoras especializadas
se contraen sélo débilmente debido a que contienen pocas fibrillas contractiles.
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El musculo cardiaco es una cavidad de muchas células miocardicas, todas inter-
conectadas, de tal forma que si se excita una de estas células, el potencial de
accion se extiende a todas ellas. Para que la bomba funcione adecuadamente es
necesario que las redes de fibras (miocitos) que conforman el misculo auricular y
ventricular se contraigan uniforme y sincréonicamente, lo que dispone de una gran
unién entre los miocitos dado por los discos intercalares, que es una membrana
que permite el flujo libre de iones, entre células, para permitir que el estimulo
eléctrico, potencial de accion, de un extremo se trasmita linealmente. El corazon
se compone en realidad de dos sincitios [24], el auricular que constituye la pared
de las dos auriculas y el ventricular que constituye las paredes de los ventriculos.
Las auriculas estan separadas de los ventriculos por el tejido fibroso que rodea las
aberturas valvulares existentes entre las auriculas y los ventriculos. Los potencia-
les de accion pueden ser conducidos de las auriculas a los ventriculos a través de
un sistema especializado de conduccidn, el haz auriculoventricular (AV), de varios
milimetros de didmetro. Esta masa muscular cardiaca en dos sincitios funcionales
permite que la auricula se contraiga un poco antes que los ventriculos, lo que hace
efectiva la bomba cardiaca.

A E* ."'P 'H’ll""' If
TR L
||1.. # )

Figura 1.2. Naturaleza sincitial, entrelazada del misculo cardiaco

La Figura 1.2 muestra un cuadro histolégico tipico del miocardio, con fibras
cardiacas entrelazadas, con fibras que se dividen, se retinen y se separan nueva-
mente; por lo cual se ve que es un musculo estriado, con miofibrillas tipicas que
contienen filamentos de actina y miosina, estos filamentos se interdigitan y se des-
plazan unos a lo largo de los otros. Las areas oscuras que atraviesan el musculo
cardiaco se llaman discos intercalares. Ademés, membranas celulares que separan
entre si a las células musculares cardiacas. Se deduce que las fibras musculares
cardiacas estan compuestas por muchas células individuales conectadas en serie
entre si. Las membranas celulares se fusionan unas con otras de manera que for-
man uniones permeables (gap junctions). Los iones se mueven con facilidad a lo
largo de los ejes longitudinales de las fibras musculares cardiacas, por lo que los
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potenciales de accion viajan de una célula cardiaca a otra, por intermedio de los
discos intercalares, con reducida resistencia.

La Figura 1.3 ilustra las estructuras de las diferentes clases de vasos sanguineos
y como se conectan estos vasos. Si se mira los capilares en su centro, ahi se forma
una capa de finas redes neuronales donde los materiales son intercambiados entre
la sangre y los tejidos celulares. Para cumplir con este papel, los capilares tienen
paredes muy delgadas formadas por una sola capa de células epiteliales, las cuales
también estan envueltas en una delgada capa de la membrana.

Epiteli Hembrana ~. Valvula
pestio /" Inferior -

Epitelio % Epitelio @
- i .
Conpetio

Artericlo

Figura 1.3. Relacion de la estructura cardiaca

1.3. Sistema de estimulacién y conduccién

Latir es una funcién propia del corazén, manifiesta muy pronto durante el desa-
rrollo embrionario y que contintia durante toda la vida. Todos los tejidos necesitan
suministro constante del oxigeno conducido por la sangre circulante.
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Figura 1.4. El nodo sinusal y el sistema de Purkinje del corazon.

En la Figura 1.4 se muestra el sistema especializado de estimulacién y conduccion
del corazén que controla las contracciones cardiacas. El nodo sinusal, donde se
genera el impulso ritmico normal. Las vias internodales que conducen el impulso
desde el nodo sinusal hasta el auriculoventricular (AV). El nodo AV, en el cual
el impulso procede de las auriculas se demora antes de pasar a los ventriculos. El
haz AV, conduce el impulso de las auriculas a los ventriculos. Las ramas derecha
e izquierda de las fibras de Purkinje, conducen el estimulo cardiaco a todas las
partes de los ventriculos. Las fibras o tejido de Purkinje se localizan en las paredes
internas ventriculares del corazon, por debajo del endocardio. Estas fibras son
fibras especializadas miocardiales que conducen un estimulo o impulso eléctrico
que interviene en el impulso nervioso del corazén haciendo que éste se contraiga
de forma coordinada. Los estimulos celulares se dan por potenciales de accién,
que no es mas que el cambio brusco de la polaridad de la membrana celular
(despolarizacién) originada por transferencia de iones, que ocasiona una senal y
cambios celulares, después de esto, la membrana vuelve a su potencial basal o
repolarizacién (véase p.e., [13, 15, 44]).
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1.3.1. Tejido Nodal

El latido del corazon es iniciado y regulado por el tejido nodal, formado por fibras
musculares especializadas, los tejidos de Purkinje. Los vertebrados inferiores, co-
mo peces y ranas, presentan en el corazon una cavidad aparte, el seno venoso, en
el cual desembocan las venas y que sucesivamente encaminan la sangre hacia la
auricula derecha. En las especies mas evolucionadas esta disposicién desaparece,
excepto por un vestigio de tejido nodal que se llama nodo sinusal o sinoauricular
situado en el punto en que la vena cava superior entra en la auricula derecha,
véase la Figura 1.4.

Hay un segundo nodo, asentado entre las dos auriculas, inmediatamente por en-
cima de los ventriculos, el nodo auriculoventricular (AV). Desde este tltimo des-
ciende un haz de fibras que se van arborizando a lo largo de los ventriculos. El
nodo sinusal desencadena el latido cardiaco y regula la frecuencia de contraccion.
Por este motivo se llama marcapaso. A intervalos regulares se propaga una onda
contréactil desde este nodo sinoauricular por la musculatura auricular; al llegar al
nodo auriculoventricular, el impulso se propaga a los ventriculos por el haz de
tejido nodal. No hay en realidad conexion muscular entre auriculas y ventriculos;
la correlacion entre sus respectivas contracciones se logra tinicamente por el tejido
nodal especializado, el cual propaga los impulsos con rapidez casi 10 veces mayor
que la del musculo ordinario.

La terminacién de las fibras del nodo sinusal se fusiona con las fibras del musculo
auricular de alrededor, y los potenciales de acciéon que se originan en el nodo
sinusal salen hacia estas fibras, diseminandose por la masa muscular auricular
y finalmente por el nodo AV. Aqui la velocidad es mas réapida 0.3 m/s, por la
presencia de tres pequenos fasciculos de musculo auricular: fasciculo interauricular
anterior, medio y posterior, su velocidad de transmision se debe a la presencia de
fibras especializadas similares a las de Purkinje.

1.3.2. El sistema de conduccion

El sistema de conduccién esté organizado de tal forma que el estimulo cardiaco no
pase con demasiada rapidez; este retraso de 0.16 segundos da tiempo para que las
auriculas vacien el contenido a los ventriculos antes de que comience la contraccion
ventricular. Son el nodo AV vy las fibras de conduccion adyacentes las responsables
de este atraso del estimulo cardiaco. La causa inicial de la conduccion lenta se
debe al tamano considerable, respecto de las fibras musculares auriculares. La
otra causa y tal vez la mas importante se debe a dos factores: (1) los potenciales
de reposo de la membrana son mucho menos negativos que el resto del miocardio,
(2) existen pocas uniones permeables laxas (gap junctions) entre las sucesivas
células musculares. Estos dos fenémenos aumentan la resistencia al flujo de iones
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que estimulan a la célula siguiente.

Las fibras de Purkinje, las cuales se dirigen a los ventriculos desde el nodo AV,
excepto en su parte inicial, es decir, en la parte que atraviesa la barrera fibrosa
AV. Son fibras mayores que las musculares ventriculares y transmiten el potencial
de accién de 1.5 a 4 m/s. Velocidad seis veces mayor a la del musculo cardiaco. Se
cree que su rapidez de respuesta a los estimulos se debe a las uniones permeables
de las paredes de sus células (gap junctions).

Por tltimo, la caracteristica del haz AV es la capacidad de no permitir que los
potenciales de onda se devuelvan de los ventriculos a las auriculas por este con-
ducto. En algunos casos aparecen puentes anormales en la barrera fibrosa en un
lugar diferente al haz AV, permitiendo la devolucién del estimulo y causando una
grave arritmia.

1.3.3. Ritmo eléctrico de las fibras del nodo sinusal

Muchas fibras tienen la capacidad de autoexcitacion, proceso que puede causar
descargas y contracciones ritmicas automaticas. La porcion de este sistema que
muestra la mayor capacidad de autoexcitacion es la formada por las fibras del
nodo sinusal [10], [35]. La Figura 1.5 muestra los potenciales de accién registrados
de una fibra del nodo sinusal durante tres latidos y, a titulo de comparacion, un
potencial de acciéon de una fibra muscular ventricular. El potencial de la fibra
del nodo sinusal entre descargas tiene una negatividad de tan solo -55 a -66 mV,
comparada con los -85 a -90 mV, de la fibra muscular ventricular. La causa de
esta menor negatividad se debe a que las membranas celulares del nodo sinusal
son permeables al sodio. Hay tres tipos de canales i6nicos de las membranas que
desempenan un papel importante en los cambios de voltaje del potencial de accion
[16], [46]. Se conocen como: (1) los canales réapidos de sodio, (2) los canales lentos
de calcio-sodio y (3) los canales de potasio. La apertura de los canales rapidos
de sodio durante unas pocas diez milésimas de segundo es responsable del rapido
comienzo del potencial de accién (en forma de punta) que se observa en el musculo
ventricular, debido a la rapida penetracién de iones positivos de sodio al interior
de la fibra.
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Figura 1.5. Descarga de una fibra del nodo sinusal.

La meseta del potencial de accion es causada por la apertura mas lenta de los
canales lentos de calcio y sodio que dura unas pocas décimas de segundo. La
apertura de los canales de potasio y la difusién de grandes cantidades de iones
positivos de potasio al exterior de las fibras devuelven el potencial de la membrana
al nivel de reposo. Existe una diferencia de estos canales en la fibra nodo sinusal.
Aqui la negatividad es mucho menor que el potencial de reposo (solo -50 mV),
y a este grado de negatividad, los canales rapidos de sodio se han inactivado,
lo que significa que se han bloqueado. Cuando el potencial de la membrana es
menos negativo que unos -60 mV durante unos pocos milisegundos, las puertas
de inactivacién del lado interno se cierran y quedan asi. Por lo tanto, solo pueden
abrirse los canales lentos de calcio y sodio y causar asi el potencial de accién.
Como consecuencia, el potencial de accion se desarrolla mas lentamente que el
musculo ventricular y se recupera con un descenso lento del potencial de accion,
en vez de la recuperaciéon brusca que ocurre en la fibra ventricular.

1.4. Ciclo cardiaco

Se conoce con el nombre de ciclo cardiaco a todos los fenémenos que ocurren
desde el inicio de la sistole hasta que empieza nuevamente la otra sistole. El ci-
clo cardiaco esta formado por una etapa de sistole, contracciéon muscular, y otra
etapa de diastole, relajacién muscular. Si el nodo sinusal queda inutilizado por
alguna lesiéon o enfermedad, el nodo auriculoventricular toma su funcién como
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marcapaso. El ciclo cardiaco empieza por la despolarizacion automatica que ocu-
rre en el nodo sinusal (marcapasos cardiaco, mas adelante se detallard), ubicado
en la auricula derecha cerca a la desembocadura de vena cava superior, el cual
trasmite el impulso por toda la auricula y por los haces internodales en busca de
despolarizar el nodo AV, el cual retarda el impulso alrededor de 0,1 ms para luego
enviar el impulso al ventriculo. Este retraso se hace para que primero se contraiga
la auricula que el ventriculo, bombeando sangre hacia el ventriculo antes de que
este haga su gran sistole. Es por esto tltimo que se conoce a las auriculas como
las bombas cebadoras.

Cada latido cardiaco consta de una contraccién o sistole, seguida de una relaja-
cién didstole. Al ritmo considerado normal de 70 latidos por minuto, cada uno de
ellos completo dura 0,85 de segundo. Las auriculas y ventriculos no se contraen
simulténeamente; la sistole auricular aparece primero, con duracién aproximada
de 0,15 de segundo, seguida de la sistole ventricular, con duracién también aproxi-
mada de 0,30 de segundo. Durante la fraccién restante de 0,40 de segundo, todas
las cavidades descansaran en estado de relajacién. De esta manera, la funcion
impulsora de sangre del corazén sigue una sucesion ciclica. Las fases sucesivas del
ciclo, a partir de la sistole auricular, son las siguientes:

a) Sistole auricular: a lo largo de la auricula se propaga la onda de contraccion,
estimulada por el nodo sinusal, con lo cual se obliga a que la sangre llene los
ventriculos. Estos estén ya medio llenos, por el hecho que la presion es mas
baja que en las auriculas, y las valvulas tricospide y mitral estan abiertas.
La conduccién del impulso por el nodo auriculoventricular es mas lenta que
a lo largo de otras porciones del tejido nodal, lo que explica la breve pausa
después de la sistole auricular y antes de que comience la sistole ventricular.

b) Comienzo de la sistole ventricular: se contrae el musculo de la pared ven-
tricular, estimulado por el impulso propagado por el haz de tejido nodal y
procedente del nodo auriculoventricular, con aumento rapido de la presion
en los ventriculos. Al instante se cierran las valvulas mitral y tricspide, lo
que contribuye al primer tono de los ruidos cardiacos.

c) El periodo de aumento de la presién: la presién en los ventriculos aumenta
rapidamente, pero hasta que se equilibra con la de las arterias, las valvulas
semilunares permanecen cerradas sin que entre ni salga sangre de los prime-
ros. En el momento en que la presién intraventricular sobrepasa a la de las
arterias, se abren las valvulas semilunares y la sangre brota en las arterias
aorta y pulmonar.

d) Comienzo de la didstole ventricular: al entrar en reposo los ventriculos, su
presion interna desciende hasta ser menor a la de las arterias, motivo de que
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las vélvulas semilunares se cierren de golpe y se perciba el segundo ruido
cardiaco.

e) Periodo de descenso de la presion: después del cierre de las vélvulas semilu-
nares, las paredes ventriculares siguen relajandose, con paralelo descenso de
la presiéon. Las valvulas tricospide y mitral siguen cerradas porque la pre-
sién ventricular, atin sigue siendo mayor que la auricular. La relajacién de
las paredes ventriculares da motivo a que al fin la presion intraventricular
sea inferior a la de las auriculas, lo que abre las vélvulas mitral y tricospide,
con el consiguiente descenso de sangre de aquéllas a los ventriculos.

1.5. Algunas afecciones cardiacas

Las alteraciones de cualquier parte del corazén, incluidas las auriculas, el sistema
de Purkinje, o los ventriculos, puede causar una descarga ritmica de impulsos
que se extienden a todas direcciones por la totalidad del corazon. La causa mas
frecuente estd en las vias de reentrada que actiian como un circuito localizado que
se autoexcita repentinamente, imponiéndose como un marcapaso del corazén.

1.5.1. Infarto de miocardio

En la mayoria de los casos, el infarto de miocardio se debe a la arteriosclerosis
de las arterias coronarias. Otras causas pueden ser las embolias y las anomalias
congénitas. Los estrechamientos de la luz (estenosis) de las arterias coronarias
se forman a través de un proceso denominado aterogénesis, que consiste en el
deposito de células, de tejido conectivo y de lipidos, tanto intracelulares como
extracelulares, compuestos por colesterol, ésteres de colesterol, triglicéridos y fos-
folipidos. Este depdsito se realiza excéntricamente, formando la placa de ateroma
que se calcifica con frecuencia, o bien hemorragia de los pequenos vasos que cre-
cen dentro de la lesion. El aumento lento y progresivo de la placa va obstruyendo
la luz intraarterial, lo que impide el paso de la sangre o crea turbulencias del
flujo. De forma aguda, la obstruccién total puede deberse a la formacion de un
trombo en la superficie irregular de la placa ateromatosa, a la hemorragia en su
interior, al desprendimiento de una placa o al espasmo arterial en una zona de
por si comprometida, véase la Figura 1.6.
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Figura 1.6. Region danada por infarto al miocdrdio.

El infarto del miocardio es consecuencia de la trombosis coronaria. El infarto
subendocardico (infarto incompleto), casi siempre obedece a la oclusion subtotal
de una arteria coronaria (trombosis) y tiene buen prondstico inmediato, pero
tardiamente es causa de sindromes isquimicos agudos si no se corrige la isquemia
residual. La enfermedad coronaria empieza cuando en estos pequenos vasos se
desarrollan las llamadas placas de ateroma, que son un ctimulo de colesterol,
calcio y otras sustancias en las paredes de los vasos, véase la Figura 1.7.

Figura 1.7. Arteria obstruida.
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Entonces se compromete en mayor o menor grado el flujo de oxigeno y nutrientes
al propio corazon, con efectos que varian desde una angina de pecho o un infarto
de miocardio, hasta una insuficiencia cardiaca. La arteriosclerosis en los distintos
vasos ocurre de forma irregular, en unos mucho mas que en otros. La presencia en
un vaso dado de placas de ateroma hace que en dicho vaso existan estrechamientos
y que en ellos se desarrolle més facilmente un trombo, un coagulo de plaquetas,
proteinas de la coagulacién y desechos celulares que acaba taponando el vaso.
Una embolia es un trombo que ha viajado por la sangre hasta llegar a un vaso
pequeno donde se enclava como un émbolo. Trombosis y embolia son, términos
equivalentes. Los mismos factores que favorecen la arteriosclerosis son los factores
que favorecen el desarrollo de enfermedad coronaria.

1.5.2. Taquicardia ventricular

Otro tipo de afeccién es la taquicardia ventricular, consiste que el corazén late
demasiado rapido. Si el problema comienza en las camaras inferiores del corazon,
esto se llama taquicardia ventricular. Cuando el corazéon hace una taquicardia
ventricular no bombea sangre tan bien. Como consecuencia, éste bombea menos
sangre hacia su cuerpo y hacia su cerebro. La victima puede sentir que el corazon
le late con fuerza o puede sentir vértigo o desmayarse. Si la taquicardia ventricular
no se trata apropiadamente puede causar la muerte.

1.5.3. Fibrilacion

Cuando un impulso penetra desde la auricula se difunde hasta el final del ventricu-
lo en aproximadamente 0,06 segundos. El ventriculo queda en estado refractario,
y por tanto el impulso se interrumpe. En condiciones anormales el impulso puede
continuar dando vueltas alrededor del corazén por largo tiempo, en un movimien-
to circular. En consecuencia, se suprime la accion de bomba del corazon, pues el
bombeo requiere que el misculo se relaje y se contraiga. Durante un movimiento
circular los musculos de todo el corazén ni se relajan ni se contraen simultanea-
mente. Los movimientos circulares alrededor de las auriculas causan el llamado
aleteo auricular, con las auriculas aleteando rapidamente, pero incapaces de im-
pulsar sangre. Sus movimientos circulares pueden pasar en formas irregulares
alrededor de la auricula provocando fibrilacion auricular, pequenos movimientos
de fibrilacién del musculo. Los movimientos circulares que se desarrollan en el
ventriculo produce fibrilacion ventricular, en la cual el muisculo se contrae conti-
nuamente en movimientos fibrilantes finos ondulatorios. Tales ventriculos no son
capaces de impulsar la sangre, y la persona muere rapidamente.

La fibrilacién ventricular puede iniciarse con un choque de corriente alterna de
60 ciclos, haciendo que los impulsos vayan en muchas direcciones al mismo tiem-
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po en el corazén, y establece tipos irregulares de transmision del impulso. En la
fibrilacion ventricular podemos decir que el corazén simplemente tiembla y no
bombea sangre hacia el cuerpo o hacia el cerebro. A menos que se de tratamiento
en cinco a diez minutos la fibrilaciéon ventricular causa la muerte. Este tratamien-
to se realiza con un desfibrilador, que es un dispositivo disenado para detectar
ropidamente un ritmo cardiaco anormal y potencialmente mortal, proveniente de
la camara inferior del corazon.

En una descarga desfibrilatoria pasa un gran flujo de electrones a través del co-
razén por un corto periodo de tiempo. El flujo de electrones se llama corriente, la
cual se mide en amperes. La presion de empuje del flujo de electrones es denomi-
nada potencial eléctrico, y el potencial es medido en voltios. Siempre existe una
resistencia al flujo de los electrones, el cual es denominado impedancia, y se mide
en ohms. En otras palabras, una descarga desfibrilatoria es el flujo de electrones
con cierta presién durante cierto periodo de tiempo (usualmente milisegundos) a
través de una sustancia que genera resistencia, la impedancia transtoracica. La
desfibrilacién es realizada por el pasaje de una suficiente cantidad de corriente
eléctrica (amperes) a través del corazén por breves periodos de tiempo. El flu-
jo de corriente es determinado por la energia elegida (joules) y la impedancia
transtoracica (ohms), o resistencia al flujo de la corriente.

En general, un desfibrilador consta de un mando que regula la intensidad de la
corriente eléctrica (100, 200, 300, 400 julios); unos cables, que se colocan en el
térax del paciente y recogen la actividad eléctrica cardiaca (electrocardiograma o
ECG); una pantalla donde puede observarse el registro ECG; una pequena impre-
sora de papel y dos paletas que administran la descarga eléctrica sobre la pared
toracica del paciente. Este choque pasa por el corazén e interrumpe los latidos
irregulares. Entonces el corazén vuelve a latir de manera regular. El desfibrilador
s6lo es eficaz en caso de fibrilacién ventricular, cualquier otra arritmia (taqui-
cardia ventricular, asistolia, disociacién AV, fibrilacion auricular, taponamiento
cardiaco u otras causas de sincope) no responde a este tipo de maniobra.



Capitulo 2

Generalidades de la dinamica
célular cardiaca

El corazén posee un sistema llamado cardionector formado por un grupo de célu-
las destinadas a producir la excitacion y conduccién del corazon. Cuando las
células estan en reposo, existe una diferencia de potencial a través la membrana
celular, en condiciones de reposo, el potencial dentro de las células, llamado el
potencial intracelular, es negativo en comparacién con el potencial extracelular
esta diferencia de cargas a ambos lados de la membrana se denomina potencial
de reposo. Si el interior de la célula se hace menos negativo, llegando a un nivel
critico, aparece un cambio fuerte en la permeabilidad, entrando masivamente ca-
tiones que invierten la carga a uno y otro lado de la membrana, generdandose el
llamado potencial de accién. Este cambio en la polaridad de la célula es lo que
llamamos despolarizacion. [34, 39, 18, 43]

2.1. Membrana celular

La membrana celular o membrana plasméatica es una bicapa de de lipidos con-
formada por fosfolipidos, glicolipidos y proteinas, de aproximadamente 5 a 8 nm
de espesor, aunque es impermeable en si a los iones, esta perforada por un gran
nimero de canales formados por proteinas, fundamentales mantener las concen-
traciones iénicas correctas en las células; permitiendo reducir la difusién de iones
y moléculas en el interior y exterior de la célula, dichas moléculas pueden ser
transportadas por diversos procesos entre ellos ésmosis y difusion simple, etc.
En el caso de las células excitables, la membrana celular es fundamental en la
produccién y propagacién de impulsos o senales, permitiendo responder de forma
especifica en diversos procesos celulares[18,; 39, 40, 43]. En la siguiente figura se
muestra la estructura de la membrana celular.
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Figura 2.1. Membrana Celular.

A continuacion realizaremos una breve descripcién de algunos componentes fun-
damentales de la membrana celular permitiendo una mayor comprensién de las
mismas, estos son los canales i6nicos, bombas de la membrana y uniones Gap,
basados en [39, 43, 18].

2.1.1. Canales idnicos

Un canal idénico es una estructura de proteinas que tiene la capacidad de abrir y
cerrar en respuesta a los cambios de las concentraciones y del cambio eléctrico,
de igual forma catalizan el flujo de iones provocando cambios de voltaje a través
de una membrana. existen diversos tipos de canales i6nicos pero no existen una
caracterizacion estandar de ellos, entre los mas comunes estan: Los canales de
sodio, potasio y calcio.

Los Canales de Sodio permiten el paso de iones sodio a través de la membra-
na celular; en las células cardiacas son responsables de la fase de despolarizacion
del potencial de accién.

Los Canales de Potasio permiten la salida de iones de potasio a través de la mem-
brana celular; en células excitables, como las cardiacas, conduce a la repolariza-
cion del potencial de membrana, siendo fundamental para mantener el potencial
de reposo.

Los Canales de Calcio la entrada de calcio al espacio intracelular es esencial para
la interaccién de las proteinas que son responsables de la contraccién mecanica
del corazom.



2.1. Membrana celular 17

2.1.2. Bombas ionicas

Las bombas son proteinas que utilizan la energia de la hidrdlisis de ATP para
realizar un transporte activo a través de la membrana celular, de un ion o molécula
en contra de un gradiente de concentracion quimica o potencial eléctrico o ambos,
por ejemplo: La bomba de sodio potasio y la bomba de calcio[19, ?].

La bomba de Na — K en un solo procedimiento transporta 3 iones de sodio
fuera de la célula y permite la entrada de dos de potasio, obteniendo que los
iones con mas carga positiva estén fuera de la célula comparados con los que se
encuentran al interior de la celula, estableciendo una diferencia de potencial en
la membranal[43, 17]. En la siguiente figura se puede visualizar dicho proceso.

Extraceliular flusd with high

N a/ / ;, ‘M concentration of Na®

+
K
X ]
- T % The sodium-potassium pamp
G = ’ Sodium ions (Na*) are pumped ol
of tha cel and polassum ons (K7

are pumped inlo the cell

Call membrang

The energy to drive the pump is
reiaased by hydrolyses of ATP.

Intracelludar Auid with
lew concenvraton of Ma*
and high condentration of K*

Figura 2.2. Bomba de Sodio-Potasio.

En las células cardiacas, algunos canales se abren en la fase de despolarizacion
debido a un pequeno estimulo eléctrico, cabe aclarar que si dicho estimulo no
supera cierto umbral del potencial, no se producen cambios significativos en el
potencial de la membrana.

2.1.3. Uniones gap

Las uniones gap o uniones comunicantes son conexiones que se abren o se cierran
formadas por el acoplamiento de complejos proteicos, basados en proteinas lla-
madas conexinas en células estrechamente adheridas; siendo las componentes mas
importantes en el acoplamiento eléctrico y en la propagacion, ya que permiten el
flujo de la corriente eléctrica a células adyacentes a través del miocardio.
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2.1.4. Modelo de FitzHugh-Nagumo

El modelo de FitzHugh-Nagumo fue presentado en 1962 como una simplificacion
del modelo de 4 ecuaciones diferenciales no lineales de Hodgkin y Huxley, que
describe las propiedades mas importantes del potencial de accion y su dinamica;
la reduccion de FitzHugh-Nagumo a un sistema de 2 ecuaciones diferenciales de
primer orden una lineal y otra cubica, permite realizar un analisis mas sencillo e
intuitivo, pero que conserva las cardcteristicas cualitativas del modelo inicial.[l,
14, 39]. Simultdneamente Jin-Chi Nagumo propuso un sistema andlogo, basado
en un circuito cuyas ecuaciones son las de FitzHugh, por tal motivo las ecuaciones
se conocen como el modelo de FitzHugh-Nagumo.

Las ecuaciones de FitzZHugh-Nagumo estan dadas por [12, 23]:

dv

pn =v(v—a)(l—v)—w+ Ly,
d

Wy

donde, v y w representan las variable rapida(potencial) y de recuperacién(lenta)
respectivamente, para los parametros « y € que controlan comportamientos es-
pecificos del modelo, se tiene que 0 < a < 1, € < 1; la primera ecuacién modela
el cambio de voltaje y la segunda modela la variable de recuperacion del potencial
de accion.[18, 43].

Original FitzHugh—-MNagumo model
1 T T 1

0 100 200 300 400

Figura 2.8 Grdficas para v(Linea solida) y w(Linea punteada)
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La anterior grafica muestra el potencial de accién al aplicar un estimulo I,,, de
0.05 que dura de t = 50 a t = 60, donde v = 0,13 , ¢ = 0,013 y v = 1,0 son los
valores originales del modelo.

2.2. Conductividad anisotrépica del tejido

La conductividad del tejido cardiaco tiene un comportamiento anisotrépico, es
decir, presenta variaciones en sus propiedades segun la direccién y el lugar donde
se realice la medicién. La conductividad eléctrica del tejido cardiaco debido a
su caracter anisotropico puede representarse por medio de tensores, los cuales al
igual que las fibras van a lo largo del tejido.

Definimos en un punto dado de la fibra, un sistema local de vectores ortogonales
unitarios[16, 47, 43] | tal que:

A:[al a; an] (2.1)

a; = vector paralelo a la fibra
a; = vector transversal a la lamina fibra

El tensor de conductividad local y el campo eléctrico expresado en términos de
la base local, esta dada por:

M* = [‘” 0] (2.2)

Considerando la ley de Ohm tenemos que:

J* = M*E* (2.4)
o _O'l 0 €1
o _O Ot €9

_ -0161 o Ji

- _O't€2 N J2

De acuerdo a 2.2, La conductividad de los medios intracelular y extracelular
expresada en términos de la base locale(ay, a;, a,,), se representa por:

M; = [Uli 0} M = {Jlg 0} (2.5)

i~ 1o of e~ 10 of
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Por otro lado, el vector corriente (J) y el campo eléctrico (E) en coordenadas
rectangulares estd dado por:

J=A"J"

2.6
B AR (2.6)

donde, A = (a;,a;) Ex = A7'E

Como las columnas de A son vectores unitarios ortogonales, es decir A es or-
togonal, entonces A~! = AT reemplazando 2.4 en 2.6 , obtenemos la relacién
entre F y J respeto a las coordenadas globales

J=AxJx
=AM *x Ex
=AM« A™'E
=AM « ATE

De acuerdo a esto, los tensores de conductividad global M; v M, estan definidos
como:

M; = AM; AT
M, = AM;A" 21)

M} y M son los tensores de conductividad intracelular y extracelular expresados
en la base local (a;, a;)

Ya que [a;, a;]7 es una base local, se tiene que I = [q;a] , a;al]

si reemplazamos 2.5 en 2.7 respectivamente,

M; = AM; AT
o O'li 0 a;
M; = [al at} {O U%} LJ

se obtiene,

M; = ojajal + olazal

de forma analoga,

M, = otaa] + ofa;al
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sumando y restando olq;al y aplicando ?7

_ i T i T
M; = ojma; + oja:a,

_ i T i T i T i T
= ojqa; + oaia; + o qa; — o 4Q,

_ (T T i T i T
= o,(wa; + aa; ) + ojqa; — oy,

=01+ (0] — o))aal

asi para M, se tiene que:
e e e T
M., = o1+ (0] — 0})aq
resumiendo lo anterior tenemos que,

, . o
M; = {1+ (0] — o))aq

donde, o7 = of(x) € C'(R?) v ol(z) € C'(R?),j € i,e son conductividades
intracelular y extracelular respectivamente, en direccion paraléla y transversal a

lo largo de la fibra [2].

4

L)

Figura 2.4 Representacion de la fibra.

Ahora, si se considera que la fibra rota respecto al eje x, la matriz de rotacién A
del sistema local al sistema global y AT del global al local estdan dadas por:

_ cosf) —sinf AT cosf) —sinf
sinfl  cos@

sinf cos6

(2.8)
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De acuerdo a lo anterior,
M; = AM; AT, M, = AM: AT (2.9)

Sustituyendo 2.8 en 2.9, obtenemos en forma general que:

cos? foi + sin* o] sin® 0 cos® 0(a] — o)
sin?@cos?0(o] — o)  cos® o] + sin® Oo}

i =

Para j = {i, e}, donde 0 es el dngulo entre la direccién de la fibra y el eje z



Capitulo 3

Modelo Bidominio

3.1. Ecuaciéon del cable

Las neuronas y células cardiacas estan entre las células de nuestro cuerpo que
poseen una mayor estructura de cable, considerando un cable como cualquier
estructura que proporciona de forma unidimensional, una via de cominicacion
para una senal eléctrica. La teoria clasica del cable se remonta a los estudios
de Lord Kelvin en 1855 para la senal del cable telégrafo, la aplicacion de la
ecuacion del cable al comportamiento neuronal se debe principalmente a Hodgkin
y Rushton(1946).

A continuacion se realizard una descripiciéon de la ecuacién del cable tomando
como referencia [18]. Consideremos la célula como una pieza cilindrica alargada
que cubre el citoplasma; suponer que el potencial depende solo de la longitud y
no de variables radiales angulares, permite analizar al cable en una dimension,
este supuesto se denomina como hipétesis, de nicleo de conduccién. la siguiente
figura muestra el esquema del modelo.

23
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Espacio Extracelular

Ve(x) le Ax Ve(x+ ax)

AW ANW——
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Vi (x) rj Ax Vi (x+ ax)
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Figura 3.1 Modelo del cable.

Al dividir el cable en trozos cortos de longitud Ax, las corrientes en cualquier
seccion de dicho cable se balancean y unicamente aparece la corriente axial que
tiene componentes intracelulares y extracelulares, las cuales asumimos que son
ohmicas; de acuerdo a la figura anterior y aplicando la ley de Ohm se tiene que
el voltaje para la componente intracelular esta dado por:

Vi(x + Ax) — Vi(z) = —L;(x)r;Ax (3.1)

donde Vj es el voltaje intracelular, r; y I; son la resistencia intracelular por unidad
de longitud y la corriente axial intracelular respectivamente. De forma analoga
para la componente extracelular el voltaje esta dado por:

Ve(x + Azx) — Vo (z) = —L(x)r Az (3.2)

dividiendo en Ax las ecuaciones 3.1 y 3.2, luego tomando Ax — 0 tenemos que:

10V,
J = — )
‘ r; Ox (3.3)
10V,
) 4
c re O (3-4)

Ahora, considerando que el cable no es afectado por otras corrientes adicionales y
que la membrana se puede expresar por un circuito, la corriente axial total puede

escribirse como:
Ir =1+ 1,
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Aplicando las leyes de Kirchhoff, y teniendo en cuenta que el cambio en las corrien-
tes axiales intracelulares y extracelulares se debe a la corriente transmembrana,

obtenemos,

Li(x) — Li(z + Ax) = I.(z) — I.(x + Az) = I, Ax

dividiendo en Az y tomando Az — 0 tenemos que:

[ ol; 0l
T 0r T O
considerando que Iy = I; + I;, sustituyendo por 3.3
10V; 1 0v,
Ip=——21 -2

r, 0r  re. Ox

como V =V, — V, entonces G_V = Vi — % reemplazando se tiene,
ox ox ox
oo L0100y
r; Ox 1.\ Ox ox
B 1 1 oV, 10V
B (‘E‘E)(ax) T
_ —re—1; (OV; 10V
T, (830) +r_e$
—IT _ 7’64‘7”1' (0‘/;) _ i(?_V
TiTe ox re OX
multiplicando por — Te
Te + 74
Te [T:_l(a‘/i)_i_ 1 oV
Te +Ti ri \ O re +1; Ox

€1l COIlSGCU‘GIlCia7

B 1 GV_ Te I
T \re+ri) 0 retTi "

B 1 oV Te I
T \retri) 0 retri |

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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derivando respecto a (z) y como Ir es constante ya que no hay variacién en el

potencial
_(9[1 . i 1 8_‘/ _ Te I
or  Ox re +1; ) Ox r6+riT
ol; Q 1 ov
re + n Oz

(91: ox
(re + m) 0x?
reemplazando 3.5 en la expresion anterior se tiene que,

L\
e\ e+ ) 022

recordemos que I, es la suma de las corrientes capacitivas e iénicas, es decir

av
ot

Itm = Cm + Iion

de acuerdo a lo anterior,

K—i—C’ 191% 1 82_V
p T ot re—l—mﬁ%

donde 7, es la resistencia de la membrana y C,, es la capacitancia, en consecuen-
cia, suponiendo que 7;, 7. son constantes y que p es el perimetro del axén.
reorganizando términos en la expresion anterior.

Lo oV T rm OV
T'm mTa, 'mlion = 7~ 75
ot p(re + 1) 0%x
Tm
considerando r; y r. constantes, tomando \,, = , | —— v 7, = r,,C}, pode-
p (re + Ti)
mos reescribir la expresiéon, obteniendo:
oV 0’V
m o, + 7amh’on )\2 3.8
7 "R (38)

si reescalamos la corriente iénica para alguna funcién f(depende del voltaje y
tiempo)que tiene unidades de voltaje, se define

Iion = f(‘/a t)
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introduciendo variables adimensionales

t T
T=— X=—
T 0 Am
la ecuacion 3.8 toma la forma,
ov. oV
— = T .

La ecuacién 3.9 se conoce como la ecuacion del cable. Si consideramos un cable
cortado, con V' = 0 en la frontera tendriamos condiciones de Dirichlet, por otro
lado si consideramos condiciones de Neumann tendrAamos que 2% = 0 en la

oT
frontera, corresponde a un cable que termina con una membrana.

3.2. Descripcién del modelo bidominio

El corazon esta conformado por un nimero demasiado grande de células, lo cual
no permite modelar cada célula de forma individual y tener un control completo
de las variaciones de los potenciales[43], el modelo Bidominio estd basado en un
enfoque de volumen promedio.

El modelo Bidominio, describe el comportamiento eléctrico del tejido, basado en
el flujo de corriente, la distribucién del potencial eléctrico y la conservacién de
carga y corriente[7]. El tejido cardiaco estd compuesto por dos dominios intra-
celular y extracelular, interpenetrados y superpuestos, considerados continuos y
que ocupan por completo el volimen del corazén, dichos tejidos se encuentran
separados por la membrana celular cardiaca que actia como un aislante.

El dominio espacial de nuestro modelo es un subconjunto acotado w C R? con
frontera suave Ow; los potenciales intracelular y extracelular se denotan por
u; = u@,t) y ue = uc(w,t) respectivamente, v = v(x,t) := u; — u, es conoci-
do como el potencial transmembrana, la conductividad del tejido intracelular y
extracelular estd representada por M; y M..

A partir de las ecuaciones de Maxwell, la relaciéon entre los campos eléctrico y
magnético viene dada por

0B
VXE+—=
x B+ 5 0

donde E' y B son los puntos fuertes de los campos eléctricos y magnéticos, res-
pectivamente. La corriente J en un conductor viene dada por la relacion general:

J=MEFE
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Se tiene que
J=—-—MVu

donde M es la conductividad del medio. De acuerdo a esto,

(3.10)
Je = —MiVue

Supongamos que el inico camino de flujo de corriente es a través de la membrana
celular, iq,,(z,t) = i4y, es una corriente de estimulacién aplicada al espacio ex-
tracelular (Por ejemplo, estimulacién de electrodos)[9]. La corriente intracelular
a través de la membrana por unidad de volumen(Z,,) puede expresarse para los
espacios intracelulares y extracelulares, como:

‘ (3.11)
Vde= 1, — gy

donde, I, es la corriente transmembrana por unidad de volumen, que se compone
de una corriente capacitiva y una corriente iénica [7], dada por;

ov
Im - ma, Iz'cm 12
5{Cu%y + 1in (3.12)
Sustituyendo 3.10 y 3.12 en 3.11

V- MNue —topp = =1, (3.14)
—V - M;Vu; =V - M NVuc + iap, (3.15)

Por la ley de conservacién de corriente,
V- (M;Vu;) = -V - (M. Vu,) (3.16)

Sustituyendo 3.12 y reorganizando términos en las ecuaciones 3.13 y 3.14
BCw% — N - (M;Vu;) + Blign =0

ﬁcm% + V- (Mevue) + 512'071 = Z'app

Considerando el modelo para la membrana de Fitzhugh- Nagumo, dado por:

H(v,w) =av—bw
Lion(v,w) = =Aw —v(1l —v)(v —0))
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donde a, b, A y 6 son parametros propios del sistema. El modelo Bidominio esta da-
do por el siguiente sistema de reaccion - difusion:

ﬁCm% -V (Mlvu’t) + B[ion =0
0
ﬁcma_: +V. (Mevue) + ﬁli(m = Z.app (317)
v
5 H(v,w) =0

Ya que estamos considerando que el tejido cardiaco esta aislado, utilizamos la
condicién que el flujo en frontera es cero, es decir,

(M;(2)V(uj)) -n=0 sobrez =00 x(0,7),7 € {e,i} (3.18)

T

Reescribiendo 3.17 en términos de v y u, Restando M;Vu, de 3.15 se tiene que:

V- MV + iy = —V - MV
V- M,V + iy — MV, = —V - M;Vu; — M;Va,
VMV (u; — ue) = =V - (M; + Me)Vue — igpp
V- M;Vv ==V (M;+ M,)Vuc + iap
V- (M + M)V, + V- MiVo = igy, (3.19)

Por tanto, el modelo en términos de v y u, es un sistema parabdlico-eliptico fuer-
temente acoplado estd dado por

0
/cha_;} +V. (Mevue) + Blion = Z-app
V- (M; + M:)Vue +V - MV = gy, (3.20)
0
6—;) — H(v,w) =0
Imponemos condiciones iniciales v(0,z) = vo(z), w(0,2) =wy  x €

Para encontrar la solucion v se requiere para la soluciéon v de el modelo bidominio
que el valor inicial vy sea compatible con 3.18, entonces, si u; y u. son valor fijos,
el problema puede no tener solucion, esto nos lleva a imponer la condicion de
compatibilidad,

/ ue(z,t)dr = 0 para casi todo punto,t € (0,7) (3.21)
Q
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3.3. Modelo monodominio

Si M; = AM, para alguna constante A € R el sistema 3.17 es equivalente a una
ecuacion parabdlica para el potencial transmebrana v, acoplado a una ecuacion
diferencial ordinaria para la variable gating w, tal que, tomando la segunda ecua-

cién de 3.17 y multiplicando por T obtenemos,

1

T3 T - M;Vu; + ——liopn =0
1+>\ﬁ o Ty MiNVuit b
5Cm87) M ﬁlion
i —0 3.92
SV AR TS N Y (3-22)

Ahora multiplicando la primera ecuacion de 3.20 por 7 i S

A A A
PR PEEEN M e P ]ion - —.a
1+)\5 ™ot +1+)\v Ve + 1+)\B T4\
A ov AM, A A
P~ ma, : e Iion — —.a
1+/\BC 8t+v 1+Avu 1+>\B T4\
A ov M; A
p——— ion — .a 2
1+ABC ot v 1+Avue 1+>\ﬁ T+ (3.23)
Sumando 3.22 y 3.23 obtenemos
ov M; A
. ] : I; n — T 1 la
HCom ot 1+)\ “ 1+ + 5l 1+ A
ov M, A
- ! I ="
BOm 8t -V )\v( Ue) +B on 1 + )\Zapp
8 A
PO e =V TR v e = e
El modelo monodominio esta dado por:
ov
ﬁCm_ - - —iapp

ov
E—H(v w) =0
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3.4. Formula variacional

Modelo bidominio

Sea p, &, € C*(Q x [0,T]), multiplicamos por la funcién test ¢ ambos lados de
3.20, luego integramos por partes sobre Qp = Q x [0, 7.

Para la primera ecuacion de 3.20 tenemos que:

chggsﬁ +V- (Mevue)SD + B]ionso = appw

fQ ﬁCmgqt}SO—i_ fQ M Vue <p+5[zon — fQ appSO

SOBOmU QT_fQT BCm%_f“—Me)vue@ - fQ Vue V‘P"f‘fg Blzongp fQT app‘;p

29
goﬁC’mv —i—fQ —ﬁC’m%f M. Vu, - ch+ﬁ[wng0 fQ Lopptp

BC, fQ vo )o(0, dx+fQ ,BC'm —MNu.-NVo+B1Lionpde  dt = fQ Loppipdadt

Para la segunda ecuacion de 3.20 tenemos que:

V- (Mz + Me)vueSO +V- MZVU(,O = iapp¢

/ V- (M; + M.)Vueyp +/ V- M;Vvp = / Gappdadt
Qr Qr Qr

(M; + M.)Vuep

—/ (M; + M.)Vu, - Vo + (M;Vv)p
Qr Qr Qp

— M;VuV - p = / lappdadt
QT QT

/ —{(M; + M.)Vu, -V — M Vv -V} = / Gappdadt
QT QT
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Para la tercera ecuacién de 3.20 tenemos que:

Jv
5 H(v,w) =0
£dtd:c = H(v,w)édtdx
Qr ot Qr

// §dtd$—//va§dtdx
/[&w —/w—dt]dx-//[—[vwgdtdx

/[f(T, 2)w(T,z) — £(0,2)w(0, z)] de — // dtd:c = H(v,w)&dxdt

QT

_ o —
/Q £(0,2)w(0, x)dx /QT wo dtdx o H(v,w)&dxdt

De acuerdo a lo anterior se define que:
Una tripleta u = (v, ue, w) de funciones es una solucién débil del modelo bido-

minio 3.20, si v,u, € L*(0,T; H'(Q)),w € C([0,T]; L*(£2)), 3.18 y las siguientes
identidades son vélidas para las funciones test ¢, 9,& € D([0,7) x Q) :

0
BC’m/ vo(z)po(0, z)dx + —BC’ma—f — M. Nu, - Vo + Bl,pdrdt = / Loppipdadt
Q Qr Qrp

/ —{(M; + M.)Vu,-Vo— MNv-Voldr dt= / Gappipdadt
QT QT

/Q—f((),a:)w((),x)dx - /QT w%dtdm = H(v,w)&dxdt

Qrp



3.4. Férmula variacional 33

Modelo monodominio

De forma andloga, al proceso realizado para las ecuaciones del modelo Bidominio
tenemos que; Sea p & € C*(2x [0, 7)), multiplicamos por la funcién test ¢ ambos
lados de 3.24, luego integramos por partes sobre Qp = Q x [0, 7.

Para la primera ecuacion de3.24

ov

M;
a VUSO + ﬁ ionf =

FCm 1+

o—V- 1+)\iapp90

ov

M; A
Chn—pdxdt — / V. ——Voupdxdt + Lionodxdt = / b gpodrdt
QTB at’ apr  1+A z Blionsp ap L+ A o

Qp

BC’m/UO(x)gp(O,x)dx—f— BC’m%godxdt
Q

Qp

1 A
Bliondxdt — ——V - Vopdrdt = / ——lapppdxdt
Qr 1+ ap L+ X

Para la segunda ecuacion de 3.24

ov

Y H
T (v,w) =0
ov
/ —&dtdx = H(v,w)&dtdx
ap Ot Qr

//—ﬁdtdx—/g/TH(v,w)ﬁdtdx
L] - ol ae= [ f e i

/[S(T,a:)w(ﬂa:)—S(O,x)w(O,x)] d:c—/Q/TwEdtdx: QTH(v,w)ﬁdxdt

Por la anterior se define que:
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Una pareja u = (v, w) de funciones es una solucién débil del modelo monodo-
minio 3.24, si v € L*(0,T; H'(Q)),w € C([0,T]; L*(2)), 3.18 y las siguientes
identidades son vélidas para las funciones test ¢, € D([0,7) x Q) :

5C, /Q vo(2) 20 0. 2)dx

Oy 1 A
Crv—— Lionp — ——M;Vv - dxdt = —— Lopppdadt
+ QT{B v at +6 90 1 +>\ V/U vgp} X 1 +>\ Qp ppgo x

/Q—g(O,x)w(O,:c)d:c - /QT w%dtdm = H(v,w)&dzdt

Qr



Capitulo 4

Introducccion a volimenes finitos

El método de volumenes finitos permite discretizar y resolver ntmericamente
ecuaciones diferenciales. Consideremos una malla de discretizacion del espacio,
entorno a cada punto de esta malla se construye un volimen de control que no
se superpone con puntos vecinos, de esta forma el volimen total resulta ser igual
a la suma de los volimenes de control considerados [6]. La ecuacién diferencial a
resolver se integra sobre cada volumen de control, lo cual entrega como resultado
una version discretizada de dicha ecuacion. Para realizar la integracion se requiere
especificar perfiles de variacion de la variable dependiente entre ellos los puntos
de malla. La principal propiedad del sistema de ecuaciones discretizadas es que
la soluciéon obtenida satisface en forma exacta las ecuaciones de conservacion
consideradas, independientemente del tamano de la malla.

X X

Figura 4.1. Discretizacion en una dimension.

El punto fuerte del método es su conexién con las propiedades del flujo, de hecho
los fundamentos del método recaen en la discretizacion directa de la expresion
integral de las leyes de conservacién esto lo diferencia del método de diferencias

35
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finitas o elementos finitos que discretizan la forma diferencial de las leyes de
conservacion [11].

Respecto a la forma en que se relacionan las celdas con los puntos del mallado
consideramos un esquema en el que se asocian las variables a los centros de la
celda y las lineas de los mallados definen las celdas en donde las variables de flujo
son valores promediados sobre cada celda. Es de notar que existen otras formas
de asociacion entre las celdas y los puntos del mallado pero no seran consideradas
en este trabajo ver [11].

Ejemplo 1

Consideremos la ecuacion, -
o°T
kaxQ +S5=0 (4.1)
donde k es el coeficiente de conduccién de térmica, T es la temperatura y S
un término fuente que representa la tasa de generacién de calor por unidad de
voliumen.
Sean Tp, Ty, Te puntos, con x, entre x,, y ., w entre x,, y T, y e entre x, y .
como la muestra la figura 4.1, tal que w es limite inferior del voliimen de control y
e es limite superior del volimen de control, denotamos por d(z,, z,) la distancia

entre x,, y x,.

La distancia entre w y e es dx, integrando 4.1 tenemos,

— e . .,
Se define sAx = fw sdx , la anterior ecuacién se reduce a:

dT
ke
dz |,

dr
Y Pl

ir | +5Ax =0 (4.3)

Podemos suponer un paso lineal para las derivadas por tanto,

AT T =T
dx w_ v d(zp, )
(4.4)
T. —T.
]{;g S P ——
dz |, d(zp, xe)
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reemplazando en 4.3

Ty, — T, Txe—Txp+_A L
Yy ) Cdwpre)

Esta ecuacién se puede simplificar llegando a una expresién de de la forma

a, T, = agTy, + a1y, +0

donde,
ke K
ap = ——— ; Oy = ——
y d(p, z.) ’ d(@p, Tw)
a, = ag + ay : b=3Ax

Extendiendo a 2 6 3 dimensiones tendriamos

a, T, = Z a; T, +0b

)

luego la temperatura en z, se puede expresar en términos de puntos vecinos. Para
completar el analisis solo falta estimar k,, k. y 5. Para S podemos suponer una
aproximacién como

S =Sy+ 51T, (4.5)

donde suponemos que el valor de 5 en el volimen de control depende tinicamente
del valor de T" en el punto z, luego podemos reescribir la ecuacién como

apyTy, = apTy, + awTy, + (So + S1T,,)Ax
reescribiendo tenemos que:

ay Ty, = agly, + a1y, +b (4.6)
a, = ag + a, — S1Az

4.1. Condiciones generales

Reglas basicas

Existen reglas basicas para que las aproximaciones realizadas en la seccién ante-
rior sean validas.

1) Consistencia en los flujos a través de los volimenes de control. El flujo que
sale de un volimen de control debe igualar al que entra al volimen de control
siguiente. Esto se ilustra en la siguiente figura.
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Pendiente desde la izquierda Pendiente desde la derecha
N
~ \
e\

Y

W W P e E

Figura 4.2. Interpolacion Cuadrdtica.

Se puede observar que una funcién de interpolacion cuadratica, conduce a que los
flujos estimados en z,(dependientes de la curva de interpolacién) sean distintos
si la aproximacion se hace por izquierda o derecha, la funcién de interpolacion
debe evitar este problema.

Otro problema que debe evitarse es tener valores distintos al evaluar a k en el
limite de control dependiendo de cual sea el voliimen de control considerado, esto
se evita no usando el valor de k,, para evaluar el coeficiente k en w o en e

2) Coeficientes positivos

Los coeficientes ag, a,, a, deben ser positivos, ya que un aumento en T, y T},
debe conducir a un aumento en 7}, y esto sucede, si los a; son positivos.

3) Linealizacién del término fuente con pendiente negativa.

Para evitar que a, sea negativo si s; es muy grande, se requiere s; que sea nega-
tivo.

4) Suma de los coeficientes vecinos
El valor del coeficiente a, debe ser igual a la suma de los a;
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Coeficiente de conduccién en la frontera

En las ecuaciones 4.4 se requiere conocer el coeficiente k en las fronteras, w y e
del volimen de control, para esto interpolamos siempre que sean conocidos los
valores k., ks, ¥ ke,,luego una forma podria ser

ke = fek:(:p + (1 - fe)k:ce

d(xm e)

donde fe = m,
py Le

si existe uniformidad en la distancia se puede suponer f. =0, 5.

Otra alternativa es la siguiente:

Buscamos que,

ar| _ k Ll
e

k T e
dz |, d(zp, z.)

(4.7)

Supongamos que el volumen k£ permanece constante dentro de cada volumen

de control, adicionalmente supongamos que no exite término fuente S luego

ar . : :
k;d— = ¢y, integrando entre z, y e, y luego, entre e y zg, despejamos ¢, e igua-

k — 1_f€ .fe -
‘ ke, k.

Luego a,, v a. estan dados por:

x
lando esto a 4.7 tenemos,

I d(xp,e)+d(e,:cE) -t
F k, kg

Solucion de las ecuaciones

Al plantear la ecuacién 4.6 en cada punto de la malla se obtiene un sistema de
ecuaciones algebraicas, que en general, se resuelve por iteraciones donde las 4
reglas bésicas establecidas anteriormente, permite asegurar que el procedimiento
iterativo converge.
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Linealizacion del término fuente

Si suponemos conocido S(7') una estimacién de S en torno a un valor 7% puede
obtenerse por series de Taylor.

S = S(T") + (%)* (T —1T7)

*

donde <ﬁ es el gradiente de S evaluado en T* que al compararlo con 4.5

tenemos que: S ( d5 )
. 1 = -
dX

Las anteriores expresiones permiten calcular aproximaciones para Sy y Sp

Condiciones de borde

Denotemos un borde inferior B, existen principalmente 2 condiciones de borde
que son de interés, Dirichlet y Von Neumann. La primera especifica el valor de
la variable de estado en el borde y se conoce como T en este caso podemos
considerar T, = Tp. La segunda corresponde a una condicién conocida en B,
para este caso construimos una ecuacion adicional que permita determinar 7Tz a
partir del flujo conocido en B, para ello se integra 4.1 en el volimen de control
adyacente al borde el cual corresponde a medio volumen de control construido en
torno al primer punto interior de la malla.

Y

=0

) \
L
E

Figura 4.3. Detalle de Distancias.

Integrando 4.1 entre B e ¢ tenemos

i d AT i
PR Sdz = 0
/BdT 4z x+/3 v

dT
Ml
dx

ar
B S

A
. +SAz =10

B

%
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definamos el flujo T" en la direccién x como:

dr
= —k—
e dx
por lo tanto tenemos que,
qB — i + (So + S1Tg)Ax =0 (4.8)

con ¢p denota el flujo en B que es conocido dado que es la condicion en el borde
g; es el flujo en 7 y puede estimarse como

dT|  Ts—T;

i = —k =ki— o
g dr |~ "d(B.1)

reemplazando en 4.8,
CLBTB = a[T[ + b

con
ki
ar =
7 A4(B,7)
ag = a;r — S1Ax
b = S()A.I’ —I— 4B
Ejemplo 2
Consideremos la siguiente ecuacion,
ar d , dT
- (= 4.

p es la densidad y C,, el calor especifico, los cuales se supondran constantes. En
esta ecuacion la solucion procede en el tiempo a partir de una distribucién inicial
de temperatura, luego dados los valores de T" en el tiempo ¢, se determinan los
valores en el tiempo ¢ + At. Denotamos por T} | Tgp, T los valores en el tiempo
t+ At.

La ecuacién de discretizacion se determina integrando 4.9 en el volimen de con-
trol dado en la figura 1 sobre el intervalo de tiempo que va desde t hasta t + At

e t+At oT t+At €9 oT
dtdy = = (k== 4.1
pC, /w /t T dtdx /t /w 5 (k: ax>dtdm (4.10)

integrando el lado izquierdo, suponiendo que T, predomina en todo el volimen
de control de modo que
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t+At a
pC, / / —dtda: pC’pA:v(Txlp —Tfp)

integrando el lado derecho e igualando tenemos,

C A (Tl TO ) /t+At |:]{Z Ta:e - T:vp k T:Dp - T:cw dt
P L, — L, )= e - M
’ ? P ¢ d(z., p) d(Tp, Tuy)

ahora es necesario saber como varfan T;,,T;,,T,, en el intervalo de tiempo ¢ y
t + At entonces podemos suponer que,

t+At
/ T, dt = fT, +(1— )T, At
t

donde f denota un factor de peso ponderado entre 0 y 1, siguiendo el proceso,
analogamente se tiene que,

0, 5% (T} —1T0) f[k LT k L _Tg}
. — . > P w ¥4 w +
P At P d(zp, ) d(zp, Ty)
7' —T9 70 — 70
1— ke Te Tp — Tp Tw
RS e e

Ordenando términos,

apT,, = ag {fT;,L +(1- f)Tée] +
an { - f)Tgw] N
[ag— (1— fag — (1 — fay, Tgp (4.11)

donde,
20— pCpAx ku

PAE )

Si f =0 se denomina esquema explicito
Si f=1 se denomina esquema implicito
Si f=0,5 sedenomina esquema Crank-Nicolson

Los distintos valores para f pueden ser interpretados en términos de la variacion
de T, en el intervalo de tiempo entre ¢ y ¢t + At; el esquema explicito implica que
el valor antiguo 77 » brevalece en todo el intervalo de tiempo excepto en ¢ + At
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cuando el valor T, cambia al valor Tg}p7 en cambio el esquema implicto supone
un cambio rapido del valor Tg?p al valor Tzlp y este se mantiene hasta el final, es
decir hasta el tiempo t + At.
El esquema Crank-Nicolson supone una variacién lineal desde T, g?p hasta ij. Con-
sideremos el esquema implicito cuando f = 0.

aijp = aETg(c)e - awTIOw + (ag —ap — aw)TwOp
Luego ij solo depende de las variables conocidas del intervalo de tiempo anterior
. T, Ty,
depende en alguna medida de las variables conocidas Tmlw, Txle. Para el esquema
explicito es necesario que todos los coeficientes sean positivos. luego necesitamos
que,

cualquier esquema con f # 0 es un esquema implicito pues T,

ay > ag + ay

Lo cual se obtiene considerando, kg = ky, = k y Az = d(z,,zg). Por tanto se

debe cumplir
Ax 2k C,(Azx)?
eI PNy S/ C
At~ Ax 2k
Es de notar que puede ocurrir que At sea muy grande entonces la variacion
lineal T}, es poco realista luego Tgp tendera mucho mas rapido a Tzl,, asi es mas

conveniente un esquema implicito Imponiendo f = 1 se tiene usando 4.11
CLpTxp = CLET;E + awalw + (IgTa?p é apTxp = aETCCE —+ awaW + b (412)
dado que,

kE . v — kW ) CAI‘ ao
d(ze,xp) W ATy xp) p

ag = PEZP

b= SoAx+a2T£p ;G :aE—l—a%V—i—ag—Sle

Si el coeficiente K depende de T entonces esta ecuacién se puede calcular itera-
tivamente en cada paso del tiempo.
para el caso de 2 dimensiones se puede considerar

oT 8(Kx8_T N akxa_T
dy

pC 8;1:> oy

oL O 5
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generalizando el caso unidimensional tenemos,

ayly, = apTy, + awley, +anTyy +asTeg +0

donde,
P d(xe, 7, ’ Y d(aw, T,
S knAz _ . ks Az
N d(xy, o, ’ T d(xy, s
C,AxA
ay = % ;b= SoAzAy + a)T)

ap:aw—i—aN—l—as—l—ag—Sle

Para la discretizacion del modelo del bidominio es necesario construir los esque-
mas para el caso eliptico y parabdlico donde los términos difusivos seran la base
del modelo.

4.1.1. Caso eliptico

Para el estudio de este caso se seguird el esquema realizado en [8] luego se consi-
dera la siguiente ecuacion.

% +div(v-u)(z,t) =0; xR teRT (4.13)

con condiciones,
u(z,0) = u(z)zr € R?, v e C'R*,R?) y wu € L™(R?)

Sea 7 una malla de R? que consiste en subconjuntos poligonales acotados con-
vexos de R? y sea k € 7 un elemento de la malla 7 que llamaremos volumen de
control(celda) integrando 4.13 sobre k y utilizando el teorema de Green se tiene,

/k au(afe’ Do + /(x £) - np(@)u(z, )y =0 Vi€ Ry (4.14)

donde ny denota el vector normal para k.

Sea r € RT y t, = nr con n € N escribiendo la ecuacién 4.14 en el tiempo
tn v discretizando la derivada parcial encontramos una aproximacién u"(z) de la
solucion de 4.13 en el tiempo ¢, la cual satisface la siguiente ecuacion:

1 n+1x—u”x v vlx .nkxu”x —
W/k(“ ()~ w(z)d +/8k (@, tn) - i (w)u" (x)dy = 0 (4.15)
(4.16)
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Donde dy denota la medida sobre 9k y u°(z)=u(z,0) = u,(z).

Se define (u})rern € N como las incégnitas discretas con k € 7. y g como el
conjunto de bordes incluidos en 90k para ¢ C 0k, dondenk, denota el vector
normal unitario sobre o fuera de K. Ahora se puede escribir la integral como:

/mc v(z,ty) - ng(z)u"oy = Z /U(x,tn) ‘g u"(z)0y (4.17)

oEEK

para o C Ok, ademas sea

v,(gn; = /v(a:,tn)nK,gafy

donde cada término puede ser discretizado de acuerdo a el signo del flujo:

v,(czzu,(cn), si v,ing >0
R -

)

v,(jgul("), si v,(c"; <0

donde [ denota una vecindad de k.

El valor de la variable asignado en la cara tiene un sentido fisico evidente, el
cual es proporcionado por la corriente incidente, es decir el valor de u viene de-
terminado exclusivamente por la direccién de la malla, en que el flujo incide en la
celda. Este esquema se denomina upwiding y garantiza la estabilidad del méto-
do para mas detalle ver [8]. De acuerdo a esto se tiene el siguiente esquema de
discretizacion.

m(k)

AL (uLhLl —up + ZaEaka(:,) =0

Vker Vn e N
u,io) = /uo(x)d:c
k

donde m(k) denota la medida del voltiimen de control k.

Observacién

Una caracteristica fundamental que debe tener todo esquema de voliimenes finitos
es ser conservativo, es decir se debe satisfacer la igualdad £, ,ST;) = —FZEZ) para todo
kE,letynelN.
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Problema eliptico unidimensional

Consideremos la ecuacion diferencial

—Uge () = f(x)  we(0,1)
u(0) =0 (4.18)
u(l)=0

Sea u € C?([0,1], € N), si f € C(]0, 1]) existe una tnica solucién, ver [8].Se puede
ver que —u,, = f puede ser escrito como div(F') = f con F' = —u,, consideremos
una malla denotada por 7 definida sobre el intervalo (0,1) que consistente de N
celdas llamadas volimenes de control, denotadas por k;, ¢ = 1,2...N y N puntos
x; en el intervalo (0, 1), para i = 1,2...N que satisface las siguientes suposiciones :

Una malla admisible en (0, 1) notada por 7, esta dada por la familia (k;);=;. n tal
que k; = (x ,.CEH_%) y una familia (z;);—0. n+1 tal que

-1
L)

To =21 :O<a:1<xg<...<xi_%<xi+%<...<xN<xN+%:xN+1:1

1
2

definimos sobre los conjuntos,

: h;’:xiJr%—xi, i=12.N

hiJr% = Xjy1 — Ty, ZZO,lN
donde, el tamano (7) = h = max {h;,i = 1,2..N}

Las variables discretas desconocidas son notadas por u; = 1,2...N y se supo-
nen como aproximaciones de u en la celda k;. Las variables discretas u; pueden
ser tomadas como el valor medio u en k; o como el valor de u(z;) es decir el valor
de u en otros valores de k;, integrando 4.18 sobre cada celda k; tenemos,

um(:vi_%) - uz(acH%) = /k f(z)dx i=12.N

Una aproximacién para —uz(xH%) coni=1,2.N—1es

Fi+; _Uz‘+1 — U;
2 h

i1
i+3
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La anterior aproximacion es consistente en sentido que, si u € 02([0, 1, R) en-
tonces,

+ _“($i+1) —u(z;) _
Fl,= = —uy(z41) + O(h)
Teniendo en cuenta las condiciones de la frontera y tomando,
1 :
fi= h_/ f(x)dx para i=1,2.N

El esquema de voliimenes finitos para el problema 4.18 es:

7

Fo—Foy=hfi i=12.N

Uit1 — Uy )
Foi= —;T i=1,2.N—-1
Uy
F% = _h_;u
FN+§ - hN]i;
Escribiendo en forma matricial,
AU =B (4.19)

con u = (uy...,uy)’ : b= (by,...bx)T, Ay b definidos por:

1 Uip1 — Ui Uj — U1 .
AU, = — | — + =1,..,N
(40): h( Bt h»)" T

i+35 =3

1
bz-:h—/f(x)dx para i=1,2,...,.N
i Sk
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Ecuaciones elipticas de grado superior
Consideremos la siguiente ecuacion eliptica
—Au(z) + div(v - u) + bu = f(x) (4.20)

dado que,

u(r) = g(z)

para x € ), ademas se tiene que,

a) 2 es un conjunto abierto poligonal de 2 6 3 dimensiones
b)b>0

c) fe LX)

d) v € CY(Q,R?); div(v) =2 0cond=2063

Por ahora se supone b = 0, v = 0,d = 2,9 = 0y f € C*Q,R), denote-
mos por (z,y) un punto de R?.

Para 7 = (k;;)i=12..N,;j=12..n, Una malla admisible de (0,1) x (0,1) la cual sa-
tisface lo siguiente:

Sean hy...hy, >0, ky,...,kn, > 0 tal que
S hi=1, XM ki=1, hy =l = ko= knyp1 =0

r1 =0, x'l_xzdr%:hi

i+

NI

para i =1,2...Ny, Tyl = 1
para j = 1,2...Ny, Y1 = 0 k; = Yirl =YL tal que Ynytl = 1

kij = [z;_

7%‘4—%] X [%’-%7%’4—%]

NI

Sea (Iz’)z’:(),l...Nl—i-l y (yj)j:O,l,...,N2+1 tal que,

T 1 <y < T 1 para 1=1,2..N; xo =0, Tny+1 = 1

Yj-L <y; <1 paraj=12.N, yo = 0, YNot1 = 1
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Sea T4 = ($i,yj) para 1= 1,2, ...,Nlj = ].,2N2

Definimos h; =x; —x,_1 hi = Tyl — T; para 1=1,2,..., Ny,

1—5) K3

hH% = ;41 — X; para ¢ = 0,1,2...N;
Anélogamente se tiene,
k:;L:yj+%—yj kj+%:yj+1—yj parai=1,2,...,N;

Adicionalmente, definimos h = maz {(h;;i =1,2..Ny), (k;;5 =1,2,...,N2)}
Integrando 4.20 bajo cada volimen de control &; ; se tiene que:

NJ\»—A

/ / y)dzdy

L\)
l\.’)

Anélogamente al ejemplo anterior tenemos,

F 1 - FZ_;J + Fﬁ, F 1 =hifi,
'L+_7J Z’J__

2 2
VZ,] S {1,2N1} X {1,2NQ}

donde h;j = hixy; y fi; es un valor promedio de k bajo k; ;

FH%J—/@Mparaz—Ol Ny j=0,1...Ny
it}
F;,j+% = —hi% para i =0, 1...N; j=0,1...Ny
Este esquema satisface la propiedad de ser conservativos pues F, 1 IEES —FF%J

En nuestro desarrollo la siguiente aproximacion es valida gracias a que la malla es
rectangular, para situaciones mas generales no se tendria un esquema consistente
ver [8], pero gracias a la geometria de la malla podemos tomar

Uy — Ug

AED) (4.21)

Vu-n, =
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4.1.2. Caso parabdlico

El objetivo de esta seccion es el estudio de los esquemas de volimenes finitos
aplicados a una clase lineal o no lineal de problemas parabdlicos basados en [8].

Consideremos la siguiente ecuacién

u(z,t) — Ap(u)(x,t) + div(v - u)(z, t) + bu(z,t) = f(z,t)

reQ te(0,7) (4.22)

donde Q es un poligono abierto acotado y subconjunto de R cond =263 T > 0,
b>0,v € R?y condiciones iniciales dadas por:

u(z,0) =up(x), =€

Sea 7 una malla admisible en el sentido expuesto anteriormente con la suposicién
adicional que o € ¢.,;. La discretizacion del tiempo se puede realizar con un paso
de tiempo variable, se define una constante de paso de tiempo k € (0, 7).

Sea Ny € N — 0 tal que Ny = maz {n € N;nk < T} y notemos t,, = nk para
n € {0,..., Nk+1} . denotemos por uén),k e r,n € 0,1..N, + 1 la aproximacién
para u(zg, nk), ahora integramos la ecuacién 4.22 sobre cada volumen de control
k en el tiempo t € (0,T") luego tenemos,

/kut(x, t)dx — . Vo(u)(x,t) - ng(z)dy
+ /8k v ng(z)u(x, t)dy + b/ku(a:, t)dx
= /kf(x,t)dx (4.23)

La discretizacion es obtenida tomando ¢ = ¢,,, usando el esquema de Euler rem-
plazamos wu(z, t,41) por
u(x, thrl) — U(]}, tn)
At
Escribiendo la aproximacion de los términos, en 4.22 e introduciendo una notacion
similar a las secciones anteriores

(n+l
m(k:) Z F,EZH) + Z Uk Uu (1)

TEEL TEEL

+m(k)bul"™ = m(k) f7
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Vk e T,Vn €0,.Ny con dy Fy', = —m(o)(p(ud) — go(u,(:)))
parac €, yn € 1,2, ..., Npyy.

Ademas debe satisfacer que
i = —rf)

para todo o € g;,; con 7 € K|L paran € 1,2..Ny + 1

1
0= —— d k
uy m(k)/kuo(x) x €T
ugzuo(mk) ker

teniendo en cuenta la eleccién de w;, , dada por el esquema upwiding se tiene:

n o u;’n) si v-ng >0,
N S-Jn) st v-ng, >0,

esto se tiene para todo o € e,

. (n) siv-n, >0,
Uu =
i (n) siv-ng >0,

esto se tiene para todo o € ¢, tal que o C 052

n 1
]i ) = m/kf(x,th)QZx Vker ; Vneo,..Ng

4.1.3. Esquema explicito para la ecuacién parabdlica

Se seguird la estructura dada en [8]. Sea 2 un subconjunto poligonal abierto
de R?, 7 una malla admisible en el sentido expuesto anteriormente. Tomemos
T >0, K € (0,T) y Nk =max {n € N,nk <T}.Sea X(7,K) el conjunto de
funciones u de € x (0, (N, + 1)k) en R tal que existe una familia de valores reales
{ull,k € 7,n € {0,...Ni}}. Una versién explicita para la ecuacién (parabélica) es

(n+1) _ u

m(k)— Z Trip(ug) — p(ug) =m(k)fi Vker

heN (k
0= — d k
uy, m(k)/ku()(x) r Vker
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Esta condicion de valor promedio se tiene por la regularidad del dato inicial

(n) 1 nk+1
f”:—/ /fx,td:r;dt Vker
g Km(K) Ju k (1)

m(K]|L)
da

con TK|L =

Con m(K|L) la medida de oy, y d, la distancia de z a o

Otra opcion es considerar un esquema implicito dado por

u(n+1 .
m(k)—————— > mepe(uf™) — o(udt) = m(k) fr VkerT
heN (k)
1

0 _
Uy, = () /kuo(:v)d:v Vker

4.2. Modelo bidominio por volimenes finitos

Malla admisible

Es necesario definir condiciones para la construccién de mallas no necesariamente
rectangulares; Sea €2 un poligono abierto acotado subconjunto de RY, d =2 6 3.
Una malla admisible para un esquema de volumen finito sobre {2 denotada por T’
estd dada por una familia de volimenes de control, los cuales son subconjuntos
poligonales convexos de © y una familia de subconjuntos Q contenidos en R de-
notados por e(son los bordes) con medida estrictamente positiva d — 1, ademés de
una familia de puntos denotados por P que satisfacen las siguientes propiedades.

1)
2)

La clausura de la unién de todos los voltimenes de control es €.
Para cualquier K € 7 existe un subconjunto €x de ¢ tal que,
OK = K\ K = Uye..0
Para cualquier (K, L) € 7° con K # L. La medida de Lebesgue de KNL=0
6 K NL=c para algin ¢ € ¢, el cual es denotado por K|L

La familia P = (mk)kET es tal que zx € K y si 0 = K|L asumiendo que
i # xr, la linea que va desde xx hasta xj, es ortogonal a K|L.

Para cualquier o € ¢ tal que ¢ C 02 , Sea K el volumen control tal que
o €ck. Sixg ¢ o, sea Di, la linea que va desde xj hasta o y es ortogonal
a oy tendremos Dy, ()0 = Yo
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Algunas consideraciones importantes son:

El tamano de la malla estd definido por size (1) = {diam(k),k € 7} para cual-
quier K € 7y 0 € e,m(K) es la medida de K y m(o) es la medida de o.

Eimt =0 €Ec:0 ¢ I : Eext =0 E€: 0 C 02

El conjunto de vecindades de K es denotado por N(K) tal que,
N(K) :LETZHO'E&‘KE:?HE

Si 0 = K|L denotaremos d,, dg|r ala distancia entre g y 7 y di, la distancia
entre g y o.

Si o € e MNeest,d, denota la distancia entre xx y vy, y Para cualquier o € €.

El siguiente ejemplo muestra la discretizacion de términos difusivos con con-
diciones similares a las ecuaciones del bidominio.

Ejemplo 3

Sea 7 una malla admisible, vamos a definir un esquema de volimenes finitos para
discretizar,

—Au + div(Vu) + bu = f(x) con la condicién u(x) = g(z)
Sea fp = mfk f(z)dx, Vk € 7 donde, (uy)rer, denota las variables discretas
y las variables F}, , se denominaran flujo para todo k € 7y o € ¢, donde ng,

denota el vector normal unitario hacia el exterior de k y vy, = fU v(z)ng dr.

Ademds definimos:

Usp = Ug Sl Vge >0
Uy+ = u; En otro caso

Si o C K N entonces

Ugy = UK, Sivge >0
us+ = g(Yp), En otro caso

asumimos que los puntos xx estan localizados en el interior de cada volumen de
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control, luego dx , > 0, con dg, la distancia entre xx y o, entonces un esquema
para volumenes finitos seria el siguiente:

Z Fro+ Z Vg ol + bm(K)ug = m(K) fk, VK et

OCEK TEEK
Fro = —TK|L(UL — Uk) Vo € €int
FKJ - _TU(g(Yb> - UK) Vo € Eext

4.3. Convergencia del modelo bidominio

Para probar la existencia de una solucion para el esquema, suponemos que el paso
de tiempo satisface la condicion,

At < BCZm
BZA2 a?
2 - —
BC, + b + 2

donde a, b, A son parametros del modelo de FitzHugh-Nagumo y SCm son parame-
tros del modelo bidominio.

Nota: En el desarrollo del esquema, sera utilizada una malla cartesiana y la con-
dicién de estabilidad estd dada por:

’ _ , -1
At S h [2man€T {’Iion,K’ + 2|Iapp,k’} + 4h 1maxk€‘r {’Mz,k’ + ’Me,k‘}}

Para probar la existencia de la solucién se usara el siguiente lema.

Lema 1

Sea z una funcién tal que ﬁ J #(x)dxz = 0 donde z es una constante sobre cada
celda de 7, esto es, z(x) = zi si x € k, k € 7, existe C,, > 0 tal que,

| 2 ||%2(Q)< Cy Il 2 I3, (0

Teorema 1

Sea D una discretizacion rectangular de 27 entonces el esquema de Volimenes
1 1 1 1A n n n n P n n

finitos admite una tnica solucién (ug,, ujy, wy) con ufy = v + uf  para todo

keryne{l,2 .., N}

Para probar este teorema se usara el siguiente resultado.
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Lema 2

Sea A,[ |,|| -] un espacio de Hilbert de dimensi6n finita y sea p una funcién de
A en A tal que [p(g),e] > 0 para todo e con |[¢|| = r > 0, entonces existe £ € A
tal que p(e) = 0.

Dm: Consideremos L () C L*(Q) el espacio de las funciones constantes a trozos
sobre cada k € 7 con norma,

(Yns 2n)Late) = O Ky

ket

ln 112, =D kllyx |

ket

Para y,,, z, € L,(2) v yx denota constante de y,, en k.

Sea Ej, = Hp(Q) x H,(Q) x Ly(£2) un espacio de Hilbert y ¢, = (¥n, ©n, &n) € Ep
y definimos las formas bilineales.

Ah(uZ7 ¢n) = (ﬁCmeTLL - wn)Lh(Q) + (w}TLL7 gh)Lh(Q)

W00 = 37 3 (e — we) () + (0, ) — )

Ker oeint(K)
+ (], (0 = o ) (e — )]

y el operador C™ via,

(C™ pn)n =Y | K|(=BIL x) + I by, + Tt o — Hy ey,
ket
con,

Up = (Ue p, Ui, Wp) CON Ui, = Vp + Uep,

donde,

Uep (T, 1) = ugzl

wp(z,t) = wp!

vp(x,t) = ?JZ—H

Multiplicando por ¥ la siguiente expresion,

n+ n+1

1 JR—
BC ’K’ Ul 4 Z d n—i—l - u:—]i;l) + B’k’[n—i-l ‘k"[n+1

ion,k app,k
oee;nt(k)
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obtenemos,

v — v
UeBCh, yk1g+ > dr (= ul et

Ueaznt(k)
UeBlE Loy = 1K1 Lo s

Anélogamente, realizando los productos con ¢, y € se tiene,

D+ dr )l — ik + dp g (0] T = o = R It

OCEint(k)
(wp ™ — wy n
T)gh — Hk+18h =0
n+1_vn+1 . . .
GBCmIk| ==+ D el (g — wl ) + OnBIRI LT~
Uegznt(k)
k n+1 d* n+1_ n+1 d n+l n+1 o
| | ppk¢k+ Z + 60’ uek )¢ + ( )¢k
o—eaznt(k)
It K] (wp ™ — wi n
BT+ = e e, = 0

Sumando para todo k se tiene,

(C™ 0w = D IKI(BL k) — Lt — Lippion — Hiek)

keT

n+1’¢n Z Z d n+1_uekn+1)<wl_wk) [d* +d* (n+1 UZ,Zl

ket ocint(k)

+d;, (T = o (o — )]
Ah(u7ﬁ7 ¢n) = (ﬁOmU}TLL - ¢n)Lh(Q) + (U% éh)Lh(Q)

reemplazando se obtiene,

1

E( ( n+1’ ¢n)) Ah(uha (bn) + ﬁh( n+l’ ¢n) + (Cn+17 ¢n)h =0

Definimos p : £}, — E), tal que,

L( ( n+17 ¢n)) - Ah(uzv ¢n) + Bh( (. ¢n) (Cm_H, Cbn)h

(), 6] = 1o
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en [33] se verifica que p es continua, ya que A, B'y C""! lo son, ademés que,
[p(upt)up ™) > 0 para || w ||z, luego por el teorema 3.3, existe uff = (u ), ul’y,, wi)

para todo k € 7 tal que p(u}) = 0, es decir,

n+1 n+1

—-v n n
Bkt STl — )+ BIRIIE,
Uegznt(k)
L+ > () (it — )+ d (ot — o) —
Ueaznt(k)

K] (wi ™ — wy
=y

Por tanto, para las ecuaciones del modelo Bidominio existe solucion.

4.4. Simulacion numeérica del modelo bidominio

Sea una malla formada por una familia de volimenes de control 7, la cual es-
tard formada por rectangulos abiertos de diametro maximo h que sera el tamano
de la malla y sera admisible en el sentido expuesto anteriormente, ademés para
todo k € 7, 21, denota el centro de k, (k) el conjunto de bordes de k, €;,; corres-
ponde a los bordes en el interior de €2 y €., €l conjunto de bordes de k sobre 052,
luego,

e(k) = cim(K) | Jeeat(k) 1 cini(k)[\eeam(k) =0 VEeET

Dado un volumen finito k& nosotros denotamos por N (k) el conjunto de vecinda-
des de k con un borde comin en K para L € N(k),d(k,l) denota la distancia
entre zy, y 27, 0 = k|l es el segmento entre k y [, ademas ny, es el vector unitario
normal a ¢ = k|l orientado de k hacia [ para todo k € T, es la notacion para
la medida de la celda k.

Tenemos que, ) = Ure, B kpara Kl = 0. Si k,l € 7y k # [; el segmento
Trx; y 0 = k|l son ortogonales.
La malla satisface la siguiente condicién para algin o € R*

[ d(k,1)
> T.le Nk
min {dzm(kj)} a para keT,le N(k)

Para discretizar las ecuaciones del bidominio elegimos una discretizacién €27 que
consiste en la malla Q y un paso temporal At > 0, definimos "1 =" + At
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Consideremos ahora las ecuaciones del modelo bidominio

6Cm% +V- (Mevue) + Blz’on = iapp

V- (M; + M)Vue + V- MiVo = igy, (4.24)
ov
5 H(v,w) =0

Integrando cada ecuacién sobre cada celda K y en el tiempo (¢", (t" + At), tene-
mos:

g+l gl
/ / d:cdt—i—/ z)Vue - ngydedt  +
' t”+1 gt
/ /[ion(v,w)dxdt:/ /[appdxdt
K tn K
gl
/ / )Vue + M. (2)Vu,) - ng dadt
a0 o o

/ 2)Vv - ng drdt = / /Iappd:vdt
n tn K
gl
/ /—dx—/ /H(v,w)dm
K

Donde la condicién de no flujo sobre los bordes es tomada de manera indepen-
diente. Se consideran 2 propiedades importantes: el teorema de la divergencia
que transforma integrales de volumen en integrales de superficie y ademas se
omitira la integracion temporal, se supondra que los términos difusivos son cons-
tantes durante todo salto de tiempo sobre cada celda.

Ahora se discretizan cada uno de los términos de las ecuaciones Sobre cada celda
k € 7 se definen los tensores de conductividad como:

tn+l

1
k

Utilizando 4.25 se puede elegir una aproximacion del flujo difusivo teniendo en
cuenta que este flujo es cero sobre los bordes externos o.

~ [ (M;(z)Vu;) - ngpdr Para o € gy
Fikr
0 Para o € g,
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por lo tanto

/(Mj(x)Vuj) g dr = |0 |V (Ye) - My kg

Si 0 € einyry se define M, = |Mjronies| J € {e,i}.

luego

Yo — Tk

d(k,o)

Esta tltima igualdad no se tiene en general, solo cuando M; ;. ng o = |M; k. 170Nk 0,
que es el caso donde nk, es un vector propio de M;y, ademas recordemos que
di oMk e = Yo — Tp. Asi usando 4.21 tenemos la aproximacion final

01|V (Yo ) - Mjrngy = [oni| M g0 Vu(yo) -

Yo — Tk Ujo — Ujk
op1|M; LoVu . ~ |opi|M; Lo Vu e 4.26
kil Mo Vulto) g gy = Vrmal Mo Vistin) - =453 (426)
Ahora, si xx ¢ o la expresién natural para F, o seria,
U '70- —u '9k
Fng = |owa|Mjpa—7—" (4.27)

d(k, Uj,k)

Ya que el esquema es conservativo, se puede obtener una aproximacion para u; ,
en efecto —Fj ;= Fj 1 asi,

o o 1M -
|0k,l|Mj,k,zuj’U Yk _ N o))

d(K, o5.) d(L, o)
M g od(l, 010) — Mg augrd(l, o) = —Mj g w0 d(k, oy + d(k, o3 Mg g,

Wj o (M gad(l, on1) + M d(l, op1) = M gu,ed(l, o) + d(k, o) Mk,
entonces,

M w;kd(l, o) + d(k, op 1) M g,
M,k xd(l,050) + Mj pd(k, o)

U,jﬁ ==
dividiendo el numerador y denominador por d(, o)dk, o),

Mj,k,luj,k Mj,k,zuj,l

dik, o) dd,o

s = M; 1. M pujg
d(k‘, 0) d(l, o

(4.28)

)
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donde u;, es la aproximacién de u;(yo), 7 € {e,i}.

Si xp € 7, reemplazando 4.28 en 4.27 y tomando u, = ug, obtenemos el valor de
F}',k,l con o € €

F _ |0_ ‘ Mj,k,l i d(k,O’d(l,O‘ Mj,k,luj,k i Mj7l7ku]‘7l .
dobol Ak, o) [\ M .d(l, 0) + M, d(k, o) d(k, o) d(l,0) gk

[ M puird(l, o) + My ug pd(k, o)

i (Mj,k,ld(l, o)+ M;, ,d(k, O'))d(/{?, o)

B wjgMjd(L, o) — M; pujrd(k, o) }
(Mj’k’ld(l, o)+ M, ,d(k, J))d(kr, o)

Fjp,= ‘O'k:,l }Mj,k,l

b oM My — i)
7.kl (Mj7k7ld<l70-) + Mj,l,kd(k7a))

luego el flujo sobre los bordes internos es:

Fipa =gl ona|(ujg — ujp)
Mj,k,le,l,k
ijkjld(l, O') + Mj,hkd(k’, O‘)

La condicién del borde se tiene en cuenta, imponiendo condicién de no flujo
sobre los bordes externos:

ol—
con dj ; =

d;,k’l|ak,1|(ujﬁl —ujr) =0 para o € (k) j=i,e

discretizando los demas términos H (v, w) v Lo, (v, w)

tn+1

n+1 . 1 /
M= A )
gl

1
1."+1;:—/ /12- w)dzdt
fom ‘I{:|At i i on(v,w)dx

tntl
/ Lopp(z, t")dzxdt
k

/H(v,w)dmdt
k

n P 1
KTy

tn

donde se dividié por At por simplicidad.
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El célculo comienza iniciando las variables,

1
0 _ R
Vg = 7 /kvo(:v)d:v
wh = i/wo(as)alas
k| Jk

utilizando el esquema de Euler se tiene que,

n+1 n
/ /a (x,t)dxdt = |k;| /

luego remplazando cada discretizacén se obtienen las siguientes ecuaciones

tn+1 tn+1 n+1 n

Wy,

/a (z,t)dzdt = |k|—t

n-‘rl ,Un
k n—+1 n+l __ n+1
BC |k:| At + E :Fe,k,l —I—/B|‘Kv|]zon;C |k|jappK
o€cey
n+1 n+1 n+1 n+1
§ :E,ue,kl+Feue,kl+szkl |k|lappk
(AN
n+1 n
w —Ww
k k n+1
——— - H/7 =0

At

La forma final del esquema de voltimenes finitos junto con las condiciones esta da-
do por:

n+1

U TL n n
BOMM P+ ST deglonal (i —ulf) + Bkl = [kl I
O'GElnt(k‘)
N oraldipy A )l =) g (o — o) = (kI
O'E‘Slnt(k)
n+1 _ n
|k|W — |k|H =0

La condicién de borde se toma imponiendo la siguiente condicién de no-flujo sobre
los bordes.

n+1 n+1) =0

]kl|0kl|( uj,k con o € 5ezt(k)
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Respecto a las condiciones de frontera del modelo bidimonio, la discretizacion
esta dada por:

Doken Klugzt =0, n=0,1,2,..,N

Para la ecuacion parabdlica se escogié un esquema explicito en la discretizacion,
cuando se toma el caso implicito se exige mayor esfuerzo computacional ver [11]
Ahora con base en lo anterior, podemos construir un esquema para el modelo
monodominio.

ot g 1
SOnKIZgy =+ 2 Ty Gsdonalllef™ — o+
1N (k)
6’k In+1 _ )‘ |/{Z In+1
10Nk /\+ 1 appy
n+1 n
[f| = — |K|H* =0

La existencia-unicidad de la solucién aproximada y convergencia del esquema
nimerico, hacia la solucién debil, son analizalizados en [33], donde se impone la
condicidn,

At < h<2mamkeT {|Iﬁmk| + |Iappk|} +4h  mazie, {|Mzk|})

esta condicién solo es valida para mallas rectangulares.

Las siguientes gréficas son el resultado de realizar la simulacion y programacion
en Matlab del esquema de volimenes finitos, para el modelo Bidominio y Mono-
domino, para mas detalle sobre el codigo ver anexo. Las constantes y parametros
utilizados para esta simulacién fueron tomados de [2, 23, 47].
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Para el modelo Monodominio.

-z 3
x 10 x 10
3 e _ 0 o

W

o =T

Potencial Transrmebrana v en )

T

=

(a) t=2 ms

En las gréaficos anteriores se observa la variacién en el potencial inicial (v = 0) al
aplicar un estimulo instantaneo de 1mV en t = 2ms, al dominio extracelular en
el Miocardio, este estimulo fue aplicado en la centro de la regién. En las graficas
¢) y d) muestran la evolucién del potencial en t = 80ms.

5
10
10

o
o

Potencial Transmebrana v en mv)

06

0.4
Yicm)

(c) t=80 ms (d) t=80 ms

Se puede observar la evolucién del potencial v pasando por el proceso de repola-
rizacién, donde los valores de ¢) y d) se encuentran en el orden de 10~2 mientras
que e) y f) estdn en 107, este proceso continta hasta alcanzar a valores cercanos
a cero que coinciden con el potencial en reposo.
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0 Potencial Trangmebrana v en m) w10
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(e) t=150 ms (f) t=150 ms

Para el modelo Bidominio, se realizé la simulacion aplicando un estimulo de
corriente instantaneo en el centro de la region de 100mV en t = 3ms, donde la
funcién de potencial inicial fue v = 0, y el potencial intracelular u, = 0.

015 H 0.06

0.05

Potencial Transmebrana ¥ en my)
Potencial Transmebrana ¥ en mVv)

X{erm) Yem)

(g) t=3 ms (h) t=50 ms

En h) se observa la evolucién del potencial que coincide con las fases de des-
polarizaciéon y repolarizacién del modelo de FizHugh- Nagumo, cumpliendo las
caracteristicas de un modelo de reaccién y difusién.
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4.4.1. Comparacion con otras técnicas de discretizacion

El método de los volumes finitos es muy diferente al método de las diferencias
finitas o al de elementos finitos, aunque algunas veces se puedan relacionar. En
términos generales el método de las diferencias finitas se basa en asignar puntos es-
paciados [26] y aplicar las ecuaciones constitutivas correspondientes del fenémeno
en cada punto, adicionalmente en cada discretizacion se remplaza la derivada de
las incégnitas por diferencias finitas a través de series de Taylor.

El método de las diferencias finitas presenta grandes dificultades cuando los térmi-
nos de la ecuacion son discontinuos; por otro lado, en el método de volimenes
finitos las discontinuidades presentes en los coeficientes no representan ningun
problema siempre que las mallas se elijan adecuadamente [8], particularmente los
bordes son tomados sobre las discontinuidades.

En conclusién, el esquema de volimenes finitos difiere del esquema de diferencias
finitas en que este es usado para aproximar solo el flujo , garantizando la conser-
vacion, mientras que utilizando unicamente diferencias finitas como operador, el
esquema tendria problemas de estabilidad, cabe tener en cuenta que el esquema
de las diferencias finitas se puede utilizar para aproximar los flujos en la frontera
de los volumenes de control.

Respecto al método de los elementos finitos, dicho método esta basado en una
formulacién variacional obtenida al multiplicar la ecuacién original por una fun-
cién test, donde las incégnitas continuas son aproximadas por una combinaciéon
lineal de funciones test y la ecuacién resultante es integrada bajo cada dominio. El
método de elementos finitos puede ser mas preciso que volimenes finitos cuando
se usan polinomios de grado superior [8], pero para realizar estas construcciones
se requieren esquemas adecuados que no siempre son compatibles con los proble-
mas planteados, ademas el esfuerzo computacional en un esquema de volimenes
finitos es menor bajo ciertas condiciones, respecto al realizado por elementos fi-
nitos, sin importar que los volimenes sean discretizados en sus pasos temporales
de forma explicita.

Tomando algunas caracteristicas el método de volimenes finitos se puede con-
vertir en una discretizacion por elementos finitos y estas caracteristicas estan
asociadas a la geometria de la malla y a las funciones test.
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Se pueden notar como caracteristicas propias del método de volumenes finitos
que:

a) La coordenada del nodo j que es la precisa ubicacién de la variable u en la
celda k; no aparece explicitamente luego u; se asocia al valor promedio de u
en la celda.

b) Las coordenadas de la celda solo son necesarias a la hora de definir el volimen
de la celda o la medida de las aristas.

c¢) Este método permite una fécil introduccion a los problemas de contorno, es-
pecialmente en aquellos que las condiciones vienen planteados en términos
del flujo los cuales pueden ser impuestos directamente sobre los respectivos
términos.
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Conclusiones

La discretizacion realizada por un esquema explicito es estable, en el mejor de los
casos de forma condicional y presenta una limitacion importante con el maximo
paso del tiempo At.

El gasto computacional es muy grande en el modelo del bidominio, ya que es
necesario resolver un sistema de n? x n? donde n es el nimero de celdas.

Se podrian realizar otras simulaciones con mallas no estructuradas o con otra
geométria, como el caso de la discretizacién de Voronéi y también en este caso la
estabilidad esta garantizada.

Una ventaja definitiva del modelo de voliimenes finitos sobre otras técnicas numéri-
cas es la forma como discretiza el flujo desde su forma integral garantizando que
este sea conservativo.

Al usar el modelo de corriente iénica de Nagumo se garantiza una simplifica-
cion en los calculos sin perder la veracidad del modelo.

La forma de mejorar la aproximacién del modelo es reduciendo el paso del tiempo
y el tamano de la celda, estas condiciones ademas son necesarias en el momento
de probar la convergencia del método.

Aunque no se demostré la convergencia para el modelo monodominio esta surge
como consecuencia de la realizada para el bidominio, ademés cualquier discreti-
zacion realizada usando volimenes finitos podria ser convergente siempre que se
usen adecuados pasos de tiempo y un nimero considerable de particiones.

67
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Anexo - Cédigos en Matlab

%Ecuaciones Modelo Monodominio

%Elaborado por

%Andrei Gonzalez

%Javier Hernan Gil Gomez

T ToTototo o oo ToToTo o to o oo To ToTo o o o o To To o o o o o o To Tt o oo o o To Tt o oo o T To oo o oo o To Fo o o oo o o To T o o o
/%Programa para generar la malla y realizar los c\’alculos iniciales en t=0
% clear;

xmin=0;%input (*digite el valor mAnimo de x xmin=’);

xmax=5;%input (’digite el valor mAjximo de x xmax=’);

ymin=0;%input (’digite el valor mAnimo de x ymin=’);

ymax=5;%input (’digite el valor mA;ximo de x ytmax=’);

n=5;%input (’digite el nA°mero de intervalos n=’);

%vectores de coordenadas de los puntos de la malla
deltax=(xmax-xmin)/n;deltay=(ymax-ymin)/n;
coordenadasx=linspace (xmin,xmax,n+1) ; coordenadasy=1linspace (ymin,ymax,n+1) ;

%coordenadas de los puntos medios de las celdas
pm(l,:)=linspace(deltax/2,xmax-deltax/2,n);
pm(2, :)=linspace(deltay/2,ymax-deltay/2,n);

J%condiciones iniciales

w=0;

t=0;

Jconstantes
a=0.16875;b=1.0;cm=1.0;B=1.0;
dt=2e-3;% cambio en el tiempo

ka=deltax*deltay;%area de celda

68
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for i=1:n

for j=1:n

x=linspace(coordenadasx (i) ,coordenadasx(i+1),20);
y=linspace(coordenadasy (i) ,coordenadasx(i+1),20);

vi=1 - 1./(1+exp(-50*sqrt(x. 2+y."2)- 0.1));%Funcion de potencial v inicial
v=trapz(y,vf) ;v=v*ones(1,20);

v(i,j,1)=trapz(x,v)/ka;

Hf=a*v(i,j,1)-b*w;Hf=Hf*ones(1,20);%Funcion de H inicial

H=trapz(y,Hf) ;H=H*ones (1,20) ;

Hk(i,j)=trapz(x,H)/ka;

wk(i,j)=wx(coordenadasx(i+1)- coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))/ka;
Tion=-gammax*(wk(i,j)-v(i,j)*(1-v(i,j))*(v(i,j)-teta));
Ion(i,j)=Iion*((coordenadasx(i+1l)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j)))/ka;
end
end

}

Toto o Voo To oo oo fo o To o oo Fo oo fo o Tota o oo fo o Fo o oo o oo fo o Voo Fo o o oo Fo o Vo o o oo Fo o o o o oo fo o Yoo oo o oo o
%Calculo de Me de cada celda

int=Mi* (coordenadasx(i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))*normal/ka;
Mkl=norm(int) ;

int=Mi* (coordenadasx(i+1)-coordenadasx (i) )*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))*normal/ka;
Mlk=norm(int) ;

d=Mkl*Mlk*deltax/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1lk) ;

ToToTototo o oo ToToToto o o oo ToToToo o o o o o To oo o oo o ToTo oo o o o oo To oo o o o o To oo fo o o o o To o o o o o To Fo oo o

% Calculo de la Suma de Datos de celdas vecinas

lamnda=-0.99;%Valor de la conductividad extracelular
Mi=[1,0;0,1]*lamnda; Tensor de conductividad extracelular

Jvectores normales

%celdas 1 2 3

Toloto o ToTo o o 8 X 4

Dototo o ToTots 7 6 5

#%nl1=[-1/sqrt(2) 1/sqrt(2)];’%para la celda 1
n2=[0 1];

%n3=[1/sqrt(2) 1/sqrt(2)];%para la celda 3
n4=[1 0];

%nb=[1/sqrt(2) -1/sqrt(2)];%para la celda 5
n6=[0 -1];

%n7=[-1/sqrt(2) -1/sqrt(2)];%para la celda 8
n8=[-1 0];

suma=0;

if i==1 && j==17, esta en la esquina superior izquierda (suma 2)
normal=n4’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
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suma =suma+l/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));
normal=n6’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1l/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i+1,j)-v(i,j));

elseif i==1 && j==n % esta en la esquina superior derecha (suma 2)
normal=n8’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j-1)-v(i,j));
normal=n6’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i+1,j)-v(i,j));

elseif i==1 I, esta en los bordes superiores (suma 3)
normal=n8’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j-1)-v(i,j));
normal=n4’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1l/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));
normal=n6’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i+1,j)-v(i,j));

elseif i==n && j==1 Jesta en la esquina inferior izquierda (suma 2)
normal=n4’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1l/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i-1,j)-v(i,j));
normal=n2’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));

elseif j==1 7, esta en los bordes laterales izquierdos (suma 3)
normal=n2’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1/(1l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i-1,j)-v(i,j));
normal=n6’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i+1,j)-v(i,j));
normal=n4’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));

elseif i==n % esta en el borde inferior (suma 3)
normal=n8’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j-1)-v(i,j));
normal=n4’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));
normal=n2’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1l/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i-1,j)-v(i,j));

elseif i==n && j==n ’esta en la esquina inferior derecha (suma 2)
normal=n8’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j-1)-v(i-1,3));
normal=n2’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1lk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));

elseif j==n % esta en el borde lateral derecho (suma 3)
normal=n2’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i-1,j)-v(i,j));
normal=n6’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1lk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i+l,j)-v(i,j));
normal=n8’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j-1)-v(i,j));

else J, esta en las celdas centrales (suma 4)
normal=n8’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j-1)-v(i,j));
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normal=n4’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*M1k)*deltax;
suma =suma+1l/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i,j+1)-v(i,j));
normal=n2’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(1+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i-1,j)-v(i,j));
normal=n6’; calculoM;d=(Mkl+Mlk)/(deltax/2*Mkl+deltax/2*Mlk)*deltax;
suma =suma+1/(l+gamma)*d*deltax/deltax+(v(i+l,j)-v(i,j));

\end
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%Programa principal
clear;clc

% 1-datos y calculos iniciales t=0

% 2-calcular potenciales

% 3-iterar t y recalcular todo

Tl lololoToloToToTo o ToTo o o oo oo oot o o o o o o o o o o o o o o o o o o o oo oo ToToToToToToTo oo oo oo oo fo o fo o
%calcular el w inicial

%Calcular H,inicial integre para calcular H en cada celda

%#Con H calcular v inicial

%con v y w calcular Iion e Iapp

fempezar a iterar en tiempo

%calcular los nuevos v, w, H, Iion e Iapp

gamma=-100; %dato inicial para ingresar
teta=0.25; Ydato inicial para ingresar
x0=2.5; %dato inicial para ingresar
y0=2.5; %dato inicial para ingresar

%producto=gamma/ (1+gamma)*Iapp

% 1: Programa malla
malla;’ calcula v, H, Hk y w

for k=2:20
t=t+dt;
for i=1:n
for j= 1:n

if t>4e-3 && (coordenadasx(i)-x0)"2+(coordenadasy(j)-y0)~2<0.04;
producto=1; %disp(’ya’)

else
producto=0;%es (gamma/(gamma+1)*Iapp)
end

%Calculo de v
sumatoria;

v(i,j,k)=(dt/(Bxcm*ka)) * (producto*xka-B*ka*Ion (i, j)+(B*xcmxka*v(i,j,k-1))/dt - suma);

%Calculo de w
wk(i,j)=dt*Hk(i,j)+wk(i,]);
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%Calculo de Hk

H=a*v(i,j)- bxwk(i,j);
Hk (i, j)=H*((coordenadasx(i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j)))/ka;

%Calculo Iion

Tion=-gamma* (wk(i,j)-v(i,j)*(1-v(i,j))*(v(i,j)-teta));
Ton(i,j)=Iion*((coordenadasx(i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j)))/ka;
end
end
end

%Condicion de frontera en los bordes externos, es decir el flujo es cero.
for i=1:n
v(1,i,k)=0;
v(n,i,k)=0;
v(i,1,k)=0;
v(i,n,k)=0;
end
\newpage
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%Programa que realiza las graficas
xg=linspace(0,5,n) ;yg=xg; [xg,ygl =meshgrid(xg,yg) ;
for z=1:20

subplot(1,2,1)
contourf (xg,yg,v(1:n,1:n,z)),%view(60,30) JCrea las curvas de nivel

subplot(1,2,2)
surf (xg,yg,v(l:n,1:n,z)),view(60,30) %Crea la superficie V
title(z)
pause(0.3) %velocidad de transicion de las graficas.
end
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%Ecuaciones Modelo Bidodominio

%Elaborado por
%Andrei Gonzalez
%Javier Hernan Gil Gomez

Tl loTo 1616 ToToTo oo oo o o o oo o o o ToToTo o oo o o o o o o oo oo oo T oo o o o oo oo oo T o o o o o o oo oo o oo

/%Programa para generar la malla
% clear;

xmin=0;%input (’digite el valor mAnimo de x xmin=’);
xmax=5;%input (*digite el valor mAjximo de x xmax=’);
ymin=0;%input (*digite el valor mAnimo de x ymin=’);
ymax=5;%input (*digite el valor mAjximo de x ytmax=’);

n=20;%input (’digite el nh°mero de intervalos n=’);
%vectores de coordenadas de los puntos de la malla

deltax=(xmax-xmin)/n;deltay=(ymax-ymin)/n;
coordenadasx=linspace (xmin,xmax,n+1) ;coordenadasy=linspace(ymin,ymax,n+1) ;

%coordenadas de los puntos medios de las celdas

pm(l,:)=linspace(deltax/2,xmax-deltax/2,n);
pm(2,:)=linspace(deltay/2,ymax-deltay/2,n);

Y%condiciones iniciales
w=0; al=0.16875;b=1.0;
Jiconstantes

cm=1;B=1/2000;
t=0;
dt=1e-3;Paso en el tiempo

ka=de1tax*de1tay;%area de celda

for i=1:n

for j=1:n

x=linspace(coordenadasx (i) ,coordenadasx(i+1),20);
y=linspace(coordenadasy (i) ,coordenadasx(i+1),20);

vE=1 - 1./(1+exp(-50*sqrt(x."2+y."2)- 0.1));%Funcion de potencial inicial
vi=trapz(y,vf) ;vf=vf*ones(1,20);

v(i,j,1)=trapz(x,vf)/ka;

u(i,j,1)=0.0;%Funcion potencial u_e inicial
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Hf=al*v(i,j,1)-b*w;Hf=Hf*ones(1,20);

H=trapz(y,Hf) ;H=H*ones(1,20);

Hk (i, j)=trapz(x,H)/ka;
wk (i, j)=w*(coordenadasx(i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)- coordenadasy(j))/ka;
Tion=-gamma* (wk(i,j)-v(i,j)*(1-v(i,j))*(v(i,j)-teta));
Ton(i,j)=Iion*((coordenadasx(i+1l)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j)))/ka;
end

end
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J%calculo de las Mi de cada celda
Me=[1/6,0;0,10/6]; Tensor Inicial
Mi=[1/24,0;0,1/12] ;Tensor Inicial

int=Mi* (coordenadasx(i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))*normal/ka;
Mkli=norm(int);

int=Mi* (coordenadasx(i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))*normal/ka;
Mlki=norm(int) ;

di=Mkli*Mlki*deltax/(deltax/2*Mkli+deltax/2*M1ki);
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%calculo de Mi y Me en cada celda

int=Me* (coordenadasx (i+1)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))*normal/ka;
Mkle=norm(int) ;

int=Me* (coordenadasx (i+1)-coordenadasx (i) )*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j))*normal/ka;
Mlke=norm(int) ;

de=Mkle*Mlkex*deltax/(deltax/2*Mkle+deltax/2*xMlke) ;

T ToTototo o oo ToToToo o o o To ToTo o o o o T To To o o o oo o To Fo o 1o oo o o To oo 1o oo o T T o o oo o To T o oo o o To T o o o

%suma de valores de celdas vecinas para u_e

%vectores normales

%celdas 1 2 3

Dototo o ToTo o s 8 X 4

Dolotohololots 7 6 5

%n1=[-1/sqrt(2) 1/sqrt(2)];’%para la celda 1
n2=[0 1];

%n3=[1/sqrt(2) 1/sqrt(2)];%para la celda 3
n4=[1 0];

%n5=[1/sqrt(2) -1/sqrt(2)];%para la celda 5
n6=[0 -1];

%n7=[-1/sqrt(2) -1/sqrt(2)];%para la celda 8
n8=[-1 0];
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%se debe calcular primero Mi y Me, luego se determina di y de,
finalmente se hace la suma

%se debe iterar para cada celda y determinar: los valores de Mi y Me
%en cada celda con el programa calculoM2

suma=0;

if i==1 && j==17, esta en la esquina superior izquierda (suma 2)
normal=n4’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i,j+1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n6’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i+l,j,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif i==1 && j==n J, esta en la esquina superior derecha (suma 2)
normal=n8’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i,j-1,k-1)- u(i,j,k-1));
normal=n6’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i+l,j,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif i==1 % esta en los bordes superiores (suma 3)
normal=n8’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i,j-1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n4’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i,j+1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n6’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i+l,j,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif i==n &% j==1 YJesta en la esquina inferior izquierda (suma 2)
normal=n4’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i-1,j,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n2’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i,j+1,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif i==n && j==n Jesta en la esquina inferior derecha (suma 2)
normal=n8’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i,j-1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n2’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i-1,j,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif j==1 J, esta en los bordes laterales izquierdos (suma 3)
normal=n2’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i-1,j,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n6’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i+l,j,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n4’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i,j+1,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif i==n J, esta en el borde inferior (suma 3)
normal=n8’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i,j-1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n4’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i,j+1,k-1)-u(i,j,k-1));
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normal=n2’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =sumat+dexdeltax/deltax+(u(i-1,j,k-1)-u(i,j,k-1));

elseif j==n Y, esta en el borde lateral derecho (suma 3)

normal=n2’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+de*deltax/deltax+(u(i-1,j,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n6’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i+l,j,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n8’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i,j-1,k-1)-u(i,j,k-1));

else % esta en las celdas centrales (suma 4)

normal=n8’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i,j-1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n4’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dex*deltax/deltax+(u(i,j+1,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n2’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =sumat+dexdeltax/deltax+(u(i-1,j,k-1)-u(i,j,k-1));
normal=n6’; calculoM2;de=(Mkle+Mlke)/(deltax/2*Mkle+deltax/2*Mlke)*deltax;
suma =suma+dexdeltax/deltax+(u(i+l,j,k-1)-u(i,j,k-1));

ToToTototo o oo ToToToto o o o ToToToo o o o oo To oo o oo o ToTo oo o o o oo To oo o o o o To oo fo o o o T To o o o o o o Fo oo o

% Construccion de la matrices de coeficientes para resolver el sistema para potencial

%vectores normales

Y%celdas
Boototolotototh
YANANANA

1 2 3
8 X 4
7 6 5

%nl=[-1/sqrt(2) 1/sqrt(2)];’%para la celda 1

n2=[0 1];

#%n3=[1/sqrt(2) 1/sqrt(2)];%para la celda 3

n4=[1 0];

#n5=[1/sqrt(2) -1/sqrt(2)];%para la celda 5

n6=[0 -1]1;

%n7=[-1/sqrt(2) -1/sqrt(2)];%para la celda 8

n8=[-1 0];

T ToTototo oo T ToTo o 1o o o T ToTo o 1o o o o o ToTo o o oo o o To oo o oo o o To o o o oo
a=zeros(n~2);
%primera diagonal

cont=0;

for jj=n+1:n"2
cont=cont+1;
a(cont, jj)=di+de;

end

extracelul
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%segunda diagonal

cont=0;

for ii=n+1:n"2
cont=cont+1;
a(ii,cont)=di+de;

end

diagonal principal

%bordes superiores

for jj=2:n
a(jj,jj)=-3x(di+de);a(jj,jj-1)=di+de;a(jj,jj+t1)=dit+de;

end

%bordes laterales izquierdos

for jj=n+1:n:n"2-1
a(jj,jj)=-3+(di+de);a(jj,jj+1)=di+de;

end

%bordes inferiores

for jj=n"2+1-n:n"2-1
if a(jj,jj)==0
a(jj,jj)=-3*(di+de);a(jj,jj-1)=dit+de;a(jj,jj+1)=di+de;
end

end

%bordes laterales derechos

for jj=n:n:n"2-1
a(jj,jj)=—3+(di+de);a(jj,jj-1)=di+de;

end

%esquinas de 2

a(1,1)=-2+(di+de) ;a(n"2,n"2)=-2*(di+de) ;

a(n,n)=-2%(di+de) ;a(n"2-n+1,n"2-n+1)=-2*x(di+de);

%restantes que corresponden a los centrales

for jj=n+1:n"2
if a(jj,jjd==0
a(jj,jj)=-4*(di+de);
end
end

%contiguos a la diagonal principal
for jj=n+1:n"2-1
if a(jj,jj)==-4x(di+de);% centrales(antes y despues)
a(jj,jj-1)=di+de;a(jj,jj+1)=di+de;
end
end

cont=0;
for ii=1:n
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for jj=1:n
cont=cont+1;
if ii==1 &% jj==1% esta en la esquina superior izquierda (suma 2)

%coeficientes del vector de terminos independientes

b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii,jj+1,k)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii+1,]jj,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif ii==1 && jj==n % esta en la esquina superior derecha (suma 2)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii,jj-1,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii+1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif ii==1 7, esta en los bordes superiores (suma 3)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii,jj-1,k-1)-v(ii,]jj,k-1))-di*(v(ii,jj+1,k-1)-v(ii,jj,k-1))-
di*(v(ii+1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif ii==n && jj==1 YJesta en la esquina inferior izquierda (suma 2)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii-1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii,jj+1,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif ii==n && jj==n %esta en la esquina inferior derecha (suma 2)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii-1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii,jj-1,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif jj==1 % esta en los bordes laterales izquierdos (suma 3)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ki-1,3j,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii+1,]jj,k-1)-v(ii,jj,k-1))~
dix(v(ii,jj+1,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif ii==n 7, esta en el borde inferior (suma 3)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii,jj-1,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii-1,jj,k-1)-v(ii,]jj, k-1))-
di*(v(ii,jj+1,k-1)-v(ii,jj,k-1));
elseif jj==n % esta en el borde lateral derecho (suma 3)
b(cont)=ka*TIapp-di*(v(ii-1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii,jj-1,k-1)-v(ii,jj,k-1))-
di*(v(ii+1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1));
else 7 esta en las celdas centrales (suma 4)
b(cont)=ka*Iapp-di*(v(ii-1,jj,k-1)-v(ii,]jj,k-1))-di*(v(ii,jj-1,k-1)-v(ii,jj,k-1))-
dix(v(ii+1,jj,k-1)-v(ii,jj,k-1))-di*(v(ii,jj+1,k-1)-v(ii,jj,k-1));
end

end

end

T tololoToToToTo o oo oo o o o o o o o o oo ToTo oo o o o o o oo oo oo ToToTo T o o
Se soluciona el sistema de pentadiagonal
bt=b’

x1=pentsolve(a,bt)

cont=0;
for ii=1:n
for jj=1:n
cont=cont+1;
u(ii,jj,k)=x1(cont);
end
end
%Condicion de flujo en la frontera

for ii=1:n
u(1l,ii,k)=0;
u(n,ii,k)=0;
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u(ii,1,k)=0;
u(ii,n,k)=0;
end

ToToTototo o oo ToToToo o o oo ToToToo o o o o To oo o o o o ToTo oo o o o oo To o fo o o o o To oo fo o o o T To oo o o o o o Fo oo o

%Programa principal

clear;clc

% 1-datos y calculos iniciales t=0

% 2 calcular potenciales v y u

%3-iterar t y recalcular todo

\newpage
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Y%calcular el u,w,v inicial

%Calcular H,inicial integre para calcular H en cada celda
%Con H calcular

%con v y w calcular Iion e Iapp

%empezar a iterar en tiempo

%calcular los nuevos u,w,v, H, Iion e Iapp

gamma=-100; Y%dato para ingresar

teta=0.25; %dato para ingresar
x0=0.5; %dato para ingresar
y0=0.5; %#dato para ingresar

malla2;% calcula u,v,w, H,e Ion en el tiempo O

for k=2:5
t=t+dt;
if t>le-3 && (coordenadasx(i)-x0)"2+(coordenadasy(j)-y0) "2<0.04;
Tapp=1;
else
Tapp=0;
end
for i=1:n
for j= 1:n

H=alxv(i,j,k-1)- b*xwk(i,j);

w=dt*Hk+w; sumatoria2;
v(i,j,k)=dt/(B*xcmxka) * (ka*xIapp-B*ka*Ion(i,j)+B*cmxka/dt*v(i,j,k-1)-suma);
matrices;%Calcula el valor de u

Tion=-gamma* (wk(i,j)-v(i,j)*(1-v(i,j))*(v(i,]j)-teta));
Ton(i,j)=Iion*((coordenadasx(i+1l)-coordenadasx(i))*(coordenadasy(j+1)-coordenadasy(j)))/ka;

end
end
end
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%Programa que realiza las graficas de V

xg=linspace(0,5,n) ;yg=xg; [xg,ygl =meshgrid(xg,yg) ;
for z=1:20
subplot(1,2,1)
contourf(xg,yg,v(1l:n,1:n,z)) J%Grafica de la superficie para V

subplot(1,2,2)

surf (xg,yg,v(l:n,1:n,z)),view(60,30)%Curvas de nivel para V.
title(z)

pause(0.1)

end

ToToTototo o oo ToToToo 1o o oo ToToTo o o oo T To oo oo o o T To o o oo o o To To o 1o oo o T To oo o oo o o Fo o o oo o o
%Programa que realiza las graficas de U

xg=linspace(0,5,n) ;yg=xg; [xg,ygl =meshgrid(xg,yg) ;
for z=1:20

subplot(1,2,1)

contourf (xg,yg,u(l:n,1:n,z)) %Superficie para u

subplot(1,2,2)

surf (xg,yg,u(l:n,1:n,z)),view(60,30)%Curvas de nivel para u.
title(z)

pause(0.1)

end
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