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Resumen

Este trabajo estudia los aspectos de un programa éptimo de asignacion de recursos en redes
Ad-hoc, el cual se basa en el trabajo conjunto de dos algoritmos [1], uno que controla la
llegada de paquetes elasticos y otro que transmite paquetes elasticos e inelasticos en la red.
Siendo la red Wi-Fi con infraestructura un caso particular de las redes Ad-hoc, se propo-
ne este programa optimo para el estudio del comportamiento de los déficits de paquetes
ineldsticos y las colas de paquetes elasticos en el trafico de datos en una red Wi-Fi con infra-
estructura. Esto se debe a que el programa éptimo incorpora en su modelo el cumplimiento
de los requisitos en los tiempos de retraso maximo de los paquetes inelasticos en el trafico
de datos y el servicio del mejor esfuerzo, dos de los grandes retos que deben afrontar hoy en
dia las redes inalambricas.
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Introduccion

Las redes Wi-Fi que dan acceso a la Internet son de mucha importancia para millones de
usuarios, ya que no requieren de cableado para tener acceso a Internet y ademas le permiten
a las personas tener movilidad durante una conexién en una determinada area de acceso.
Las areas de acceso Wi-Fi abundan en muchas partes tales como en los hogares, en las bi-
bliotecas, en los parques, en las universidades, entre otros. La propagacion de areas Wi-Fi en
muchos lugares ha tenido gran acogida dado que se implementan como tecnologias de acceso
a Internet de bajo costo; inclusive existen grupos de expertos como [2]| que difunden de forma
gratuita ideas para que las comunidades en vias de desarrollo construyan sus propias redes
Wi-Fi.

Las conexiones que establecen los usuarios a Internet en una area Wi-Fi, las hacen a través
de la utilizacién de multiples dispositivos electrénicos denominados estaciones inalambricas
tales como los portatiles, los smartphones (celulares inteligentes), las consolas de videojue-
gos, las tabletas, y otros que incorporan en sus tecnologias la conexion a Wi-Fi. Dichos
dispositivos permiten el uso de una gran variedad de aplicaciones como el correo electrénico,
la navegacion Web, las videollamadas, la radio por Internet y otras aplicaciones que la red
Wi-Fi debe soportar de la misma manera como lo hacen las redes cableadas.

En el trafico de datos en conexiones en redes Wi-Fi se presentan grandes desafios que son
generales en las redes inalambricas; un desafio es el de la congestion que es producida por
el alto crecimiento del trafico, mientras que otro desafio es el de incorporar aplicaciones
multimedia con requisitos de retardo maximo, los cuales hacen que se presenten ciertas pro-
babilidades de pérdida de datos en la red. La congestion ocurre debido al espacio limitado
de memoria o buffer de los equipos implicados en la red. Muchas aplicaciones multimedia de
audio y video son muy sensibles al retardo durante el envio y a la variabilidad del tiempo
en la entrega (jitter).

Otro aspecto a considerar en Wi-Fi es el protocolo IP (Internet Protocol) implementado
en la Internet, el cual se basa en proporcionar un servicio de mejor esfuerzo a todos los datos
que transporta, es decir, hace todo lo posible por trasladar cada dato desde el emisor al
receptor tan rapido como es posible, pero no promete ningin tipo de garantias respecto al
retardo que pueda sufrir un paquete durante el envio ni tampoco la presencia de jitter [3].
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Para el caso general de redes inalambricas, con los desafios mencionados, se ha buscado
la manera de asignar recursos y encontrar un buen desempeno en la red donde la optimi-
zacion y los procesos estocasticos han sido herramientas de gran utilidad para hallar una
solucion. Existen estudios de optimizacion basados en algoritmos en que no fueron conside-
radas las pérdidas de paquetes de datos, como los de [4], [5] ¥ [6] de acuerdo a [1]. Otros
estudios en que si se tuvieron en cuenta las pérdidas de paquetes de datos pero con soluciones
aproximadas, algunos como [7] y [8] segin [1].

Para redes Wi-Fi, algunos trabajos se basan en realizar variantes de los mismos protoco-
los fundamentados en los estandares de calidad de servicio para Wi-Fi, los cuales hacen
heuristicas que dan soluciones parciales a la garantia de calidad de servicio més no presen-
tan un modelo general que establezcan dicha garantia; casos particulares se pueden ver en

[9] v [10].

La presente propuesta se basa en el modelo expuesto en [1] analizando como caso particular
las redes Wi-Fi con infraestructura. Este modelo combina la optimizacion y los procesos es-
tocasticos para redes inaldmbricas en general que estdn en modo Ad-hoc. Esto es, redes que
no requieren de infraestructura, los nodos pueden comunicarse con otros siempre y cuando
estén en sus rangos de transmision y sus enlaces no interfieren el uno con el otro. El modelo
elabora un algoritmo programador y un controlador de congestién en los que se incorporan
paquetes de datos con requisitos de intervalos de tiempo y con servicio de mejor esfuerzo.

Dado que las redes Wi-Fi son un caso particular de redes Ad-hoc de gran importancia
comercial, se utilizara el modelo antes mencionado para estudiar algunos de los desafios de
las redes Wi-Fi de acuerdo a los siguientes objetivos.

Objetivo general

Exponer los aspectos de un programa optimo que asigna recursos a redes en modo Ad-hoc
y, haciendo uso de tales aspectos, estudiar el comportamiento de los déficits de paquetes
ineldsticos y colas de paquetes elasticos en el trafico de datos de una red Wi-Fi con infraes-
tructura.

Objetivos especificos

» Describir algunos aspectos en las comunicaciones de las redes Wi-Fi.

= Comprobar los resultados de convergencia del programa éptimo.



= Detallar las pruebas de algunos resultados implicados en el programa 6ptimo que fueron
reducidas u omitidas.

= Explicar el comportamiento de los déficits de paquetes ineldsticos y las colas de pa-
quetes elasticos en una red Wi-Fi con infraestructura, a través de simulaciones del
programa 6ptimo.

Para dar cumplimiento a los anteriores objetivos el trabajo se ha estructurado de la siguiente
manera. En el capitulo 1 se hace una descripcion de algunos aspectos bésicos de la teoria de
redes inaldmbricas, los cuales son fundamentales para comprender el modelo de [1] y tener
presente algunos elementos en el diseno del tipo de red Wi-Fi en la que se simula el progra-
ma optimo. El capitulo 2 se dedica al estudio del programa éptimo, mostrando sus aspectos
preliminares: asunciones del modelo de red, el problema formulado por optimizacion y los
aspectos relacionados en la solucion por descomposicion dual. En el capitulo 3 se describen
los algoritmos de control de congestion y programador, se hacen las pruebas detalladas de
los resultados de convergencia presentados en el modelo, se comprueba la igualdad entre dos
programaciones lineales de paquetes en la red dada en el modelo, se describen y comprueban
algunas propiedades de la cadena de Markov de los déficits de paquetes inelasticos y colas
de paquetes eldsticos en la red. Todo esto se debe a que las pruebas y las descripciones de
los resultados implicados en el modelo en [1] fueron reducidas u omitidas. En el capitulo
4 se disena una red particular Wi-Fi con infraestructura con algunas condiciones basadas
en el capitulo 1, luego se describe el comportamiento de los déficits y la colas en la red, a
través de simulaciones en Matlab del programa 6ptimo, variando los parametros €, Ty wy,
los cuales sirven como base para el estudio de cualquier red Wi-Fi con infraestructura. Por
ultimo, en las conclusiones se presentan los resultados del trabajo de acuerdo a los propdsitos
planteados.



Capitulo 1

Marco tecnolégico

Dado que el estudio de las redes inalambricas es bastante amplio, en el presente capitulo
los temas que se exponen seran descritos en forma suscinta. Las dos primeras secciones
estan dedicadas a algunos aspectos relevantes que se deben tener en cuenta en cualquier red
inalambrica de datos, aspectos de gran importancia para la comprension de las secciones
posteriores. Ademas, pueden servir como base para la comprension de algunos elementos del
modelo de red y de otros elementos del programa éptimo que seran estudiados en el capitulo
2. Elementos como enlace, canal, interferencia, flujos de paquetes elasticos e inelasticos y
otros, seran explicados en estas dos primeras secciones. Las siguientes cuatro secciones estan
dedicadas al estudio de los protocolos de las redes Wi-Fi, que ayudan a entender como se
comunican los dispositivos en una red Wi-Fi de conexién a Internet y cémo algunos de ellos
se pueden relacionar con aspectos del programa 6ptimo expuestos en el capitulo 2. Uno de
los aspectos que se describen es como los dispositivos en las transmisiones de una red Wi-Fi
evitan las interferencias entre ellos, justificando porqué se tienen en cuenta las restricciones
por interferencia en el programa optimo, tales restricciones seran explicadas en detalle en el
capitulo 2. Otro aspecto es como un dispositivo Wi-Fi, antes de transmitir, explora si el canal
estd activo 6 inactivo, caso que corresponde al estado del canal conocido en el modelo de
red del capitulo 2. Ademads, la descripcion que se hard del protocolo CSMA /CA y la funcién
de coordinacion puntual PCF en Wi-Fi, permitirda que en el capitulo 4 se puedan comparar
con el algoritmo programador. Una similitud que tienen la red Wi-Fi con infraestructura con
el programa 6ptimo del capitulo 3, es que algunos dispositivos de la red pueden transmitir
simultaneamente siempre y cuando cumplan con las restricciones de interferencia. En el caso
de Wi-Fi dicho cumplimiento estara dado por la transmision en algunos canales no solapados,
lo cual se abordara en la ultima seccién de este capitulo. Por otro lado, la descripciéon de los
aspectos de Wi-Fi en las dos ultimas secciones de este capitulo, permite que en el capitulo
4 se exponga la simulacion del programa éptimo a partir de una red Wi-Fi particular.
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1.1. Algunos aspectos de redes inalambricas

La informacion que transmite la red Internet pertenece al uso de aplicaciones como los correos
electronicos, las paginas web, los videos en vivo, las descargas de archivos y otras; las cuales
pueden transitar por redes cableadas o por redes inalambricas. Una de las caracteristicas de
la informacion que se envia entre un emisor y un receptor en la Internet es que se puede
representar por codigos, por ejemplo, los cédigos binarios de ceros y unos. Otra caracteristica
es que la informacién se divide en paquetes de datos, con el fin de transportarse en la red.
Cuando los paquetes de datos llegan a la red deciden las distintas rutas hasta llegar a su
destino y cuando transitan por redes inalambricas lo hacen por ondas electromagnéticas a
determinados rangos de frecuencias.

Cabe senalar que existen diferentes tipos de redes inaldmbricas. Una de ellas son las que
convergen en voz o video, por ejemplo, las que tienen tecnologias de radioteléfonos; estas no
se enmarcan en este estudio. Otras son las redes inalambricas de datos, las que transportan
informacion como las de Internet. Una de ellas es la red Wi-Fi, donde se enfoca el presen-
te trabajo. En adelante, cuando se mencione redes inalambricas, se hara referencia a redes
inalambricas de datos. De igual manera, se llamara enlace inalambrico a la comunicaciéon
entre un dispositivo emisor y un dispositivo receptor en una red inaldmbrica.

Segun la teoria de redes, la informacion a transmitir en un enlace inalambrico se debe hacer
en un canal. El canal es una banda de frecuencias del espectro de radio que se encarga de
transportar la informacion; en el caso de redes Wi-Fi algunos canales estan en las bandas de
2.4 GHz y 5 Ghz, los cuales se pueden consultar en [2]. Un aspecto a tener en cuenta en un
enlace inaldmbrico es que en la transmisién de paquetes en un canal, algunos de estos se pue-
den perder a causas de las interferencias, aspecto que sera explicado en la subseccién 1.1.1.
La figura 1.1 ilustra la comunicacién entre un emisor y un receptor de una red inaldmbrica
en un canal con posibilidad de interferencia.

Informacion: Informacion:
texto, imagenes, texto, imagenes,

voz, video, etc. voz, video, etc.
—> ——| Canal ——>(Receptor)—— 3

A

Interferencia

Figura 1.1: Comunicacion en un canal con posible interferencia.

Por otro lado, en un sentido abstracto, las redes inalambricas se pueden ilustrar por me-
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dio de grafos. Los nodos del grafo representan los dispositivos inalambricos o usuarios de la
red y las aristas representan los enlaces de la red. La figura 1.2 ilustra dos ejemplos de redes
inalambricas, una red Wi-Fi con infraestructura, donde cada nodo o usuario puede establecer
un enlace con un nodo central denominado punto de acceso (AP, Access Point); donde el AP
permite a los usuarios conectarse a la Internet. El otro ejemplo, es una red Ad-hoc como se
menciona en la introduccén del trabajo, donde cada nodo tiene un enlace con el nodo vecino
que esta a su alcance. En el contexto de las redes que permiten el acceso a Internet, una red
Wi-Fi con infraestructura se puede ver como un caso particular de una red Ad-hoc.

Figura 1.2: Dos grafos de redes inalambricas.

1.1.1. Interferencia en redes inalambricas

En la seccién 1.1 se mencioné que la informacion en redes inalambricas se transmite a través
de ondas electromagnéticas a determinados rangos de frecuencias, por lo cual, cuando se
propagan las ondas electromagnéticas a través de un canal en un enlace, puede haber inter-
ferencia con otras ondas electromagnéticas que estan en el mismo canal. Por el principio de
superposicion, cuando interfieren dos o méas ondas, se puede dar una interferencia construc-
tiva o destructiva en las ondas resultantes, siempre y cuando tengan la misma longitud de
onda y diferencia de fase constante. En algunas ocasiones, estas interferencias en una red
inalambrica pueden presentarse entre los mismos dispositivos de la red o por otras fuentes
de radio diferentes a los de la red. El caso particular de interferencia entre dispositivos que
estdn en un mismo canal en una red Wi-Fi serd estudiado en la subseccién 1.6.1.

Otros tipos de interferencia que se manejan en la teoria de redes referente a la propaga-
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cion de las ondas electromagnéticas son: la atenuacién de las ondas, debido a que atraviesan
objetos, y la propagacion multicamino, cuando la onda o partes de la onda se refleja en los
objetos y en el suelo, tomando varios caminos con diferentes distancias entre el emisor y el
receptor. Para mayores detalles de estos tipos de interferencia se pueden ver en [3].

1.1.2. Canal activo o inactivo de un enlace

En la seccion 1.1 se mencioné que el canal de un enlace inaldmbrico es una banda de fre-
cuencias por la cual se transmiten los paquetes. Dependiendo de la tecnologia en la red
inalambrica, la red puede tener un método en cuanto al uso del canal; para el caso particular
de redes Wi-Fi en la seccion 1.5 se describird diferentes métodos de uso del canal. En el uso
del canal, la red puede tener un alcance en la transmision de unos pocos metros hasta dece-
nas de kilometros. Este alcance en la transmision hace que se presente un area de acceso a la
red, la cual permite a los usuarios tener movilidad dentro del area y mantener posibilidades
de enlaces a la red.

La movilidad del usuario en el area de acceso hace que el canal en que se comunica el usuario
pueda estar activo, es decir, el usuario recibe los paquetes que le envian o los paquetes que
él envia son recibidos, en el caso contrario, el canal puede estar inactivo. El canal inactivo
se puede dar por alguno de los siguientes casos. En esa movilidad del usuario en el area de
acceso, en una transmision de paquetes, se puede presentar una alta interferencia por los
obstéaculos, la cual puede permitir que los paquetes no lleguen a su destino. Otro caso es que,
a medida que aumenta la distancia entre el emisor y el receptor, las ondas electromagnéticas
van disminuyendo su intensidad, por lo que en algiin momento no se detecta la senal y no
se pueda transmitir. Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, redes como Wi-Fi
tienen mecanismos para detectar si el canal esta activo 6 inactivo, los cuales seran discutidos
en la subseccién 1.6.1.

1.2. Flujos elasticos e inelasticos

En primer lugar, téngase en cuenta que la informacién que transita en la Internet se divide en
paquetes. Ahora, se considerara que un flujo de datos es una sucesién de paquetes que pro-
vienen de una fuente, en el cual los paquetes tienen una direccién especifica para la llegada a
su destino. Los flujos de datos se pueden clasificar en flujos elasticos e inelasticos. Los flujos
elasticos corresponden a aquellas aplicaciones en las que no hay requisitos en los retardos
en la entrega de paquetes, incluso la entrega puede ser prolongada, lo tinico que importa
es que los paquetes lleguen completos e integros. Aplicaciones como el correo electrénico, la
navegacion web, las descargas completas de archivos de video o audio que luego se ejecutan
son algunos ejemplos de flujos elasticos. En cambio, los flujos inelasticos corresponden a
ciertas aplicaciones multimedia que tienen requisitos de retardo; el no cumplimiento de ellos
ocasionan la pérdida parcial o completa de paquetes. Segin [3] las aplicaciones multimedia
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de flujos inelésticos se clasifican en flujo de audio y video almacenado, flujo de audio y video
en vivo y flujo de audio y video interactivo en tiempo real.

El flujo de audio y video almacenado son aplicaciones que reproducen archivos de audio
y video desde un servidor; tienen como caracteristicas que durante la reproduccién se pue-
den pausar, adelantar o retroceder; ademas, mientras estan en un punto de la reproducciéon
se van descargando partes posteriores del archivo, sin la necesidad de esperar una descarga
total para la ejecucion del archivo. Una desventaja en la calidad del servicio es, que durante
la reproduccion el audio y video se detenga o se presentan partes incompletas, debido a los
retardos de paquetes en la entrega.

El flujo de audio y video en vivo, corresponde en su mayoria a las aplicaciones que prestan
servicio de television o radio por Internet en vivo. Una de las caracteristicas en la reproduc-
cién es que un cliente no puede avanzar a las partes posteriores del audio y video, debido a
que se reproduce en vivo. De igual manera, la calidad del servicio en la reproduccion presenta
la misma desventaja que el flujo de audio y video almacenado, pero tiene menos restricciones
en el retardo que el flujo de audio y video interactivo en tiempo real.

El flujo de audio y video interactivo en tiempo real, corresponde a las aplicaciones que
prestan servicios de comunicacion en tiempo real, tales como las videollamadas y videocon-
ferencias. Son flujos muy restrictivos en los retardos de paquetes que se envian de un emisor
a un receptor, los retardos no deben superar unos pocos milisegundos, deben ser aquellos que
el ser humano no pueda percibir. Otra afectacién de estos flujos en la calidad de su servicio
es la presencia de jitter, el cual hace que se presente sobresaltos en la reproduccién del audio
y video interactivo.

1.3. La red Wi-Fi

Una de las redes que permiten tener conexién a la red global Internet es la red inaldmbrica
Wi-Fi con infraestructura como la ilustrada en uno de los grafos de la figura 1.2. Este tipo
de red abunda en muchas partes y son muchos los dispositivos que incorporan conexién a
Wi-Fi. A las redes Wi-Fi en general se identifican con el estandar 802.11 dado por el IEEE
(Institute of Eletrical and Electronics Engineers), a este estandar se adiciona algunas letras
para diferenciar las distintas tecnologias Wi-Fi y de algunas especificaciones generales. Por
ejemplo 802.11a y 802.11b se diferencian en la velocidad maxima de transmision de datos,
como se modula la senal para transmitir los datos, el alcance en la transmisién y otros; en
[2] se pueden consultar estos y otros aspectos de los estandares Wi-Fi.

Para establecer la comunicacién entre un emisor y un receptor en una red inaldmbrica con
conexion a Internet se necesitan de unos protocolos que establecen un conjunto de reglas
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Figura 1.3: Capas del modelo OSI.

y normas para comunicarse entre si. Segtin [3] un protocolo, “es el que define el formato y
el orden de los mensajes intercambiados entre dos o mas entidades que se comunican, asi
como las acciones tomadas en la transmision o recepcion de un mensaje u otro suceso”. La
red Wi-Fi con infraestructura utiliza dos importantes conjuntos de protocolos, los protocolos
TCP/IP (Protocolos de Transmisién y de Internet) que se basan en la transmisién de da-
tos entre dispositivos con conexiones a Internet y el modelo OSI (Interconexion de sistemas
abiertos), que es un modelo tedrico que describe el modo en que se desplazan los datos de
un emisor a un receptor; estos dos modelos tienen algunas similitudes y algunas diferencias.
Son muchos los textos de redes dedicados al estudio de estos protocolos, aspectos esenciales
a este tema son expuestos en la siguiente seccién 1.4, empezando por el abstracto modelo
OSI y luego el modelo TCP/IP el que en la practica se utiliza.

1.4. Protocolos de red Wi-Fi

El modelo OSI fue implementado por la ISO (International Standards Organization) como
un modelo de referencia para las comunicaciones en red, el cual divide en siete capas el
proceso de transmision de los datos entre un emisor y un receptor. Respecto a las capas del
modelo OSI segtn [2], cada capa agrupa algunas funciones, cada capa es independiente de
las capas que la rodean y cada una se apoya de los servicios prestados por la capa inferior
mientras que proporciona sus servicios a la capa superior. La figura 1.3 ilustra las siete capas
del modelo OSI.

= La capa fisica. Se refiere al uso del medio en el que se van a transportar los datos, como
el cable coaxial y la fibra déptica en redes cableadas y el espectro de radio en redes
inalambricas. Esta capa define los métodos de como se van a transmitir las senales en
el medio fisico; para el caso especifico de redes Wi-Fi, se describen en la seccién 1.5.
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» La capa de enlace. También se le conoce como capa MAC (control de acceso al medio),
se encarga de comunicar dispositivos adyacentes en la red, utiliza los servicios de la
capa fisica, organiza los datos que se transmiten y corrobora que los datos lleguen sin
errores. Para el caso especifico de redes Wi-Fi, serd descrita en la seccién 1.6.

= La capa de red. Permite la interconexion entre redes, se encarga de transferir los pa-
quetes de un enlace a otro en la seleccion de la ruta entre un emisor y un receptor; el
protocolo mas comun de ésta capa es el IP (protocolo de Internet).

= La capa de transporte. Se encarga de lograr una comunicacién confiable entre el emisor
y el receptor, asegurando que los paquetes se reorganicen y lleguen sin errores.

= La capa de sesion. Describe el control del didlogo entre las aplicaciones del emisor
y receptor, también puede hacer procedimientos de comprobacién entre puntos, de
manera que si hay una falla en un determinado punto puede retransmitir desde el
ultimo punto de comprobacién y no desde el inicio.

= La capa de presentacion. Define como se representan los datos antes de que lleguen a la
aplicacion, debido a que diferentes dispositivos tienen diferentes maneras de representar
datos como los colores, imagenes, niimeros, caracteres y otros. Realiza las conversiones
necesarias para que un dispositivo pueda interpretarlas.

= La capa de aplicacién. Describe como interactiian los datos con las aplicaciones. Por
ejemplo algunos protocolos de ésta capa tales como FTP (para la transferencia de
archivos), HTTP (para el acceso de paginas web), HTTPS (para transferencia de hi-
pertexto seguro y encriptado), SMTP (para el correo electrénico) y otros, aplicaciones
que a diario se utilizan en la comunicacién por la red Internet.

Los protocolos TCP (Protocolo de Control de Transmisén) y el IP (Protocolo de Internet),
son los mds importantes en la red Internet. Se le conocen conjuntamente TCP /IP, fueron
desarrollados para permitir que cooperen dos sistemas terminales remotos a fin de compartir
recursos a través de la red. A diferencia del modelo OSI, utiliza solamente cinco capas: la
capa fisica, la capa de enlace, la capa de red /TP, la capa de transporte y la capa de aplicacion.
La figura 1.4 ilustra las cinco capas TCP/IP.

Los protocolos TCP/IP hacen que la tres tltimas capas del modelo OSI, ilustradas en la
figura 1.3, queden en una sola capa denominada aplicacion y deja intacta las otras capas.
Las primeras tres capas son destinadas a la interoperabilidad entre los diferentes equipos de
distintos fabricantes, la capa cuatro para todos aquellos equipos que utilicen TCP/IP y lo
de la capa cinco se destina para todas las aplicaciones que se comparten en la comunicaciéon
entre emisores y receptores. Todas estas capas se utilizan para las conexiones a la red Inter-
net. Un mayor estudio de los protocolos OSI y TCP/IP se puede ver en [3].
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Figura 1.4: Capas TCP/IP.

Los protocolos TCP/IP hacen parte de los protocolos que se utilizan en Wi-Fi. Las dife-
rencias entre los protocolos TCP/IP de redes Wi-Fi con los de redes cableadas, radican en
las dos primeras capas de TCP/IP, la capa fisica y la capa de enlace. Estas dos capas son
muy importantes en Wi-Fi, por lo cual en forma suscinta se expondra en las siguientes dos
secciones.

1.5. Capa fisica en Wi-Fi

La capa fisica se refiere al uso del medio en el que se van a transportar los datos, en el caso
de Wi-Fi el medio es radioeléctrico. En Wi-Fi la capa fisica esta dividida en dos, la subcapa
PLCP (Physical Layer Convergence Procedure) que define una forma de mapear los datos
en tramas susceptibles de ser transmitidas o recibidas a través de la capa PMD. La subcapa
PMD (Physical Medium Dependent) es la encargada de la transmision de las tramas de
datos, ésta subcapa es la que se detalla a continuacion.

La importancia de entender la subcapa PMD, radica en que esta explica como Wi-Fi trans-
mite la informacién en el complejo medio radioeléctrico. Pero antes, hay que entender que
cualquier tipo de informacion que se desea transmitir en Wi-Fi tiene una senal de banda de
base, la cual primero pasa a un proceso de modulacion, que consiste en modificar la senal de
banda de base para luego pasarla al medio radioeléctrico a través de una senal con frecuencia
mas alta llamada portadora.

Existen diferentes técnicas de modulacion en redes Wi-Fi, basadas en el espectro expan-
dido, el cual consiste en ensanchar mas el ancho de banda del que realmente se necesita en
la transmisién de los datos, como ya se ha explicado. A continuacién se presentan métodos
de espectro expandido.

La modulaciéon de espectro expandido por salto de frecuencia FHSS, consiste en dividir
la banda de frecuencias de la transmisiéon de datos en varias frecuencias o subcanales, de
manera que cada tramo de la informacién va saltando de un subcanal a otro, y cuyo tiempo
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de permanencia es inferior a los 400 milisegundos. El patron de los saltos se hace de forma
aleatoria y se debe conocer tanto en el emisor como en el receptor.

El método de espectro expandido por secuencia directa DSSS consiste en remplazar ca-
da bit de la informacion original a transmitir por una secuencia de bits representados a
través de un codigo pseudoaleatorio, los cuales estan en proporcién directa al nimero de
bits utilizados, donde la senal esparcida tiene una banda més ancha que la banda de base.
La senal que genera el codigo pseudoaleatorio es independiente a la senal de la informacion
original.

La multiplexacién ortogonal por divisién de frecuencias OFDM, consiste en dividir la senal
de ancho de banda en un conjunto de subportadoras con frecuencias especificas transmitidas
paralelamente, en vez de utilizar una sola portadora de banda ancha. Las subportadoras se
pueden traslapar sin que afecte a los datos transmitidos, el espaciamiento entre ellas es el
adecuado y su separaciéon es la misma entre portadoras consecutivas.

1.6. Capa de enlace en Wi-Fi

Como se menciono en la seccién 1.4 la capa de enlace se encarga de comunicar los dispositivos
adyacentes a la red, organiza los datos que se transmiten y corrobora que lleguen sin errores.
La capa de enlace en Wi-Fi estd dividida en dos subcapas la LLC (Logical Link Control)
reglamentada por [11] y la MAC (Medium Access Control) reglamentada por [12], en lo que
sigue el estudio se centrara a la capa MAC de Wi-Fi.

En una red Wi-Fi con infraestructura cuando un dispositivo inaldmbrico se asocia con un
AP, estos empiezan a mandarse paquetes de datos entre si; pero cuando existen més de un
dispositivo inalambrico que desean comunicarse con el AP a través de un mismo canal, debe
existir un protocolo que coordine las transmisiones entre los dispositivos y el AP, es ahi
donde entra en funcionamiento el protocolo MAC. En el uso de la terminologia de aqui en
adelante, en algunas ocasiones se llamara estacién (STA) a cada nodo de la red Wi-Fi, a
menos que sea necesario clarificarlo.

1.6.1. Protocolo CSMA/CA

Un protocolo MAC para redes es el de acceso miltiple por sondeo de portadora CSMA
(Carrier Sense Multiple Access), para Wi-Fi se especifica como el protocolo CSMA /CA con
evasién de colisién CA (Collision Avoidance), para redes aldmbricas se implementa el proto-
colo CSMA /CD con detecciéon de colision CD (Collision Detection). El CSMA se ha diseniado
para estaciones que comparten un mismo medio o canal de comunicacion, con accesos alea-
torios al canal, en los cuales al detectarse colisiones de paquetes en las transmisiones, las
STAs transmisoras deberan retransmitir la informacion.



CAPITULO 1. MARCO TECNOLOGICO 13

La figura 1.5 ilustra el modo de funcionamiento general del protocolo CSMA /CA en la capa
MAC tanto en el emisor (Tx) como en el receptor (Rx) en una red Wi-Fi. Primero, el Tx
tiene los paquetes listos (DATA) para enviar. Luego comprueba si el canal estd disponible,
enviando una trama corta de datos de solicitud de transmisiéon denominada RTS (Request
To Send) al Rx, la cual contiene las direcciones MAC del Tx y del Rx. La estacién Rx al
recibir la trama RTS, en caso de que esté disponible para recibir informacion, contestara
con una trama corta de preparado para enviar CTS (Clear To Send). En el caso de que
Rx no esté disponible, el Tx retiene los paquetes durante un tiempo e intentara enviar de
nuevo RTS. Al recibir CTS el Tx, asume que el canal estd disponible y enviarda DATA con
determinada probabilidad, luego el Rx enviard una trama ACK (ACKnowledged) de que los
paquetes fueron admitidos. En caso de no recibir ACK pudo haber colisiones de paquetes,
la estacién Tx vuelve a enviar RTS. Todos estos procedimientos se realizan en un nimero
definido de veces para lograr que los paquetes lleguen exitosamente.

Trama RTS
>

- Tramas CST —
e =< 3
Q DATA Q
< <
= > =

Tramas ACK

<<

Figura 1.5: Modo de funcionamiento general CSMA /CA en Wi-Fi.

Un aspecto del modo CSMA /CA de Wi-Fi en la prevencion de la colisién de paquetes es que
agrega un tiempo de retroceso exponencial aleatorio en el caso de que el canal se encuentre
ocupado, el cual se hace mas eficiente al no detectar el canal todo el tiempo. A continuacién
se explican las ventajas y desventajas de CSMA/CA en Wi-Fi cuando las STAs transmiten
en el mismo canal.

Una de las ventajas de CSMA/CA en Wi-Fi es la solucién al problema del nodo oculto,
el cual consiste en que una estacién desea comunicarse con otra sin notar la presencia de una
tercera. La figura 1.6 ilustra un poco esta situacién. El nodo Tz estd comunicandose con
el nodo Rzq, cuando el nodo T'xzy transmita a Rxp, se presentara una colision de paquetes
en Rxy. Debido a que T'z; y T'zs no se pueden escuchar uno al otro para poder transmitir
a Rxq, esto es porque ambos no estdn en sus regiones de transmision. En cambio, si T'zg se
comunica con Rxy no habria problema de nodo oculto, puesto que Tz3 detectaria la presen-
cia de T'xy por estar en su region de transmision.
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Figura 1.6: Problema del nodo oculto.
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Figura 1.7: Solucién del problema del nodo oculto en Wi-Fi.

La solucién que presenta Wi-Fi al problema del nodo oculto estd en el envio de las tra-
mas de datos RTS/CTS, mencionadas anteriormente. La figura 1.7 ilustra esta solucién.
Cuando T'z; desea comunicarse con Rxq le envia RTS, para establecer la comunicacion Rxq
envia CTS a todos los transmisores a asociados a él, por tanto Txy escuchard que Rx; esta
ocupado por lo que postergara su transmision para evitar colisiones.

Otra ventaja de CSMA/CA en Wi-Fi es la solucién al problema del nodo expuesto, el cual
se debe cuando un Tx desea comunicarse a un Rx en la presencia de otras transmisiones de
redes vecinas. El Tx tendrd el problema de detectar que el medio estd ocupado; la figura 1.8
ilustra este problema. El nodo B le esta transmitiendo al nodo A. El nodo C detecta que el
canal estd ocupado debido a que escucha la transmisién entre B y A, por tanto C no puede
transmitir a D, donde lo ideal es que C pueda comunicarse con D.
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Figura 1.9: Solucion del problema del nodo expuesto en Wi-Fi.

La figura 1.9 ilustra la solucion al problema del nodo expuesto en Wi-Fi. La solucién tam-
bién estd en la utilizacién de envio de las tramas RTS/CTS. El emisor transmite RTS y el
receptor responde con CTS, cuando los vecinos escuchan CTS permanecen en silencio, pero
al escuchar RTS y no CTS empiezan a transmitir.

Una de las desventajas de CSMA/CA en Wi-Fi es que existe la posibilidad de que dos o
mas estaciones transmitan datos simultaneamente al detectar el canal libre, por lo cual se
pueden presentar colisiones de paquetes. Otra es la que tiene que ver con la calidad del enlace
para la recepcién de las tramas de datos, debido a otras interferencias, como las que fueron
abordadas en la subseccion 1.1.1. Por tanto, durante la transmisién hay que reconocer si los
paquetes han llegado exitosamente o se han perdido durante la propagacion.

En la siguiente subseccion se verd como las estaciones en una red Wi-Fi se coordinan para
acceder al canal de comunicacién con en el fin de evitar las colisiones de paquetes durante
las transmisiones, para lo cual, se describen algunos subniveles de la capa MAC en Wi-Fi
que explican las coordinaciones de acceso al canal.
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1.6.2. Funciones de coordinacion de acceso al medio de Wi-Fi

Los diferentes modos de acceso al medio en Wi-Fi se describen por las siguientes funciones
de coordinacion, las cuales estan representadas en la siguiente figura 1.10.

Entrega HCF HCF Entrega libre
normal Acceso basado en Acceso de contencién
contencion (EDCA) controlado

T T T

| - | ;

. Y Y y

1

] HCF PCF

1

1 1 1

1 1
Y ¥ ¥
DCF

Figura 1.10: Funciones de coordinacion de acceso al medio.

La funcién de coordinacién distribuida DCF. Esta en el nivel inferior de MAC, basada en
CSMA/CA, como se explic6 en la subseccién 1.6.1, utiliza técnicas de acceso aleatorio en
la contienda por el medio. Segin [13] el modo DCF presenta dificultades en las transmisio-
nes de aplicaciones multimedia, las cuales son limitadas por el tiempo y requieren ciertos
requisitos de ancho de banda, retardo y jitter (variabilidad en el envio de paquetes). Esto se
debe a que todas las estaciones compiten por el acceso al canal con la misma prioridad, no
hay mecanismos para priorizar el trafico de tiempo real y de diferenciacion con el de datos.
Cuando el trafico es muy alto el rendimiento de la red se degrada.

La funcién de coordinacién puntual PCF. Estd por encima del subnivel DCF, segin [12]
es un método opcional para configurar redes Wi-Fi con infraestructura. El punto de acceso
AP actia como un punto coordinador que controla las transmisiones de paquetes de las
STAs con el fin de eliminar la contienda entre ellas por el canal durante un periodo limitado
de tiempo. Se puede considerar PCF para transmisiones de informacion critica de audio y
video, las cuales son limitadas por el tiempo. Atn asi, se presentan dificultades, por ejemplo,
es impredecible cuanto demora la transmision de datos de una STA sondeada al AP, donde
el periodo libre de contienda es limitado.

La funcién de coordinacién hibrida HCF. En [12] se implementa como un método tedrico
de la calidad de servicio (QoS) en redes Wi-Fi, dicho método no da garantias de un fun-
cionamiento correcto y 6ptimo. Incorpora la funcion HCF para la diferenciacion del trafico.
La HCF combina DCF y PCF, permite un conjunto uniforme de secuencias de intercambio
de frames de datos utilizados en la transmisién de datos con QoS durante los periodos de
contencién y libre de contencién. Para ello utiliza el acceso al canal distribuido mejorado
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(EDCA) y el mecanismo de acceso controlado del canal (HCCA). En [10] se pueden ver
algunas mejoras de HCF en cuanto a la utilizacién del canal y en la diferenciacion del trafico
en EDCA.

1.7. Canalizacion del espectro de las redes Wi-Fi

Como ya se ha explicado, el canal para redes Wi-Fi es un rango o banda de frecuencias en
el espectro de radio. Para redes Wi-Fi hay un espectro de frecuencias permitido, el cual se
divide en multiples rangos de frecuencias denominados canales. En redes Wi-Fi con infraes-
tructura, los APs tienen diferentes canales que permiten la comunicacién con las estaciones
que estan en sus areas de acceso, donde los canales pueden ser configurados por el adminis-
trador de la red. En [2] se pueden consultar los diferentes canales de los APs con estdndares
802.11b/g y 802.11a.

Numero del canal 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14
Frecuencia central 2412 2.417 2.412_2 2427 2432 2437 2442 2447 2452 2457 2462 2467 2472 2484
(GHz)

22 MHz

Figura 1.11: Solapamiento de canales 802.11 b/g.

Al tener una red Wi-Fi con diferentes canales, se pueden dar algunos canales que no se so-
lapan entre si. La figura 1.11 ilustra intuitivamente como se dan los canales en 802.11 b/g,
y algunos canales que no se solapan entre si tales como 1, 6 y 11. Esta canalizacion del
espectro Wi-Fi presenta algunas ventajas en la red. Una de las ventajas es tener canales que
no se solapan entre si, donde las estaciones pueden transmitir simultaneamente sin interferir
entre ellas. La figura 1.12 ilustra una red Wi-Fi con dos canales no solapados, un nodo A
que puede enviar a un nodo B mientras que simultaneamente C envia al nodo D sin que
halla interferencia. Otras de las ventajas segin [2] es que se pueden cubrir dreas extensas
con acceso Wi-Fi.



CAPITULO 1. MARCO TECNOLOGICO

®
©
©

Figura 1.12: Prevencion de colisiéon con canales no solapados.
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Capitulo 2

Aspectos preliminares y problema de
optimizacion

Este capitulo se dedica al estudio del programa 6éptimo de [1] en: aspectos preliminares del
programa Optimo, aspectos relacionados con la formulacién del problema por optimizacion
estatica y aspectos de la solucién por el método de descomposicién dual. Por tal motivo, en la
primera seccién se describen las distintas asunciones del modelo de red del programa 6ptimo,
con algunas que se pueden sustentar desde el capitulo 1. Estas asunciones hacen parte de
la base de todo el programa 6ptimo, en las que fundamentan la formulacién del problema
por optimizacién estatica que se expone en la seccion siguiente; fundamentan el algoritmo
dindmico del capitulo 3 y también fundamentan algunas pruebas del capitulo 3. Adema4s,
algunas de ellas contribuyen a la explicacion del comportamiento de las colas de paquetes
elasticos y déficit de paquetes ineldsticos de nuestra red Wi-Fi en el capitulo 4. La segunda
seccion tiene como fin formular el problema por optimizacién estatica. Para esto se presentan
previamente algunas definiciones y restricciones, que se pueden implementar en cualquier red
inalambrica. La ultima seccién se dedica al analisis de la solucion dual del problema, basada
en los multiplicadores de Lagrange y sirve como fundamento para encontrar un algoritmo
dindmico basado en el 6ptimo del problema, el cual se expone en el capitulo 3.

2.1. Asunciones del modelo de red

La primera asuncién parte del hecho de que cualquier red inaldmbrica se puede represen-
tar por medio de grafos, como se ha expuesto en la seccién 1.1. Ahora en el sentido de las
transmisiones, se utilizard un grafo dirigido, dado por un conjunto G = (N, L), donde N
representa el conjunto de los nodos de la red y L es el conjunto de los enlaces direccionales.
Un enlace direccional [ estd conformado por un par de nodos (n;,n;) coni # jy n;, n; € N,
donde el nodo n; puede transmitir al nodo n;.

En la asuncién anterior los enlaces de la red, serdn enumerados de 1 hasta |£|. De aqui
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en adelante se denota | € £ para decir que [ € {1, 2, ..., |L]|}.

En la segunda asuncion, se considera el trafico en la red como una mezcla de flujos eldsticos
e inelasticos, tal como se vié en la seccion 1.2. Donde se debe entender que los paquetes
elasticos corresponden a los flujos elasticos y los paquetes ineldsticos a los flujos inelasticos.
De la misma manera, se considera que los paquetes ineldsticos tienen restricciones de tiem-
po de retraso maximo, por lo cual, al no cumplirlas durante una transmision, los paquetes
inelasticos se pueden perder. En cambio, los paquetes elasticos no tienen esas restricciones.

La tercera asuncion tiene que ver con el tiempo para las transmisiones de paquetes en toda
la red. Aqui no se consideran los tiempos que utiliza Wi-Fi para las transmisiones, tales
como: el tiempo de retroceso exponencial aleatorio en que se detecta el canal a ser libre,
mencionado en la subseccion 1.6.1, y el tiempo limitado de Wi-Fi en modo PCF como se
mencioné en la subseccién 1.6.2. Se utiliza el tiempo para las transmisiones que propone [1]
en el estudio de nuestra red Wi-Fi con infraestructura, el cual lo denomina frame.

Un frame esta determinado por el tiempo limite de retraso maximo de los paquetes inelésti-
cos, el cual estd dividido en pequenos intervalos de tiempo de duracién fija denominados time
slots, donde un conjunto de 7' time slots consecutivos forman un frame. Ademas el time slot
es un tiempo necesario en los que se pueden transmitir exitosamente los paquetes en el canal
de cada enlace de la red. La figura 2.1 da una representacién intuitiva de un frame.

1 time slot

[ [ [ .. | [
f———— frame

Figura 2.1: Conformacién de un frame en el modelo de [1].

La cuarta asuncion es, que las llegadas de los paquetes a la red solo ocurren al inicio del
frame y son independientes entre diferentes frames. En [1] no se considera que las llegadas
de los paquetes ocurren en todo tiempo, el cual lo deja como trabajo futuro.

La quinta asuncién es consecuencia de la segunda y tercera asuncién. Cada paquete inelasti-
co tiene un tiempo limite de T" time slots, si falla ese tiempo limite es descartado en la red,
por lo que se requiere una probabilidad de pérdida p; en cada [ € L.

La sexta asuncién es para el trafico elastico. Para cada enlace | € L se dispone de una
funcién de utilidad Uj(.), la cual depende de la tasa media de llegadas eldsticas por frame
denotada por z.. Se asume que Uj(z) es una funcién céncava.
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La septima asuncion es para las llegadas de los paquetes inelasticos en toda la red en un
frame dado, recordando que ocurren al inicio del frame. Donde se representa el ntimero de
llegadas de paquetes ineldsticos en cada enlace, mediante el vector a; = (ai),c,. Ademds, en
este aspecto de las llegadas ineldsticas se asume que a; es una variable aleatoria con media
Ty y varianza 01-2[.

La octava asuncién esta dada por las siguientes probabilidades. Para todo frame y [ € L, se
tiene que:

P(ail = O) >0 y P(ail = 1) > 0. (21)

Para un frame dado y un enlace de la red, estas probabilidades se pueden interpretar res-
pectivamente como: la probabilidad de que no lleguen paquetes ineldsticos al enlace y la
probabilidad de que llegue un paquete ineldstico al enlace son distintas de cero. Estas proba-
bilidades seran utilizadas posteriormente en la descripcion de las propiedades de la cadena
de Markov definida por el déficit de paquetes inelasticos y cola de paquetes elasticos, las
cuales seran explicadas en el capitulo 3.

La novena asuncion es para las llegadas elasticas, similar a la septima asuncion. Para un
frame dado, el vector a. = (ae),., representa el nimero de llegadas de paquetes eldsticos en
cada enlace.

La décima asuncién es para el estado del canal. El estado del canal indica el niimero de
paquetes que pueden transmitirse exitosamente por enlace en un frame. Dependiendo de la
tecnologia inalambrica se pueden determinar dichos valores. En el caso particular de Wi-Fi,
se pueden determinar los valores del estado del canal estudiando una caracteristica como la
velocidad de transmision medida en paquetes por unidad de tiempo. En todo caso, al no
tener los valores concretos del estado del canal, se designa el estado del canal con el vector
¢ = (¢1),ep, donde ¢ indica el nimero de paquetes en el enlace [ que pueden transmitirse
exitosamente en todo time slot en un frame dado. Ademads, se asume que el estado del canal
se mantiene constante durante todo el frame, independiente entre diferentes frames e inde-
pendiente de las llegadas. Por otro lado, el estado del canal se puede estudiar en dos casos,
estado del canal conocido y estado del canal desconocido.

En el caso del canal conocido, se asume que se conoce el estado del canal al inicio del frame.
Esta alternativa de conocer el estado del canal antes de transmitir, hace que la tecnologia de
la red inalambrica tenga algiin mecanismo en el que determine si los paquetes se transmitiran
exitosamente. En particular, un estado del canal, transmitir cero paquetes, se da cuando se
conoce que el canal esta inactivo, como se explica en la subseccion 1.1.2. Ademads, una red
Wi-Fi tiene un mecanismo de determinar si los paquetes se pueden transmitir exitosamente,

como se vi en la seccidon 1.6.1. En este caso del estado del canal conocido, se asume que ¢

2

es una variable aleatoria no negativa, con media ¢; y varianza .
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El otro caso es la del estado del canal desconocido, en la que se logra establecer el esta-
do del canal al final del frame y no al principio del frame. Este estudio se enfoca por el caso
del estado del canal conocido. Un estudio en el estado del canal desconocido se puede ver en

[1].

2.2. Formulacion del problema

El propésito de ésta seccion es formular un problema de optimizacién estatica, el cual per-
mite elegir un programa factible de paquetes elésticos e inelésticos al inicio de todo frame y
que sirva a todos los enlaces de la red. Pero antes se presentan las siguientes definiciones y
restricciones en la red que son fundamentales para la comprension del problema de optimi-
zacion estatica y de secciones posteriores.

Programa factible. Un programa factible es una pareja de matrices denotada por s =
(Sitts Set), donde s;+ v Se ¢ indican respectivamente el nimero de paquetes ineldsticos y
numero de paquetes elasticos que pueden ser programados para la transmision en todo [ € L
yte{l, 2,..., T}, donde se puede ver que s tiene un tamano de |L| x 27.

Restricciones en la red. Sean las llegadas inelasticas dadas por el vector a; y el esta-
do del canal por el vector ¢, como los mencionamos en la séptima y décima asuncién de la
seccion 2.1, se tienen las siguientes restricciones en la red:

T
Z sit < ay paratodo! € L, (2.2)
t=1

Siut+ Sar < ¢gparatodole L, te{l, 2,..., T} (2.3)

La restriccién (2.2) afirma que en todo frame, el nimero de paquetes ineldsticos que pueden
programarse exitosamente para la transmision en cada enlace es acotado por el niimero de
llegadas ineldsticas en cada enlace. Los paquetes inelasticos que se programan son aquellos
que no han expirado, debido a sus tiempos de retardo maximo, como se menciond en la
segunda asuncién de la seccién 2.1. Por otra parte, la restriccion (2.3) afirma que en cada
enlace y en todo time slot de un frame, el nimero de paquetes que se pueden programar exi-
tosamente no pueden exceder el niimero de paquetes que pueden transmitirse exitosamente,
como lo indica el estado del canal en cada enlace.

Restricciones por interferencia. En la subseccién 1.1.1 se definié cémo en una red
inalambrica se pueden presentar interferencias entre los mismos dispositivos cuando trans-
miten en un mismo canal. Ademds en las subsecciones 1.6.1 y 1.6.2 se abordaron algunos
mecanismos que utiliza Wi-Fi para evitar las interferencias entre las estaciones cuando trans-
miten en un mismo canal. Esto permite decir que se deben cumplir ciertas restricciones por
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---- enlace en el canal 1
enlace en el canal 6

Figura 2.2: Una red Wi-Fi con tres APs, los cuales dos estan en canales solapados.

interferencia entre los enlaces cuando la transmisién se hace en un mismo canal.

La figura 2.2 muestra una red Wi-Fi con infraestructura en un edificio de tres pisos, la
cual permite ilustrar las restricciones por interferencia entre los enlaces. La red esta confor-
mada por tres puntos de acceso con estandar 802.11b, como se menciono en la seccion 1.7,
donde sus regiones de transmisién coinciden con todo el edificio. Los puntos de acceso AP, y
AP; estan en el canal 1y el AP, esta en el canal 6 que no se solapa con el canal 1. Ademés,
las estaciones de un piso del edificio establecen enlaces con el AP del mismo piso. Luego, al
tener en cuenta las transmisiones en canales no solapados, explicadas en la secciéon 1.7, se
puede decir que los enlaces l;, s y [3 interfieren entre si, por lo cual si se activa uno de ellos
los otros dos permaneceran inactivos; en cambio, cualquiera de estos tres enlaces pueden
activarse simultaneamente con ly.

De lo anterior, en la programaciéon de paquetes se deben cumplir las restricciones por inter-
ferencia entre los enlaces. Asi, cuando s;; + Sei; > 0 el enlace [ puede ser programado para
transmitir en un time slot ¢ de un frame; y cuando, S;,, ¢ + Set,t > 0y Sitt + Set,r > 0
en un time slot ¢ de un frame, los enlaces l,, y l,, pueden ser programados para transmitir
simultdneamente sin haber interferencia entre ellos.

Conjunto de programas factibles. El conjunto de todos los programas factibles es de-
notado por S(a;,¢) cuando el estado de las llegadas es a; y el estado del canal es ¢, donde
S(a;, ¢) cumple todas las restricciones por interferencia entre los enlaces y las restricciones

(2.2) v (2.3).
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time slot
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Figura 2.3: Un ejemplo de programa factible.

Ejemplo 2.2.1. Para la red de la figura 2.2 se describe un programa factible de los posibles
que se pueden dar. Supongase que los cuatro enlaces de la red se puedan programar cumplien-
do las restricciones por interferencia entre enlaces mencionadas anteriormente. Se asume un
frame con seis time slot, un canal que siempre estd activo, un vector ¢ = (1, 1, 1, 1) el cual
significa que puede transmitirse un solo paquete en todo time slot y un vector de llegadas
ineldsticas a; = (1, 1, 0, 1), las cuales se dan al inicio del frame. Por tanto, un programa
factible para ésta red se puede ilustrar mediante la figura 2.3. o
En el programa factible representado en la figura 2.3, se pueden ver el cumplimiento de las
restricciones por interferencia entre enlaces y las restricciones (2.2) y (2.3). Por ejemplo, se
observa que en t =1y t = 3, los enlaces [; y l4 fueron programados simultaneamente, de la
misma manera en t = 4, 5 y l4 fueron programados simultaneamente. En el enlace l5 se puede
ver que Zle Sigt = 0 < ay, = 0 el cual cumple con (2.2), ademads, Sij,+ + Selst < €y = 1
cont € {1, 2, ...,6} cumple con (2.3). Por otro lado, en el enlace ls; Zle Sel,t = 2, en lo
cual no hay restriccién.

Continuando con el proposito de formular el problema por optimizacién estatica, hay que
tener presente una probabilidad P (s | a;,¢). La cual es la probabilidad de usar el programa
factible s dado que las llegadas inelédsticas son a; y el estado del canal es c¢; ademas, los
paquetes inelasticos estdn sujetos a una probabilidad de pérdida que no supere a p;, como
se describe en la cuarta asuncion de la seccion 2.1. Otro aspecto a tener presente, es la elec-
cion de paquetes elasticos dados por el vector a., la cual permita que las colas de paquetes
elasticos se mantengan estables en la red. Para estos aspectos deben tenerse en cuenta las
siguientes definiciones.

En primer lugar, se denota como p;(a;, ¢) el valor esperado de los paquetes inelasticos
a transmitir o a ser servidos cuando las llegadas inelasticas son a; y el estado del canal es c.
De manera similar se denota p.(a;, ¢) como el valor esperado de los paquetes elasticos
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a transmitir cuando las llegadas inelasticas son a; y el estado del canal es c¢. Ademas, para
cada enlace y todo frame se deben cumplir las siguientes restricciones:

pila,c) < Z Zsil’tP (s a;c) (2.4)

seS(aq,c) t=1

fer(a;, c) < Z Zsel,tp(s | a;,c). (2.5)

seS(aj,c) t=1

Puede interpretarse (2.4) de la siguiente manera: para cada frame, el valor esperado de
paquetes inelasticos por transmitir en un enlace [ es menor o igual al valor esperado del total
de intentos de programaciones ineldsticas durante todo el frame en el enlace [. De forma
similar puede interpretarse (2.5). Por otro lado, se define el servicio esperado para el trafico
en un enlace [ como:

il = ZZMJ(CL@‘,C)P(C)P(%)
pa Z 30 palai, ) P(e) Play),

los cuales, al cumplir requisitos de calidad de servicio (QoS) y restricciones de capacidad, se
relacionan por

i > xa(l—p) v T < e

La primera de éstas desigualdades, afirma que el servicio esperado para el trafico inelastico
en un enlace para cualquier frame, debe ser mayor o igual a la media de llegadas exitosas de
paquetes inelasticos en el inicio del frame. La segunda desigualdad afirma que la tasa media
de llegadas elasticas por frame en un enlace debe ser menor o igual al servicio esperado para
el trafico eldstico. Sin embargo, en las anteriores restricciones se asume que z;(1 — p;) > 0
para todo [ € L, para evitar trivialidades en resultados posteriores.

Teniendo en cuenta las definiciones y restricciones para el servicio esperado de paquetes
elasticos e inelasticos mencionadas anteriormente, se definen las siguientes regiones de capa-
cidad, las cuales son importantes en la formulacién del problema por optimizacién estatica,
la solucion del problema por descomposicién dual y en los resultados de convergencia del
capitulo 3. Ademds, en el uso de la notacién del presente trabajo, de aqui en adelante se
denota E como un valor esperado.

Definicién 2.2.1. La region de capacidad para llegadas a; fijas y estado del canal ¢ fijo, estd
dada por:

def o S ~ I _ I
C(a;, c) = { (B, et )i« existe § € S(ai, ¢)em, fa < Y Sag, fle < Y Sel } )
t=1 t=1
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donde S(a;, c)cn es el cascardn convezxo de S(a;,c). o
Ahora, al tener en cuenta la definicién de cascaréon convexo para un conjunto de matrices
con numeros reales, se tiene que el cascarén convexo de S(a;, ¢) estaria dado por

k

k
S(a;, c)eg = {Z)\jsj : Z)\j =1, \; >0, s; € S(a;,c), paraj =1, 2, ,k:} (2.6)

j=1 j=1

Por otro lado, se define

def
M(az‘; C) = (Miz(% C)7 Mez(% C))le/:'

Por lo anterior, (2.4) y (2.5) permiten concluir que
p(a;, c) € Clai, c).
Definicién 2.2.2. La region de capacidad total de la red se define como:

c &l (Wits pret)icc = para todo a; y ¢, existe (fig(as, ), fier(as, c)),ep € Clas, c),
donde iy = F (a0, )] ¢ o = E [fa(as, )] para todole £ |

ademds,
H d;f (Mila Mel)leL c€C.
o
Teniendo en cuenta las anteriores definiciones y restricciones, un vector w € R'f' donde R,
es el conjunto de reales no negativos, una funciéon U; como se define en la sexta asuncion de

la seccién 2.1 y un vector z, de las tasas media de llegadas elasticas por frame de todos los
enlaces, se formula el siguiente problema de maximizacién:

neC,xe

max > Uy(xa) + wipti
lec

sujeto a (2.7)
pa > xy(1 —p) para todo [ € L
0 < xg < e para todo I € L.

Se asume w; como un parametro no negativo, el cual se describe en el capitulo 4 en las
simulaciones del programa 6ptimo de [1] en el tipo de red Wi-Fi considerada; donde tiene
un impacto en el comportamiento de las colas de paquetes elasticos y déficit de paquetes
inelasticos en la red. Ademads, segiin [1] se asume que las llegadas ineldsticas y los requisitos de
probabilidad de pérdida son factibles para que el anterior problema de optimizacion estatica
pueda tener una solucién (u*, x¥).



CAPITULO 2. ASPECTOS PRELIMINARES Y PROBLEMA DE OPTIMIZACION 27

2.3. Solucién del problema por descomposicién dual

Esta seccién tiene como fin detallar algunos aspectos que fueron reducidos u omitidos en [1]
en la solucién por descomposicién dual del problema (2.7). En primer lugar, se muestra que
la region factible del problema es un conjunto convexo, con el objeto de implementar en el
problema una funcién dual como la define [14]. Luego, con la condicién de Slater en [15], la
cual se verifica en [1], se puede ver que el problema tiene una dualidad fuerte; y por tltimo,
con el propdsito de encontrar (p*, 2*) desde un andlisis en la funcién dual del problema, se
puede establecer un algoritmo iterativo en el que se involucran multiplicadores de Lagrange
para dar con la solucién del problema. Este algoritmo sirve como base para el algoritmo
dinamico del programa éptimo, el cual se explica en el capitulo 3.

En primera instancia, se puede verificar que el conjunto F de todos los puntos de C x ]lel
que satisfacen las limitaciones y restricciones de (2.7), es un conjunto convexo. Para esto,
sean

(ji, %) e F, (p,2.) e Fy0<6<L1

Se probara que
O(ji, Zc) + (1 —0)(f1,z.) € F.

Por hipétesis, se tiene que
(i, #.) € C x RIEL (3, 2.) e ¢ x R,

ademas de las definiciones de C en 2.2.2 y del vector z., se tiene que

. ~

w= (,U/z'lu,uel)lega Te = (xel)lelly H= (Nilnufel)lgg Yy Te= (itez)le,o
Por lo que se cumplen las siguientes restricciones:

fli > (1 —pr),
0<Ze < flers

fli > (1 —pp),
0 < Zg < fler-

para todo [ € L.

Se probard primero que
0(ji, i) + (1= 0)(f1, &) € C x R
Se puede ver que
Q(IL’L’ fi‘e) + (1 - 9)([’“7 i'e) = (eﬂ + (1 - 9),&7 eie + (1 - e)i‘e) ’

de donde
Oi. + (1 —0)i, € RIF
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falta verificar que
i+ (1—60)ueC.

Al tener ji € Cy i € Cy de 2.2.2 se tiene que: para todo a; y ¢ existen

fi(ai, ¢) = (furai, c), fre(as, C))leﬁ € C(ay, )
ﬂ(aiu C) = (:uil(ai» C>7 ﬂel(aia C))lec S C(ai’ C)?

tales que para todo [ € L

fia = E [fra(as, c)] fier = E [fte1(as, c)]
fta = E [ (a;, c)] flee = E [fier(ai, c)] .

De esto, se tiene que para todo [l € L

Ojig + (1 — 0) 1y = E [0f1q(as, c) + (1 — 0) 1 (as, )],

i ) . ) (2.9)
Ofier + (1 = 0) i = E [Of1ci(ai, ¢) + (1 — ) ficr(ai, )] .
Ademas
9/)@[(0@, C) -+ (1 — 0)/11'1(&2', C) € C(ai, C),
Ofici(az, ¢) + (1 — 0)fie(as, ¢) € Clay, c).
En efecto. Como fi(a;, ¢) € C(a;, c) v jia;, c) € C(a;, ¢), existen:
§ = (Sie; Sere) € S(as, c)en Yy 5= (Site, Sere) € S(as, ¢)en  para todo | € L,
tales que,
T T
fafai, c) < Z SiL frer(ai, ¢) < Z Sel,t
t=1 t=1
T T
faaic) < S frer(ai,c) < Say
t=1 t=1
De esto, se tiene que
T
Ojtin(as, ) + (1 = 0)jua(ai, ) <Y (Bdus + (1= 0)5a,) (2.10)
t=1

Por otro lado, utilizando la definicién de cascarén convexo (2.6), se puede deducir que
03¢+ (1 —0)3u1 € S(as, ¢)om,

donde
Qﬂil(ai, C) + (1 — H)Qil(ai, C) < C((IZ’, C),
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y de la misma manera se puede probar que
Opier(ai, c) + (1 — 0) i (as, ) € C(ay, c).
Luego, por (2.9) y la definicién 2.2.2 se puede decir que
Oii+ (1 —-0)p e,

de donde
0(ji, i) + (1 — 0)(f1, 2.) € C x R,

Ahora, se probara que 0(ji, .) + (1 — 0)(j1, &.) cumple con las restricciones de (2.7).

De las restricciones (2.8) y 0 < 6 < 1, se puede ver que

Ofii + (L — 0) gy > Oxy(1 —pr) + (1 — O)xy(1 — )
=xy(1—m)

para todo [ € L. También se puede ver que
0<0%g+ (1 —0)te < Ofig+ (1 —0)f1y para todo [ € L.

En consecuencia,

0(:“7 je) + (1 - 9)(/17 'fje) S f?

por lo que F es un conjunto convexo.

Ahora, en la solucién de un problema de optimizacién con restricciones, el método dual
con multiplicadores de Lagrange es una herramienta de gran ayuda para encontrar dicha
solucién. Por lo cual se puede utilizar la siguiente definicién de funcién dual de [14],

D(6) = inf { f(z) + 6" g(z) : = €Q};

donde f(x) es la funcién objetivo, 7 el vector de multiplicadores de Lagrange, g(z) el vector
de las funciones g;(x) < 0 en las restricciones y €2 un conjunto convexo en el cual f y g estan

definidas.

Utilizando ésta definicion de funcién dual en su forma equivalente para un problema de
maximizacion y de que la region factible F es un conjunto convexo, la funciéon dual para el
problema (2.7), estarfa dada por

D(8;,6.) = mdx { Ui(aa) + gty — Dl ~ }
Oalza(l — pi) — pal
(2.11)
sujeta a

e > 0 para todo [ € L.



CAPITULO 2. ASPECTOS PRELIMINARES Y PROBLEMA DE OPTIMIZACION 30

Por otro lado, en optimizacion si p* es el valor de la funcién objetivo obtenido de la solucién
del problema primal y d* es el valor de la funcién objetivo obtenido de la soluciéon del
problema dual, la brecha de la dualidad se define como p* — d*. Ahora, si p* = d*, entonces
la brecha de la dualidad es cero y se dice que se mantiene una dualidad fuerte en el problema.
Teniendo en cuenta esto, [1] verifica la condicién de Slater de [15], en el cual se puede afirmar
que el problema (2.7) tiene una dualidad fuerte. Por tanto, el valor de la funcién objetivo
de (2.7) debido a la solucién del problema primal, es igual al valor de la funcién objetivo de
(2.11) obtenido de la solucién del problema dual. Esto es

(51*7 5: Z Ul(x:l) + wlﬂfl’
lel

donde una la solucion del problema dual se puede indicar como

(07,0%) € argmin D(d;,0.).
8i120,6¢120
Dicha solucién se puede interpretar como un punto (d;,6.) que hace que D(;,d.) alcance
su valor minimo en (2.11), el cual permite que el valor maximo de la funcién objetivo esté
acotado.

En lo que sigue, se tomard como punto de partida un andlisis de (2.11) para encontrar
(u*,x%) y no D(6}, %), el cual permite establecer un algoritmo iterativo para hallar la solu-
cién al problema de optimizacién. En primer lugar, se intentara descomponer el problema
en dos subproblemas, por lo que se inicia reagrupando los términos de la funcién objetivo
en D(d;,9.) tal como

mAx { Yo U(xer) — baza) + > [(wi + 04) it + Serfter] — D [6uza(l — pp)] } _

neC,xe lel lel lel

En esto tltimo, desde el punto de vista de C x ]lel, se puede ver que Uj(x¢) — dexe; depende
de we, (w; + 6y)pi + deprer depende de p, y dyzy(1 — p;) se puede ver como un término
constante en la funcién objetivo. Ademads, teniendo en cuenta que Uj(x¢) — e €S concava,
se puede descomponer el problema en los siguientes subproblemas:

ma% Ul(xel) 5el$el (2.12)

Tel>

mx > " (wr + 6a) it + Serpten (2.13)
lel

En el subproblema (2.13) puede verse que la funcién objetivo es lineal y que los términos
di ¥y 0 son no negativos. Por lo que el éptimo p* = (uj;, 1f;) debe tomar valores muy
grandes. Pero, por la definicién 2.2.2 y las restricciones (2.4) y (2.5) hacen que pf y p; estén
acotadas por combinaciones convexas de Zthl CHI ZtT:l Sg1, respectivamente. Entonces el
subproblema (2.13) puede representarse como:

T T
mAax (wy + da) E Sitt + Oci E Selyt ¢
s€8(ai,c) = =

lel



CAPITULO 2. ASPECTOS PRELIMINARES Y PROBLEMA DE OPTIMIZACION 31

dado unas llegadas a; y un estado del canal c.

En cuanto al subproblema (2.12), no es especifico hasta que valor puede llegar la tasa media
de llegada eléstica x., por lo que se fija un tope X,,.. > 0, el cual es un pardmetro muy
grande. Por lo tanto, este subproblema puede representarse como:

méx U(zy) — gz
0<ze) S Xman l( el) ellel

Ahora, en la busqueda del 6ptimo del problema se establece un algoritmo iterativo. Repre-
sentando k£ como la k-ésima iteraccion, dicho algoritmo es

Ty(k) € argmax Ui(za) — da(k)Te (2.14)

0<z¢;<Xmax

T T
§*(aj, c, k) € argmax Z {[wl + (k)] Z Sitt + 0ar(k) Z Sez,t} (2.15)
t=1 t=1

s€S(aic) el
T

k) =Y %> &ilai e, k)P(c)Pla;)

c t=1

T
ﬂ:l(k) = Z Z Z §:l,t(a’iv G, k)P(C)P(a1)7
a; c t=1
donde los multiplicadores de Lagrange en cada paso k son actualizados de la siguiente forma:
Sa(k+1) = {8a(k) + elza(l —p) — f5(k)]}
alk+1) = {a(k) + a5y (k) — fig(k)]} ",

=%

en los cuales € > 0 es un pardmetro fijo y a™ “f méx {a, 0} para todo a € R.

A partir de (2.11) se puede notar que el vector de multiplicadores de Lagrange afirma que
0i(k) = (0u(k)) y de(k) = (0a(k)) para todo [ € L, ademéds sabiendo que € > 0, se utiliza el
siguiente cambio de variables:

A

ed(k) = 0;(k)
eq(k) = dc(k)
Teniendo en cuenta este cambio de variables y multiplicando las funciones objetivos de (2.14)
y (2.15) por €7, en las cuales se dan subproblemas equivalentes, el algoritmo iterativo se
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reescribe como

1
(k) € argmax —Uj(zg) — q(k)ze
0<zc;<Xmax €

T
§"(ai, ¢, k) € argmaxZ{ [=w; + dy(k Zszlt+QZ )ZSez,t}
t=1

s€8(ai,c) ler

k) = D> ¥ > Faai e k)P(c)Pla;)
k) = Y > &ala e k)P(e)Pla),

ademas, los actualizadores de multiplicadores de Lagrange debido a este cambio de variables
estarian dados por

. -
cdilk+1) = {edi(k) + elea(l = p) = iy (k)] }

ek +1) = {eq(k) + elz5 (k) — fig(k)]} "
Sin embargo en cada actualizador, al saber que € > 0 y extraerlo como factor comin en el lado

derecho de la igualdad, se puede eliminar €. Por lo que los actualizadores de multiplicadores
de Lagrange en el algoritmo iterativo pueden reescribirse como

dk+1) = [sz(k) + xu(1 —pr) — iy (k) '

Gk +1) = [ak) + @2 k) — i k)"



Capitulo 3

Algoritmo dinamico y resultados de
convergencia

El presente capitulo tiene como proposito detallar las pruebas que fueron reducidas u omi-
tidas en los resultados de convergencia en [1], por lo que en la primera seccién se expone
los algoritmos de [1] basados en la busqueda del éptimo, los cuales sirven como base para
las pruebas en secciones posteriores. La segunda seccién tiene como fin probar un resultado
presentado en [1], cuya prueba fue omitida, el cual es importante en la prueba de un lema
presentado en la cuarta seccién. Para realizar la prueba de este resultado se utiliza aspectos
de la topologia, el analisis funcional y la teoria de la programacion lineal, con los cuales se
pretende dar coherencia y consistencia a las pruebas posteriores. La tercera seccion se dedica
a describir las propiedades de irreducible y aperiédica de la cadena de Markov del déficit de
paquetes inelasticos y colas de paquetes elasticos en la red, cuya descripcion fue omitida en
[1]. Estas propiedades son importantes en la prueba del primer corolario presentado en la
cuarta seccién. La cuarta seccién se dedica a detallar las pruebas de los resultados de con-
vergencia presentados en [1], en las que tienen como herramienta fundamental los procesos
estocésticos.

Antes de exponer las secciones de este capitulo, se debe aclarar que las pruebas de los resul-
tados que aparecen en [1], no hacen parte de un cuerpo estructurado de tipo matematico. Por
lo que se intenta en este capitulo dar un orden formal a dichos resultados. Partiendo de los
lemas o proposiciones que justifican los pasos intermedios de los resultados fuertes. Ademas,
las pruebas sirven para justificar de manera formal las simulaciones del capitulo 4, por lo
que el capitulo 4 estaria en parte incompleto sin el respectivo analisis formal desarrollado en
el presente capitulo.

33
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3.1. Algoritmo controlador y algoritmo programador

En esta seccién se exponen los algoritmos de [1] que permiten servir paquetes en cualquier
red inalambrica, los cuales trabajan conjuntamente, estdn basados en la busqueda del 6ptimo
y hacen que se mantenga una estabilidad en la red, la cual se probard en la secciéon 3.4. A
partir del algoritmo iterativo descrito en la ultima parte de la seccién 2.3, [1] propone un
algoritmo de control de congestion y un algoritmo programador. El algoritmo de control de
congestion consiste en lo siguiente: para un frame k, se tiene que

#,(k) € argmax ~Ui(za) — q(k)za, (3.1)
0<z 1< Xmax €

donde ¢(k) es la longitud de la cola en un enlace [. Debido a que Z%,(k) esta relacionada
con la tasa de llegadas elasticas, [1] define una nueva variable aleatoria entera no negativa,
la cual relaciona el niimero de paquetes elasticos que seran permitidos a entrar en la red en
un frame. Para un enlace [ € £, dicha variable se define como a.;(k) con media &% (k) y con
varianza acotada superiormente por o2. Ademds se asumen las siguientes probabilidades,
para garantizar que la cadena de Markov que se describira en la seccion 3.3 sea irreducible
y aperiddica

P(ag(k)=0)>0 y P(ag(k)=1)>0. (3.2)

Estas probabilidades se pueden interpretar de manera similar a las probabilidades de llega-
das inelasticas en la octava asuncion de la seccion 2.1.

El algoritmo programador es el siguiente: para un frame k, unas llegadas inelésticas a;(k) y
un estado del canal c¢(k), se tiene que

T T
1
§*(a;(k), c(k),d(k), q(k - di(k ; k et e, (3.3
§"(ai(k), c(k), d(k),q(k)) € argmax Z{[Ewﬂr 1t )];Slg&‘f‘%( );Sl,t} (3.3)
donde d;(k) y ¢ (k) son respectivamente el tamano del déficit de paquetes ineldsticos en el
enlace [ y el tamano de la cola de paquetes eldsticos en el enlace [. Ademds los vectores
d(k) = (di(k))iec y q(k) = (qi(k))iec son actualizados de un frame a otro frame de la siguien-

te forma:
dy(k + 1) = [di(k) + au(k) — I (ai(k), c(k), d(k), g(k))]* (3.4)
@k +1) = [q(k) + aa(k) — 15(ai(k), c(k), d(k), q(k))] ", ’
donde
Li(ai(k), c(k), d(k), q(k)) = > 85 (ai(k), c(k), d(k), q(k))
=1 (3.5)
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La aparicién del término a; (k) en (3.4) viene de la cuarta y quinta asunciones de la seccién
2.1, de que las llegadas de paquetes a la red se dan al inicio de un frame k£ y que los paquetes
ineldsticos tienen una probabilidad de pérdida p; en cada enlace [. Por lo que a; (k) se define
como una variable aleatoria binomial con pardmetros a; (k) y 1 — p;. Puede interpretarse
a; (k) como el nimero total de llegadas exitosas al inicio de un frame k en un enlace [, donde
cada vez que llegue exitosamente un paquete inelastico en el enlace [ al inicio del frame £ se
va adicionando un uno al contador del déficit.

Por lo anterior puede afirmarse que en (3.4) para un frame k, los términos a; (k) y ae (k) repre-
sentan respectivamente el nimero de paquetes inélasticos y elasticos que llegan exitosamente
a un enlace [, en cambio, los términos I}(a;(k), c(k),d(k),q(k)) e I%(a;(k),c(k),d(k),q(k))
representan respectivamente el nimero de paquetes ineldsticos y elasticos que se pueden ser-
vir exitosamente en el enlace [.

Una explicacién detallada del funcionamiento de los algoritmos (3.1) y (3.3) en el com-
portamiento del déficit de paquetes inelasticos y cola de paquetes elasticos en la red Wi-Fi
considerada, a medida que varian los parametros €, Ty w; de los algoritmos se estudiara en
algunas secciones del capitulo 4.

3.2. Igualdad entre dos programaciones

El propodsito de ésta seccién es probar una igualdad entre dos programaciones de maximiza-
cién desde un resultado que establece [1], el cual es fundamental en la prueba del lema 3.4.3.
Una de las programaciones tiene como funcién objetivo la del algoritmo programador (3.3)
definida sobre el conjunto S(a;(k), c(k)) y la otra con la misma funcién objetivo pero definida
sobre S(a;(k), c¢(k))cn. En primer lugar, se probard que S(a;(k), c(k)) y S(a;(k), c(k))cm son
conjuntos compactos. Para ello, se plantean algunas definiciones topoldgicas y un teorema
de compacidad de [16] y algunas proposiciones que son resultados ya probados en los textos
basicos de Anélisis Funcional, en las cuales se utilizaran posteriormente en la prueba de que
S(ai(k),c(k)) y S(a;(k), c(k))cr sean compactos. Luego, teniendo en cuenta la compacidad
de S(a;(k),c(k)) v S(a;(k),c(k))cn y la teoria de programacién lineal en [14], se probard la
igualdad de las dos programaciones mencionadas anteriormente.

Primero, téngase en cuenta que el conjunto S(a;(k),c(k)) es el conjunto de todos los pro-
gramas factibles cuando el estado de llegadas es a; y el estado del canal es ¢ en el frame
k, el cual esta descrito por las siguientes matrices de programaciones factibles de paquetes
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ineldsticos y paquetes eldsticos respectivamente.

Si1,1 Si1,2 .-« ST
Si2,1 Si22 ... Si2T
(Sil,t)\L\XT = . . .
[ Sil|,1 SilLL2 - SilL|T
Sel,1 Se12  ---  Sel,T
Se2,1 Se2,2 ... SeaT
(Sel,t)|L|xT =
| Se|L|,1 Se|L,2 -+ SelL|,T

Entonces,

S(ai(k), c(k)) = {(Sil,tasel,t): (Sites Sett) € (Sitg)pur X (Seu)wa},

para todo | € Lyt € {1,2,....,T}. En los cuales todo s = (suy,Sat) € S(ai(k),c(k))
cumplen las restriccciones (2.2) y (2.3), ademads de las restricciones por interferencia. Puede
afirmarse que S(a;(k),c(k)) es un conjunto finito de parejas de matrices con enteros no ne-
gativos; ademds, S(a;(k),c(k)) v S(a;(k),c(k))cn como se define en (2.6), son conjuntos de
R|L|><T X R\L\xT-

En lo que sigue, se presentan algunos resultados del Anadlisis Funcional sin pruebas, pues
ya estan presentadas en los textos basicos de esta area. Esto se hace con el propésito de
deducir que S(a;(k),c(k)) v S(ai(k),c(k))cn son conjuntos compactos. En primer lugar,
considérense las siguientes definiciones topoldgicas en [16].

Definicién 3.2.1. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d es una
métrica sobre X (o funcion de distancia sobre X ), esto es, una funcion definida sobre X x X
tal que para todo x, y, z € X se cumple que:

1. El walor de d(x,y) es un real, finito y no negativo.
2. d(z,y) =0 si y sdlo si x = y.

3. d(z,y) = d(y,x).

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

o
En lo subsiguiente téngase en cuenta que X = (X, d) es un espacio métrico, g € X y r es
un numero real tal que r > 0.

Definicién 3.2.2. Se llama bola abierta centrada en xq¢ y radio r, al conjunto:

B(zg,r) ={r € X : d(z,z0) <r}
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Definicién 3.2.3. Se llama bola cerrada centrada en xy y radio r, al conjunto:

B(zg,r) ={z € X : d(z,z9) <7}

Definicién 3.2.4. Un subconjunto M de un espacio métrico X se dice que es un conjunto
abierto si y solo si para cada x € M, existe una bola con centro en x que estd contenida en
M. o

Una forma equivalente de ésta ultima definicion se puede deducir como
M es abierto si y sélo si para todo x € M, existe r > 0 tal que B(z,r) C M. (3.6)

Definicién 3.2.5. Un subconjunto K de un espacio métrico X es un conjunto cerrado, si
su complemento (en X ) es abierto, es decir, K¢ = X — K es abierto. o

Definicién 3.2.6. Un conjunto no vacio M C X es un conjunto acotado si su didmetro

6(M) = sup d(z,y)
r,yeM
es finito. o
Teniendo en cuenta lo anterior se puede probar la siguiente proposiciéon.

Proposicion 3.2.1. Un conjunto no vacio M es acotado si y solo si M estd contenido en al-
guna bola. o
Con el objeto de probar que S(a;(k), c(k)) v S(ai(k),c(k))cn son conjuntos compactos, se
consideran una definicién y un teorema sobre compacidad en [16].

Definicién 3.2.7. Un espacio métrico X se dice que es compacto si cada sucesion en X tiene
una subsucesion convergente. Ahora, un subconjunto M de X se dice que es compacto si M
es compacto considerado como un subespacio de X, es decir, si cada sucesion en M tiene una
subsucesion convergente cuyo limite es un elemento de M. o

Teorema 3.2.1. En un espacio normado X de dimension finita, todo conjunto M C X es
compacto si y solo st M es cerrado y acotado. o
En lo subsiguiente se denota M como el conjunto de todas las matrices reales de orden
|L| x T'; también, se denota M™ con n un entero positivo, como el conjunto de todos los
vectores con n componentes cuyas entradas son matrices de M. Ahora, el anterior teorema
permite definir una métrica en M", donde M es un espacio vectorial normado cuya métrica
inducida por la norma se define como:

d(z,y) = ||x —y|| paratodo x, y € M,

donde la norma ||.||, se conoce como la norma euclidea para una matriz A de orden p X g,
dada por

P q 3
| Al = szij‘?] :

i=1 j=1
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Proposicion 3.2.2. La siguiente funcion d”’ sobre M™:

d"(z,y) = max{[lzy —will, [le2 = el 120 — ynll},

donde x = (1, %9, ....,x,) € M™, y = (Y1, Y2, ..., Yn) € M", define una métrica sobre M". o
La prueba de la anterior proposicién se basa en que la funcién d” debe cumplir las condiciones
de la definicién 3.2.1 y algunas propiedades de la norma ||.||. Por tanto, puede afirmarse que
(M™,d") con n un entero positivo, es un espacio métrico. Ademés, por teorfa bésica de Anéli-
sis Funcional, M" es un espacio normado con dimensién finita. Ahora, como S(a;(k),c(k)) y
S(a;(k), c(k))cn son subconjuntos del espacio normado M?, cuya dimensién es finita, para
probar que S(a;(k),c(k)) y S(a;(k),c(k))on sean conjuntos compactos, sélo basta probar
que ambos sean cerrados y acotados por el teorema 3.2.1.

Proposicién 3.2.3. El conjunto S(a;(k),c(k)) es cerrado. o
La prueba de la anterior proposicion se basa en uno de los resultados de la teoria basica del
Analisis Funcional, de que cualquier conjunto finito es un conjunto cerrado. Al saber que el
conjunto S(a;(k), c(k)) es un conjunto finito, como se mencioné al inicio de esta seccién, se
puede decir que S(a;(k), c(k)) es cerrado.

Proposicién 3.2.4. El conjunto S(a;(k), c(k)) es acotado. o

Prueba: Primero, se define una bola cerrada con centro en 0 = (O‘L|XT,O|L|XT) y radio
T2 ||c||, donde ¢ = (¢;) con I € L:

B0, T ||c|) = {z = (zas, vay) € M*: d"(2,0) < T |||}

Se probard que
S(ai(k), c(k))  B(0, T [c]]).

Téngase en cuenta que S(a;(k), c(k)) es un conjunto de parejas de matrices con enteros no
negativos. Sea s = (S, Sert) € S(ai(k),c(k)), donde s = (su4, Ser) € M?. Luego, por la

restriccion (2.3) se tiene que paratodo l € £, t € {1, 2, ... T}
Sae < q, Seit <,
donde
2 2 2
Sie <€ Sert <€

Entonces para todo [ € L

donde
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es lo mismo que
Isiall T2 llell, Nseell < TY2 el -

Entonces
max {||Su,t — O\L\XTH ; Hsez,t — 0|L|><TH} < TV,
luego

d"(s,0) < T2 |c]| .

por tanto s € B(0,7"%||c||). En consecuencia, para todo s € S(a;(k),c(k)) implica que
s € B(0,TY2||c||), de donde S(a;(k), c(k)) € B(0,T"?||c||). Ahora, por la proposicién 3.2.1

puede afirmarse que S(a;(k), c(k)) es acotado. |
Proposicién 3.2.5. El conjunto S(a;(k),c(k)) es compacto. o
Prueba: Como consecuencia del teorema 3.2.1 y las proposiciones 3.2.3 y 3.2.4, el conjunto
S(a;(k), c(k)) es compacto. ]
Proposicién 3.2.6. El conjunto S(a;(k),c(k))cn es compacto. o

Prueba: Primero se probard que S(a;(k), c(k))cn es cerrado. Supéngase que S(a;(k), c(k))cn
no es cerrado, entonces por la definicién 3.2.5, S(a;(k), c(k))éy no es abierto; ademas, for-
malmente por el contrarreciproco de (3.6) esto significa:

existe x € S(a;(k), c(k))&py, tal que x = (a1, z2), ademas
para todo r > 0, B(z,r) € S(ai(k), c(k))ép,

es lo mismo que

existe x € S(a;(k), c(k))&py, tal que x = (x1,z2), ademas

(3.7)
para todo r > 0, B(x,r) NS(a;(k),c(k))cn # ¢.

Como existe © € S(a;(k),c(k))&y, se tiene que x ¢ S(a;(k),c(k))cn. Ahora, sea € > 0,
entonces por (3.7) se tiene que:

B(z,e) NS(ai(k),c(k))cn # ¢,

esto es
existe z = (21, 22) tales que z € B(z,€) y z € S(a;(k), c(k))cw,

de donde

d'(x,2) <€ z= Z)\jsj, Z)\j =1, \; >0, s; € S(ai(k),c(k)) paraj =1, 2, ..., 1

j=1 j=1
De esto, por la definicién de la métrica d” en la proposicién 3.2.2 se obtiene que

max {|lz1 — 21|, |72 — 22|} <,
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donde

|21 — 21| < méx{[|ay — 21|, |72 — 22|} <€

|22 — 2ol < méx {||lzy — 21|, |72 — 22|} <€
Por lo tanto

0 < ||z1 — z1|| <€, para todo € > 0
0 < ||lz2 — 22|| <€, para todo € >0

Por otro lado, téngase en cuenta la siguiente propiedad de ntimeros reales:

Si para todo € > 0; 0 < a < € entonces a = 0.

Por lo que
[z =21l =0y [lz2 — 22fl =0,

ademds por propiedad de la norma ||.||, se tiene

r1— 21 =0 xr v %2 — 22 = 0«7,
de donde .

r=(21,13) = (21,22) = 2 = Z)\ij

=1

con

Z)\j =1, X >0, s;€S8(ai(k),c(k)) paraj=1,2, ... r

j=1
Entonces x € S(a;(k), c(k))cn es absurdo; en consecuencia, S(a;(k), c(k))cm es cerrado.
Ahora se probard que S(a;(k), c(k))cn es acotado.

Se puede ver que si = (T4, Terr) € S(ai(k), c(k))cn, entonces
T = (Tipg, Terp) = Zozjsj, Zaj =1, a; >0, s € S(a;(k),c(k)) para j =1, 2, ...,
j=1 j=1

donde

' T
Tilp = Oz-sj Telt = ozlsj
it — J2ilt> elit — el t"
j=1 j=1

Como cada (Sgl,t7 Siu) € S(a;(k),c(k)) para j =1, 2, ...,r; por (2.3) se tiene que para todo
lel, te{l, 2, ....T}
Sfu < ¢, Sil,t < q,
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donde
T ) T T ) T
Yoash, <Y aa Y agsh, <Y g
j=1 j=1 j=1 j=1
T
para todol € L, t € {1, 2, ..., T}. Por otro lado, se sabe que ) a; = 1, por lo que
j=1
zyt < ¢ paratodol e L, te{l, 2, ...,T}
rar < ¢ paratodole L, te{l, 2, ....,T}.
Entonces
T
Zx?z,t < T¢j para todo | € £
t=1
T
Z asgl,t < Tc} para todo | € L,
t=1
luego
L T 1/2 Y2 LT 1/2 o Y2
DD el ST Al XD wh STV Y d|
=1 t=1 =1 =1 t=1 =1
de donde
|zl STV ell, Nl < TV le]
con ¢ = (¢;) y I € L. Por lo tanto con ¢ € R, se deduce que
max { ||zie — Ozixr|| s [|ee = Opwper ||} < T2 el

de donde

d"(x,0) < TV ]|,
esto es x € B(0,7"%||c||). Por tanto, para todo = € S(a;(k),c(k))cr implica que z €
B(0, T2 ||c|]), lo cual significa que S(a;(k),c(k))cr € B(0,T?||c||) y por la proposicién
3.2.1 puede afirmarse que S(a;(k), c(k))cn es acotado. En consecuencia, S(a;(k),c(k))cn es
cerrado y acotado, por el teorema 3.2.1 S(a;(k), c(k))cn es compacto. |

El siguiente resultado es de gran importancia para la prueba del lema 3.4.3, el cual a su vez
tiene una relevancia para los resultados posteriores.

Proposicién 3.2.7.

T T

1

max —w; + d;(k Siit + 4 k Sel,t =

oS SR )3 s+ 0 Y s
T T

1
max —wy + di(k su+ +q(k Se
sGS(ai(k),c(k))CHZ[E ! i )]Z L+ al )Z Lt

lel t=1 t=1
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<

Prueba: En primer lugar, existen las soluciones 6ptimas para estos dos problemas de ma-
ximizacién. En efecto, el teorema de Weierstrass en [14], afirma que una funcién continua
f definida sobre un conjunto compacto S alcanza un punto minimo en S; es decir, existe
un z* € S tal que para todo x € S, f(x) > f(z*). Teniendo en cuenta este teorema en su
forma equivalente para un problema de maximizacion, y que la funcién objetivo en (3.3) es
continua por ser lineal, ademaés el conjunto S(a;(k),c(k)) sobre el cual estd definida la fun-
cién objetivo es compacto por la proposicién 3.2.5, se puede afirmar que existe una soluciéon

optima para
1 T T

max —w; + di(k sit + q(k Seis. 28
sGS(ai(k),c(k))lezﬁ[E l l( )]tz:; 1t QZ( )tz:; It ( )

De la misma manera, usando la proposicion 3.2.6, podemos decir que existe una solucién
Optima para
/ 1 T T

Por otro lado, dado que S(a;(k),c(k)) es un conjunto finito de parejas de matrices, cuyas
entradas son enteros finitos no negativos; esto implica que las soluciones 6ptimas en (3.8) y
(3.9) toma valores finitos. Ahora, téngase en cuenta el siguiente corolario y definicién sobre
punto extremo en las propiedades bésicas de programacién lineal en [14]. El corolario afir-
ma que si existe una solucién éptima finita al problema de programacion lineal, existe una
solucion optima finita el cual es un punto extremo del conjunto restriccion. La definicion de
punto extremo afirma que si en un conjunto convexo C, un punto x € C' se denomina punto
extremo de C, si © = Axy + (1 — A\)xy con 1,20 € C'y A € (0, 1) implica que x = z1 = 5.

De lo anterior, se puede afirmar que en (3.9) existe un punto extremo s* € S(a;(k), c(k))cn
tal que s* es una solucién 6ptima. Ademés s* € S(a;(k), c(k)).

En efecto. Como s* € S(a;(k), c(k))cm y teniendo en cuenta la definicién de cascarén convexo
en (2.6), entonces

s* = Z)\j(ﬁj, Z)\j = 1, )\j > O, Sj € S(al(k),c(k)), j = 1, 2, ..., D.

j=1 j=1

De lo anterior se tienen los siguientes tres casos para los A; con j =1, 2, ..., p. El primer

caso, consiste en que si existe algin A\ > 1 para k =1, 2, ..., p, entonces por lo anterior,
p
> A; > 1; lo cual es absurdo, este caso no se puede dar. El segundo caso es, que si existe
i=1



CAPITULO 3. ALGORITMO DINAMICO Y RESULTADOS DE CONVERGENCIA 43

algin A\, = 1 para k =1, 2, ..., p, entonces los demds \;x; = 0, por lo cual

p
s" = A\psk + Z )\ij
J=Li#k
=1- Sk
= Sg.
Pero, dado que s € S(a;(k),c(k)), entonces en este segundo caso se puede afirmar que

s* € S(a;i(k),c(k)). Ahora sélo queda un tercer caso, en que todos los A\; < 1, esto es
Aj€0,1)paraj=1, 2, ....p.

Definase el conjunto B sobre los anteriores A;,
B={\: \j#Oparaj=1, 2, ... ,p}.

Por lo cual es posible afirmar que B # ¢, esto se debe a que si

p
Z)\jzl y A €l0,1) paraj=1, 2, ...,p,
j=1
esto implica que no todos los A; sean ceros, donde se garantiza que B tenga algunos elementos
de los p posibles, los cuales son distintos de ceros y menores que uno. Ademas, de esto puede
afirmarse que B tiene minimo. Sea
A = min B,

donde )
At Y A=
j=1j#m
De lo anterior, se tiene que
0< A\, <1,
entonces
0<1l1—M\,<l1.

Dado que 0 < A\; < 1paraj=1, 2, ...,p, de donde

ahora, desarrollando
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Por otro lado, teniendo en cuenta que s; € S(a;(k), c(k)) para j =1, 2, ..., p, sea
P
A
y - Z 1 _])\ 8.7

j=1j#m m

)\1 )\2 )\mfl
D W W T B W

Am1 A

+ 1in—/\m8m+1 + -+ 1 _p)\msp.

Por tanto, por (2.6) se puede afirmar que y € S(a;(k), c(k))cn. Pero

J Am
J=1
esto es
| W
Y= s — S,

1= 1=
despejando s* se tiene que
= (]— - >\m>y + )\msma

donde y € S(a;(k),c(k))cu v s$m € S(a;(k),c(k)).

Por propiedades de conjuntos convexos, S(a;(k),c(k))cn es convexo y S(ai(k),c(k)) C
S(ai(k),c(k))cm. De lo anterior, s, € S(a;i(k),c(k))cu, y € S(ai(k),c(k))cn v Am € (0,1).
Luego, como s* es un punto extremo de S(a;(k),c(k))cu, se tiene que s* = s,,; por lo
que en éste tercer caso s* € S(a;(k),c(k)). En consecuencia, por los tres casos anteriores

s* € S(ai(k), c(k)).

Ahora, sean 5 = (Si, Sq,) Y un punto extremo s* = (s}, s%;) de S(a;(k),c(k))cu, so-
luciénes éptimas de (3.8) y (3.9) respectivamente. Como S(a;(k), c(k)) C S(a;(k), c(k))cn,
se tiene que § € S(a;(k),c(k))cn y por (3.9) se obtiene

Z {[%wl + dy(F)] Z Sie + @ (k) Z 5ez,t}

lel t=1 t=1

. . (3.10)
<> { —wy+ di(k)])> sy +ak) Szz,t} ,
leL t=1 t=1
de la misma manera, como s* € S(a;(k),c(k)) y por (3.8) se tiene que
T T
d,(k k .
;{ —wi +di( ;3 ¢+ al );Sel,t}
© - - (3.11)

T T
< Z{ ’lUl‘i‘dl ]Zgil,t+QI(k>Z§el,t} .
t=1

lel t=1
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Luego, de (3.10) y (3.11) puede concluirse que

de donde
1
mx —w; +di(k Sie +q(k E Selt =
Ses(ai(k),(:(k));[e ! l( )]Z It C.Il( ) 4 It

max Z[%wz + d; (k)] Z sas + q(k) Z Sel t

S(a;(k),c(k
seslaik).e®)on 47 t=1 t=1

3.3. Descripcién de la cadena de Markov (d(k), q(k))

En esta seccion se describe de manera informal que la cadena de Markov (d(k), ¢(k)) del défi-
cit de paquetes inelasticos y colas de paquetes elasticos en la red es irreducible y aperiédica.
En primer lugar se describira como el déficit y las colas definen un proceso estocéstico y una
cadena de Markov. Luego, debido al impacto en el servicio de paquetes en toda la red por
parte del algoritmo programador (3.3), se describird como la cadena de Markov (d(k), ¢(k))
se hace irreducible y aperiodica.

Considérese que el proceso (d(k),q(k)) define un proceso estocdstico. Se puede observar
que en todos los frames k del proceso los déficits y las colas en cada enlace determinados
por (3.4) son variables aleatorias. Esto se debe a que los déficits y las colas de cada enlace
dependen respectivamente de las llegadas a;(k) v ae(k), las cuales son variables aleatorias
como se describen en la seccién 3.1; ademads, a estas llegadas se les van adicionando respec-
tivamente un contador déficit y una cola que se van adquiriendo durante el proceso. Otro
aspecto que influye en el tamano de estos déficits y colas de cada enlace y en cada fra-
me k es que dependen respectivamente del servicio de paquetes [}(a;(k), c(k),d(k),q(k)) e
I (ai(k), c(k),d(k), q(k)) determinados por la solucién de (3.3). Por lo tanto se puede afirmar
que en todos los frames k del proceso, d;(k) y ¢(k) son variables aleatorias. Luego, al tener
una coleccién de vectores aleatorios d(k) = (di(k))iec v q(k) = (q(k))iec de todos los frames
k del proceso, se obtiene que (d(k), q(k)) define un proceso estocdstico.

Ahora, téngase en cuenta la siguiente definicién de cadena de Markov de estado discreto
n [17]: Sea T' un subconjunto de nimeros reales y £ un conjunto finito o infinito contable.



CAPITULO 3. ALGORITMO DINAMICO Y RESULTADOS DE CONVERGENCIA 46

Una coleccién de € de variables aleatorias (z(t) : t € T') es un proceso de Markov de estado
discreto con espacio estado & si

Pla(tni1) = tn | 2(tn) = in, x(tho1) = -1, ..., x(t1) = 4]
= Pz(tni1) = in1 | 2(tn) = in],

siempre que t; <ty < ... <t,y1 estanen T, 11, o, ..., i1 €stdnen & y
P [l’(tn) = in» l’(tn_l) = in—l; ... ,Jf(tl) = Zl] > 0.

Esto significa que la probabilidad condicional de cualquier evento futuro dados los eventos
pasados y el estado actual, es independiente de los eventos pasados y sélo depende del estado
actual del proceso. Para el caso que se aborda, el conjunto £ de estados puede ser finito o
infinito contable, cuyos elementos representan los estados del proceso en un frame k. Esto
es, para un frame k se describe un estado i € £ como

dﬂ(k’) Qil(k)
dz‘Q(k’) QiQ(k)

du‘(k) Qil&k) s

El estado i representaria los déficits de paquetes ineldsticos y las colas de paquetes eldsticos
en todos los enlaces [ € £ para un frame k.

Por otro lado, obsérvese que los vectores de actualizacién (3.4) para los déficits de paquetes
ineldsticos y colas de paquetes elasticos en la red dependen del estado actual del proceso.
Esto es, (d(k+1),q(k+ 1)) depende de lo que se da en el estado actual de un frame k tales
como di(k), au(k), Ty(ai(k),c(k), d(k),q(k)), a(k), aa(k) e Ii(a;(k), c(k), d(k), q(k)) para
todo [ € L. Ademés, (d(k + 1),q(k + 1)) no depende de los eventos pasados al frame k, el
cual hace que el proceso sea independiente de la historia del sistema, por tanto el proceso
(d(k),q(k)) define una cadena de Markov.

La cadena de Markov x(k) = (d(k), q(k)) es de tiempo homogéneo, debido a que para un fra-
me kq, la cadena estd en un estado (k1) y para un frame k; + ks, la cadena esté en el estado
x(ky + k2); luego la cadena de pasar del estado x(ky) al estado x(k; + k2) depende de lo que
transcurrié de k; hasta ki + ko, por lo cual el cambio de estado dependid de k1 + ko — k1 = ko
instantes de tiempo. Debe aclararse que un instante de tiempo es el tamano de un frame.
De lo anterior, puede afirmarse que para t > s, P;;(s,t) sélo depende a través de ¢t — s, de
donde

Pyi(s,t) = Pt — s). (3.12)

De manera informal en lo que sigue se describe que la cadena de Markov (d(k),q(k)) es
irreducible y aperiddica.
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En primer lugar, téngase en cuenta lo siguiente. Segun [1] las probabilidades (2.1) y (3.2),
nos dan la garantia de que la cadena de Markov (d(k), q(k)) es irreducible y aperiédica. Por
lo cual en esta cadena de Markov, se utilizaran estas probabilidades en el andlisis de las
probabilidades de transicién de los estados del déficit o de la cola en un enlace particular [.
Esto se debe a que si el andlisis se hace para todos los enlaces [ € £, habra que tener en
cuenta la politica de servicio de paquetes por parte del programador (3.3), las relaciones de
interferencia entre los enlaces, las probabilidades de transicion entre los estados y de otras
situaciones que se puedan dar. En lo que sigue en la descripcion de irreducibilidad y aperio-
cidad de la cadena de Markov, se hara el analisis para un sélo déficit de paquetes inélasticos
en un enlace particular [, aunque de forma similar se puede hacer para una cola de paquetes
elasticos en el enlace (.

Considérese la siguiente definiciéon de cadena de Markov irreducible en [17]: Una cadena
de Markov X de espacio estado contable £ de tiempo homogéneo es irreducible si para todo
i,j € &, existe un s > 0 tal que P;(s) > 0.

Sean los vectores i, j que pertenecen al espacio £ de (d(k),q(k)). Supéngase que j es un
estado superior que 7. En este caso, téngase en cuenta que durante el transcurso de un tiempo
t mayor que un instante de tiempo, al enlace [ le estan llegando paquetes y que por alguna
circunstancia el programador esta sirviendo otros enlaces y a éste no, por lo que no se exa-
minara lo que suceda en los otros enlaces. Por otro lado, por la cuarta asuncion de la seccién
2.1 se asume que las llegadas solo ocurren al inicio del frame y que son independientes entre
diferentes frames. Con los supuestos mencionados, los posibles estados h de un déficit de
paquetes inelasticos en un frame k en el enlace [, podrian tomar valores de cualquier entero
no negativo. Si se supone que un estado m superior a h, entonces debe de existir n instantes
de tiempo menores o iguales a ¢t para alcanzar el estado m, donde cada instante de tiempo
es el tamano de un frame; por tanto, es posible afirmar que la probabilidad de transicion del
estado h en el frame k hasta el estado m en el frame k + n estda dada por

th(k, ]{? —f- TL)
=Pk k+ D) P2k +1L,k+2)- - Ppym(k+n—1,k+n)

+ Z Plde otros caminos del estado h al estado m en n instantes de tiempo].
Ahora, como la cadena de Markov es de tiempo homogéneo, por (3.12) se tiene que
Prm(n) = Prpi1 (1) Prgrpso(1) -+« P (1) + Z P[de otros caminos],

donde
Prm(n) > Php1(1) Pryapnia(1) - Pre1m(1)

es lo mismo que
th(n) Z P(ail = 1)P(all = 1) s P(a“ = 1),
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pero por (2.1) se deduce que
P((Lil = l)P(azl = l)P(all = 1) > 0.

Por lo tanto existe n > 0 tal que Pp,,(n) > 0. Teniendo en cuenta éste andlisis para un
enlace particular [ con ciertos estados del déficit o de la cola, ademas de las condiciones
que han sido mencionadas, como la politica de servicio del programador, las relaciones de
interferencia entre enlaces y otras; al generalizar dicho andlisis para todos los enlaces [ € L
puede asumirse que para todo ¢, j € £ con j superior a 4, existe s > 0 tal que P;(s) > 0.

Considérese ahora el caso ¢ = j. Para este caso, supdngase que no estan llegando paque-
tes y no hay servicio en todos los enlaces en un tiempo ¢ mayor que un instante de tiempo.
Sea k un frame en el proceso de no llegar paquetes y de que no hay servicio en todos los
enlaces. Sea h el estado del déficit en el enlace [ en el frame k, entonces debe de existir n
instantes de tiempo menores o iguales a ¢ en que se permanece en el mismo estado h. Luego,
la probabilidad de permanencia en el estado h desde el frame k hasta el frame k + n estaria
dada por

Phh(k;,k:—i—n) :Phh(k,k—i-l)Phh(k—l—l,k;—i-?)Phh(k—i—n—l,k—i—n)

+ Z Plde otras permanencias en el estado h en n instantes de tiempo],
de donde
Pun(kk+n) > Pu(kk+ 1) Pup(k+ 1,k +2) - Py(E+n— 1,k +n).
Luego, por (3.12) se tiene que
Pun(n) > Pup(1) Prn(1) - - - Pan(1)

es lo mismo que

Phh(n) Z P(CLZ'Z = O)P(azl = O) . -P(ail = 0),

pero por (2.1) se sabe que
P(ail :0)P(azl :O)P(azl :0) > 0.

Entonces existe n > 0 tal que Py,(n) > 0. Por lo cual, puede asumirse que para todo i € £
existe s > 0, tal que P;(s) > 0.

Ahora supongase que j es un estado inferior que i. Primero se analizard como el estado
1 llega al estado de vector cero. En este caso por un periodo muy largo de tiempo no van a
llegar paquetes y el programador (3.3) siempre esta sirviendo paquetes, eventualmente los
déficits van a llegar al estado cero. Lo que significa que van a existir instantes de tiempo
tales que existen unos estados inferiores al estado ¢ hasta llegar al estado cero. Esto se debe
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a la politica del programador en la evacuacion de paquetes para elegir la ruta que llegue a
cero. Una politica es de ir evacuando aquellos paquetes inelasticos que estan en los déficits
que son mayores al tamano de las colas de paquetes elasticos, cuando el pardmetro e del
algoritmo (3.3) varfa, tal como se explicard en la seccién 4.2.

Haciendo el andlisis para un sélo enlace [, cuyo déficit de paquetes inelasticos estd en un
estado h y quiere llegar a un estado inferior m. Por tanto, se puede afirmar que eventual-
mente debe existir n; instantes de tiempo en que

Pho(nl) > 0.

Ahora para subir del estado cero al estado j, el andlisis para el enlace [ es similar al primer
caso que se abordd en la comparacion de los estados i, j. Esto es, existe ny instantes de
tiempo tales que

Pyn(ng) > 0.

Luego, haciendo n = n; 4+ ny y por probabilidades de transiciéon entre estados se tiene que
Prm(n) > Pro(n1)Pom(n2) > 0.

Por tanto, existe n > 0, tal que Py,,(n) > 0. Por tanto, se puede asumir que para todo
i, j € € con j inferior a 4, existe s > 0 tal que P;;(s) > 0. En consecuencia, teniendo en
cuenta los casos anteriores se puede asumir que la cadena de Markov (d(k), q(k)) es irredu-
cible.

Ahora se describira cémo la cadena de Markov (d(k), ¢(k)) se puede asumir como aperiédica,
es decir, que el periodo de cada estado de la cadena de Markov (d(k), ¢(k)) sea igual a uno.
En [17] se define el periodo de un estado ¢ como el

M.C.D{k>0: Py(k)>0}.

Puede interpretarse P;(k) como la probabilidad de que el proceso de haber iniciado en el
estado ¢ en k instantes de tiempo regrese al mismo estado i. En lo que sigue, téngase en
cuenta que el andlisis de estados se hara para el caso particular del déficit en un enlace [, de
forma similar se puede hacer para la cola en un enlace [.

Supongase que el proceso estaba en el estado cero en un frame k. Ademds, supéngase que
en ese estado cero para los siguientes frames consecutivos k + 1, £+ 2, k+ 3, ..., donde
las transiciones han transcurrido en un tiempo igual a un instante de tiempo, el proceso
mantendra el déficit en el estado cero en el caso de que en el enlace [ no hayan llegadas
inelasticas; por lo cual

Poo(k,k +n) > Poo(k,k+1)Pyo(k+ 1,k +2) -+ Pyo(k+n—1,k+n), para todon € Z*.
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Como la cadena de Markov es de tiempo homogéneo, por (3.12) se tiene
FPoo(n) > Foo(1) - - Poo(1),

y por (2.1) tenemos que

Esto es Pyo(n) > 0, para todo n € Z*. Ahora el
M.C.D{n€Z": Py(n)>0} =1,

puede afirmarse que el periodo del estado cero del déficit en un enlace [ es igual a 1. Por
lo cual se puede asumir que el periodo del estado cero de la cadena de Markov (d(k), q(k))
es igual a 1. Por otro lado, considérese la siguiente proposiciéon en [17]: Si una cadena de
Markov X es irreducible, todos los estados tienen el mismo periodo. Teniendo en cuenta ésta
proposicién, asumiendo que la cadena de Markov (d(k), q(k)) es irreducible y que el periodo
del estado cero es 1, por tanto se puede decir que todos los estados de la cadena de Markov
(d(k),q(k)) tendran periodo igual a 1. En consecuencia (d(k), ¢(k)) es aperiddica.

3.4. Resultados de convergencia

En esta seccién se desarrollan las pruebas de los resultados de convergencia del programa
6ptimo en [1]. Los dos primeros lemas son fundamentales para la prueba del tercer lema;
donde las pruebas de estos dos primeros lemas se basan en el drift de la funcién de Lyapunov
de [17] para los estados de los déficits y colas de la red respectivamente. Se probard que
dichos drift van a estar acotados superiormente. El tercer lema, al igual que los dos primeros,
se fundamenta en el drift de la funcién de Lyapunov para los estados de los déficits y colas
conjuntamente, en el cual se probara que dicho drift va a estar acotado superiormente. Como
consecuencia del tercer lema, aparece el primer corolario; en el que se probara que el valor
esperado del total de los déficits y las colas durante el servicio es acotado superiormente. El
segundo corolario, es una consecuencia del programa éptimo, en el cual se probara que la tasa
media de llegada inelasticas es menor o igual a la tasa de partida de paquetes inelasticos. El
cuarto lema es una variante del tercer lema, cuya prueba es importante para la prueba del
ultimo teorema del presente trabajo. Por 1ltimo, se probara detalladamente el teorema que
plantea [1] en los resultados de convergencia, como una consecuencia de todo el programa
optimo.

Lema 3.4.1. Dado un frame k tenemos los eventos d(k) = d y q(k) = q y si existe un punto
u(A) € C/(14+ A) para algin A > 0, tales que

pa(A) > xy(1 —py) para todo l € L (3.13)
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per(A) > 0 para todo | € L, (3.14)

son ciertas, entonces

E %Z{[dﬂrdil(lﬂ) _[i*l<ai(k),c(k),d,q)]+}2] _Z%l

lel lel

< Bg + Zdlﬂz‘l(A) - K
lec

> (%wl + dl) Li(ai(k), c(k),d, q) = %wl];;(a,-(k:), c(k),d, q)

lel leL

para alguna constante Bg no negativa, donde I}(a;(k), c(k),d, q) estd dada por la solucion de

(3.3). o

Prueba: Teniendo como guia el lado izquierdo de la desigualdad a probar, se determina el
drift de la funcién de Lyapunov en [17], para los estados de los déficits de paquetes ineldsticos,
definido como E[V(d(k + 1)) | d(k) = d] — V(d), donde la funcién de Lyapunov V' es no
negativa sobre el conjunto contable de estados para los déficits inelasticos. En este caso, se
define V/(d) = 3 >, d?. Ademds, teniendo en cuenta los vectores de actualizacién en (3.4),
las propiedades del valor esperado y la siguiente propiedad de los niimeros reales: para todo
a € R se tiene que [a"]* < a?, donde a™ = max {0, a}. Por tanto

E %Z{[dﬁdu(lﬂ) _I;(ai<k),c(/€),d,q)]+}2] _2%12
<E %Z dy + aq (k) — Ii(ai(k), c(k), d, q)]2] - ng,

lel lel

luego por desarrollo algebraico en el lado derecho de la desigualdad y valor esperado se

obtiene
E % > " {ldi + aa(k) — Ii(ai(k), (k). d, q)]*}2] - %l
lel er
< B |3 difaa(k) = Lifas(h), k), ds )] + 5 3 [aa (k) = ilaa(h), ), d q>]2] .

leL leL

Por otro lado, recuérdese que en la seccién 3.1 se asumié que a; (k) es una variable aleatoria
binomial, donde se interpreta a;(k) como el nimero total de llegadas exitosas ineldsticas
al inicio de un frame k en un enlace [. Ademés en la misma seccién también se definié que
I(ai(k), c(k),d, q) como el numero de paquetes inelasticos que se pueden servir exitosamente
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en el enlace [ en un frame k. Por tanto

all( ) (al(k)vc(k)vdv q) >0
ag (k) — 2a0 (k) Li(ai(k), c(k), d, q) + L7 (ai(k), c(k), d. q) < aj(k) + I3*(ai(k), c(k), d, q)
(@ (k) — Li(ai(k), e(k), d, q)]" < @ (k) + L7 (ai(k), e(k), d, q)

) (k)
5 S laalh) — Ta(a(k), e(h),doq))* < 5 S0 GK) + 2 0a(k), (k). ).

lel lel

Teniendo en cuenta esta ultima desigualdad y propiedades del valor esperado y desigualdades,
se obtiene

%Z {[dl + all(k) — ]z*l<a1(k), C(]{Z), d, q)]-i—}?] _ Z%ZZ

lel lel

E |y dilaa(k) — Liai(k),c Zazz + I (ai(k), c(k), d, q)

leL l€£

Ahora, por (3.5) y (2.2) se tiene que

[;2(0@(]{), c(k),d,q) = [Z grl,t]

S a’zzl(k)a

de donde

5 ST IRk, k). d.a) < 5 3 (h).

lec lec
De esto y propiedades de valor esperado y desigualdades

%Z {[dl + glll(k) — [:}(al(k)’ C(k‘),d) q>]+}2] _ Zd?l

lel lel
< E Z dl all _[:2 al(k) Z azl _|‘ a/,Ll ] 9
leL leL‘,

ademas por ser el valor esperado un operador lineal, puede concluirse que

% > Aldi+ aa(k) — Liai(k), c(k), d, q)]+}2] -3 %12

S (3.15)
<Y di[Elau(k)] — ElL(ai(k), c(k),d, q)]] + 3 > EBlag(k)] + Elaj (k)]

lel lel

Por otro lado, considérese ahora las siguientes deducciones. En primer lugar, para el calculo
de la varianza de una variable aleatoria X, se utilizard el siguiente resultado de [18], si E[X]
existe se tiene que

Var(X) = E[X? — (E[X])*. (3.16)
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Ahora, la variable aleatoria a; (k) tiene media z; y varianza o3, por (3.16) se tiene que
E [aj(k)] = o3 + o} (3.17)

De [18] puede considerarse el siguiente teorema de esperanza condicional: Sean X, Y variables
aleatorias reales definidas sobre un espacio de probabilidad y h una funcién real tal que h(X)
es una variable aleatoria. Si E[h(X)] existe, entonces

Eh(X)] = BIE(X)]| Y] (3.18)

En la seccién 3.1 se asumié que la variable aleatoria a; (k) es una variable aleatoria binomial
con pardametros a;(k) y 1 — p;, ademds de la séptima asuncién de la seccién 2.1 x; es la
media de la variable aleatoria a;. Por lo tanto, por (3.18) en el frame k puede afirmarse que

Efau(k)] = E[Elaa(k)] | au(k) = aq]

= Elaq(1 —p) (3.19)
= (1 — p)Elay] |
= (1 —p)zy

Como a;(k) es una variable aleatoria binomial con pardmetros a;(k) y 1 — p;, se tiene que
la varianza para ésta variable aleatoria condicionada en el evento a;(k) = a; es

Var(au(k)) = aapi(1 — po),
teniendo en cuenta esto, ademds por (3.18), (3.19) y (3.16) puede concluirse que

E[a3(k)] = E [Elay(F)] | au(k) = au)
= Elaapi(1 — py) + x5(1 — p1)?]

(3.20)
= pi(1 = p) Elaa] + 251 — pr)°
= zapi(1 = pi) + 25 (1 — ).
De lo anterior, al remplazar (3.17), (3.19) y (3.20) en (3.15) se obtiene
E EZ{W + (k) — Li(as(k), (k). d, )]} —Zd—lz
9 l il A\ ) » oy 2
lel leL
. 1
<> di[(1 = p)aa — E[T(ai(k), c(k), d, )] + 3 > w1 = p) + (1 —p)* + 25 + o

lel leL

Ademsds en la seccién 2.2 se asumi6 que para todo enlace [ y frame k, x;(1 — p;) > 0. Por
otra parte, como la varianza de cualquier variable aleatoria es no negativa, puede deducirse
que para todo [ € L

rapi(1 —pp) + 251 — p)? + 25 + 05 > 0.



CAPITULO 3. ALGORITMO DINAMICO Y RESULTADOS DE CONVERGENCIA 54

De esto

1
Bs = 2 ;xilpl(l —p) +an(1—p)* + 25 + oy

> 0.

Por otro lado, de la seccién 2.3, en la descripcion del algoritmo iterativo, el parametro € > 0.
Por lo anterior,

1 . . 2 d?
B |5 3 {ld + datk) - Tiasth), e(k),d ]} - S0 %
leL leL
< Bs+ Y di[(1—p)za — E[I;(ai(k), c(k), d, q)]
lel
(3.21)
= Bg + Z di(1 — pr)wy
leL
1 1
—F Z (—wl + dl) I (ai(k), c(k),d, q) — Z —w I (a;(k), c(k),d,q)| .
er \© ler ©
Teniendo presente que el déficit d; > 0 para todo [ € £ y al asumir que (3.13) es cierta, se
deduce que
dizy(1 —p) < dypi(A) para todo | € L,
de donde

Y diwa(l—p) < dipa(d).

lel leL

Por lo anterior y propiedades de la desigualdad, se concluye que

B |23 {1+ (k) — Tas(h).e(h). dog) Y| - S0
leL S
< Bs+ Y dipa(A)

lel

- F

Z (%wl + dl) Ii(a;(k), c(k),d,q) — Z %wllf}(ai(/ﬁ), c(k),d,q)|,

lel lel

para alguna constante Bg no negativa, [};(a;(k), c(k),d, q) dada por la solucién de (3.3). W

» il

El siguiente lema se basa en que el drift de la funcién de Lyapunov para los estados de
las colas de paquetes elasticos en la red esta acotado superiormente. El inicio de la prueba
del siguiente lema es similar al lema anterior 3.4.1, ademéas junto con este lema 3.4.1 son
fundamentales para la prueba del lema 3.4.3.
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Lema 3.4.2. Dado que en el frame k tenemos los eventos d(k) = d y q(k) = q y si existe un
punto p(A) € C/(1+ A) para algin A > 0 tales que (3.13) y (3.14) son ciertas, entonces

%Z {la + @a(k) — I} (a;(k), c(k), d, q)]+}2 _ Z %12

lel lel

< By =+ 3 (Ui(na(A)) = U@)) = 37 (B [alasth), k), 4, 9)] = ea(A)}

lel leL

para alguna constante By > 0, donde x% y *(k) son las soluciones de (2.7) y (3.1) respectiva-
mente. o

Prueba: El inicio de la prueba es similar al de la prueba del lema 3.4.1, donde se encontro el
drift de la funcién de Lyapunov para los estados de las colas eldsticas con V (q) = % e di
Teniendo en cuenta los vectores de actualizacién (3.4) y la propiedad [oﬁ]2 < a? con a € R;
puede afirmarse que

%Z {la + e (k) — I(ai(k), c(k), d, q)ﬁ}?] _ %z

lel

<Fk

% Z [ + G (k) — I(a;(k), c(k), d, q)]2] — %12.

lel

Ahora, por desarrollo algebraico en el lado derecho de la desigualdad se tiene que

% Z {la + @a(k) — I} (a;i(k), c(k), d, q)]+}2] — Z %12

lel lel

E Y alaalk) = Liai(k). c(k),d.q)] + % > laa(k) — Lyfai(k), c(k), d, Q)]2]

lel lel

De la seccién 3.1, @ (k) es el niimero de paquetes eldsticos a entrar en la red en un enlace [
para un frame k, ademés I%(a;(k), c(k), d, q) son los paquetes eldsticos que se pueden servir
o programar exitosamente en el enlace [ durante el frame k, por tanto

der(k) - 15(ai(k), (), d, q) = 0
[aer(k) — I (ai(k), c(k), d, Q)]2 < g (k) + I3 (ai(k), c(k), d, q).

Teniendo en cuenta esta ultima desigualdad y por propiedades de valor esperado y desigual-
dades, se puede afirmar que

%Z {la + aa(k) — I5(ai(k), c(k). d, q)]+}2 - Z %l

lel lel

B | S (k) — aliau(k), e(k), d,q) + 5 3@ () + I ak), k), d. )

lel leL
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Por otro lado, de (2.3) y (3.5) se tiene que

T

T
~x ~%

§ :(Sil,t + Sel,t) < § i
t=1 t=1

T T T

~% ~%
§ Sert < E G — E :Sil,t
t=1 t=1 t=1

I:l<ai(k)7 C(k)a d? Q) < Z G — [:E(aZ(k)? C(k)a d? Q)

T (aulh), k), d.g) < oT — Ty(as(h), (k) d, ).

Al sumar esta tltima desigualdad con la desigualdad 0 < I*(a;(k), c(k), d, q), como se deduce
en la seccion 3.1, puede concluirse que

[:l(ai(k)> C(k)7 d> Q) < ClTa

de donde
L3P (ai(k), e(k),d, q) < T

Teniendo en cuenta esto y las propiedades de valor esperado y desigualdades, se llega a

%Z {la + da(k) = I3(ai(k), c(k), d. q)]+}2] _ Z %12

lel lel

ZQZael —qly(ai(k),c(k),d,q) + = Zael +cT

lel lEL

Ahora, dado que de la seccion 3.1 a (k) es una variable aleatoria con media 7% (k) y varianza
acotada superiormente por o2, es decir Var(aq(k)) < o2. Por el resultado (3.16) para la
varianza se puede afirmar que

Elag (k)] — 77 (k) < o¢
© (3.22)
e + Le (k)
De otro lado, la solucién de (3.1) estarfa dada por 7%, (k), por lo cual
0 S ZL’ (k) < Xma:m

de esto se tiene que

= e (3.23)
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De esta ultima desigualdad, y propiedades de valor esperado y desigualdades, se tiene que

%Z {la + aa(k) — I} (a;(k), c(k), d, q)]+}2] _ Z %12

leL leL
Z QZael —q el(az(k) Z Oc + X?%%aa: + ClQTQ
leL l€£
= ZQIE{&el(k)] - quE[I:l(al(k) ZO' + max [ Tz]
leL leL lEE

Como FElag (k)] = %, (k) para todo | € L; ademds, por (3.16) en el calculo de la varianza
para la variable aleatoria ¢; dada en la décima asuncion de la seccion 2.1, se puede establecer
que

E [cﬂ = afl + &
- Z E [T = 5 Z(o—il + )T
leL lel

De lo anterior,

%Z {la + aa(k) = Ii(ai(k). c(k), d, q)]+}2 — Z %12

lel lel

<> awi(k) = Y aBlL(aik),c(k). d.q)] + % > (08 + Xie) + (00 + )T

leL lel lel

Ademas, en la seccién 2.3, se establecié que X4, > 0 es un parametro muy grande, entonces

o; 24 x2

max

+ (6% +¢)T? >0 paratodo !l € L,

luego al sustituir

1 _
B9 = 2 Z(U + X72rzaz) ( zl + Cl2>T2
lel
>0,

con lo cual

%Z {[QI + del(k) - I:l(ai(k)vc<k)vd7 Q)]Jr}Z] - < %

leL
< By + Z Qe (k) — Z aE[1g(ai(k), c(k), d, q)]
leL leL
= Bt 3= LU0 - aah)] + 2 T E0) - S abl ). k). o)L
leL leL leL

(3.24)
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De otro lado, como (3.14) es cierta y X4, > 0 es un parametro muy grande se tiene que
0< Mel(A) S Xmaa:a

ademds como Z7,(k) es la solucién éptima de (3.1), se obtiene
1 1 ~ % ~ %
“U(pa(B) = apa(B) = Uz (k) — a@q(k)
1 . . 1
- [t - aw)] < - | o) - ana)]

De esto ultimo y propiedades de las desigualdades, puede afirmarse que

%Z {la + aa(k) = Ii(ai(k), c(k), d, q)]+}2] — Z%lz

lel lel

< Bt 3= [ () = )] + 3 0@ 0) — Bl o), k). )

lel lel lel

Asociando términos en el lado derecho de la desigualdad, es posible concluir

% > Al + aa(k) — I3(ai(k), c(k), d, q)]+}2] -y %z

lel lel

< By — %Z (Ui(pa (D)) = Ulig(k))) — ZCH {E[L (ai(k), c(k), d, q)] — pa(A)}

leL lel

para alguna constante Bg > 0. [

Lema 3.4.3. Considere la funcidn de Lyapunov V(d,q) = £ 3" d7 + qf. Si existe un punto
IeL
u(A) € C/(1+ A) para algin A > 0 tales que (3.13) y (3.14) son ciertas, entonces

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) =d,q(k) = q] = V(d,q)
<Bi-ByY di—By) q—- Z Ui(pea (D)) = Un(@5 (k)]

lel lel lEE

_ % 3 (w1 + A)pa(A) — wE[L(ai(k), (k). d,q))}

lel

para algunas constantes positivas By, Bs, Bs, todo € > 0, donde &.(k) es la solucion a (3.1),
I (a;i(k),c(k),d,q) se obtiene de la solucion a (3.3). o

Prueba: Antes, definase el conjunto C/(1 + A) como:

C/L4A) {M(A) = (pa(A), per(A)e © existe (i, per)ies ec,}

(its prer) = (1 + A)u(A) para todo [ € £
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= (i (A), pe(A)) € C/(1 + A) para algin A > 0, entonces
existe (i, fet)iec € C, tal que (pi, pter) = (1 + A)u(A) para todo [ € L. Ahora, por la
definicién 2.2.2 existe (f;;(as, ¢), fter(ai, ¢))ier, € C(a;, ¢) para todo a; y ¢; tales que

Dado que existe un punto pu(A)

pa = Elfia(ai, )]
per = Elfier(a;, )]

para todo [ € L. Pero,

i = (1 + A)pa(A)

entonces

(3.25)

para todo [ € L.

Por otro lado, considérese la funcién de Lyapunov V(d,q) = 3 > d7 + ¢. Al determinar
leL
el drift de ésta funcién definida para los estados de los déficits y colas de la red, al tener

en cuenta (3.4) para hallar (d(k + 1),¢(k + 1)) y propiedades del valor esperado, es posible
establecer que

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) =d,q(k) =q] = V(d,q)

=F %Z [[dl + dzl(k) - [Z(Cli(k),c(k)’d’ q)]+]2 + qu + C~l61<k) _ [:l(ai(k),c(k),d, q)]+]2
1 d? + ¢?
B 5; 2
1 ~ * +12 1 d12
= B |5 3 [ldi+ (k) - Iiai(h), (k). d,q)]'] ] -3
1 N . 12 1 @t
tE5 Z g + e (k) — I5(ai(k), c(k), d, q)] "] ] —32.7%"
leL leL

(3.26)
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Entonces por los lemas 3.4.1 y 3.4.2, se tiene que

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d,q(k) = ¢] = V(d, q)

<B4 B-B|Y <1w ) (), (00, 0) = 3 L), ). .0
leﬁ leL
3 (D) = LY Uil (8) ~ Gz ()
lel lEE
=S B k), (k). d, )] — (A}

leL

haciendo By = Bg + By > 0 y organizando términos en el lado derecho de la desigualdad, se
llega a

EV(d(k+1),q(k +1)) [ d(k) = d, Q(’f) =4l =V(d.q)
<Bi+ Y dipa(A) + Y qpa(d) Z [U1(per(A)) = Un(, (k)]

leL leL leﬁ
) * (3.27)
~e[¥ (Lurv ) a.c0.0.0] - £ [ atztaw. .0
ZGL leL
+ Z —wl zl az ) (k)a da Q>] :
leL

Como en lo anterior, existe (f;(a;, ¢), fter(ai, ¢))ier, € C(ay, ¢), por la definicién 2.2.1 existe

(Sitts Seit) € S(a;, ¢)on, con

T T
fi(a;,c) < Z Silt fer(ai,c) < del,t (3.28)
t=1 t=1

Luego, como [}(a;(k),c(k),d,q) v I}(a;(k),c(k),d,q) se obtienen de la solucién de (3.3),

entonces
T

T
Liai(k), c Zsrlw 15 (ai(k) Z el,t>

donde §* = (5}, §¥,) es una solucién de (3.3), esto es

st e argmax Z{{ wl+dl:|zszlt+QZZSelt}

s€8(ai(k IEE

Por tanto, por la proposicion 3.2.7 puede concluirse que

T T
1
§* € argmax g { {—wl + dl} E Sit +q E Sel,t} .
JcH jep € t=1 t=1

s€8(ai(k),c(k)
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De esto, y dado que (84, Sert) € S(ai, ¢)cm, se tiene que

T T
Z{Ewﬁ—dl} Z zlt+QIZSelt} < Z{[ wl+dl] Zéfhﬁ%zgzht}’
t=1 t=1

leL leL
de donde
T T T
Z{{ wl+dl] ZSflt+QlZSdt} < —Z{[ wz—i-dz] Z lt‘I'QZZSel,t}a
leL leL =1 =1

es lo mismo que

_Z{[ wﬁdz} ala (k),C(/f),d,q)+qﬂ§z(ai(/€),0(k),dﬂ)}

lel
T T
_Z { [ wyq +dl:| Zgil,t + qu§elvt} .
lel t=1 —1

Determinando el valor esperado en ambos lados de esta ultima desigualdad, se obtiene

1
- E Z (sz + dl) Li(ai(k), c(k), d qu alai(k), c(k),d Q)]
v leL
. . (3.29)
< -—-F Z( wH—dl)Z - F Z%del,t]-
leL t=1 e =1

Pero, por (3.28)

T T
- Z Sie < —fa(as, ), - Z Sett < —Her(ai, ).
t=1 t=1

Ahora como w; es un parametro no negativo en (2.7), ¢ > 0, d; > 0y ¢ > 0, y lo anterior es
posible afirmar que

T
1 1
— | = d E Sig < — | = di | fra(a,
<€wl+ l> Silt S (ewl—k l),ul(@ C)

t=1

_QIZSelt >~ QZ,uel Qa, C ),

para todo [ € L, luego al sumar estas dos ultimas desigualdades

T
1 1
- <Ewl + dl) E Silt — q E Selt < — (Ewl + dl) fir(as, ¢) — qufier(as, c)
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y por propiedades del valor esperado, se tiene que

T T
1
N1 S CREAD o el ) o zgeu]
leL t=1 e t=1 (3.30)
1
< _E - o (a; ner
< Z (sz + dl> fa(ai, c) + Z Qufter(ai, C)]
leL leL
Por transitividad entre (3.29) y (3.30) se obtiene
1
_E - (0
Z (Ewl + dl) Izl(al(k>ac( qu el al ) d q)]
leL teL (3.31)
1
<-FE Z <—wz + dl) fa(ai, c) + Z%ﬂel(aia C)] ;
lec \© leL

de esta tltima desigualdad (3.31) y (3.27), se deduce que
EV(d(k+1),q(k+1)) [ d(k) = d, Q(k) =q]=V(dq)
<Bi+ Y dypa(A) + Y qupa(A Z [Ui(per(A)) = Uiz (k)]

leL leL “lec
1 _ _
—FE Z <Ewl + dl) fa(ai, ¢) + Z Qufter(aiy c) | + Z —wl Ii(ai(k), c(k), d, q)]
leL leL leL

y al remplazar los valores esperados de (3.25) en ésta desigualdad, se llega a

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d, (J(k) =q/=V(d,q)

< B+ Y dypa(A) + Y qua(A Z [Un(per(A)) = Uiz (k)]
leL leL € et
—Z< wH—dz) (14 A)pa(A ZQI + A)pa(A +Z_wl Ii(a;(k), c(k),d, q)].
leL leL leL

Ahora, en el lado derecho de la desigualdad realizando operaciones entre los términos y
agrupando algunos, se obtiene

EWV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d, q(k) = CJ] —Vi(d,q)
< B =AY dipa(A) =AY qpal(A Z [Ui(per(A)) = U7, (K))]

lel lel lel:

_ % 3" (w1 + A)a(A) — w B[ (ai(k), e(k), d. q)]}

lel

Al designar
By =A rlnan {pi(A)}, donde Bj es constante para todos los enlaces;
€

Bs; = A rlmgl {1e(A)}, donde Bj es constante para todos los enlaces.
S
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Ademas, como A > 0, z;(1—p;) > 0, y teniendo en cuenta (3.13) y (3.14), es posible concluir
que B, y Bs son constantes positivas. Por otro lado, también se sabe que rlnlﬁn {pa(A)} <
€

pa(A) y min{pa(A)} < pa(A), de donde

—Ap(A) < —Amin {4y (A)} = —B
—Apa(A) < —Amin{pa(A)} = =B

con lo cual
EV(d(k+1),q(k+1)) | dk) =d q(k) =q] - V(d,q)
1 ~ %
<Bi—Byy di—Bsy a—— Y [Ulpa(A)) — Ui(@;(k))]
leL lec € e
1
== 3 w1+ A)pa(d) — @Bl ai(k), (k). d. )]}
lec
con By, By, B3 constantes positivas y todo € > 0. [ |

El lema anterior tiene como consecuencia el siguiente corolario, el cual sera utilizado para
explicar el comportamiento de los déficits y las colas en la red Wi-Fi a medida que varia el
parametro € en los algoritmos controlador y programador en la seccion 4.2. En la prueba del
siguiente corolario, se tiene como aspecto importante la prueba de que la cadena de Markov
(d(k),q(k)) es recurrente positiva.

Corolario 3.4.1. Si existe un punto pu(A) € C/(1+ A) para algin A > 0 tales que (3.13) y
(3.14) son ciertas, entonces el servicio esperado del total del déficit y la longitud de la cola
en la red esta acotado superiormente por

1
limsup B | Y di(k) + q(k) | < Ba+ =B,
k—oo el €
donde B
By - -t
7 min{B,, By}
Yy

> MA&X0<r <X 2 |U(Ter)| + wii

Bs < lel

min {Bg, Bg}
<

Prueba: Supdéngase que existe un punto p(A) € C/(1+A) para algin A > 0 tales que (3.13)
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y (3.14) son ciertas, entonces por el lema 3.4.3 se tiene que
EV(d(k+1),q(k+1)) [ d(k) = d,q(k) = ¢] = V(d, q)
<Bi-ByY di—By) q—- Z Ui(per(D)) = Uiz (k)]

lel lel lEL

_ % S {wn(1 + A)pa(A) — w B [T (ai(k), (k). d,q)]}

lel

para algunas constantes positivas By, By, Bs, todo € > 0, donde Z.(k) es la solucién a (3.1),
IF(a;(k),c(k),d,q) se obtiene de la solucién a (3.3). Esto es lo mismo que

EV(d(k+1),q(k+1)) [ d(k) = d,q(k) = q] = V(d, q)

<Bi-B,» d-ByY q+ % D [U(F (k) = Ui(pa(A))] (3.32)

+- Z{wz Li(ai(k), e(k), d; )] = wi(1 + A)pa(A)} .

ZEL

Por otro lado, por propiedades de desigualdades en los reales, se puede afirmar que

U@ (k) — Ul(pea(A)) < U@y (k) — U(pea(A))]
< U5 (k)| + [Ui(pa(A))],

de donde

=S ER) ~ Ulna(A)] < - S IGER)] + GluA). (333)

lel leL

Ahora, como (3.13) es cierta, w; > 0y 1+ A > 0 se tiene que
—w (1 + A)py(A) < —wy(1+ A)zy(1 —p) paratodol € L,

entonces

wiB i (ai(k), c(k), d, q)] — wi(1 + A)pa(A)

(3.34)
< w E[I}(a;i(k),c(k),d,q)] —w(1+ A)zy(l —pp).
Luego, dado que z;(1 — p;) > 0, puede afirmarse que
—wi(1+A)zy(1—p) <0,
de donde
w B[l (ai(k), c(k), d, q)] — wi(1 + A)zy(1 — pi) < wE[Li(ai(k),c(k),d, q)] (3.35)

y por transitividad de (3.34) y (3.35)

le[Fz(ai(k)v C(k)a d, q)] - wl<1 + A)Hzl(A) < le[I;(ai<k)7 C(k)’ d, Q)],

7
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de esto
- Z{wl [Li(ai(k), c(k), d, q)] — wi(1+ A)pa(A)} < - sz [ (ai(k), c(k), d, q)]-
et et (3.36)

Por tanto, de (3.32), (3.33) y (3.36), se obtiene

EV(d(k+1),q(k+1)) [ d(k) = d,q(k) = ¢] = V(d, q)

<Bi—ByY di—BsY q+- Z U@ (k)| + [Un(pa(A))]

lec lec “lec
+ - sz Li(ai(k), c(k), d, q)),
lEE

es lo mismo que

B2Zdl+BSZQZ<BI+ Z|Ul Toy(B)| 4+ |Ui(pa(A))| + = sz [1(ai(k), c(k), d, q)]

+V(d,q) = E[V(d(k+1),q(k+ 1)) | d(k) = d, q(k) = q].

(3.37)
Ahora, como By > 0y B3 > 0 se tiene que
0 < min {BQ, B5} < By y 0< min {BQ,Bg} < Bs,
ademas como d; > 0y ¢; > 0 entonces
dy-min{By, B3} < Bod; 'y q -min{By, B3} < qBs,
de donde B B
<— 4 . R—
b= Il'lfIl {BQ,Bg} LY A= min {BQ,Bg}Qh
y de esto
By B3
d < d
LS B Boy T in By, By}
Por tanto,
d(k _ _ 3.38
Z (k) + alk) < min {BQ, Bs} Z L min {Bg7 Bs} ZQI (3:38)

lec lec
Luego, por (3. 37) se tiene que

2 N“g4_—_ B
mln{Bg,Bg} Z Lt min {BQ,B3} qu

lec
By 1
< (A
< mm{BQ,Bg} Emln{B27Bg} lezﬁ \Un(27,(k))| + |Un(per(A))]
1
(k),c(k),d — V(d
* emln{BQ,B3} ;wl Ii(ai(k), c(k). d, q)] + min{BQ,Bg}V< ,q)
1

- mE[V(d(k‘ +1),q(k+1)) [ d(k) = d, q(k) = q].
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Ahora, por transitividad entre esta ultima desigualdad con (3.38) y haciendo B, = m

se obtiene
1
d(k ) <B (A
; (k) + q(k 4+em1n{Bg,Bg}§|Ul a(B)| + Ui(pa(A))]
1
i(k),e(k),d, V(d,
+ emm{Bg,Bg}Zwl Taai(k), c(k) q)]+m1H{B2,B3} (e9)

lel

LBV + 1), gk + 1) | d(k) = d.g(k) = ],

B min {BQ, Bg}

y al determinar el valor esperado en ambos lados de la desigualdad se puede afirmar que

;dl +a(k)| <Bi+ Emm{B%Bs} ZGZLWZ S|+ U1 (A)
+— {Bg,Bg} Zw [ (ai(k), c(k), d, q)]
See e n )
- mE B[V (d(k +1),q(k +1)) | d(k) = d, q(k) = q]].

Luego, dado que E[I}(ai(k),c(k),d, q)] es un valor esperado condicionado en el evento d(k) =
d, q(k) = q, se deduce que

E[E[L(ai(k), c(k), d, q)]] = E[EU (ai(k), c(k), d(k), q(F)) | d(k) = d,q(k) = q]]

(3.39)
Elli(ai(k), c(k), d(k), q(k))],
ademas por la misma propiedad de valor esperado también se tiene que
EE[V(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d,q(k) = ql] = E[V(d(k +1),q(k + 1))], (3.40)
de esto,
1 ~ %
B b +at)| <Bit o e 57® [ )] + ()
o (B B 2 W0, 8 4060
g PV
- mE[V(d(kz 1), qk £ 1)),

Por otro lado en un frame k, dado que se conoce el estado del déficit y la cola en el frame
k, esto es d(k) = d y q(k) = g, la funcién de Lyapunov V evaluada en (d, ¢) toma un valor
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constante en el frame k. Entonces, el valor esperado de V (d(k), ¢(k)) dado el evento d(k) = d,
q(k) = q es igual al valor de V(d, q) en el frame k, es decir

E[V((d(k),q(k)) | d(k) = d,q(k) = q] = V(d, q),
ademas por propiedades de valor esperado, es posible afirmar que
E[V(d,q)] = E[E[V(d(k),q(k)) | d(k) = d, q(k) = q]]
= E[V(d(k), q(k))].

Teniendo en cuenta esto y propiedades de limite superior de sucesiones se puede establecer

(3.41)

que
limsup £ Z di(k) + q(k)
ko0 leL
< B+ — {227 By legigp { ; [Ui(25,(k)| + [Un(pa(A))] (3.4
S w BT s ) (k). d(R), q(k»]}
lec

+ m lim sup {EV(d(k),q(k))] = E[V(d(k +1),q(k + 1))}

Ahora, teniendo que &% (k) es solucién de (3.1), (3.14) es cierta y X4, €s un pardmetro muy
grande, puede afirmarse que

0 S t%:l(k> S Xma:pu 0 S Nel(A) S Xma:ra

de donde
. o ,
Uiz (k)] < | _mdx  |Uiwa)
|Ui(a(A))] < ogé?é??mm [Ui(zer)]
entonces
\Ui(Z5 (k)| + [Ui(pa(A)| < méx  2[Ui(za)] . (3.43)

ngelSXnLaw
De esto, determinando el valor esperado en ambos lados de ésta desigualdad y teniendo en

cuenta que  méax  2|Uj(xy)| es constante para todos los enlaces en el frame k, se obtiene
SxEZSX"L(L(L'

ENUEG k)| + [U(pa(A))] < méx  2|Ui(za)l,

Ogmel SXmaT

con lo cual

m > UEL R+ Ui(pa(A))]
lec (3.44)

< — A .
~ min {B Bs} Z 0< 001X ma 2|U(we)]
2230 Ger
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Por otro lado, de (3.5) y (2.2) se puede deducir que para todo [ € £ en el frame k

T
ElLi(ay(k), c(k), d(k), a(k)] = E | > 53,(ai(k), e(k), d(k), q(k))
< Elaa(k)],
por la séptima asuncién en la seccién 2.1 se sabe que Efay (k)] = x;;, de donde

E[L;(a;(k),c(k),d(k),q(k))] < xy paratodo!l € L
w B[ (a;(k), c(k),d(k),q(k))] <wzy paratodol € L,

luego

m lezﬁwl zl (IZ /{?) C(k),d(/{}>7Q(kJ))] S m lezﬁwﬂ?zl (345)

Entonces, sumando las desigualdades (3.44) y (3.45) se obtiene

m{E D NU(E (k)] + [Ui(pen(A
s leL

max  2|U(xg)| + wixy
lel 0=z < Xmax

- min {BQ, Bg}

—|—Zwl zl CLZ (k)ad(k)7Q(k))]}

lel

Se puede notar que la fraccién del lado derecho de ésta desigualdad se mantiene constante
para todos los valores de k € N, por propiedad de limite superior de sucesiones, se tiene que

D UIE (k)] + Ui (A))]

lel

1
——————limsu
min { By, B3} PR {

—|—Zwl zl (ZZ (k)ad(k)7q(k))]}
lel

leL Oézlerllg)}({maz 2|U(xa)] + wiy

- min {BQ, Bg}

De esto se hace

Z|Ul T (k)] +1U(pa(A))|

lel

1
By=— i
5 Im'n {Bg,Bg} 12’;801.3}){

de donde )
méx  2|U(xy)| + wixy
lel 95z <Xmax

B; <
b= min{Bg,Bg}
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En consecuencia, (3.42) es equivalente a

limsup £ Z di(k) + qi(k)
ko0 leL (3.46)
< By By e timsup B[V (d(R). ()] — BV (d(k -+ 1) g0+ 1))}

En lo que sigue de la prueba se pretende desarrollar el calculo de

lim {E[V(d(k),q(k)] — E[V(d(k+1),q(k +1))]},

k—o0

para desarrollarlo, se probard primero que la cadena de Markov (d(k),q(k)) es recurrente
positiva.

Probemos que la cadena de Markov (d(k), q(k)) es recurrente positiva.

En la secciéon 3.3 se designé £ como el conjunto de todos los estados de la cadena de Markov
(d(k),q(k)), donde se indicara (d,q) un estado cualquiera de la cadena de Markov. Ahora,
considérese el siguiente criterio de estabilidad de Foster-Lyapunov en [17]: Supéngase que
V. f, g son funciones no negativas sobre el conjunto de estados S de una cadena de Markov
X, tal que:

PV (i) = V(i) < —f(i) + g(i) paratodo i€S, (3.47)

donde P es la matriz de probabilidad de transicién de un solo paso de la cadena de Markov
X; ademas
PV (@) =FEV(X(t+1)) | X(t) =1].

En adicion, supéngase que para algin € > 0 tal que el conjunto C' definido por

C={i: f(i) < g(i)+e)

es finito. Entonces X es recurrente positiva.

Para la cadena de Markov (d(k),q(k)), dado que &€ es el conjunto de todos sus estados
y teniendo en cuenta lo anterior, puede afirmarse que la desigualdad del lema 3.4.3 es equi-
valente a

PV(d,q) —V(d,q)

<Bi-B,» d-By) aq+ % D [U(F (k) = Ui(pa(A))] (3.48)

~ 25 1+ A)aA) — wiB[ (k). (k). d,0)]

leL

para algunas constantes positivas By, By, Bs, todo € > 0, donde Z.(k) es la solucién a (3.1),
If(a;(k), c(k),d,q) se obtiene de la solucién a (3.3).
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Sea (d,q) € . Primero, téngase en cuenta la siguiente definicién de funcién indicador:

1, si A es cierta

Iy =
0, si A es falsa
De esto, para cualquier funcién h(z) en R, se tiene que
hz) = h(@) [n@)>0y + M(@) Ln()<o}-

Teniendo en cuenta la definiciéon de funcién indicador, puede afirmarse que

% S UE (K)) = Unjia(A))]

el
1
=~ [U1(5 (k) — Un(per(A))]
€ zezﬁ l {1 > [Uz(az:lw))—vz(uelm))]>o} (3.49)
lel
1 ~ %
+= > [UFaFR)) = Upa(A)] ) :
€ ez {eZEZL[UZ(fﬁzl(k))—Uz(uez(A))]<0}

Ahora, definase la siguiente funcion g sobre el conjunto £ como

o(d,0) =B: + = 3 [0 (K)) — Uilpa(A))] T {

lec = [Ul@:l(k))Uz<uel(A>>]zo}

leL

. % S~ wEL (ai(k), c(k), d, )],

donde

Entonces se puede afirmar que g(d, ¢) es positiva para todos los valores (d, ). Ahora, definase
f sobre £ como

Fda) =By S dit By Y+ = S w1+ AuaA)

lel el leL
1 ~ %
— = [Ui(E5 (k) = Un(pa(A)] 1 1 ) ,
€ er L5 (U@, (k) —U(per(D))] <0
€ lec

donde 1
B,S d,>0 B >0, - 1+ A)uy(A) > 0.
22 120, 32@1_ : Ezwl( + A)pa(A) >

lel lel lel
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Por tanto, se puede afirmar que f(d,q) es no negativa para todo (d,q). También se puede
observar que la funcién f al depender de los estados (d, ¢) a medida que éstos toman valores
de estados superiores, los valores de f aumentan ya que By y Bjs son constantes fijas y los
dos tltimos términos de la funcién son no negativos.

En consecuencia, por (3.49) y las definiciones de las funciones f y g se puede afirmar que
(3.48) es equivalente a

PV (d,q) —V(d,q) < —f(d,q) + g(d,q) paratodo (d,q) € &,

entonces la cadena de Markov (d(k), ¢(k)) cumple (3.47).

Ahora, se considerara que g(d,q) es una funcién acotada. En efecto, de (3.45) se puede
deducir que

5 BT (ak), k), d(k), a()] < - S wira (3.50)

leL et
ademds por transitividad de (3.33) y (3.43) puede afirmarse que

U ) - Upa(A)] < T30 mix  2[Ui(ra). (351)

€ el 0<ze;<Xmax

Entonces, por (3.50), (3.51) y la definicién de la funcién g(d, ¢) se puede establecer la siguiente
desigualdad

(d q < B1 + - Zwlle + - Z max 2 ‘Ul(xel” s

0<ze;<Xmaz
et
donde el lado derecho de ésta desigualdad son constantes a medida que (d, ¢) varia; entonces

puede considerarse que g(d, q) es una funcién acotada.

En lo que sigue, se designa

1 1
§b=- Z méx  2|U(xzq)| + - Zwl(l + A (A) + A,

€ 0<ze; <Xmaz
lec lec
dado que A > 0, se tiene que 6 > 0. Ahora, definase un conjunto C' como

C={(dq): fld,q) <g(dq)+0d}.

Primero se probard que C # ¢. En la definicién de la funcién f, si se denota (0,0) como el
estado cero de la cadena de Markov, se tiene que

70,00 =2 3 wn(1 + Aya(A)

lel

_ %Z U5, (K)) = Us(pa(A))] 1 {

= [Uz(i:l(k))—Uz(uez(A»]<0}’
lel
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luego de (3.51) se puede ver que

1 ~ %
— =Y [U(E5(k)) = Ul(pa(A)] 1 ) )
€ et {e%;:[Ul(le(k))—Uz(uez(A))]<0}

1
S - E max 2 |Ul($el)|
€
lel

0Sxel SXmaz

de esto y sabiendo que ¢(0,0) > 0y A > 0, se deduce que

lec leL =

=Y w4 A)pald) = ¢ S W) — Uijea() I

> [Uz(f;(k))—m(uez@))ko}

1 , 1
<g(0,0)+zg méx 2\Ul(xel)\+ZZwl(1+A)M(A)+A

T 0<ze;<Xmax el

es lo mismo que

f(0,0) < g(0,0) +4,
donde (0,0) € C, por tanto C' # ¢.

Ahora, se probarda que C' es un conjunto finito.

En lo que sigue téngase en cuenta lo siguiente: se puede ver que las funciones f y ¢ son
funciones continuas, f crece a medida que los estados (d,q) crecen y la funcién ¢ tiene
un maximo debido a que es una funcién acotada. Ademés, (d,q) toma valores enteros no
negativos cualesquiera. Sea (d,q) € C, entonces

f(d,q) <g(d,q) +9.

Supéngase que la magnitud de (d, q), |(d, q)|, crece indefinidamente, es decir |(d, q)| — oc;
de donde

lim d,q) < lim
|(dvq)|—><>0f( 7 I(d,q)\—wog

(d,q) + 9.

Pero, por lo que se mencioné anteriormente se puede afirmar que

lim g¢(d,q) + 3 < maxg+ 9,
|(d,q)|—00
luego, por transitividad

lim  f(d,q) < méxg+ 9.
(d,q)| =00

Por lo tanto, se tiene un absurdo, ya que por lo mencionado anteriormente a medida que
(d,q) crece indefinidamente f(d,q) también crece indefinidamente. En consecuencia, (d, q)
toma valores finitos; entonces C' es un conjunto finito. En conclusion, por el criterio de esta-
bilidad de Foster-Lyapunov, la cadena de Markov (d(k), q(k)) es recurrente positiva.
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Ahora, se calculara

lim {E[V(d(k), q(k)] = E[V(d(k + 1), q(k +1))]} .

k—o00

En la seccion 3.3 se asumio que (d(k), ¢(k)) es una cadena de Markov irreducible y aperiédica,
ademads de ser recurrente positiva. Por otro lado, considérese la siguiente proposicién de ca-
denas de Markov de tiempo discreto en [17]: Supéngase una cadena de Markov X irreducible
y aperiédica, entonces

(a) O todos los estados son transitorios, o todos son recurrentes positivos, o todos son
recurrentes nulos.

(b) Para toda distribucién inicial 7(0), th’m mi(t) = 1/M;, entendiendo que el limite es cero
—00
si M; = +oo0.

(c¢) Una distribucién de probabilidad de equilibrio 7 existe, si y sélo si todos los estados son
recurrentes positivos.

(d) Si existe la distribucién de probabilidad de equilibrio 7, estd dada por m; = 1/M;. (En
particular, si existe la distribucién de probabilidad de equilibrio, es tinica).

En ésta proposicién, [17] tiene en cuenta que para un estado fijo i
=min{k>1: X(k)=1i},
donde adopta que el minimo de un conjunto vacio es +o0o. También, define
M; = E[r | X(0) =i,
ademds que para un estado ¢ sea recurrente positivo, M; < +oo.

Teniendo en cuenta lo anterior, dado que la cadena de Markov (d(k),q(k)) es recurrente
positiva, por tanto todos sus estados son recurrentes positivos. Ahora, por la proposicién en
las partes (c) y (d), existe una distribucién de probabilidad de equilibrio 7, la cual es tnica,
donde

M, = [ |(d(0),q(0)) = i, 7 = min {k > L: (d(k), q(k)) = i}

para cualquier estado fijo i. Ademdas como cualquier estado i de (d(k),q(k)) es recurrente
positivo, M; < 4o0.

Por otro lado, téngase en cuenta que m; es un elemento del vector fila 7, donde el tamano de



CAPITULO 3. ALGORITMO DINAMICO Y RESULTADOS DE CONVERGENCIA 74

7 estd determinado por todos los estados de la cadena de Markov. Ahora, para cualquier dis-
tribucién inicial w(0) que se tenga en (d(k), ¢(k)), por la parte (b) de la proposicién anterior,

se puede afirmar que

, 1
Jm i) = 37
Luego, por definicién de valor esperado, por desarrollo de limites y por lo anterior se tiene

que

Jim {EV(d(k), q(k)] = E[V(d(k + 1), q(k +1))]}

Z,JE&{Z kaﬂ }
—ZV 11m7rZ ZV hmmk—l—l)

:;V(i)-M—XZ:V(i)
=0

Ahora, considérese la siguiente propiedad de sucesiones: Si la sucesion x,, converge se tiene
que

lim x,, = limsup x,, = liminf x,,.
n—o0 n—oo n—o0

Teniendo en cuenta la anterior propiedad de sucesiones, se puede afirmar que

lim sup { E[V(d(k), (k)] — E[V(d(k + 1), q(k + 1))]}

k—o00

= lm {E[V(d(k), q(k)] = E[V(d(k + 1), q(k + 1)1}

k—o00

=0.

Por lo tanto, (3.46) es equivalente a

1
Zdl —i—ql(k‘) S B4+EB5

leL

limsup £

k—o0

El siguiente corolario es una consecuencia del programa 6ptimo, en el cual se probara que el
valor esperado del promedio en el servicio de paquetes inelastico en cada enlace es mayor o
igual a la tasa de llegadas exitosas de paquetes inelasticos en cada enlace.

Corolario 3.4.2. Si eziste un punto u(A) € C/(1+ A) para algin A > 0 tales que (3.13) y
(3.14) son ciertas, entonces el algoritmo en linea cumple todas las restricciones ineldsticas.

Es decir:
K

lim inf % S Lias(h), o(k), d(k), q(K)) | > za(l — p)

K—oo
k=1

para todo | € L. o
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Prueba: Sea l € L. Por (3.4) se tiene que

di(k +1) = [di(k) + au(k) — Li(ai(k), c(k), d(k), q(k))]"
= max {0 dl(k?) (NI l(k) - ]Z(Gz(k)a C(k)7 d(k)a Q(k>>} )

de donde

di(k) + aa(k) — I3 (ai(k), c(k), d(k), q(k)) < di(k + 1)
di(k) — di(k + 1) + au(k) < Li(ai(k), c(k), d(k), q(k)),

de esta tultima desigualdad, se obtiene

K

[di(k) = di(k + D] + Y aa(k) < Y Lilai(k), ek), d(k), g(k))

k=1 k=1 k=1
Ahora, por sumas telescopicas se deduce que

(k) — di(k + 1)) = di(1) — dy(K +1).

k=1

Entonces remplazando esto en la desigualdad anterior, se tiene que

di(1) = d(K + 1)+ an(k) <> Ii(ai(k), e(k), d(k), q(k))
k=1

k=1

Debe entenderse que K es el k-ésimo frame, donde K es un entero positivo, por tanto al
dividir la desigualdad anterior por K se obtiene

d(l) dK+1) 1«
K K KZ

k) < 2 D7 Tilaa(k), (), d(k) a(R).

ol
—_

luego se determina el valor esperado en ambos lados de la desigualdad

%) Mm+1 ZE% E%;mwmwmwmm

De la seccién 3.1, a;;(k) es una variable aleatoria binomial y por (3.19) se vié que Fla; (k)] =
z;(1 — p;). Entonces

dl(Kl) - E[dl(K +1)] chﬂ 1 -p) %;1;;(@@-0{), c(k), d(k), q(k))
W) _ P, % Koa(l—p) < E % 3 i) (), (k). a(4)
W) EAE A i -py < E %;mai(mc<k>,d<k>,q<k>> ,
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de esta tultima desigualdad y propiedades de limite inferior de sucesiones, se tiene que

K

(1) Eld(K + 1)) . 1 )
llKﬂilolif 7 K + xa(1 —pr) Slle_ﬁfE E;Iﬂ(ai(/f),c(k%d(k:),q(/f))
es lo mismo que
A1) Eld(K + 1))
ll}<nl>1£f — llf?i)loréf — % +zy(1 —p)
| XK
<liminf £ | — ;fﬁ(axk),c<k>,d<k>,q<k>>] .

Se puede observar que

lim inf (1) =0,
K—oo
entonces
E[d)(K +1)] 1 &
s . l ’ . k
—liminf —————= +zy(1 —p) < Hminf &) - g_l Ii(ai(k), c(k), d(k), q(k))] ;

ademas por definicién de limite inferior de sucesiones, se tiene que

— lim (inf{w: KzN}) + za(l — p)

< liminf F

K—o0

%Z I(a;(k), e(k), d(k), q(k))] -

1

Se puede ver que inf {w : K >N } es cero. Esto se debe a que la cadena de Markov

(d(k),q(k)) es estable como se probd en el anterior corolario 3.4.1, lo que indica que los
valores de los déficits no pueden crecer indefinidamente; por tanto, a medida que K crece el
valor de inf {w : K >N } es cero. En conclusién,

liminf F

K—oo

— ZI;(ai(k), c(k),d(k), q(k))] > xy(1 —p;) paratodol € L.

El siguiente lema comparado con el lema 3.4.3, tiene como variante en que no se asume como
hipotésis la existencia de un punto p(A) € C/(1+ A). Ademas, su prueba es fundamental
para la prueba del teorema 3.4.1.



CAPITULO 3. ALGORITMO DINAMICO Y RESULTADOS DE CONVERGENCIA 77

Lema 3.4.4. Considere la funcién de Lyapunov V(d,q) = % S~ d? + q?. Entonces

EV(d(k+1),q(k+ 1)) [ d(k) = d, q(k) = ¢] = V(d, q)

< B — Bﬁzdl B?ZQl——Z ) — Uy (k)]

lel lel lel

S Z {wllud w B 1l(al<k) (k)v d7 Q)]}

€ ler
para algunas constante no negativas By > 0, Bg, By, y todo € > 0, donde (u*,x}) es la
solucion a (2.7), T:(k) es la solucion a (3.1), If(a;(k),c(k),d,q) se obtiene de la solucion a
(3.3). ©

Prueba: De (3.26) se tiene que

E[V(d(k+1),q(k+1)) [ d(k) = d,q(k) = ¢] = V(d, q)

= B |23 [+ ) = Li(osh) ). qW] iy
lel lel
+E %Z [[QZ+&6l(k)_I:l(ai(k)vc(k)’ 2] _%Z%
lel eL

Por tanto, de (3.21) y (3.24) se puede afirmar que

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) =d,q(k) =q] —V(d,q)
< Bg+ inz(l — p)d;

lel
=B |Y (Fut ) L), ). d.a) = 3 Fondi(oiR) (k). d q>]
lel reL

+ B+ - EUl(@;(k)) - q;:ﬁ;(k)] +3 %Ul(i:l(k)) — " GBI aik), (k). d, q)),

lel lel

donde By > 0, By > 0, I}(a;i(k),c(k),d,q) e 1}(ai(k),c(k),d,q) se obtienen de (3.5) y la
solucién a (3.3) y (k) se obtiene de la solucién de (3.1). Luego, si (p*, z}) es solucién de
(2.7) y dado que p* = (puf;, pti))iec, se tiene que

xy(1—p) < pj; paratodo!l € L
0 <zl <u; paratodol e L. (3.52)

De esto y que d; > 0, se puede afirmar que

dyzy(1 —p) < dyuj; para todo [ € L.
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Por otro lado, se puede hacer By = Bg + By, de donde B; > 0. De lo anterior, se tiene que
EV(dk+1),q(k+1)) | d(k) = d,q(k) = q] = V(d, q)

3 (%wl 4 dl) Iy(ai(k), c(k), dyg) — 3 %wl[i*l(a,»(k:), c(k),d. q)

lel lel

<Bi+Y dy;-E
lel

3 Ew(f;w» - qmz:xk)} +30 S0GE0) — S aBIT auk), (k). d, )]

lel lel lel

Ahora, X, > 0 es un parametro suficientemente grande, con lo cual
0 S l‘:l S Xmaxv

pero, como % (k) es solucién éptima de (3.1), se tiene que
1 * * 1 ~ % ~ %
EUl(%l) Ty < EUZ(Iel(k)) — @y (k)

>- L) - i) < >- Loitaz) ]

Por tanto

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d,q(k) = q] = V(d, q)

Z (%wl + dl) I(ai(k), c(k),d, q) — Z %wl]i*l(ai(k), c(k),d, q)]
L

leL le leL
1 * *
# Y [Tt = ] + X 00 - X a6, olb), . )]
leL leL leL
1
“ B Yyt Y gt - E Y (—wz n dz) Iy(as(k), e(k), d. q>]
leL leL | leL €
1 * ~ %
B ki) (k). doa)| =3 [0i(e) - i)
lel _ leL
LS B () k). d. )
leL

(3.53)

Teniendo en cuenta que (p*,z%) es la solucién a (2.7), u* € C; luego por la definicién 2.2.2
existen (fi;(a;, ¢), fer(ai, ¢))ier, € Ca;, ¢) para todo a;, ¢, tales que

i = Elpalas, o)), te = Elfia(as, ¢)] (3.54)

para todo [ € L. Entonces por la definicién 2.2.1, existen § € S(a;, ¢)cn, tales que

/Ml i, C E Szlt7 ,uel i, C E Selt7
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ademads de forma similar como se probé (3.31), de lo anterior se puede obtener la siguiente

desigualdad
1
_BE E: - (0 E
<6wl + dl) Izl(GZ(k)> ( ql el az ) d, Q)]
lec lec

1
< -—F -
< 5 (sz +dz) (@i, E Quter(a;, c ]

lec lec

Teniendo en cuenta las propiedades del valor esperado y (3.54), se puede afirmar que

1
—E Z <—wl + dl> I (ai(k), c(k) qu s(ai(k),e(k),d, q)]
lec \© leL
1 . .
< - Z <sz + dz) Hip — Z Qiter

lel lel

Ahora, de esta tltima desigualdad y (3.53) se obtiene
EV(d(k+1),q(k+1)) [ d(k) = d,q(k) = ¢ = V(d, q)

SBit+ Y dypf+ Y awh =) (%wz + dz) i = )

lel lel lel lel
- Z Ul el _'_ Z _wl zl a’l (k>7 dv Q)] :
leL leL

Agrupando términos en el lado derecho de la desigualdad
EWV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d,q(k) = q] = V(d,q)
* * 1 * ~k
<B -0- Zdl - Z(:uel - xel)ql - E Z [Ul<xel) - Ul<xel(k))]

lel lel lel

S Z {wl'uzl w zl(al<k) (k>7 d? Q)]}

leL

de esto se puede hacer Bg = 0, donde Bg es no negativa. Ahora, por (3.52), se tiene que
po — g >0 para todo [ € L.

Ahora, se designa

B; = Izréan {ug — x5}

donde B7 > 0 es constante para todos los enlaces, de esto se deduce que

Br < g — xy
—(pe — vg) < —B7
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para todo [ € L. Sabiendo que ¢; > 0, de esta ultima desigualdad se puede afirmar que

_Z :U’el el QI < B7ZQI7

lec leL

por tanto

EV(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d,q(k) = q] = V(d,q)

< B — B6Zdl B?ZQl——Z xyy) — Ui(@y(k))]

lec leL lec
- - Z {wipy — wi B [Ii(ai(k), c(k), d, q)]}
“lec

con B; positiva, Bg y B7 no negativas y todo € > 0. |

Teorema 3.4.1. Para todo € > 0, asumiendo que Uy(.) es una funcion cdncava tenemos que

K
1 -
msups | S0 + sl — 3 (szm)
k=1

K—o0 lel lel

= Zwl Zf:; (ai(k), e(k), d(k), q(k))

lel

< Be

para algin B > 0, donde (u*,z%) es la solucion a (2.7), Z%,(k) es la solucion a (3.1),
I (a;i(k),c(k),d(k),q(k)) se obtiene de la solucion a (3.3). o

Prueba: Sean € > 0, U)(.) una funcién céncava, (u*,z%) solucién de (2.7), z%,(k) solucién
de (3.1) e I(a;(k),c(k),d(k),q(k)) se obtiene de la solucién de (3.3). Ademds se define la
funcién de Lyapunov V(d,q) = 1 >, d7 + ¢i. Entonces por el lema 3.4.4 se tiene que

EV(d(k+1),qk +1)) [ d(k) = d,q(k) = q] = V(d, q)
< B - B6Zdl B?ZQZ——Z zg) — Ui (k)))
LS ot — B ), ), o),

para algunas constantes no negativas B; > 0, Bs y By. Luego, transponiendo algunos térmi-
nos en la desigualdad se obtiene

= Wile) — U + - 3wy — B Ti(au(k), (k). d, )]

€
lel lel

< By — Bg Z dy — By Z a+V(d,q) (3.55)
lec leL

— E[V(d(k+1),q(k+1)) | d(k) =d,q(k) = q].
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Ahora, como Bg y B; son constantes no negativas y d; > 0, ¢; > 0, se puede afirmar que

—Bgd; — B7q; <0 paratodo!l € L,

_B6Zdl_B7ZQZ <0.

leL lec
Luego, sumando algunos términos en ambos lados de esta ultima desigualdad se tiene que

By~ BeY di— By i+ V(d,) ~ EV(d(k + 1), qlk + 1)) | d(k) = d.q(k) = g

< Bi+V(d q) = E[V(d(k+1),q(k+1)) | d(k) = d, q(k) = q]

de donde

Entonces, por transitividad de esta iltima desigualdad con (3.55) se obtiene

U (W)~ U@ ) + 3 (s — wnE{E(au(h), (k) d, )

leL lel
< By +V(dyq) = E[V(d(k+1),q(k +1)) | d(k) = d,q(k) = q].

Al determinar el valor esperado en ambos lados de esta tltima desigualdad, al tener en
cuenta (3.39), (3.40), (3.41) y que B es constante; se deduce que

E > (Uialh) = U@ (k) + Y (wipy — wili(ai(k), c(k), d(k), Q(/f)))]

€
lel lel

< By — E[V(d(k +1),q(k + 1))] + E[V(d(k), q(k))].

Reorganizando términos en el lado izquierdo de la desigualdad y por propiedades del valor
esperado se tiene que

1 1
“E —-F
€ €

> Uial) + wig] > Ul@(k)) + wili(ai(k), e(k), d(k), Q(k))]

< By — E[V(d(k +1),q(k + 1))] + E[V(d(k), q(k))].

De esto, a la variable k se le asignan valores enteros desde 1 hasta K, con K € N. Con lo
cual se tienen las siguientes K desigualdades. Para k =1

“E S0 +ws]| — B | S UED) + wili(a(1), (1), (1), o(1)
lel lel
< B~ EV(d(2),9(2)] + BIV(d(1), a(1)]
Para k =2
B S Wita) + wug]| - B Zw;@))+wzf;;<ai<2>,c<2>,d<2>,q<2>>]
lel lel

< By — E[V(d(3),9(3))] + E[V(d(2), ¢(2))].



CAPITULO 3. ALGORITMO DINAMICO Y RESULTADOS DE CONVERGENCIA 82

Para k= K
“B | S0z + ]| — B | S U(K) +wﬂZ(ai(K),c(K%d(K),q(K))]
lel lel

< By — E[V(d(K +1),¢(K + 1)) + E[V(d(K), q(K))].

Luego, se suman estas K desigualdades y se aplican sumas telescépicas en los lados derechos
de las desigualdades en los valores esperados de la funcion V'

“p > ial) + ] E Y UEak) + wli(ai(k), c(k), d(k), Q(k))]

€
lel k=1 lel

< KBy — E[V(d(K +1),q(K +1))] + E[V(d(1), (1))].

Ahora, dividiendo por K en ambos lados de esta ultima desigualdad se tiene que

Ly | St +uni)| - 18 | L 30 S ticas +wlf;xai(k),c<k>,d<k>,q<k>>]
lel k 1 1leLl
< 5 EVWE +1).q(K +1)] | EV(d(1).q0)]
K K

Por otro lado, V' es no negativa, entonces

E[V(d(K +1),q(K+1))] >0
_EV(d(K +1),q(K +1))]
K
EV{dk+1),q(k+1)]  EV(d1),q(1))] E
174 + K < B+ K

Luego, por propiedades de sumatoria y transitividad se deduce que

IN

0

By —

1 x
—E | Y [Ui() + wy] Z Z{Uz Ze (k) + wili(as(k), c(k), d(k), q(k))}
lec lec
EV(d(1 1
<y EIVE.o >>].
(3.56)
Téngase en cuenta la desigualdad de Jensen para combinaciones convexas, si f es convexa
entonces
f (Z /\k$k> <> e (a)
k=1 k=1
donde Y 7" A, =1y 0 < N\, para k =1, 2, ...,m. Ahora, como U, es céncava, —U; es
k=1

convexa; ademas

2%21 y %zo.

K
k=1
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Por tanto, al utilizar la desigualdad de Jensen y propiedades del valor esperado se tiene que
1« 1«
U (E Do) | < g Do -UtEw)
| X
IS SUCA(S)

|
]
=
N
==
]~
o4
=
IA

lel k=1 leL k=1
1 1 & 1. 1 RS
—EE ZU[ <?Z.ﬁz:l(1{)> S _EE Z?ZUZ(E';(]C))] )
lel k=1 i lel k=1

L | S W) ] - 0 (% > fczl(k)) = e S T () (k). d(R), q<k>>]
< 2B | SoWil) + ]| B | o SO ATE(R) + il (k) (k). d(k), q<k>>}]

B | Y M0e) + ]~ YU (? DT <k>) = e S T () (k). d(R), q<k>>]
lel lel k=1 lel k=1
- E[V(d(;(),q(l)ﬂ,

ademas al multiplicar en ambos lados de la desigualdad por € > 0, se obtiene

E | [Ual) + i) = YU (%Z ) Swi ngz ai(k), e(k). d(k). q<k>>]
lel lel k=1 leL
< e EVED-a),

Se puede observar que en esta ultima desigualdad al depender de los enteros K > 1, se obtiene
una desigualdad entre dos sucesiones. Ademas se puede notar también que la sucesion del
lado derecho de la desigualdad es convergente para K > 1. Por otra parte, téngase en cuenta
la definicién de limite superior de sucesiones

limsup z,, = llm (sup{z, : n>1i}),
n—oo

ademas de la siguiente propiedad

Si x, <y, paratodon € N, entonces limsupz, < limsupy,.
n—oo n—oo
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Utilizando la propiedad anterior de se tiene que

limsup £ Z[Ul(l‘:l) + wy ] — Z U, (% Z j:l(k’))
K—oo el = —
-2 w% > Li(ai(k), c(k), d(k), q(k))] (3.57)
leL k=1
( E[V(d(1),q(1))]
< h;n_?;p{BIEJF I 6}'

Por otro lado la cadena de Markov (d(k), g(k)) es estable, por lo cual para cualquier estado de
la cadena en cualquier frame no puede tener valores indefinidos, ademas teniendo en cuenta
la definicién de V, se puede afirmar que

E[V(d(1),4(1))] < oo.

Luego, utilizando la definicién de limite superior de sucesiones se tiene que

lim sup {816 + ZUCONO) e}

K—oo K
= nll_{ilo (sup {Bl€+ E[V(d(llg7Q(1))]€ LK > n}) ’
de donde
“up {Ble LB V(d(}l(),q(l))]e K> n} _ Bred E[V(d(;),q(n]ﬁ

De esto y lo anterior se obtiene

Hmsup{Bl€+ E[V(d(l),Q(l))]e} i (Ble+ E[V(d(l),Q(l))]€>

K—oo K n—o00

= 316

En conclusién, haciendo B = By > 0, (3.57) es equivalente a

li[r(n sup &/ Z[Ul(x:l) + wipg] — Z Ui (% Z i’:;(’“))
o lec lec k=1
- w% > Ii(ai(k), k), d(k), q(k‘))]
leL k=1
< Be



Capitulo 4

Simulaciones

El propdsito de este capitulo es estudiar el comportamiento de los déficits de paquetes
inelasticos y las colas de paquetes elasticos en una red Wi-Fi con infraestructura, a través
de las simulaciones del programa éptimo de [1]. Al principio, se describe lo que es un grafo
de interferencia, el cual nos ayuda a determinar el conjunto de todos los programas factibles
para las simulaciones. Luego, en las tres secciones siguientes describen el comportamiento
de los déficits y las colas en nuestro tipo de red Wi-Fi, cuando varian respectivamente los
parametros €, Ty w; del programa 6ptimo. Por tltimo, teniendo en cuenta el funcionamiento
del algoritmo programador en el estudio de los déficits y colas de nuestra red Wi-Fi, se puede
realizar algunas comparaciones de éste algoritmo con los protocolos CSMA/CA y PCF de
Wi-Fi.

4.1. Grafo de interferencia

Una herramienta importante para el estudio de cualquier red inalambrica con transmisiones
en un mismo canal o en diferentes canales no solapados con respecto a las restricciones por
interferencia entre los enlaces, como se vié en la seccién 2.2, es el grafo de interferencia. Los
nodos del grafo representan los enlaces de la red y cada arista la relacién de interferencia
entre los enlaces. Si hay transmisiones en canales no solapados, se puede dar el caso que
entre algunos nodos del grafo no tengan aristas entre si, lo cual significa que son enlaces que
pueden activarse simultaneamente. Por ejemplo, la figura 4.1 ilustra los grafos de interferen-
cia entre enlaces de una red Wi-Fi con infraestructura con dos canales no solapados, en los
cuales se simulard el programa 6ptimo.

En particular, se puede observar que en la figura 4.1 con cinco enlaces, los nodos o enlaces
1, 2 y 5 interfieren entre si ya que estdn en un mismo canal, lo mismo para los nodos 3 y 4
que estan en el otro canal. Pero, uno de los nodos 1, 2, o 5 puede activarse simultaneamente
con uno de los nodos 3 o 4 debido a que estan en canales no solapados. De forma similar se
explica la relacion de interferencia entre enlaces para los demas grafos de la figura.

85



CAPITULO 4. SIMULACIONES 36

b 31 AL

Tres enlaces Cuatro enlaces Cinco enlaces Seis enlaces

Siete enlaces

Diez enlaces

Once enlaces Doce enlaces

Figura 4.1: Grafos de interferencia para las simulaciones.

Un aspecto a tener en cuenta en los grafos de interferencia en el estudio de una red inalambri-
ca, es que a medida que varian los usuarios en la red a partir de un nimero fijo de usuarios
con su grafo de interferencia respectivo, los grafos de interferencia cambian. Los cambios
en los grafos de interferencia a partir de un grafo fijo se pueden establecer de la siguiente
manera. Para el siguiente niimero de usuarios, su grafo de interferencia se obtiene de agregar
un nodo al grafo dado, ademas de establecer las aristas correspondientes con los nodos o en-
laces que interfieren entre si. Para el anterior nimero de usuarios, el grafo de interferencia se
obtiene de quitar un nodo con sus respectivas aristas en el grafo dado. Por ejemplo, la figura
4.1 ilustra este aspecto desde tres a hasta doce usuarios en el estudio de las simulaciones en
las secciones 4.2, 4.3 y 4.4.

Las siguientes tres secciones tienen como objeto describir el comportamiento de los déficits
y la colas para una red particular Wi-Fi con infraestructura con dos canales no solapados,
a través de simulaciones del programa dptimo de [1] en Matlab. Para ello, se utiliza como
herramienta fundamental el grafo de interferencia para hallar el conjunto de todos los pro-
gramas factibles, el cual captura las relaciones de interferencia entre enlaces, como se explico
en la seccién 2.2. Ademas, se puede tener en cuenta que en una red Wi-Fi con diferentes
canales no solapados en cada frame y en cada time slot, algunos usuarios pueden transmitir
paquetes simultaneamente, por lo visto en la seccién 1.7. Por otro lado, se utilizan los mismos
valores de [1] tales como la probabilidad de pérdida de paquetes ineldsticos de 0.1, la tasa
de llegada Bernoulli de paquetes inelasticos de 0.6, un estado del canal conocido al inicio
del frame con distribucion Bernoulli de media 0.96 en cada enlace, una funcion de utilidad
Ul(ze) = log(zeg) vy 10* frames. En lo que sigue se eligen los pardmetros €, T y w; de los
algoritmos (3.1) y (3.3) para describir el impacto que tienen en los déficits y las colas de
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la red Wi-Fi. Se debe aclarar que para las simulaciones los valores de las componentes del
vector w = (w;);e son todos iguales para cada | € L.

4.2. Variacién del parametro ¢

En esta simulacion para cada nimero de enlaces ilustrados en la figura 4.1 se dejan fijos
T =6y w, = 10 y se varia €. La variacién de € se puede hacer mediante la escala ¢ =[0.01,
0.02,0.04, 0.07, 0.1, 0.2, 0.4, 0.7, 1]. En particular, se presentan el comportamiento del déficit
de paquetes inelasticos y colas de paquetes elasticos para 6 y 11 enlaces en las figuras 4.2 y
4.3 respectivamente.

o]
o

* [~>-Prom. déficit (Canal conocido)
i--|-e-Prom. cola (Canal conocido) |

o o

Longitud del Déficit y la Cola
(o] (93] g [4]] (2] ~J

0
0
10--
& IS PR\ S 2 2----3
o1 0.02 004 0.07 0.1 0.2 04 07 1

£

Figura 4.2: Comportamiento del déficit y la cola en 6 enlaces cuando € varia.

A continuacién se describe el comportamiento de los déficits y las colas de la red Wi-Fi de-
bido a la variacién de €. A partir del algoritmo programador (3.3) se puede ver que a medida
que € tiende a cero, el programador le da mas prioridad a los paquetes inelasticos que los
elasticos en el servicio, debido a que en cada frame k el peso %w; + d;(k) correspondiente al
servicio de paquetes ineldsticos se incrementa mas que el peso ¢;(k) correspondiente al servi-
cio de paquetes elasticos, por lo que el valor 6ptimo de (3.3) corresponde mas al servicio de
paquetes inelasticos. El programador al priorizar el servicio de paquetes inelasticos cuando €
tiende a cero en todo frame, se tiene que I};(ai(k), c(k),d(k), q(k)) toma valores grandes, lue-
go los valores del déficit actualizados de frame a frame d;(k+ 1) se hacen pequefios. Ademas,
al tener poca prioridad en el servicio de paquetes elasticos en cada frame cuando € tiende
a cero, se tiene que I}(a;(k), c(k),d(k), q(k)) toma valores pequefios por lo que q;(k + 1) se
hace grande de frame a frame.

Ahora cuando € crece, en el controlador (3.1) se puede ver que 1U;(z;) disminuye; como el
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250y : —— —
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®© -e-Prom. cola (Canal conocido)
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Figura 4.3: Comportamiento del déficit y la cola en 11 enlaces cuando € varia.

objetivo es maximizar %U—g(ﬂ?d) — qi(k)ze en cada frame k, sabiendo que z; es la variable de

decisién, se tiene que z,; toma valores pequenios, de donde el valor éptimo z%/(k) tiende a

*

% (k) es la media de la variable

cero. En la seccion 3.1 se vid que la tasa de llegadas elasticas z
aleatoria discreta no negativa a.;(k), esto es E[a. (k)] = Z%,(k). Por teoria de la probabilidad
si X es una variable aleatoria discreta no negativa, tal que si E[X] tiende a cero, entonces
P(X = 0) tiende a 1. De esto P(ae(k) = 0) tiende a 1, por lo que se puede afirmar que
la mayor parte del tiempo @. (k) = 0, entonces de frame a frame a medida que se sirven

paquetes elasticos, q(k + 1) se hace méas pequeno.

Siguiendo con el crecimiento de €, en el programador (3.3) llegarda un momento en que
empieza una disputa por el servicio entre los paquetes elasticos e inelasticos. Esto se debe
a que los valores de los pesos tw; + d;(k) y qi(k) van estar mas equilibrados, por lo que el
servicio de paquetes inelasticos y elasticos en los sucesivo de cada frame depende del valor
mayor entre esos pesos. Pero en esa disputa por el servicio cuando € crece, los valores del
déficit mas los valores de las colas no pueden ser muy grandes, debido a que van a estar en
una cota superior asintética igual a By, tal como se puede ver en el corolario 3.4.1.

4.3. Variacién del parametro 7T

Para esta simulaciéon en cada nimero de enlaces de la red en la figura 4.1 se pueden dejar
como fijos € =0.7 y w; = 10, donde se variara T'. La variacion de T se puede hacer en los
siguientes enteros, T' =[2, 3, 4, 5, 6, 7]. En particular, las figuras 4.4 y 4.5 ilustran los com-
portamientos de los déficits y las colas para 6 y 11 enlaces respectivamente.

En primer lugar, para la descripciéon del comportamiento de los déficits y las colas en la
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Figura 4.4: Comportamiento del déficit y la cola para 6 enlaces en la variacién de T'.

red Wi-Fi considerada cuando 7' varia, téngase en cuenta el conjunto de programas factibles
S(a;(k),c(k)) cuando el estado de llegadas es a; y el estado del canal es ¢ en el frame k dado
por:

Sta(k), (k) = { (sip50) + (s sae) € (suddper X (Se)yppr |

paratodol € Lyt € {1,2,...,T}, donde un programa factible s = (84, Sert) € S(ai(k), c(k))
se describe por las siguientes matrices de programaciones de paquetes inelasticos y elasticos:

Si1,1 Sit2 .- ST

Si2,1 Si22 ... SiaT
(Sil,t)|L|xT =

LSilL),1 SilLl2 - SilL|T

Sel,1 Se12  ---  Sel,T

Se2,1 Se2,2 ... Se2T
(Sel:t)|L|><T =

[ Se|L|,1 Se|L,2 -+ SelL|,T

También, téngase en cuenta que en todo ¢ se pueden programar enlaces simultdneamente que
no tengan interferencia entre si, como se mencioné en la seccion 2.2. En las matrices des-
critas se puede ver que las columnas representan los paquetes programados a servir en cada
enlace en un time slot, donde se puede hallar el minimo ntimero de columnas en las posibles
programaciones factibles que puedan atender a todos los enlaces; teniendo este valor, es el
tiempo minimo que se requiere para poder atender a todos los enlaces al menos una vez.

A partir del grafo de interferencia de la red, como se explicé en la seccién 4.1, se determi-
nan los programas factibles que tengan el menor nimero de columnas en los cuales pueden



CAPITULO 4. SIMULACIONES 90

;e—Prom. défiéit (Canal cbnocido)
-©-Prom. cola (Canal conocido) |

600

400

Longitud del Déficit y la Cola

200

o
O

(o] -2
\‘

Tamano del frame

Figura 4.5: Comportamiento del déficit y la cola para 11 enlaces en la variacién de T'.

atender a toda la red. De lo que se vid en la seccion 1.7 de la red Wi-Fi y los grafos de
interferencia para cada nimero de usuarios, se puede ver que el minimo nimero de columnas
en las programaciones factibles que pueden atender a toda la red, estda determinado por el
méaximo numero de nodos o usuarios que estan en el mismo canal de la red Wi-Fi. Para el
caso particular de 6 enlaces en cualquier red Wi-Fi, el minimo niimero de columnas de las
programaciones factibles que pueden atender a toda la red varian de 1 a 6 columnas. Para
el grafo correspondiente de seis usuarios en la figura 4.1, se requiere minimo de tres colum-
nas en las programaciones que pueden atender a toda la red, de donde el tiempo minimo
para poder atender a todos los enlaces al menos una vez esta dado por un time slot de T" = 3.

En el comportamiento del déficit cuando 7" es menor que el minimo nimero columnas de las
programaciones que pueden atender a la red, se indica que no se atiende a todos los enlaces
en todo frame k. Esto permite que en algunos enlaces de la red sus déficits crezcan, ya que
para un frame k, esos enlaces no han tenido servicio y han tenido llegadas al inicio del frame
a;(k); de esto mas un déficit d;(k), de frame a frame d;(k + 1) crece.

En cuanto al comportamiento de la cola cuando T' es menor que el minimo nimero de
columnas de las programaciones que pueden atender a la red, indica que no se atiende a to-
dos los enlaces en todo frame k. Se tiene que en algunos enlaces las colas crecen con valores
muy grandes, debido a los enlaces no atendidos. Pero en el algoritmo de control de congestion
(3.1) se puede ver que en la funcién objetivo %Ul(xel) — q(k)xe, cuando ¢ (k) >> %Ul(xel),
donde Uj(x) es una funcién concava y definida sobre 0 < x¢ < X,,4,; se tiene que %Ul(a:el)
se hace despreciable, por lo que la funcién objetivo tiende a —q;(k)z.. Esto permite que el
valor éptimo Z7,(k) de (3.1) tienda a cero, por lo que se vi en la seccién 4.2, ¢;(k + 1) tiende
a reducirse.
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De lo anterior, al comparar los comportamientos del déficit y la cola cuando T es menor
que el minimo nimero de columnas de las programaciones que pueden atender a la red;
puede afirmarse que los valores del déficit van a ser mas grandes que los valores de la cola,
debido a que en el trafico de paquetes ineldsticos no actiia un controlador de congestion, en
cambio, en el trafico de paquetes eldsticos actia el controlador de congestion (3.1).

Ahora cuando los valores discretos de T crecen hasta aproximarse al tiempo minimo que
puede atender a la red al menos una vez, las columnas en las matrices de los programas
factibles aumentan, debido a que se adquieren més programaciones de paquetes. Luego en
cada frame k el 6ptimo §*(a;(k), c(k),d(k),q(k)) de (3.3) adquiere mas programaciones de
paquetes, donde [}(a;(k),c(k),d(k),q(k)) e I}(a;(k),c(k),d(k),q(k)) aumentan y de frame
a frame d;(k 4+ 1) y ¢;(k + 1) disminuyen.

Cuando T toma valores mayores o iguales al tiempo minimo que puede atender a la red
al menos una vez sin sobresaltar el sistema (frames muy grandes para un poco servicio de
enlaces), el déficit y las colas se mantienen con unos valores constantes. Esto se debe a que
en el inicio del frame llegan los paquetes en la red y que el estado del canal de cada enla-
ce se conoce (activo 6 inactivo) como se vié en la décima asuncién de la seccién 2.1, por
lo que pueden haber déficits y colas en los enlaces que estén inactivos al inicio del frame,
donde el tiempo minimo del frame que atiende a todos los enlaces al menos una vez, atiende
a los enlaces que estaban activos al inicio del frame. Como se considera que en todo time
slot de un frame no estan llegando paquetes como lo explica [1], entonces en tiempos igua-
les o superiores al tiempo minimo, el déficit y la cola se mantienen con los mismos valores
correspondientes de los enlaces que estaban inactivos al inicio del frame.

4.4. Variacién del parametro w;

Para todos los nimeros de enlaces de la red en la figura 4.1, se dejan fijo e =0.7y T =6y
se varia w;, donde se resalta que los valores de w; son iguales en todos los enlaces. Se variara
wy en la escala w; =[1, 2, 4, 7, 10, 20, 40, 70, 100]. La figuras 4.6 y 4.7 ilustran dos casos
particulares del comportamiento del déficit y la cola para 6 y 11 enlaces respectivamente
cuando w; varia.

En primer lugar el comportamiento de la cola no depende de la variacién de w;. Se puede
observar que en el algoritmo del controlador de congestién (3.1) en cada frame & controla el
valor éptimo %, (k) de la tasa de llegadas eldsticas a la red, el cual tiene un impacto en el
comportamiento de la cola en un frame k£ + 1. Se describira lo que pasa en ¢ (k + 1), cuando
qi(k) toma respectivamente valores muy grandes y valores pequenos en un frame k. Cuando
q (k) crece en un frame k, por lo que se vi6 en la seccién 4.3, &% (k) tiende a cero y hace



CAPITULO 4. SIMULACIONES 92

—e—Prorﬁ. déficit (Cénal condcido)

c_g -©-Prom. cola (Canal conocido)
O
w 6f I
>
5
o4 1
E O-------- O-------- G-\----0----0-------- ©-------- Q------ ©----0
©
2
6) 27 _
c
o
-

-O— & —

01 2 4 7 10 20 40 70 100

Figura 4.6: Comportamiento del déficit y la cola para 6 enlaces en la variacién de wj.

que q;(k + 1) tienda a reducirse. Ahora, cuando ¢;(k) disminuye en un frame k, se puede ver
en (3.1) que la funcién objetivo %Ul(xel) — qi(k)ze, el término g (k)ze se hace despreciable
y la funcion objetivo tiende a %Ul(:cel); donde Uj(x,;) es una funcién céncava definida sobre
0 <2y < X,nae- Luego al maximizar %Ul(xel)y el 6ptimo Z7%,(k) de la tasa de llegadas eldsticas
tomara un valor entre 0 y X, dependiendo de la funcién céncava Uj(x;) que se tenga. Si
7% (k) tiende a cero, por lo mencionado anteriormente ¢;(k + 1) tiende a reducirse, si &% (k)
tiende a X,,., aumentaran las llegadas elasticas. El aumento de llegadas elésticas dada por
la variable aleatoria discreta no negativa a.;(k) se debe a que Ela (k)] = &%,(k); por teoria
de la probabilidad se puede afirmar que si Z%(k) tiende al valor grande X4, la mayor parte
del tiempo a (k) no puede tomar valores de cero, por lo que ¢;(k + 1) tiende a crecer. En
consecuencia ¢(k + 1) tiende a crecer o a disminuir dependiendo del comportamiento de
q(k), por lo tanto de frame a frame las colas se mantendran estables sin importar que wy
esté variando.

El comportamiento del déficit, depende de la variaciéon de w;. Cuando w; es pequeno, en
el programador (3.3) el servicio de paquetes va a estar mas equilibrado en cada frame, los
paquetes elasticos e ineldsticos seran servidos de acuerdo a los que tengan el mayor peso
correspondiente entre %wl +di(k) y qi(k). En los frames k que no se sirvan paquetes ineldsti-
cos, I} (a;(k),c(k),d(k),q(k)) se hace pequeno y d;(k + 1) se hace grande. A medida que wy
crece, el programador (3.3) da mds prioridad en el servicio a los paquetes ineldsticos que
a los elasticos. Esto se debe a que las colas se mantienen estables cuando w; varfa, por lo
expuesto anteriormente, esto hace que el peso ¢;(k) que corresponde al servicio de paquetes
eldsticos en (3.3) tenga menos incremento que el peso fw; + d;(k) correspondiente al servi-
cio de paquetes ineldsticos. Luego al tener prioridad los paquetes inelasticos en el servicio,
I (a;i(k), c(k),d(k), q(k)) crece, por consiguiente d;(k + 1) tiende a reducirse.
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Figura 4.7: Comportamiento del déficit y la cola para 11 enlaces en la variacién de w;.

Prosiguiendo con el crecimiento de w;, llegarda un momento en que se sirven todos los pa-
quetes ineldsticos. Cuando w; toma valores superiores al valor que ha servido a los paquetes
ineldsticos de la red en cada frame k, el déficit se mantiene con poca variabilidad. A causa
de que en el inicio de cada frame llegan paquetes y el estado del canal en cada enlace se
conoce como activo 6 inactivo, como se menciono en la seccién 4.3, los cuales permiten que
en cada frame se sirvan los paquetes de los enlaces activos y se mantenga el déficit de los
enlaces que pueden estar inactivos. En cambio, las colas se mantienen estables a medida que
wy crece, por lo explicado anteriormente.

4.5. Comparaciones entre el algoritmo programador y
CSMA/CA y PCF

Con lo visto en las tres secciones anteriores en cuanto al funcionamiento de los algoritmos
(3.1) y (3.3) en el servicio de paquetes, se pueden realizar algunas comparaciones entre el
algoritmo programador y los protocolos CSMA /CA y PCF de Wi-Fi.

Al inicio del capitulo 1, se mencioné que se compararia CSMA/CA y la funcién de coor-
dinacion puntual PCF, descritas respectivamente en las subsecciones 1.6.1 y 1.6.2, con el
algoritmo programador (3.3); dicha comparacién se establece en cuanto a la transmisién de
paquetes en la red.

» En CSMA/CA existe la posibilidad de colisiones de paquetes en las transmisiones, en
cambio, en el algoritmo programador (3.3) esta posibilidad no se presenta, ya que en el
servicio de paquetes se cumplen las restricciones por interferencias entre enlaces, como
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se explicd en la seccion 2.2.

» En CSMA/CA no hay mecanismos en la priorizacién del trafico en tiempo real, tipo
de flujos inelasticos, en cambio, el algoritmo programador la priorizacién en el servicio
de paquetes inelasticos esta sujeta a la variacién de los parametros €, Ty w; como se
explico en las tres secciones anteriores 4.2, 4.3 y 4.4.

= El modo PCF de Wi-Fi coordina las transmisiones entre usuarios y un AP, en cambio,
el algoritmo programador se puede presentar como una propuesta de coordinacién
central entre usuarios y varios APs.

= Los tiempos limitados de transmision en modo PCF no dan garantias para atender a
todos los usuarios, en cambio, en el algoritmo programador si el tamano del frame es
el adecuado atiende a todos los usuarios durante el frame, como se vié en la seccién
4.3.



Conclusiones

El presente trabajo ha expuesto los aspectos del programa 6ptimo de asignacién de recursos
en redes de modo Ad-hoc de [1], los cuales han permitido realizar un estudio del compor-
tamiento de los déficits de paquetes inelasticos y colas de paquetes elasticos en el tréafico
de datos en una red particular Wi-Fi con infraestructura, con el impacto de los algoritmos
controlador y programador del programa 6ptimo en dicha red.

En primer lugar, para poder comprender los aspectos del programa é6ptimo y de las redes
Wi-Fi, se describen en forma suscinta temas de la teoria de redes que sirven de fundamento
para comprender tales aspectos. Luego, en el estudio del programa éptimo se detallan algu-
nos aspectos relacionados con la formulacion del problema de optimizacién y la deducciéon
del algoritmo iterativo, fundamentales para el planteamiento de los algoritmos controlador y
programador del programa 6ptimo. En ese estudio del programa 6ptimo, antes de probar los
resultados de convergencia del programa, se probé una igualdad entre dos programaciones
lineales del programa 6ptimo utilizando aspectos basicos de la topologia, el analisis funcional
y la teoria de la programacion lineal; dicho resultado es importante para la prueba de uno
de los lemas en los resultados de convergencia.

Continuando con el estudio del programa éptimo, en una de sus asunciones de que la ca-
dena de Markov de los déficits de paquetes ineldsticos y colas de paquetes elasticos debido
al programa optimo se hace irreducible y aperiédica, se describen de manera informal tales
propiedades en esa cadena. Luego, se realizaron las pruebas en forma detallada de todos los
resultados de convergencia implicados en el programa optimo que habian sido reducidas u
omitidas.

Por otro lado, utilizando aspectos de Wi-Fi, el programa 6ptimo en Matlab y el grafo de
interferencia entre enlaces, se pudo simular el comportamiento de los déficits y las colas de
una red particular Wi-Fi con infraestructura. Lo cual, permitié realizar un analisis de tales
comportamientos en la variacion de los parametros €, T' y w; del programa 6ptimo. A medida
que los valores del parametro € crecian, los déficits y las colas en la red se mantenian con
valores pequenos; ademas, cuando e decrecia los paquetes inelasticos tenian mas prioridad
en el servicio. En cuanto a la variacién del parametro T se pudo establecer que el tiempo
minimo para atender a todos los usuarios al menos una vez en una red Wi-Fi, estaba dado
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por el nimero maximo de usuarios que estan en el mismo canal de la red. Ademds, en los
tiempos menores al tiempo minimo los valores de la cola se hacen més pequenos que los
valores del déficit, y para tiempos mayores o iguales al tiempo minimo los déficits y las colas
se mantienen con los valores de los enlaces que estaban inactivos al inicio de cada frame.
En la variacion de w;, el comportamiento de las colas no dependen de esa variacion y se
mantienen estables debido al algoritmo controlador (3.1). En cambio, el déficit se hace mas
pequeno a medida que w; crece debido a que el programador (3.3) da més prioridad en el
servicio a los paquetes inelasticos que a los paquetes elasticos.

En el analisis del comportamiento de los déficits y las colas en la red Wi-Fi simulada, permi-
ti6 presentar algunas ventajas en la transmisién de datos del algoritmo programador frente al
protocolo CSMA /CA y a la funcién de coordinacién puntual PCF. Las ventajas presentadas
con el algoritmo programador en Wi-Fi son: no se dan colisiones de paquetes, puede dar
mayor prioridad al trafico ineldstico, puede presentarse como una propuesta de coordinacion
entre diferentes APs y puede garantizar la atenciéon a todos los usuarios en el servicio de
paquetes en determinados tiempos.
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