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Presentacion

El concepto de funcién es tal vez el mds importan en el Célculo. A partir de €1, se definen el limite, la
continuidad, la derivada, la integral de funciones, etc. Ademads, las funciones describen modelos en muchas
ramas de la ciencia, como la Fisica, la Economia, la Biologia, entre otras.

El estudio de las funciones, sus propiedades, graficas e interpretaciones, acordes con el contexto, permiten
describir un sin nimero de aplicaciones y solucionar una gran variedad de problemas de diversos tipos.

El médulo tiene los siguientes objetivos:
Objetivo general
Estudiar las funciones reales de variable real y algunas aplicaciones para la solucién de problemas.

Objetivos especificos

Caracterizar funciones desde lo gréfico, lo verbal y a partir de ecuaciones.

Encontrar el dominio y rango de funciones a partir de las ecuaciones y sus graficas.

Graficar funciones utilizando las reglas de traslacion, reflexion y cambios de escala.

Modelar con funciones problemas elementales.

Los conceptos expuestos y los ejercicios planteados permiten comprender conceptos fundamentales de las
funciones y sus graficas..

El tiempo estimado para la solucién del taller es de cuatro (4) horas.

En su estudio y solucion le deseamos muchos éxitos.



Universidad EAFIT Pedro Vicente Esteban Duarte

1. Funciones

El concepto de funcioén, tal y como se estudia actualmente, es reciente en la historia de la Matematical. Para
dar la definicién se requiri6 de la légica de predicados, del estudio de conjuntos y de las relaciones que se
dan entre ellos.

Definicion. Si A y B son dos conjuntos, una funcién f de A en B es una correspondencia (relacién) que
asigna a cada elemento x de A exactamente un elemento y de B. Una forma de representar una funcion es
como se ilustra a continuacion.

B

fi A —
x o y=f(x)

Observaciones. De acuerdo con la definicién de funcidn, hay que tener en cuenta los siguientes aspectos:

a. La expresion “una funcién f de A en B” indica que el conjunto de partida es A y el de llegada B.

b. La expresion “asigna a cada elemento x de A” hace referencia a que todos los elementos del conjunto A
estdn como primera componente en la relacién f.

c. Laexpresion “que asigna a cada elemento x de A exactamente un elemento y de B” indica que cada x de
A esta solamente una vez relacionado con un elemento y de B. En otras palabras, ningtn elemento de A
puede estar dos veces relacionado con elementos de B.

Ejemplo: SiA={1,2,3} y B=/{a, b, c, d} el siguiente conjunto de parejas ordenadas define una funcién
fdeAenB.

f=A{(1,a)(2,b) (3,¢)}

O Como

f: A — B
1 — a=f(Q1)
2 — b=f(2)
3 — c=f(3)

Como una tabla, se puede definir asi:

Thttp://astroseti.org/traducciones/historia-de-las-matematicas/historia-del-concepto-de-funcion/
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En donde x representa a cualquier elemento del conjunto A e y a cualquiera del conjunto B. Los elementos
de A se escriben en la primera fila (al lado izquierdo, si la tabla es vertical), y los de B en la segunda fila (al
lado derecho, si la tabla es vertical).

En un plano cartesiano:

[ T o X
—~
»
S
~—

Los elementos de A se escriben abajo en el eje horizontal y los de B a la izquierda en el eje vertical.

Las parejas ordenadas, en el plano cartesiano, se pueden representar como puntos, obteniendo la misma
lectura que en el diagrama anterior, como se muestra a continuacion:

| o X
°

También, se pueden representar en un diagrama sagital:

Para la funcién f, cada par de elementos que estdn relacionados se escribe de cualquiera de las siguientes
formas:
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(1,a) € f esdecir a= f(1)
(2,b) € f esdecir b= f(2)
(3,c) € f esdecir c= f(3)

Observaciones y ejercicios. Para la funcién f definida anteriormente, se tiene:

a. Todos los elementos del conjunto A estdn relacionados una sola vez, con un elemento del conjunto B.
b. En el conjunto B hay elementos que no estdn en la relacion.
c. En general, si (x,y) € f es decir, y = f(x), se lee como: f transforma a x en y.

d. Con un mismo par de conjuntos se puede definir muchas funciones diferentes. Como ejemplo de ello, se
tienen las funciones g y & que se muestran a continuacion.

e. Escriba las funciones g y /& anteriores como un conjunto de parejas ordenadas, en forma tabular y en el
plano cartesiano.

f. Compruebe que las funciones f, g y 4 son subconjuntos del producto cartesiano A X B.

g. Explique porqué cada uno de los siguientes diagramas sagitales no representa a una funcion.

A— —B

’/
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Una funcién se puede ver como una “maquina” que efectiia un proceso de transformacién, en la que los
insumos que se le suministran son los elementos x € A y los productos son los elementos y € B, denotados

por f(x), como se puede observar en la siguiente figura:

S
X

~
—~
Na?

:

Ejercicio

SiA={q,wr}yB={xy2h}ys={(qh), wz), (rnx)} s
es una funcién de A en B.

a. Verdadero, puesto que todos elementos de A estan relaciona-
dos una sola vez con los de B.

b. Falso, s es una funcion de B en A.

Ejercicio

SiA= {% W, r} yB: {X, Yz, h} Yu= {(X7Q)7 (va>7 (Z,F)},GS
una funcion de B en A.

a. Verdadero, puesto que todos elementos de B estin relaciona-
dos una sola vez con los de A.

b. Falso, u no es una funcién de B en A, puesto que el elemento
h de B no esta en la relacion.

1.1. Dominio, rango y grafico de una funcion

Una funcién estd compuesta por tres partes, a saber: dominio, rango y grafico. Si f es una funcién de A en

B se tiene que:

Dominio. Es el conjunto A (conjunto de partida) y estd dado por Dy = {x/y = f(x)}, por lo tanto se tiene

que Dy =A.
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Para la funcién f = {(1,a) (2,b) (3,¢c)}, se tiene que Dy = A = {1, 3, 3}. En otras palabras, todos los
elementos que son la primera componente de las parejas ordenadas que pertenecen a la funcion.

Rango. Es un subconjunto del conjunto B (conjunto de llegada) y estd dado por Ry = {y/y = f(x)}. Al
rango de la funcién f, también se le llama el conjunto de imagenes de f. Estd formado por todos los
elementos del conjunto de llegada que son imagenes de alguno de los elementos de A.

Para la funcion f = {(1,a)(2,b) (3,c)}, se tiene que Ry = {a, b, c}, en otras palabras, todos los
elementos que son la segunda componente de las parejas ordenadas que pertenecen a la funcién.

Note que en la definicion de la funcién f el conjunto de llegada es B = {a, b, ¢, d}, por lo tanto
R FC B.

Grafico. El grifico de una funcién f estd dado por el conjunto de parejas (x,y) que pertenecen a la funcién
((x,y) € f). En general, el grifico de la funcién f se representa por y = f(x). El grifico es la figura
que se obtiene al graficar todos los puntos que estan en la funcién en el plano cartesiano.

Para la funcién f el grafico es el siguiente:

d

c °
b °
ale

fl11 2 3

Ejercicios: Resuelva cada uno de los siguientes ejercicios.

a. Determine D,, Dy, Ry, Ry, de las funciones g y & definidas en la pagina 4.

b. Paralos conjuntos P={Vv, [0, £, &, &}y H={0,k, ¥, &, V, A, %}, defina tres funciones de P en H
y determine su dominio, rango y grafico.

Ejercicio

El dominio de la funcién 7(x) = /1 —x, es

a. D; = (1,00)

b. D; = (—oo, 1]
c. Dy = (—o0,00)
d. Dy =[—oo,1)
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Ejercicio

Una funcién g se puede definir en el mismo conjunto A, es decir
g puede ser una funcién de A en A.

a. Falso, para poder definir una funcién se necesitan dos con-
juntos diferentes.

b. Falso, una funcién no puede ir de A en A.

c. Verdadero, una funcién puede definirse de A en A, para ello
debe cumplir la definicién de funcién.

d. Verdadero, desde que sea una relacion, una funcién se puede
definir de A en A.

1.2. Funciones reales de variable real

En el estudio del Calculo se trabajan funciones de reales de variable real. Es decir, funciones en las que el
dominio y rango son el conjunto de los nimeros reales (R) o subconjuntos de él. Las funciones reales de
variable real, generalmente se definen por su férmula, es decir por y = f(x).

Ejemplo: Para la funcién y = —/x determine su dominio, rango y realice su grafica en el plano cartesiano.
Encuentre varios puntos de la funcién dada.

Solucién: El dominio y el rango de una funcién real de variable real se puede leer a partir de la grafica
de ella. Para realizar la grafica, se pueden utilizar Asistentes Matematicos como GeoGebra ®), Applets en
internet u otros paquetes que permiten realizarla.

A partir de la gréfica de una funcién y = f(x), el dominio se obtiene como la proyeccion de la grafica sobre
el eje X. Para el ejemplo, podemos verificar que el dominio de f es el intervalo [0, ), de donde D s = [0, ).

A partir de la gréfica de una funcion y = f(x), el rango se obtiene como la proyeccion de la gréfica sobre el
eje Y. Para el ejemplo, podemos verificar que el rango de f es el intervalo (—oo,0], de donde Ry = (—oo,0].

7
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Note que el grafico de la funcién es un subconjunto del producto cartesiano de R x R, que en muchos textos
se escribe como R?.

Observacion: El dominio de una funcién, para la que su grafica esté representada en el plano cartesiano,
se lee en el eje X de izquierda a derecha. El rango, se lee en el eje Y de abajo hacia arriba.

Otra forma de encontrar el dominio de una funcidn es analiticamente, analizando la forma como esta defi-
nida la funcion.

Para la funcién y = f(x) = —4/x, se tiene que la raiz es par, por lo tanto, no puede tomar valores negativos,
es decir x > 0, estd desigualdad define el intervalo [0, ), por lo tanto D s = [0, 00).

Una tabla, para algunos valores de la funcién f(x) = —4/x, se presenta continuacion:

X Evaluacion f(x)

N
<
—~
N
~—
I
I

H

(9]

=

—

2

I

I
S -

(9]

|

-

[\®]

N

Evaluacion de funciones. Al evaluar una funcién f hay que tener en cuenta que los puntos que define son
un subconjunto del producto cartesiano de R x R (f C R x R). La siguiente gréfica ilustra esta situacion.

Y f
b #G b)=(a f(@)

o —-—=
>

Ejemplo
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Para la funcién y = g(x) = v/x2 — 4 encuentre analiticamente su dominio. Luego realice la grifica de la
funcién y encuentre el rango.

Solucion

La funcién g es una raiz de ndice par (4), por lo tanto, el argumento debe ser positivo, es decir x> —4 > 0.
Por lo tanto hay que resolver esta inecuacion.

XX —4>0
(x—2)(x+2)>0

Dedondex—2>0 6 x+4+22>0; x>2 6 x> —2,estos valores se pueden representar en la recta
real, de la siguiente manera:

Al tomar valores de prueba en cada uno de los subintervalos definidos en la recta real, se tiene que:

Para (—eo,—2), si tomamos x = —4, se tiene que (—4 — 1)(—4+ 1) > 0, por lo tanto, en este intervalo el
argumento de la funcidn es positivo.

Para (—2,2), si tomamos x = 0, se tiene que (0—1)(0+ 1) < 0, por lo tanto, en este intervalo el argumento
de la funcién es negativo.

Para (2,00), si tomamos x = 3, se tiene que (3 —1)(3+1) > 0, por lo tanto, en este intervalo el argumento
de la funcion es positivo.

Al marcar, en la recta real, cada uno de estos intervalos como positivos 0 negativos, se tiene:

—- - - - - -

o
\oX ]
S

Se puede leer facilmente el dominio de la funcién. En este caso, sélo interesan los intervalos en los que los
valores no son negativos, es decir Dy = (—oo, —2] U [2,00) = R — (—2,2). Note que los valores x = -2y
x = 2 estan en el dominio de la funcion.

La gréfica de la funcién y = f(x) = V/x2 — 4 se presenta en la siguiente figura:
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Note que al leer el dominio de la funcidn de la gréfica, se obtienen los mismo intervalos que los encontrados
analiticamente.

El rango de la funcién estd dado por R = [0,0) que es la proyeccion de la gréfica sobre el eje Y.

Ejemplo

Encuentre el dominio de la funcién y = g(x) = Sk
x J—

Solucion

Note que la funcién g es —, la funcién f dada en el ejemplo anterior. En los nimeros reales la divisién por

ceros (0) no estd definida, por lo tanto, ademds, del andlisis realizado para f hay que sacar los valores de x

que hacen cero el denominador. Es decir x = —2 y x = 2, por lo tanto la gréfica en la recta real es:
+ + - - =+ +
2 2 R

Por lo tanto el dominio de la funcién g estd dado por Dy = (—oco, =2) U (2,00) = R —[-2,2].

Compare las similitudes y diferencias entre el Dy el Dy,

10
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Ejercicio

El dominio de la funcién #(x) = v/x— 1, es

a. Dy = (~o0,9)

b. Dp=R—[4,3]
c. Dp=R—-{-3,4}
d Dy=R—{-4,3}

a. Dy =(1,00)

b. D; =1,)

c. Dy = (—o0,00)

d. Dy =[—eo,1)

Ejercicio

El dominio de la funcién g(x) = ll—x’ es

a. Dy =(1,00)

b. D,y =[1,00)

¢. Dy = (—o0,)

d. Dy =(—0o,1)

Ejercicio

El dominio de la funcién h(x) = 2;, es
xc4+x—12

1.3. Reglas basicas de transformacion de funciones

Si se conoce la gréfica de una funcién y = f(x) y k es una constante positiva, se puede obtener la grifica
otras funciones al sumarle, restarle o multiplicando f o x en la funcién conocida.

Para los ejemplos que siguen, la funcién conocida serd f(x) = /x, cuya gréfica es:

11
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1.3.1. Desplazamiento vertical

Si se conoce y = f(x) y k > 0 es una constante, entonces:

a. f(x)+k estd k unidades arriba de la gréfica de f.
b. f(x) —k estd k unidades abajo de la grifica de f.

Note que se le estd sumando o restando a toda la funcién.
Ejemplos

Para k = 1, analice las graficas de f(x) = /x+1y f(x) = /x— 1.
Solucién

Las graficas de las dos funciones pedidas se muestran a continuacién. Note que f(x) = y/x+ 1 estd despla-
zada una unidad hacia arriba de la gréfica de f(x) = /xy f(x) = v/x — 1 una unidad hacia abajo, como se
muestra a continuacion.

fx) =vx+1 fx) =vx—1

y y

12
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1.3.2. Desplazamiento horizontal

Si se conoce y = f(x) y k > 0 es una constante, entonces:

a. f(x+k) estd k unidades izquierda de la gréfica de f.

b. f(x—k) estd k unidades derecha de la grifica de f.

Note que se le estd sumando o restando a la variable x.

Ejemplos

Para k = 1, analice las gréficas de f(x) = vVx+ 1y f(x) = vx— 1.
Solucién

Las gréficas de las dos funciones pedidas se muestran a continuacién. Note que f(x) = v/x+ 1 esta des-
plazada una unidad hacia izquierda de la grafica de f(x) = y/xy f(x) = v/x — 1 una unidad hacia derecha,
como se muestra a continuacion.

f) =vx+1 fx) =vx—1

y y

1.3.3. Reflexion

Si se conoce y = f(x) y k > 0 es una constante, entonces:

a. —f(x) es una reflexion sobre el eje X de la gréfica de f.
b. f(—x) es una reflexion sobre el eje Y de la gréfica de f.

c. —f(—x) es una reflexién con respecto al origen de la grifica de f.

13
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Note que se le estd sumando o restando a la variable x.

Ejemplos

Para k = 1, analice las grdficas de f(x) = vx+1y f(x) = vx— 1.
Solucion

Las graficas de las dos funciones pedidas se muestran a continuacion. Note que f(x) = —/x es la reflexién
sobre el eje X de la grafica de f(x) = /xy f(x) = v/—x es su reflexi6n sobre el eje Y.

fx) =—vx fx)=vx

y y

gf: [0700) ‘er: (_°°’O] gf: (_°°70] jQf: [0700)

1.3.4. Cambios de escala

Si se conoce y = f(x) y k > 0 es una constante, entonces:

a. kf(x) es un cambio en la escala vertical de f.

b. f(kx) es un cambio en la escala horizontal de f.

Note que se estd multiplicando la variable x en el argumento de la funcion.
Ejemplos
Si k=2, grafique f(x) =2/xy f(x)

Solucion

SV

1Vx

Las grificas de las dos funciones pedidas se muestran a continuacién. Note que f(x) = 2y/xy f(x)
cambian la escala vertical de la gréfica de f(x) = /x.

Ejemplos

14
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f0)=2y7 @)=y
y y
Wy
0 X (0] X

®f = [Ovoo) :Rf = [07°°) Df = [07°°) jQf = [ano)

Si k =2, grafique f(x) = vV2xy f(x) = \/;

Solucion

Las gréficas de las dos funciones pedidas se muestran a continuacién. Note que f(x) = v2xy f(x) = 4/ %x

cambian la escala horizontal de la gréifica de f(x) = \/x.

f(x) = VX )= /7%
y y
_—
/ —T |
o X Y X

®f = [Ovoo) :Rf = [07°°) Df = [07°°) jQf = [ano)

1.4. Graficas de funciones basicas

En las siguientes figuras se encuentran las gréficas de algunas de las funciones que son mds usuales en el

Célculo. A partir de sus gréficas se pueden realizar rapidamente muchas otras.

Ejemplos

15
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fl = fl) =+
y i ]
/
\ / /

/

/

I

Di=R Ry =[0,%) D;=R  Ry=R
f =1 =5
y )

Dy =R—{0} Ry =R—{0} Dy=R—{0} Ry=(0,)

f(x) = sen(x) £(x) = cos(x)

A

N \
\/'/ G NS

Df=R  Ry=[-11]  D;=R Rp=[1,1]

16
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<
—
<

f(x) = tan(x) flx)=Jx
y y
/ —T |
/ X 0, X
[ I
Dy =(-157,1.57) Ry =R Df=R R; =R

17
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Teniendo en cuenta el listado de las funciones basicas y las reglas de transformacion de funciones, grafique:

flx)=—(x+2)*+1

La funcién bdsica es g(x) = x2, el signo menos de la funcién f(x) = —(x+2)? + 1, estd diciendo que la
grifica de f es una reflexion sobre el eje X de la de g.

El niimero 2 al interior del paréntesis de f(x) = —(x+2)% + 1, indica que la grifica de f estd desplazada
dos unidades sobre el eje X a la izquierda de la de g.

El niimero 1, por fuera de f(x) = —(x+2)?>+1, indica que la gréfica de f estd desplazada una unidad
arriba del eje Y en relacion de la de g. Por lo tanto la gréfica de f es:

fx)=—(x+2)>+1
y

/ \

Df:R JQf:(_oovl)

Teniendo en cuenta el listado de las funciones basicas y las reglas de transformacién de funciones, grafique:

flr)=(x=2)~1

La funcién basica es g(x) = x>, el niimero —2 al interior del paréntesis de f(x) = (x-2)* — 1, indica que la
grafica de f estd desplazada dos unidades a la derecha sobre el eje X de la de g.

El niimero — 1, por fuera de f(x) = (x—2)3 -1, indica que la grifica de f estd desplazada una unidad hacia
abajo del eje Y en relacion de la de g. Por lo tanto la gréfica de f es:

18



Universidad EAFIT Pedro Vicente Esteban Duarte

Ejercicio

Para graficar la funcién h(x) = —y/x— 1 + 1, se tiene en cuenta
que

a. La funcién bésica es f(x) = \/x, de la que h(x) es una refle-
xion sobre el eje X, estd desplazada una unidad a la derecha
sobre el eje X y una unidad hacia arriba en el eje Y.

b. La funcién bdsica es f(x) = /x, de la que h(x) es una refle-
xi6n sobre el eje Y, estd desplazada dos unidades a la derecha
sobre el eje X y una unidad hacia arriba en el eje Y.

c. La funcién bésica es f(x) = 1/x, de la que h(x) es una refle-
xi6n sobre el eje X, estd desplazada dos unidades a la izquier-
da sobre el eje X y una unidad hacia arriba en el eje Y.

d. La funcién bdsica es f(x) = 1/x, de la que h(x) es una refle-
xi6n sobre el eje X, estd desplazada dos unidades a la derecha
sobre el eje X y una unidad hacia abajo en el eje Y.

19
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Ejercicio

Para gréficar la funcién h(x) = /—x+2 — 1, se tiene en cuenta
que

a. La funcién bdsica es f(x) = y/x, de la que h(x) es una refle-
xi6n sobre el eje X, estd desplazada una unidades a la derecha
sobre el eje X y una unidad hacia arriba en el eje Y.

b. La funcidn bdsica es f(x) = 1/x, de la que A(x) es una refle-
xion sobre el eje Y, estd desplazada dos unidades a la derecha
sobre el eje X y una unidad hacia abajo en el eje Y.

c. La funcién bésica es f(x) = \/x, de la que h(x) es una refle-
xion sobre el eje X, estd desplazada dos unidades a la izquier-
da sobre el eje X y una unidad hacia arriba en el eje Y.

d. La funcidn bdsica es f(x) = 1/x, de la que A(x) es una refle-
xi6n sobre el eje X, estd desplazada dos unidades a la derecha
sobre el eje X y una unidad hacia abajo en el eje Y.

Ejercicio
Para graficar la funcion h(x) = —e™™, se tiene en cuenta que

a. La funcién bdsica es f(x) = In(x), de la que A(x) es una re-
flexion sobre el eje Y y no estd desplazada en ninguno de los
dos ejes.

b. La funcidn bdsicaes f(x) = e¥, de la que h(x) es una reflexién
sobre el eje X.

c. Lafuncidn basicaes f(x) = €*, de la que i(x) es una reflexién
sobre el eje X y una reflexion sobre el eje Y.

d. La funcién h(x) es la misma de f(x) = ¢*.

1.5. Funciones pares e impares

En el estudio y caracterizacion de las funciones, existen algunas que cumplen propiedades que facilitan su

estudio.

Funcién par.

Una funcién y = f(x) es par si se cumple que f(—x) = f(x).
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Como ejemplo tenemos la funcién y = f(x) = x>. Al aplicarle el criterio para las funciones pares se tiene
que f(—x) = (—x)? = x?> = f(x). Comprobando que f(x) = x? es par. En general, todas las funciones de la
forma g(x) = x*", n € N con pares. La grifica de f(x) = x* es la siguiente:

y

En general, cuando una funcién es par, su gréifica es simétrica con respecto al eje Y.

Funcion impar. Una funcién y = f(x) es impar si se cumple que f(—x) = —f(x).

Como ejemplo tenemos la funcién y = f(x) = x>. Al aplicarle el criterio para las funciones impares se tiene
que f(—x) = (—x)? = —x® = — f(x). Comprobando que f(x) = x> es impar. En general, todas las funciones
de la forma g(x) = x*"*1, n € N son impares. La grifica de f(x) = x> es la siguiente:

y

|
/
/

En general, cuando una funcién es impar, su gréfica es simétrica con respecto al origen.

Funciones que no son pares o no son impares Existen funciones y = f(x) que no son pares ni impares.
Como ejemplo tenemos la funcién y = f(x) = x>+ x> + 1. Al aplicarle el criterio para las funciones impares
se tiene que f(—x) = (—x)?+ (—x)? +1=x?> —x* + 1, de donde no se puede factorizar el signo menos (—)

para comprobar que f(—x) = — f(x). Por lo tanto la funcién no es impar.

Compruebe que la funcién dada no es par.
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La gréfica se presenta a continuacion.

Ejercicio

La funcién f(x) = x* +x° es

a. Par, puesto que cumple que f(—x) = f(x)

b. Impar, puesto que cumple que f(—x) = —f(x)

c. No es par ni impar.

Ejercicio

La funcién f(x) = x* +x0 +x+mes

a. Par, puesto que cumple que f(—x) = f(x)

b. Impar, puesto que cumple que f(—x) = —f(x)

c. No es par ni impar.

Ejercicio

La funcién f(x) = x> +x° es

a. Par, puesto que cumple que f(—x) = f(x)

b. Impar, puesto que cumple que f(—x) = —f(x)

c. No es par ni impar.
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Ejercicio

La funcién f(x) = x> 4+ x> +2 es

a. Par, puesto que cumple que f(—x) = f(x)

b. Impar, puesto que cumple que f(—x) = —f(x)

c. No es par ni impar.

1.6. Ciriterio de la recta vertical para funciones

Para saber si una grafica en el plano cartesiano corresponde a una funcién, en muchas ocasiones resulta util
trazar una recta paralela al eje Y. Si alguna recta vertical corta a la grafica en més de un punto, se concluye
que no es funcion. Observe los siguientes ejemplos:

Funcion No es funcion

y / y

/
/ (1)
)

Observe que en la gréifica de la izquierda, en cualquier parte del eje X en la que se trace la recta vertical,
estas solamente corta a la grafica en un solo punto. No sucede lo mismo con la grifica de la derecha. Al
desplazar la recta vertical en el intervalo (—3,—1), esta corta a la gréfica (elipse) en dos puntos.

Con este criterio hay que tener cuidado, pues en muchas ocasiones “parece” que la recta vertical cruza la
gréifica en un solo punto, pero esto no resulta ser cierto. En muchos casos, si se tiene la gréifica realizada por
un asistente matematico, conviene hacer “zoom” alrededor de la parte en la que se tengan dudas.

1.7. Funciones por tramos

En muchas aplicaciones el dominio de una funcién se parte en subintervalos y para cada uno de ellos la
gréfica es diferente. En general, una funcion por tramos se define de la siguiente manera:
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filx) six<a
fx)=4q foalx) sia<x<b

S1(x) f2(x)

@
o Q

Al realizar la gréfica de una funcion por tramos, en cada subintervalo se representa la parte de la funcién
correspondiente.

Ejemplo

—x24+1 si—2<x<1

Grafique en el plano cartesiano la funcion f(x) =
4 P ) {x sil<x<3

Encuentre su dominio, su rangoy f(—2), f(0), f(1)y (2).

La grafica esta dada por:

El dominio de la funcién estd dado por los intervalos que definen cada una de las ramas de la misma, en
este caso D =[-2,1)U[1,3) =[-2,3).

El rango, estd dado por las alturas para las que hay grifica, en este caso Ry = [—3,3).

Para evaluar la funcién en los valores pedidos, hay que tener en cuenta en qué intervalo se encuentra el valor
dado en x.

Para x = —2, —2 € [-2,1) y la rama de la funcién definida ahi es —xr 4+ 1, por lo tanto
f(=2) = —(=2)?>+1=—441 = —3, como se puede verificar en la grifica.
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Para x = 0,0 € [~2,1) y la rama de la funcién definida ahi es —x? + 1, por lo tanto f(0) = —(0)>+1 =
0+ 1 =2, como se puede verificar en la gréfica.

Parax =1, 1 € [1,3) y la rama de la funcién definida ahf es x, por lo tanto f(1) = (1) = 1, como se puede
verificar en la gréfica.

Note que x = 4 no tiene imagen, en otras palabras f(4) no existe, pues 4 ¢ D.

Ejercicio: Relacione cada una de las siguientes funciones con su grafica.

(

—x si—4<x<l1 —x+1 si—-5<x<2
fx) = g(x) =

X si2<x<4 x—1 si2<x<5

2

2 si—-3<x<0 —sen(x) si—5<x<0
h(x) = 1(x) =

x sil<x<4 cos(x)+1 si2<x<5

\

Para cada una de las funciones definidas en la pagina 25, determine su dominio y su rango. Ademas, si
es posible, evalielas en x = —2, x =0, x = 1 y x = 3. En los casos, en los que no sea posible evaluarlas,
explicar el porqué.

1.8. Operaciones con funciones

Las funciones reales de variable real, se pueden sumar, restar, multiplicar, elevar a una potencia, entre otras
operaciones.

Si f(x) y g(x) son dos funciones reales de variable real:
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N y 1 y ]

La sumaes f(x)+ g(x).
Laresta f(x) — g(x).

La multiplicacién f(x)g(x).

La divisién @, siempre que g(x) # 0.

g(x

El dominio de la suma, la resta, la multiplicacién de funciones estd dado por la interseccién de los dominios
de cada una de las funciones. Para la divisioén hay que tener en cuenta que ademds de la interseccion de los
dominios hay que verificar si hay divisiones por cero (0)

Al operar con funciones lo que se esta haciendo es realizar operaciones con las imdgenes de las mismas.
Ejemplos

Para f(x) =x> —2x+1yg(x) =x+1

a. Encuentre f(x) +g(x) y Dyrig
Solucién
f)+gx) = —2x+ D) +x+1=x>—x+2
ElD; =R, D, =R, porlotanto Dy, =DsNDy, =RNR =R
Note que f(—1) =4, g(—1)=0y f(—1)+g(—1) =4+ 0 =4, como se puede verificar en las graficas
anteriores.
b. Encuentre f(x) —g(x) y Dy,
Solucion
flx)—gx)=(x?*=2x+1)—(x+1) =x* —3x
ElDy=R, D, =R, porlotanto Dy =DsND, =RNR =R
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y y
\ /
(¥ X Y X
flx)=x*>—2x+1 glx)=x+1
y
0 X

f(x) +g(x) =" —x+2

y
\ /
\ /

fx) —glx) =x* = 3x
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Note que f(—1)=4,g(—1)=0y f(—1)—g(—1) =4 —0 =4, como se puede verificar en las gréficas
anteriores.
c. Encuentre f(x)g(x)y Dy,
Solucién
fx)gx) =2 =2x+1)(x+1)=x>—x2 —x+1
ElDs=R, D, =R, porlotanto Dre =DsND, =RNR =R
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/
/
[
l
f(x)gx) =x3 —x* —x+1

Note que f(—1) =4, g(—1)=0y f(—1)g(—1) = (4)(0) = 0, como se puede verificar en las graficas

anteriores.

)

d. Encuentre —y Dy
glx) "~ %

Solucién

flx)  x*—2x+1

glx)  x+1

El Dy =R, Dy =R, por lo tanto Dy = DyNDy,—{—-1} = RNR - {1} =R — {—1}. Al realizar
la division, el cociente entre las dos féimciones no puede tomar el valor x = —1 y por lo tanto hay que
sacarlo de su dominio.
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y
1
o X
y \
s
@ X2 —2x+1
glx) = x4l
Note que para x = —1, no existe grafico, pues la divisién de f con g no estd definida para ese valor.

Ejercicio

Para f(x) = x> —x+ 12 y g(x) = x + 3, se tiene que f(x) — g(x)
y f(2) — g(2), respectivamente, son

a x> —2x—12,12
b. X2 —2x—12,—12
c. x*—2x+9,9

d x*+2x+9,9

Ejercicio

Para f(x) =x+3 y g(x) = x—3, se tiene que f(x)g(x) y
f(2)g(2), respectivamente, son

a. —x2—9,5
b. —x2—9, -5

c. 49,5

d x*—9,-5
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Ejercicio

)

Para f(x) = x> —x— 12y g(x) = x+ 3, se tiene que 200) para
g(x
f2)

X # —3 y —==, respectivamente, son

g(2)
a. x+4, -2
b. x—4, -2

c. x—4,2

d. x+3,3

1.9. Composicion de funciones

Si fy g son dos funciones, la composicion (la compuesta) de f con g estd dada por (fog)(x) = f(g(x)).
El dominio de (f o g)(x) estd dado por el conjunto de todas las x del dominio de g tales que g(x) este en el
dominio de f.

Graficamente (fog)(x) = f(g(x)) se representa de la siguiente manera:

g f

A— —B— —C

@ ) e f(g(x))
)(x)

g(x
\/
(fog)(x

La composicién de funciones (f o g)(x), también se lee, primero g luego f, indicando que en primer lugar
se evalda la funcién g en el valor x y luego f en el valor g(x) como se aprecia en el grifico anterior.

Ejemplos
X 1
a. Para f(x) = T y g(x) = o encuentre (go f)(1), (fog)(1) y Deos.
Solucion:
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Para facilitar el proceso, se calcula primero f(1) = 17 = 5y g(l)=1=1

(gof><1>:g<f<1>>:g(1) _1,

(fog)()=f(s(1)=f(1)=—F=75
Note que, en general, (go f)(x) # (f og)(x). Compruébelo con las mismas funciones anteriores para
x=72.
Para encontrar D, ¢, se encuentra primero el Dy y el D,.
Dy =R —{—1}, puesto que si x = —1, f(—1) no existe, hay una divisién por cero.
Dy =R — {0}, puesto que six = 0, g(0) no existe, hay una divisién por cero.

Dyog =R —{—1,0}. Observe que 0 ¢ Dy, por lo tanto no estd en el D s,q. Al realizar la composicién
(fog)(x) se puede observar que x = —1 no estd en el dominio de Ds.,, como se puede observar a
continuacion.

1
x p—
l+x  x(x+1) x+1

o) =) =1 (1) = 1

Para encontrar una férmula para f(g
las x de f por g(x), como se realiz6

~

x)), se escribe a g(x) como argumento de f y luego se reemplazan
nteriormente.

[

b. Encuentre una férmula para g(f(x)), Deor, 8(f(2)) y g(f(=3)).
Solucién:

Para encontrar g(f(x)), se reemplaza a f(x) en el argumento de g y luego se reemplaza x en g.

B X I T _x+1
g<f<x))_g<x—i—l)_ X - x ,pOI'lOtEll’ltOg(f(X))— X .
x+1
Dgor =R —{—1,0}, observe que —1 ¢ Dy yx=0noestdenel Dyoy.
2+1 3
2 = — = —
sr@) =201 =3
—-34+1 =2
—_ g :—:—1
Q)= =2

c. Realice las gréficas de f(x), g(x), f(g(x)) y g(f(x)).
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Ejercio. En la siguiente gréfica se encuentra la funciones f y g. Encuentre f(g(2)), g(f(-2)) y

Dtgw)-

y

f
0 X
8

Solucién:
g(2)=-3, f(—=3) =0, por lo tanto f(g(2)) =0
f(=2) =1, g(1) = —4, por lo tanto g(f(—2)) = —4
Diex)) =D = = [—2,4], note que las imagenes de g estan en el dominio de f.

Ejercicio

Para f(x) = x> —x+ 12y g(x) =x+3, f(g(x)) es
a. x> +5x2+18

b. X’ +5x—18

c. x> +5x+18

d. x> —5x+18
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Ejercicio

Para f(x) = x> —x+ 12y g(x) =x+3, g(f(x)) es
a. x2+x+15

b. x> —x+15

c. x> +5x+18

d. x> +5x+18
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