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RESUMEN

Los sistemas de Logica Diagonal deben restringir la validez de
la regla de modus ponens para poder soportar una forma
abstracta de la paradoja de Russell. En este trabajo se presenta
la construccion de una jerarquia de sistemas de Légica Diagonal,
en la cual diferentes formas de modus ponens son estudiadas.

ANTECEDENTES

Bertrand Russell, al iniciar este siglo, detectd (Kleene, 1974)
que la clase R = { x: =(xex) } no es un conjunto, ya que de
serlo se tendria la contradiccion légica: Re R < —(ReR). Este
hecho es conocido como la Paradoja de Russell.

Haskell Curry probo (Hindley, 1972) que cualquier teoria de
conjuntos que incluya el axioma de construccion irrestricta de
conjuntos, Izvx( xez « F(x) ) (donde F(x) es una férmula en
la cual z no ocurre libre para x), es trivial si su ldgica de base
contiene las reglas de modus ponens: A, A=B B, y contraccion:
A=>(A=>B) FA=>B (ademés de las reglas de especificacion
usuales para los cuantificadores V, 3 y simplificacion para <).
Este hecho es conocido como la Paradoja de Curry. A conti-
nuacion se presenta la prueba:

FzVX(xeZ © (Xxex=>A))
Vx( xeR & (xex=A))
ReR & (ReR=A)

ReR = (ReR=A)
(ReR=A) = ReR

Construccion de conjuntos
Especificacion 3 en 1
Especificacion V en 2
Simplificacién <> en 3
Simplificacion < en 3

oW =
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6. ReR=>A Contraccion en 4
7. ReR Modus ponens entre 5y 6
8. A Modus ponens entre 6 y 7

La negacion puede ser definida por -A = A=0, donde 0 es una
formula tal que OFB para toda férmula B (O representa la
falsedad); si en la prueba anterior se hace A=0, entonces el
paso 3 seria ReR & —=(ReR). Por lo tanto, una teoria de
conjuntos que demuestre la paradoja de Russell con una l6gica
de base que incluya simplificacion para <>, modus ponens y
contraccion es trivial.

Bertrand Russell, al iniciar este siglo, detectd
que la clase R= {x: —(xex) } no es un
conjunto, ya que de serlo se tendria
la contradiccion logica: ReR < —(ReR). Este
hecho es conocido como la Paradoja de Russell.

Georg Cantor probd (Curry, 1977) que A < P(A): existe una
funcion inyectiva pero no una funcién biyectiva entre un conjunto
dado y el conjunto de sus subconjuntos. Puesto que existe una
biyeccion entre P(A) y 24 (el conjunto de funciones de A en 2,
donde 2 es un conjunto con 2 elementos), se tiene un enunciado
equivalente: A < 2*. Los enunciados anteriores son conocidos
como el Teorema de Cantor.
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F. W. Lawvere prob6 [Maclane, 1992) que dados objetos Ay B
en una categoria cartesiana cerrada, si existe una flecha
g:B->B sin puntos fijos entonces no existe una flecha
t:A->B" 1-sabre (al interior de una categoria cartesiana cerrada
C, con objeto terminal 1, se dice que una flecha f.A->B
de C es 1-sobre si para toda flecha y:1->B de C existe una flecha
x1>A de C tal que fx=y). Esto en conjuntos dice: si
existe una funcion g:B->B sin puntos fijos entonces no
existe una funcion f:A->B* sobre; para el caso particular B=2,
se tiene el teorema de Cantor: A < 2*. Este enunciado es
conocido como el Teorema de Lawvere.

La Teoria de Combinadores fue inicialmente introducida por M.
Schénfinkel en 1920 (Hindley, 1972) y fue redescubierta
independientemente por Curry, quien es responsable de la
mayor parte de su desarrolio. Una de las ideas centrales en la
Teoria de Combinadores es la de estudiar el concepto abstracto
de operacién como una base para la matemadtica. En |a Teoria de
Combinadores se considera un conjunto de simbolos primarios,
llamados atomos, entre los cuales se distinguen las variables,
denotadas x, y, z....; y las constantes |, K, S. A partir de los dtomos
se construye el conjunto de términos asi: si X es dtomo y Y, Z
son términos entonces X y YZ son términos. Se establece una
relacion transitiva enire términos, denotada =, que ademas se
preserva bajo concatenacion y es regida por los siguientes 4
axiomas;

k=x, Kxy=x, Sxyz=xz(yz), x=x

Se omite asociatividad a la izquierda, es decir, abc es (ab)c; las
variables que aparecen a continuacién de las constantes se
flaman argumentos; combinaciones de las constantes dan origen

a los combinadores:

B = S(KS)K, W =SS(KI), P =WS(BWB).

El comportamiento de estos combinadores, respecto a la
relacion = es:

Bxyz = x(yz), Wxy = xyy, Pn = n(Pn).

Se tiene entonces un combinador (operador) de punto fijo
P: todo operador n de un argumento tiene a Pn como punto
fijo.

Ei Calculo Secuencial Clasico, es la mds bella ilustracion de las
simetrias de la I8gica. Las ideas y un desarrollo muy completo
se deben a Gentzen [Gentzen, 1969]. Un secuente es una
expresién de la forma A F B donde A y B son sucesiones
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ordenadas y finitas (posiblemente vacias) de formuias
a1,a2,.., an ¥y bt,b2.., bm. La interpretacion intuitiva de
AFB es que la conjuncion de los aj implica la disyuncion de los
bj. En particular: si A es vacio, el secuente asegura la disyuncion
de los bj; si B es vacio, el secuente asegura la negacion de la
conjuncién de las aj; si Ay B son vacios, el secuente asegura
una contradiccion. El Calculo Secuencial Clasico esta gobernado
por 3 reglas estructurales, que son las mds importantes del
calculo, ya que sin especificar conectivos, queda determinado
buena parte de su comportamiento. Estas reglas son obvias
desde el punto de vista denotacional.

La Teoria de Combinadores fue inicialmente
introducida por M. Schonfinkel en 1920 y fue
redescubierta independientemente por Curry,
quien es responsable de la mayor parte de su
desarrollo. Una de las ideas centrales en
la Teoria de Combinadores es el de estudiar el
concepto abstracto de operacién como una base
para la matematica.

Las reglas de intercambio, expresan de alguna manera fa

conmutatividad de la légica.
AabBFC
A baBLC

CHAaDbB.
CLADb 3B

Las reglas de debilitamiento, expresan la suficiencia de
deducciones con premisas adicionales o conclusiones
debilitadas.

CHAB.
CLACB

Las reglas de contraccion, expresan la idempotencia de la

conjuncién y de la disyuncidn.
AccBEC
AcBFC

CFA ccB.
CtA B

El Célculo Secuencial Clasico que es simétrico y no constructivo
puede ser alterado de dos maneras: restringiendo los secuentes
o restringiendo las reglas. Cuando los secuentes son de la forma
Ak ad Al conaformula, se obtiene la I6gica intuicionista de
Brouwer (Dummett, 1969); el calculo resultante es asimétrico,
pero con la particularidad de que es constructivo, s decir, existe



una correspondencia entre pruebas y
algoritmos. Cuando se omiten las reglas
de contraccion y de debilitamiento y sélo
se conserva la regla de permutacion, se
tiene la Logica Lineal de J. Girard (Girard,
1989); desde el punto de vista de la teoria
de la prueba, la l6gica lineal introduce una
nueva clase de invariantes llamadas
pruebas netas.

El Calculo Secuencial Clasico,
es la mas bella ilustracion de
las simetrias de la logica. Las
ideas y un desarrollo muy
completo se deben a Gentzen.

PRIMEROS SISTEMAS'

Con lo anterior, se tienen conexiones
entre l6gica, teoria de categorias, teoria
de combinadores, la paradoja de Russell,
la regla de contraccion, la regla de modus
ponens y €l axioma de construccion
irrestricta de conjuntos.

Se trabaja en una pre-categoria (para ser
categorfa solo falta a asociatividad de la
composicion de flechas), llamada pre-
categoria de tipos, al interior de la cual se
estudian las conexiones establecidas
anteriormente. El estudio da origen en
1996 a dos logicas, una de ellas
extension de la otra, en las cuales se
codifica Ginicamente la regla estructural
de contraccion; esas ldgicas serdn llama-
das, l6gicas diagonales 1y 2 (LD1y
LD2).

1 Los sistemas de Logica Diagonal fueron pre-
sentados por primera vez en los siguientes
trabajos: LD1 y LD2 en (Sierra, 1996) LD3a
LD5 en (Sierra, 1998), LD11 a LD18 en
(Sierra, 1999a), LD19 a LD26 en (Sierra,
1999b), LD28R y LD30R en (Sierra, 2000).
Todos los otros sistemas son presentados en
este trabajo por primera vez.

Sistema LD1

El alfabeto, consta de un conjunto no vacio
P de simbolos primarios, un par de
simbolos de puntuacién, a saber, parén-
tesis izquierdo y derecho, y un par de
conectivos binarios, representados por .
y = (concatenacién diagonal y equiva-
lencia diagonal). EI conjunto de formulas,
es generado recursivamente a partir de
los simbolos primarios utilizando los
conectivos diagonales. La légica diagonal
LD1 consta de los siguientes 3 axiomas
(notacion: AB = A-B, ABC = (AB)C):

A1-: A(AB) = AB
A2-: ABC = A(BC)
A3-: A(ABC) = ABC

donde las letras maylsculas son
formulas generadas por concatenacion,
omitimos los paréntesis para indicar
asociatividad a la izquierda. Los axiomas
pretenden codificar una relacion = entre
las flechas de las pre-categorias de
tipos, intuitivamente la concatenacion
principal de las formulas puede leerse
como una flecha en dichas categorias, en
lo que sigue, algunas veces escribiremos
a flecha:

At1-:A->AB=A-B
A2:: AB-C = A—BC
A3 A->ABC = AB—C

La l6gica diagonal LD1 utiliza 3 reglas de
inferencia para generar teoremas
diagonales:

Tran. A=B,B=>Ct A=C
A=B ,B=Ct+ A=C
Simet: A=B} B=A

Mp: A=B ALB

Las reglas pretenden codificar la compo-
sicion en las categorias y preservacion de
la relacién =, el caracter de parcial
relacion de equivalencia para =y la
preservacion de |a verdad por =.

Son derivadas reglas de modus ponens
restringidas para la concatenacion diago-
nal: desde el punto de vista categorico
permite la obtencion de ~buenas " flechas.

Mp1-: AB, AB—AC F AC
Mp2-: AC, AC->ABD + ABD

La regla de contraccion es codificada de
diferentes formas:

Sean F(a), G(a) y H(a) formulas construi-
das a partir solo del simbolo primario a
por concatenacion, sean B y C formulas
arbitrarias.

F(a=»B=a—B
a=->F(a) = a—>a
F(a)=>G(a) = a->a

Se traducen las formulas diagonales en el
calculo proposicional clasico, inter-
pretando la conjuncion diagonal como
conjuncion clasica, la equivalencia
diagonal como equivalencia clasica y los
simbolos primarios como variables
proposicionales. Las traducciones de los
axiomas son teoremas en el calculo
proposicional clasico, la traduccion de 1as
reglas de inferencia produce reglas
clasicas que preservan validez, de lo
anterior se infiere que la traduccion de
teoremas diagonales produce teoremas
clasicos, es decir: si la traduccion de una
formula diagonal no es un teorema
clasico entonces dicha formula no es un
teorema diagonal; como los simbolos
primarios satisfacen esto, tenemos que
LD1 no demuestra todas sus formulas, y
por 1o tanto, es consistente.
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La regla de sustitucion por equivalencia dice: si A=B entonces
F(A)=F(B), donde F(A) es una férmula en la que aparece A
y F(B) es F(A) donde al menos una ocurrencia de A ha sido
sustituida por B, la regla de sustitucion por equivalencia no es
valida en LD1.

También se tiene que los axiomas son independientes entre si,
LD1 no valida la regla de debilitamiento, ni la regla de
intercambio

Una categoria tiene contraccion si tiene productos finitos y para
todo objeto a, se verifica el axioma de contraccion axa = a, donde
= significa isomorfismo de objetos; se tienen ejemplos de estas
categorias: (i) un semireticulo inferior visto como categoria (los
productos son los infimos); (ii) la categoria de los conjuntos
infinitos y su esqueleto: la categoria de los cardinales infinitos
(los productos son los productos cartesianos); (iii} el monoide
de los elementos idempotentes de cualquier semigrupo inverso,
visto como categoria (los productos son los productos en el
monoide).

Se hace la siguiente lectura de LD1 en una categoria con
contraccion: los simbolos primarios como objetos, la
concatenacion como producto, la equivalencia como isomor-
fismo, las reglas de inferencia como “si existe una construccion
de las premisas entonces existe una construccion de las
conclusiones . Las lecturas de los axiomas son teoremas en las
categorias con contraccion, las lecturas de las reglas de
inferencia son validas en las categorias con contraccion, tenemos
entonces que la lectura de todo teorema diagonal es teorema en
las categorias con contraccion, es decir, las categorias con

‘contraccion son modelos de LD1.

Sistema LD2

El conjunto de formulas, es generado recursivamente a partir de
los simbolos primarios utilizando los conectivos diagonales -, =,
-, =. La légica diagonal LD2 consta de los siguientes axiomas:

Al1: A—>A-B=A-B
A2: AB—~C =A-B-C
A3: A—>AB-C=AB—~C

donde las letras mayusculas son férmulas generadas por - y -,
se omiten los paréntesis para indicar asociatividad a la
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izquierda, se omite -, = serd el conectivo principal seguido

por =
LD2 utiliza |as siguientes reglas de inferencia:
Tran—>: A-B,B=>C I A=C
Tran=: A-»B =(C~D, C-»>D=E-FF A-»B=E~F

Simet=: A->A'=B-B | BB  =A—A’
Mp=: A—A'=B->B", A>A" | BB’
Red-: ABF A ABF B

Imp-: A-B-C  AB=C

Imp—>: AB—>C- (A-B)  A-B—>C-(A-B)

Mp1-: A->B, AB—A-C F A-C

Mp2-: A->C, AC—>AB-D I AB~>D

LD2 puede reducirse a LDt (extendida con la regla de
reduccion) si se interpretan - y =» como -. por lo tanto:

LD2 es consistente, la regla de sustitucion por equivalencia no
es valida en LD2 y los axiomas son independientes.

Las categorias con contraccion y exponenciales existen, por
ejemplo, la categoria de conjuntos infinitos con el producto
cartesiano y la exponencial conjuntista (Goldblatt, 1979). Se
representan con C(a=>b) el conjunto de flechas de a en b, con
a-b la exponencial b? y con A~B se indica que existe una
biyeccion entre los conjuntos Ay B. Se hace la siguiente lectura
de la I6gica diagonal LD2 en una categoria con contraccion y
exponenciales: los simbolos primarios como objetos, la
concatenacion como producto, la adjuncién como exponencial
(las anteriores son lecturas en la categoria), la implicacion entre
dos férmulas como el conjunto de flechas entre las lecturas de
las formulas, la equivalencia entre dos formulas como una
biyeccién entre las lecturas de las férmulas, la regla de
inferencia AF B como 3sAt 3sB donde: 3c significa: ¢
puede ser construido en la categoria, cuando ¢ es un objeto;
Jx significa: existe un elemento de x, cuando x es un conjunto,
Ja~b significa: existe una biyeccién entre ayb, cuando a
y b son conjuntos. Las lecturas de los axiomas y reglas de
inferencia de LD2 son teoremas y reglas de prueba validas en
las categorias con contraccion y exponenciales, se concluye gue
las categorias con contraccion y exponenciales son modelos de
LD2.




PRIMEROS SISTEMAS ~> CONSISTENTES

Se puede observar en particular, que en una teoria T que tiene
una logica de base en la cual son vdlidas la regla de Modus
Ponens, la regla de contraccion y la regla de simplificacion, si
en T vale el esquema E2. A—B «> (A—B)—B para algin A,
entonces T es inconsistente. En la logica cldsica, cuando
A es ReR y B es la falsedad, E2 es la paradoja de
Russell ReR & —ReR.

Prueba;

1. (A—B) & ((A—B)-B) E2 con B arbitrario

2. (A—B) — ((A—B)—B) Simplificacion en 1

3. (A—B)—B) — (A—B) Simplificacion en 1

4. (A—B)—B Contraccion en 2
5.A-B Modus Ponens entre 3y 4
6.8 Modus Ponens entre 4y 5

Las Logicas Diagonales LD1 y LD2, codifican la regla de
contraccion y soportan la codificacion de E2 sin perder la
consistencia. Los teoremas mas elementales que genera el
sistema LD2 son de la forma A=>B, por lo que la =consistencia
(existencia de al menos una férmula A->B que no es teorema)
es el tipo de consistencia que debe considerarse.

El sistema LD2.1 se obtiene al extender LD2 con el
axioma A4: A—B = A-B~B (este axioma estd codificando
en forma abstracta la paradoja de Russell), el sistema

2 INTERPRETACION NATURAL
Sean Ay B formulas arbitrarias, 4 una formula atomica, & = 4

LD2.2 se obtiene al extender LD2.1 con la regla Simp=: A-B =
C-»D + A-B = C-D, es decir,

LD2.1 = D2 + A4
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=>, Simet=, Red-, imp-,
imp~>, Mp=, Mp1-, Mp2-.

LD2.2 = LD2.1 + Simp=
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=,
Red-, Imp-, Imp=>, Mp=, Mp1-, Mp2-.

LD2.3 = LD2 + Simp=
= A1, A2, A3, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=,
Red:, Imp-, Imp=>, Mp=, Mp1-, Mp2-.

LD2.4 = D2 - Mp=
= Al, A2, A3, Tran=, Tran—>, Simet=, Red, Imp-, Imp=—>,
Mp1-, Mp2-.

LD2.5 = LD2 - Imp—.
A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=, Red:, Imp-,
Mp=, Mp1-, Mp2-.

Se traducen las formulas de LD2 en el calculo proposicional
clasico, interpretando - como A, = COMO «, = ¥ - COMO —
(esta traduccion es llamada en lo que sigue Interpretacion
Natural)? . Las traducciones de los axiomas son teoremas en el
calculo proposicional cldsico, la traduccion de las reglas de
inferencia produce reglas clasicas que preservan validez. De lo
anterior se infiere que la traduccion de teoremas de LD2 produce
teoremas cldsicos, como en general la traduccion de A=B no
es un teorema clasico, tenemos que LD2 no demuestra todas las
formulas de la forma A=>B y por lo fanto, LD2 es ~>consistente.

(AB)* = A* AB*
(A=B)* = A* €& B*
(A=»B)* = A* > B*
(A-B)* = A* — B*
(At B)* = A* by B”
Se obtiene la siguiente interpretacion de los axiomas y reglas de inferencia: (se escribe A, B, C, D en vez de A*, B*, C*, D™ y F en vez de F s )

A1)*: (A--B) & (A—>(A—B))
A1b)*: (A—>(A—B)) — (A—B)

(Ala)*: (A—>B) - (A—(A—B))
(A2)*: ((AAB)—C) &> (A—(B—C))

A2a)*: (A— (B—C)) — ((AnB)—=C) (A2b)*: ((AAB)—C) — (A— (B-0())
{A33)*: (A—>((AAB)>C))—>((AAB)—C)

A3b)*: {(AAB)—=C) — (A—((AAB)—C)) (Ad)* : (A-B) & ((AoB)—B)

Ada)*: (A—>B) — ((A—B)—B) (Adb)*: ((A—>B)—B) — (A—B)

(
(
(
(A3)*: (A—>((AAB)-C)) < ((AAB)=C)
(
(
(

Tran=)*: (A—A) & (B—B), (BoB) « (C-C) F (A-A) & (C-C)
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Puesto que LD2.1 admite la interpretacion de = como <, de -,
-y => como A en el calculo proposicional clasico (interpretacion
que en lo que sigue llamaremos Interpretacién en Conjuncion)®,
tenemos que la traduccion de A=»B no es un teorema clasico,
y asi LD2 no demuestra todas las formulas de la forma A=B,
por lo tanto, LD2.1 es =»consistente, ademds, LD2.3 y LD2.4
son =»consistentes porgue admiten la interpretacion natural, pero
LD2.2 y LD2.5 son =inconsistentes (no son =>consistentes).

Prueba:

1. A-»B=A-B—B A4

2. A-B->A-B-B Simp=eni
3. A-B->A-B-B=A-B>B  Af

4. A-B—>B Mp=entre 2y 3

5 A-B~»B=A-B Simet=e€n 1

6. A—B Mp=entre4y5

A—B, B—»CF A-C
Simet=)*: (A-B) «» (C=D) +
Simp=)*: (A-B) & (C-D) +
Red)*: AABF A AABE B
Imp=»)*: (AAB) = (C—(A—=B)) | (A—B) —
Imp)* : (A—B) - C + (AAB) > C

(Tran=>)*:
{

{

{

{

(
(Mp=)*: (A—>B) < (C—D), A-B + C—D
(

(

(

(

(

(

(

(C-=D) &
(A—B) —»

(A—B)
(C-D)

(C—(A—B))

Mp—») A—sB, (A—B) — (C—D) F C—D
Mp1=»)*: A=sB, (A—B) — (A—C) F A—C
Mp2=)*: AC, (A—C) — ((AAB)=D) I (AAB)—D
Mp3=)*: AB, (A-sB) < (AC) F A=C
Mp4=)*: A=C, (A—C) < ((AB)=D)  (ArB)—D
Mp1)*: A—B, (AnB) — (A—C) F A—C

Mp2)*: A-C, (AAC) = ((AAB)—D) b (AAB)—sD.

3 INTERPRETACION EN CONJUNCION
Sean Ay B férmulas arbitrarias, 2 una formula atomica, & = 4

Con el fin de evitar este tipo de inconsistencia, se construyen
nuevos sistemas debilitando Mp=, se buscan sistemas
~>Consistentes que contengan A4 y Simp=.

LD3= LD2.3 - Red- - Imp- - Imp~> - Mp1- - Mp2:
=A1, A2, A3, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=, Mp=.

LD3.1 = LD3 - Simp=
=A1, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Mp=.

LD3.2 = LD3 — Mp= + Mp1—> + Mp2—
=A1, A2, A3, Tran=, Tran~>,Simet=, Simp=, Mp1=>, Mp2=»>,

donde:
Mp1—: A-B, A-B=>A-C } A=C
Mp2->: A-C, A-C—AB-D F AB-D

El sistema LD3.3 se obtiene de LD3.2 cambiando los axiomas
por sus consecuencias al utilizar la regla simp= y etiminando las
reglas simp=, simet= y tran=:

(AB)* = A AB*
(A=B)* = A* <> B*
(A=»B)* = A* A B*
(A-B)* = A* AB"
(AFB)* = A" bys B*
Se obtiene 1a siguiente interpretacion de los axiomas y reglas de inferencia: (se escribe A, B, C, D en vez de A*, B*, C*, D* y F envez de Fes)

UNIVERSIDAD

(A1)*: (AAB) <> (AA (AAB)) (A1a)*: (AAB) A (AA(AAB))

(ATh)™: (AA(AAB)) A (AAB) (A2)*: ((AMB)AC) <> (AABAC))
(A22)*: (AABAC)) A ((AAB) AC) (A20)*: ((AAB)AC) A (AA(BAC))
(A3)*: (AA ((AMB)AC)) <> ((AAB)AC) (A3)*: (AA(AAB)IAC)) A ((AAB)AC)
(A3b)*: ((AAB)AC) A (AA((AABIAC)) (Ad)* : (AAB) €> ((AAB)AB)
(A43)*: (AAB) A ((AAB)AB) (A4b)*: ((AAB)AB) A (AAB)




LD3.3 = D32 -=
=Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Tran—>, Mp1—>, Mp2—>,

donde:
Ala: A-(A-B)—~> A-B
A1B:A-B - A-(A-B)
A2a: AB-C = A-(B-C)
A2b: A-(B-C) - AB-C
A3a: A-(AB-C) = AB-C
A3b: AB-C — A-(AB-C)
LD3.4= LD3.3 - Mpt=> - Mp2=> + Mp1- + Mp2- + Imp:
=A1a, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Tran—>, Mp1-, Mp2-, Imp-.

Se obseva que: LD3, LD3.1, LD3.2, LD3.3 y LD3.4 son
—>consistentes puesto que admiten la interpretacion natural,
como LD3, LD3.1, LD3.2, LD3.3 y LD3.4 son reducciones de
LD2.3, podemos asegurar que en ellos los axiomas son
independientes.

Construimos el sistema LD4 agregando el axioma
A4: A—>B =A-B~BalD3.

LD4 = LD3 + A4
=A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=, Mp=.
LD4.1= LD4 - Simp=
=A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Mp=.

(Tran=)*
(Tran=»)*

T (AAN) & (BAB), (BAB) <>
- AAB,BAC F AAC
(Simet=)": (AAB) <= {(CAD) F
(Simp=)*: (AAB) ¢> (CAD) +
(Red)™: AABFA AABFB
(Imp=>)*: (AAB) A (CA(AAB)) F (AAB) A
(Imp}* : (AAB)ACH(AAB)AC

(Mp=)*: (AAB) €= (CAD), AAB F CAD
(Mp=>)*: AAB, (AAB) A (CAD) F CAD
(Mp1=>)*:AAB, (AAB) A (AAC) F AAC
(Mp2=>)*:AAC, (AAC) A ((AAB)AD) + (AAB) AD
(

(

(

( C,

(CAC) F (AAA) € (CACY)
(CAD) ¢ (AAB)
(AAB) A (CAD)

(CA(AAB))

(
) A
Mp3=)*: AAB, (AAB) ¢ (AAC) + AAC
Mp4=)*: AAC, (AAC) < ((AAB) AD) H
Mp1-}*:  AAB, (AAB) A (AAC) F AAC
Mp2-)*: (AAC) A ((AAB)AD) + (AAB) A D.

(AAB) AD

AN

Se observa que al contrario de LD3 y LD3.1, los sistemas LD4
y LD4.1 no admiten la Interpretacion Natural, puesto que la
traduccion de A4 no es teorema clasico, Se tiene asi que A4 es
independiente en LD4 y en LD4.1, los sistemas LD3.1y LD4.1
admiten la Interpretacién en Conjunci6n, al contrario de LD3 y
LD4 ya que la traduccién de Simp= no es una regla
clasicamente valida, es decir Simp= es independiente en LD3
y en LDA4. Por otro lado, la prueba de —»inconsistencia de LD2.2
vale en LD4, por lo que LD4 es =inconsistente, pero LD4.1 es
—>consistente ya que admite la interpretacion en conjuncion.

Se construye el sistema LD3.0 eliminando Mp= de LD3, LD3.0
es el sistema base para estudiar las reglas de modus ponens
Mp=, Mp~, Mp1=>, Mp2->, Mp1-, Mp2-, Mp3= y Mp4=.

LD3.0 = LD3 — Mp=
=A1, A2, A3, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=.

Mp=: A-»B,A=»B=C-DF C-D
Mp->: A-B,A-B—=C-DF C—D
Mp1=: A-B, A-B-A-C+ A-C
Mp2-: A—C, A-C-AB-D | AB-D
Mp3=: A-B, A-»B=A-Ct A—C
Mpd=. A-C, A->C=AB-DI AB—D

Se obtienen las siguientes conexiones;

Notacion: F R significa que la regla R es derivada en el sistema
LD3.0.

F Mp1=sii + Mp3=,
F Mp3=y F Mp4= implican I Mp2—>
F Mp2=> implica F Mp4=
Se puede concluir que
F Mpt=y F Mp2~>sii F Mp3=y + Mp4=
Como Mp3= y Mp4= son formas débiles de Mp=, se tiene
F Mp= implica b Mp1=>y F Mp2—>y I Mp3=y F Mp4=

Con base en los resultados anteriores, se busca construir
sistemas un poco mds débiles que LD4 que sean =
consistentes.

n
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Se puede observar que la prueba dada de —>inconsistencia de
LD4 no es vdlida si se cambia Mp= por Mp~>1y Mp2—> 0 por
Mp3=y Mp4=. Se conjetura que este debilitamiento de LD4 es
—>consistente. Se continua entonces la construccion de logicas
diagonales a fin de estudiar esta conjetura.

El sistema LD5 se obtiene cambiando en LD4 la regla MP= por
las reglas Mp1=> y Mp2—>:

LD5 = LD4 - Mp= + Mp1— + Mp2—>
= D3 + A4 - Mp= + Mp1=> + Mp2—>
= D32 + Ad

= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=,
Mp1=>, Mp2—>.

LD5.1 = LD5 - Simp=
= LD4.1 - Mp= + Mp1=> + Mp2—

= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=>, Simet=,
Mp1=>, Mp2—>.

4 INTERPRETACION EN IMPLICACION CONJUNCION
Sean A y B formulas arbitrarias, 4una férmula atdmica, & = 4

Puesto que LD5 y LD5.1 son mas débiles que LD4, tenemos que
Simp= es independiente en LD5 y no es derivada en LD5.1, A4
es independiente en LD5 y en LD5.1 y ademds, LDS.1 es
->consistente puesto que admite la interpretacién en conjuncidn.

El sistema LD6 se obtiene de LD5 cambiando los axiomas por
sus consecuencias al utilizar la regla simp=y eliminando las
reglas simp=, simet=y tran=:

LD6 = LDS - =

= Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—>,
Mp1=>, Mp2—>,

donde
Ada: A-B— AB-B
Adb: A-B-B—>A-B

LD6 admite la siguiente interpretacion: - y - como A, =» COMO
— en el calculo proposicional cldsico (en lo que sigue
llamaremos a esta lectura interpretacion en implicacion-
conjuncién)®, por lo tanto: LD6 es =»consistente y también
tenemos que si LD5 es =»inconsistente entonces también lo
seria LD6, es decir LD5 es =-consistente.

(A-B)* = A* AB*

(A=B)* = A* &> B
(A=>B)* = A* — B
( )* — A* A B*

(

A FB)* =A* basB”

Se obtiene la siguiente interpretacion de los axiomas y reglas de inferencia: (se escribe A, B, C,DenvezdeA*, B, C*,D*y F envezde tei).

(A1)*: (A>B) <> (A—>(AAB)) (AMa)*: (AAB) = (AA(AAB))
(A1b)*: (AA(AAB)) = (AAB) (A2)*: ((AMAB)—C) <> (A—>(BAC))
(A22)": (AABBAC)) — ((AAB) AC) (A2b)*: ((AAB)AC) — (AA(BAC))
(A3)*: (A—{(AAB)AC)) € ((AAB)—C) (A32)": (AA((AABIAC) —>((AAB)AC)
(A3b)*: ((AABJAC) —> (AA(AABIAC)) (M) (A—>B) &> ((AAB)—B)
(AMa)*: (AAB) — ((AAB)AB) (Adb)*: ((AAB)AB) — (AAB)
(Tan=)*: (A—A) <> (B—B), (BB) <> (L) F (A—R) &> (€—C)
(Tran=>)*: A—B, B—C  A—C

(Simet=)*: (A—B) <> (C—D) b (C—D) «> (A—B)

(Simp=)*: (A—8) <> (C—D) F (AAB) = (CAD)

(Red)*:AABFA  AABFB

(Imp=>)*: (AAB) —> (CA(AAB)) F (AAB) = (CA(AAB))

(Imp)* : (AAB) = C + (AAB) = C
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En LD2, LD2.1, LD2.2, LD2.3 y LD2.4 ademas de la regla imp-
se tienen otras formas del Modus Ponens:

Mp1-: A~B, AB—>A-C I A=C
Mp2-: A—B, AB=AC-D I AC-=D
Imp-:A-B—C | AB-C

Como consecuencia inmediata tenemos que en LD2, LD2.1,
LD2.2,1D2.3y LD2 4 Ias reglas Mp1=>, Mp2=>, Mp3=y Mp4=
son derivadas.

Con base en lo anterior, se construye el sistema LD7, eliminando
Mp= e Imp= de LD2 y agregando A4 y Simp=, es decir,
cambiando en LD5 MP1=> por Mp1- y MP2=> por Mp2- y
agregando las reglas Red- e Imp-:

LD7 = LD5 - Mpt=- Mp2=> + Mp1- + Mp2- + Red- + Imp:
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=», Simet=, Simp=, Mp1-,
Mp2-, Red-, Imp-.

LD7.1 = LD7 - A4

= A1, A2, A3, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=, Mp1-, Mp2:,
Red:, Imp-.

LD7.2 = LD7 - Simp=
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Mp1-, Mp2-,
Red-, imp-.

Se tiene que: LD7.1 es =»consistente ya que admite la
interpretacion natural, LD7.2 es =>consistente ya que admite la
interpretacion en conjuncion, A4 es independiente en LD7 puesto
que al contrario de LD7.1, A4 no admite la interpretacion natural,
Simp= es independiente en LD7 puesto que al contrario de
LD7.2, Simp= no admite la interpretacion en conjuncion.

Se construye el sistema LD8 cambiando Mp1=> y Mp2~> en
LD6 por MP1- y Mp2- y ademas agregando las reglas Red- e
Imp-:

(Mp=)*: (A—B) <> (C—D), A>B I C—D

(Mp=>)*: A—>B, (AAB) — (CAD) F C—>D

(Mp1=>)*: A—>B, (AAB) = (AAC) F A—C

(Mp2=>)*: A—C, (AC) — ((AAB)AD) b (AAB)—D
(Mp3=)*: A—B, (A—B) <> (A—C) I A—C

(Mp4=)*: A—C, (A—C) <> ((AAB)—D)  (AAB)—D
(Mp1-)*; A—>B, (AAB) = (AAC) F A—>C

(Mp2-)*: A—C, (AAC) = ((AMAB)AD) + (AAB)—D.

LD8 = LD6 - Mp1=>- Mp2=> + Mp1- + Mp2- + Red- + Imp-
= Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran=>, Mp1-,
Mp2-, Red:, Imp-.

Se tiene que: LD8 es = consistente ya que admite la
interpretacion en implicacion-conjuncién, y también se tiene que
si LD7 es =—inconsistente entonces también lo seria LD8, es
decir LD7 es =»consistente.

Por otro lado, puesto que LD4 es— inconsistente y LD5
es = consistente se tiene que F Mp1=>, F Mp2=>, } Mp3=
y F Mpd= no implican F Mp=, ademas como LD2.5 es =
inconsistente y LD7 es=>consistente, se tiene que Mp= no es
derivada en LD7.

Se concluye asi que Mp= es estrictamente mas fuerte que
Mp1=>, Mp2=>, Mp3=, Mp4=, Mp1- y Mp2-.en LD3.0.

Se construye el sistema LD9 cambiando en LD7 Mp1- y Mp2-
por Mp1=>y Mp2->

LD9 = A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=, Mp1=>,
Mp2~>, Red-, Imp-.

LD9.1 = D9 - A4
= A1, A2, A3, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=, Mp1=~>,
Mp2=>, Red:, Imp-.

LD9.2 = LD9 — Simp=

= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Mp1=>, Mp2->,
Red-, Imp-.

Se puede observar que LD9.1 es =—>consistente puesto que
admite la interpretacion natural, A4 es independiente en LD9 ya
que LD9.1 admite fa interpretacion natural y A4 no |a admite,
LD9.2 es =consistente puesto que admite la interpretacidn en
conjuncidn, Simp= es independiente en LD9 ya que LD9.2
admite la interpretacion en conjuncién y Simp= no la admite.

Se construye el sistema LD10 cambiando en LD8 Mp1- y Mp2-
por Mp1=> y Mp2~>:

LD10 = LD8 - Mp1- - Mp2- + Mp1-> + Mp2~>

= Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran=—>,
Mp1=», Mp2=>, Red-, Imp-.

Se tiene que LD10 es =>consistente puesto que admite la
interpretacion en implicacién-conjuncion, y también se tiene que
si LD9 es =»inconsistente entonces también lo seria LD10, es
decir LD9 es =»consistente.

13
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La relacién de inclusion entre algunos de los anteriores sistemas estd indicada por el reticulo de la figura 1 (fa |linea indica que el
sistema de mas arriba incluye estrictamente al sistema de mds abajo, 1a ausencia de linea indica que no existe relacién de inclusion):

FIGURA 1

LD2.2
LD2
LD4
LD3 "
LD3.2
LD3.3

SEMANTICAS DE CONTEXTO

Otra forma de la contraccion que no ha sido considerada hasta
el momento es:

A6: A—B-C = AB—A-C
A6a: A-(B-C) — AB-(A-C)
A6b: AB-(A-C) — A-(B-C)

La clave de la =>consistencia de los sistemas LD5, ..., LD10
esta en restringir las reglas de modus ponens Mp=y Mp—> con
Mp1=>, Mp2~>, Mp3=, Mp4=, Mp1- y Mp2-:

En los sistemas LD11, ..., LD18 se consideran A6, A6a 0 A6b:

LD11 = A1, A2a, A3, ABa, Tran=, Tran=>, Simet=, Simpl=,
MP1=> MP2—>.

LD12 = A1, A3, Tran=, Tran—>, Simet=, Simpl=, MP1->,
MP2=>,

LD13 = A1, A2, A3, A6, Tran=, Tran=>, Simet=,
MP1=>, MP2=>, MP=>.

Simpl=,
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LD7

LD8
LD

LD10 |
LD5

LD6

LD14 = A1, A2a, A3, A6, Tran=, Tran->, Simet=, Simpl=,
MP1=, MP2=>, MP—.

LD15 = A1, A2b, A3, A6b, Tran=, Tran—>, Simet=, Simpl=,
MP1=>, MP2—>.

LD16 = A1, A3, A6b, Tran=, Tran—>, Simet=, Simpl=, MP1—>,
MP2=>.

LD17 = A1, A2b, A3, A6b, Tran=, Tran=>, Simet=, Simpl=,
MP1~, MP2~>, MP—>.

LD18 = At, A3, A6b, Tran=, Tran—, Simet=, Simpl=, MP1—,
MP2->, MP—.

Las semanticas de contexto son semanticas de los mundos
posibles, es decir, constan de modelos al estilo Kripke :
M, = (M,, MP =, I), donde MP es el conjunto de mundos
posibles, M, es un mundo posible, el mundo actual, = es 1a
relacion de accesibilidad entre mundos posibles y = es la
relacién de verdad. La relacion de accesibilidad satisface:
VMe MP M,~M, es decir, del mundo actual se tiene acceso a
todos los mundos posibles del modelo y se dice que M, es un
contexto. Se clasifican estas semanticas de acuerdo a las
propiedades (reflexividad y transitividad) de = en:



SC = Semdnticas de contexto,
SCR = Semadnticas de contexto Reflexivas,

SCT = Seménticas de contexto Transitivas,
SCRT = Semanticas de contexto Reflexivas y Transitivas.

Definiendo la relacion de verdad como se hace normalmente para
la Logica Modal (Hughes y Cresswell, 1973), se tiene que
estas semanticas validan las lecturas 5 y 10 de algunos de los
sisternas LD11, ..., LD18. La Lectura 10 (L4o(LDn) nos indica
la lectura 10 del sistema LDn) interpreta los enunciados de la
Logica Diagonal como enunciados de la Logica Modal de la
siguiente forma®:

a' = a, cuando a es enunciado atémico.

(A->B) = IA>B

(AB) = IA>B

(AB) = A'A O(A>B)

(A>B=C-D) = (AB=>C-D) A(CD—>ABY)

La Lectura 5 (Lg(LDn) nos indica la lectura 5 del sistema LDn)
interpreta los enunciados de la Loégica Diagonal como
enunciados de la Logica Modal de la siguiente forma:

a’ = a, cuando a es enunciado atémico.

(A>B) = A—{B

(A-B) =A-B

(ABY = An O(A>B)

(A>B=C~»D) =(AB=>CD) A(CD->ABY

Todas las semdnticas validan Ala, A1b, A3a, A3b, A1, A3,
Simps=, Simet=, Tran=, Tran—, Mp1— y Mp2— puesto que SC
los valida. SCRT valida A2a puesto que SCR lo valida. SCRT
valida A2b puesto que SCT lo valida. SCRT valida A2 puesto que
SCRT validan A2a y A2b. SC no valida A2a puesto que SCT no
lo valida. SC no valida A2b puesto que SCR no lo valida. Ninguna

5 M, EOAsii VMEMPM1=>M,M [ A.

semantica valida Ada, Adb, A4 puesto que SCRT no los valida.
SCRT valida A6a puesto que SCR lo valida. SC no valida A6a
puesto que SCT no lo valida. SCRT valida A6b puesto que SCR
|o valida (SCT también lo valida). SC no valida A6b. SCRT valida
Mp— puesto que SCR lo valida. SC no valida Mp— puesto que
SCT lo valida. SCT, SCR y SCRT validan Mp1=> y Mp2-> ya que
SC las valida. La lectura 10 del enunciado A->B es [JA—B, que
no es validada por las SCRT, pero las SCRT si validan LD11, ...,
LD18, podemos entonces concluir que los sistemas LD11, ...,
LD18 son —»consistentes (ver tabla 1).

Sintetizando se tienen los siguientes resultados: Las SC validan
L,(LD12) y L,(LD12); Las SCR validan L,(LD11), L,(LD12),
L,,(LD11), L,,(LD12), L,,(LD14), L,(LD16) y L,((LD18); Las
SCT validan L,(LD12), L,,(LD12), L(LD15) y L,,(LD16); Las
SCRT validan L,(LD11), L(LD12), L,,(LD11), ..., L,(LD18) y
L,(LD3); Los sistemas LD11, ..., LD18 son ~>consistentes
(existe al menos un enunciado de la forma A-B que no es

teorema).

Las semanticas de contexto estdn estrechamente relacionadas
con las seménticas de los sistemas de l6gica modal K (relacion
de accesibilidad sin restricciones), T (relacion de accesibilidad
reflexiva), 4 (relacién de accesibilidad transitiva) y S4 (relacion
de accesibilidad reflexiva y transitiva), tenemos que S4 es SCRT
y la relacion de inclusién estd indicada por reticulo de la
figura 2.

FIGURA 2

75
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TABLA 1

SIS |IS|33jwv» v |ST|DSiwvw v
DI | DS |w»v| v IS|iwv|wv |w»w
DD (SIS |Liwv | D3 | |w»n
O |W» D | D | wv v D |wm v |»

e § = = = w |»vn | = w w
w w = = w |»n | w w w

w ({(D]IS]Ss|wv vl | D|iwv |wv
w | v | IS | |;vjlwe |w |w

S L iwvw|w»w|lwv |wnv | w»v
DD L wv ;v | ;| »B | W»
S ||y w»w | wv |w»
= | | o e J»r |

S |y || v | w»v v (»
W »w ;v |wvw v »
S || »w|w»|w» jw»vw w»
(7o K7 T N7 T 7 I IV, B B 7 B V)

12 11,12 12 11,12

12 11,1214, | 1215, 11,..,18
16,18 16 3

NUEVAS REGLAS DE MODUS PONENS

Puesto que la regla de modus ponens solo vale restringida, se
infroducen nuevas formas de modus ponens:

Mp5->: AC->D, AC-D-—>A-B + A~B
Mp6->: A-B—>A-B-B, A»B |- A-B—>B
Mp7->: A-B-B—>A-B, A-B->B+ A-B
Mp5-: AC->D, ACD—>A-B + A-B
Mp6-: AB—>A-B-B, A—>B | A-B->B
Mp7-: (A-B)B~A-B, AB—B} A->B
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Se construyen los siguientes sistemas:

LD19 = LD3.2 + Mp5~
= A1, A2, A3, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=, Mp1=—,
Mp2~>, Mp5~>.

LD20 = LD3.3 + Mp5—>
= Ala, A2a, A3a, A1b, A2b, A3b, Tran—, Mp1=>, Mp2—>,
Mp5=>.

LD21 = LD5 + Mp5—>
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=, Mp1=>,
Mp2—>, Mp5—.

LD22 = LD6 + Mp5—
= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—>, Mp1=—>,
Mp2->, Mp5->.




LD23 = LD7 + Mp5- + Mp6-
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=->, Simet=, Simp=, Mp1-,
Mp2-, Red:, Imp-, Mp5-, Mp6-.

LD24 = LD8 + Mp5- + Mpé6-
= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, A4b, Tran—, Mp1-,
Mp2:, Red-, Imp-, Mp5-, Mp6-.

LD25 = LD9 + Mp5—
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=, Mp1->,
Mp2=>, Red-, Imp-, Mp5=>.

LD26 = LD10 + Mp5—
= Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—>, Mp1=—>,
Mp2=>, Red-, Imp-, Mp5->.

METODO DE DEMOSTRACION CONDICIONAL

En la Légica Clasica se tiene:
A BFCsiiAFB-C

La implicacion directa es el llamado Método de Demostracion
Condicional (Teorema de Deduccidn) y la reciproca es el Modus
Ponens.

Puesto que los sistemas de Légica Diagonal tienen varias
formas del Modus Ponens® (no vaie la correspondiente forma
general del Modus Ponens que es Mp=>, pero si valen las formas
restringidas Mp1=>, Mp1-, Mp2=>, Mp2-, Mp3=, Mp4=, Mp5—>,
Mp5:, Mp5=, Mp6~>, Mp6-, Mpb6=), es natural considerar en
dichos sistemas los respectivos Métodos de Demostracion
Condicional:

Mdc1—: G, A~BF A=C implica G A-B - A-C
Mdc2—: G, A»>B I AC—D implica G + A-B = AC-D
Mdc5—>: G, AC-»D | A=»B implica G F AC-D - A-B
Mdc6~>: G, A-B I A-B—B implica G+ A-B = A-B-B
Mdc7->: G, A-B~>B I A->B implica G F A-B-B - A-B
Mdc1.: G, A—>BF A—C implicaG F AB = A-C
Mdc2:: G, A~B + AC—>D implica G F AB ~ AC-D

6 La regla Mp=>: A~>B, A-B=>C-D F C=>D, no es derivada en los
sistemas =>consistentes de Légica Diagonal, puesto que, hace
=>inconsistente al los sistemas que contengan A1, A4y Simp=, esto
debido a que Mp7=> es un caso particular de Mp=>.

Mdc5:: G, AC-D | A-B implica G F ACD = A-B
Mdc6:: G, A->B I A-B-»B implica G F AB = A-B-B
Mdc7.: G, A-B-B+ A-B implica G | (A-B)B - A-B
Se construyen los siguientes sistemas:

LD27 = LD19 + Mdc1= + Mdc2—> + Mdc5—
= A1, A2, A3, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=, Mp1—,
Mp2=>, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2->, Mdco—>.

LD28 =1D20 + Mdct= + Mdc2=> + Mdch—
= Ala, A2a, A3a, Alb, A2b, A3b, Tran=>, Mp1=>, Mp2—>,
Mp5~>, Mdc1=>, Mdc2=>, Mdc5—.

LD29 = LD21 + Mdci= + Mdc2—> + Mdc5—>
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran~, Simet=, Simp=, Mp1=>,
Mp2=>, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2—>, Mdc5—>.

LD30 = LD22 + Mdc1=> + Mdc2—> + Mdc5—>
= Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—, Mp1=>,
Mp2->, Red-, Imp:, Mp5=-, Mdc1->, Mdc2->, Mdc5->.

LD31 = LD23 + Mdc1- + Mdc2- + Mdcd
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=», Simet=, Simps, Mp1-,
Mp2-, Red:, Imp-, Mp5:, Mp6:, Mdc1:, Mdc2-, Mdc5-.

LD32 = LD24 + Mdc1- + Mdc2- + Mdch:
= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran->, Mp1-,
Mp2-, Red-, Imp-, Mp5:, Mp6-, Mdc1-, Mdc2-, Mdc5-.

LD33 = LD25 + Mdc1— + Mdc2=> + Mdc5—>
= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=, Mp1~->,
Mp2=, Red-, Imp-, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2->, Mdch5—.

LD34 = LD26 + Mdc1=> + Mdc2—> + Mdch—
= Ala, A1b, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—>, Mp1=>,
Mp2->, Red-, Imp-, Mp5=>, Mdc1->, Mdc2->, Mdc5—.

SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL
Se presentan los axiomas en forma de reglas de inferencia:
Ria: A-»BF A-A-B
Rib: A—>A-B | A-B
R2a: A-B-C + AB—C
R2b: AB—>C I A-B-C

11
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R3a: A—AB-C+ AB—C
R3b: AB=C | A-AB-C
Rda: A—>B | A-B—B
R4b: A-B—B} A-B

Se construyen los siguientes sistemas:

LD28R = LD28 — [Ala, ..., A3b] + [R1a, ..., R3b]
= R1a, R2a, R3a, R1b, R2b, R3b, Tran—>, Mp1—>, Mp2~>,
Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2->, Mdco~>.

LD30R = LD30 - [Ala, ..., Ada] + [R1a, ..., R4a] + Mdcb—>
= Ria, R1b, R2a, R2b, R3a, R3b, R4a, Adb, Tran->, Mp1—>,
Mp2->, Red:, Imp-, Mp5=, Mdc1=, Mdc2—>, Mdco=,
Mdc6->.

LD32R = LD32 - [Ala, ..., Ada] + [R1a, ..., R4q]
= R1a, R1b, R2a, R2b, R3a, R3b, R4a, Adb, Tran—>, Mp1-,
Mp2-, Red:, Imp-, Mp5-, Mp6-, Mdc1-, Mdc2-, Mdc5-.

LD34R = LD34 - [A1a, ..., Ada] + [R1a, ..., R4a] + Mdcb—>
= R1a, R1b, R2a, R2b, R3a, R3b, Rda, Adb, Tran->, Mp1=->,
Mp2-> Red-, Imp:, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2—, Mdc5~,
Mdc6->.

ALGUNOS RESULTADOS SOBRE LOS SISTEMAS
LD19, ..., LD34R

R1a, ..., R3b son derivadas en LD19, LD20, LD27, LD28. Ria,
..., R4b son derivadas en LD21, ..., LD26, LD29, ..., LD34. Ata,

..., A3b son derivadas en LD28R. A1a, ..., Adb son derivadas en

LD30R, LD32R, LD34R. LD19 es ~>consistente, ya que LD3.2
y Mp5-> admiten la Interpretacion Natural. LD20 es
->consistente, ya que LD3.3 y Mp5=-> admiten Ia Interpretacion
Natural. LD27 es —>consistente, ya que LD19, Mdc1->, Mdc2—>
y Mdc5-> admiten la Interpretacion Natural. LD28 y LD28R son
-consistentes, ya que LD20, Mdc1=>, Mdc2—> y Mdco—>
admiten fa Interpretacion Natural y ambos sistemas son
equivalentes. Los sistemas LD21, ..., LD26, LD29, ..., LD34 no
soportan Mp7=> ni Mp7- + Imp-, puesto que todo sistema
en el cual sean vdlidos Ada, Adb, Atb, Mp1— y Mp7—>
(6 Mp7- + Imp)’, es =»inconsistente (demuestra todas las
formulas A=>B):

7 Mp7=> se sigue de Mp7- e Imp-.
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Prueba;
1. AB- (A-B)-B Ada
2. (A-B)-B=>A-B Adb

3. (A-B)-((A-B)-B) = (A-B)-B A1D

4, AB-B Mp1=>entre 1y 3

5 A=-B Mp7—>entre 2y 4

También tiene que Mp6—> es derivada en LD21, ... , LD34%.
Prueba:

1. A-B Premisa

. A-B-(A-B)-B Premisa

2

3. (A-B)=(A-B)-B=(A-B)»B A1y Simet=
4. (A-B)-((A-B)-B) = (A-B)-B  Alb: Simp=¢n 3
5. A-B-B

Se sabe que LD21 = LD5 + Mp5=> y que LD22 = LD6 +
Mp5—> de donde LD22 = LD21 implicativo, por lo que,
LD22 c LD21, se tiene asi que LD22 ~»inconsistente implica
LD21 =»inconsistente, es decir, LD21 =>consistente implica
LD22 ~»consistente. También se tienen los reciprocos de los
resultados anteriores: LD21 =>inconsistente implica LD22
—>inconsistente, ya que si LD21 es =»inconsistente, para todo
par de formulas A, B existe una prueba de A->B, si en cada
prueba se cambia cada formula C-»D=E~>F por C-D—>E-F, se
obtienen pruebas de A-»B para todo par de formulas A, B, es
decir LD22 es —>inconsistente, es decir, LD22 =->consistente
implica LD21 =>consistente, en resumen: LD22 ~>consistente
si y solamente si LD21 =>consistente. Razonamientos similares
indican que: LD24 —>consistente si y solamente si LD23
->consistente, LD26 ~>consistente si y solamente si LD25
—>consistente, LD30 =>consistente si y solamente si LD29
—consistente, LD30R =>consistente implica LD30
->consistente, LD30 —>consistente si y solamente si LD31
->consistente, LD32R =>consistente implica LD32
—>consistente, LD34 —consistente si y solamente si LD33
->consistente, LD34R =»consistente implica LD34
~>consistente.

Mp1=>entre 2y 4

8 El resultado es ain més general: A-B=>(A-B)-B | A-B => B es
derivada en todo sistema que contenga Mp1=>y A1b.




Se tiene también que R4b hace =>inconsistente al sistema
LD30R, puesto que A-B->B es teorema en los sistemas que
incluyen a LD5 (en los sistemas que tengan Ada, A1b y Mp1—>
se prueba para todo A y B: A-B—»B y aplicando R4b se deriva
A~>B). R4b también hace =>inconsistente al sistema LD32R. Por
otro lado Mp5->, Mp5-, Mp7=> y Mp7- no admiten lectura en
Implicacion Conjuncion, por lo cual son independientes en
sistemas que si la admitan como LD6, LD22, LD8, LD24, LD10,
LD26. LD21 ~=inconsistente implica LD22 =»inconsistente, ya
que LD21 sin Simp= admite Interpretacion en Conjuncion.
Mp6—> y Mp6- si admiten lectura en Implicacion Conjuncion.
Mp5=>, Mp5-, Mp6=>, Mp6-, Mp7=> y Mp7- si admiten lectura
en Conjuncion, y por lo tanto sistemas que se trivializan con
Mp7=> 0 Mp7- no la admiten. Mp5=>, Mp5-, Mp6—>, Mp7=~> si
admiten Interpretacion Natural. Mp6- y Mp7- no admiten
interpretacion natural. Mdc1=>, Mdc2~, Mdc5—>, Mdc6->,
Mdc7->, Mdc1-, Mdc2:, Mdc5-, Mdc6- y Mdc7- si admiten
Interpretacion Natural. Mdc1=>, Mdc2=->, Mdc5—>, Mdc6~>,
Mdc7=>, Mdc1-, Mdc2-, Mdc5-, Mdc6- y Mdc7- no admiten
Interpretacion en Conjuncion. Mdc6—> es derivado en sistemas
con Ada, por lo tanto derivada en LD5. Mdc7-> es derivado en
sistemas con A4b, por lo tanto derivada en LD5; Mdc6- es
derivado en sistemas con Ada y Imp-, por lo tanto derivada en
LD7. Mdc7- es derivado en sistemas con A4b y Imp- por lo tanto
derivada en LD7. En los sistemas LD31, LD32 y LD32R son
validas las reglas Mdc1-, Mdc2-, Mdc5-, Mdc6- y Mdc7°.

AXIOMAS DE DISTRIBUTIVIDAD

Se tienen los axiomas de distributividad, ias reglas, los Modus
Ponens y los métodos de demostracion condicional asociados
a ellos;

A6: A-B-C = AB—A-C
A6a: A-(B-C) = AB-(A-C)
A6b: AB-(A-C) - A-(B-C)
R6a: A-B-C I AB—>A-C
R6b: AB—A-C | A-B-C

9 Mdc6: y Mdc7- son derivadas en cualquier sistema que contenga A4,
Simp=e Imp-.
Mdc6=> (Mdc7=>) es derivada en cualquier sistema que contenga
Ada (Adb).

Mp8->: A-(B-C) > AB-(A-C), AB-C  AB-A-C
Mp9->: AB-(A-C) -> A-(B-C), AB=>A-C } A->B-C
Mp8:: A-(B-C) — AB-(A-C), A=>B-C F AB-A-C
Mp9-: AB-(A-C) -> A-(B-C), AB=>A-C F A-B-C

Mdc8->: G, A~B-CHAB->A-C implica GI-A-(B-C) > AB-(A-C)
Mdc9->: G, AB—A-C FA—B-C implica G+AB-(A-C) —A-(B-C)
Mdc8-: G, A—>B-C FAB—>A-C implica G FA-(B-C) = AB-(A-C)
Mdc9: G, AB—>A-C +A->B-C implica G - AB-(A-C) = A-(B-C)

Se construyen los sistemas:

LD35 = LD27 + A6
= A1, A2, A3, A6, Tran=, Tran=», Simet=, Simp=, Mp1->,
Mp2->, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2—>, Mdc5—>.

LD36 = LD28 + Aba + Abb
= Ala, A23, A3a, Atb, A2b, A3b, A6a, A6, Tran—>, Mp1->,
Mp2~>, Mp5~>, Mdc1=>, Mdc2—>, Mdco—>.

LD36R = LD28R + R6a + R6h
= R1a, R2a, R3a, R1b, R2b, R3b, R6a, R6b, Tran=>, Mp1=>,
Mp2=>, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2—>, Mdc5—.

LD37 = LD29 + A6
= A1, A2, A3, A4, AB, Tran=, Tran=>, Simet=, Simp=,
Mp1~>, Mp2->, Mp5=>, Mdc1—>, Mdc2->, Mdco—>.

LD38 = LD30 + ABa + A6b
= Ala, Atb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, A4b, ABa, A6b,
Tran—>, Mp1=>, Mp2-, Red:, Imp-, Mp5—, Mdc1—,
Mdc2=>, Mdc5—.

LD38R = LD30R + R6a + R6b
= R1a, R1b, R2a, R2b, R3a, R3b, R4a, A4b, Tran—>, Mp1->,
Mp2->, Red-, Imp-, Mp5~>, Mdc1=>, Mdc2->, Mdco~,
Mdco—>.

LD39 = LD31 + A6
= A1, A2, A3, A4, A6, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=, Mp1-,
Mp2-, Red-, Imp-, Mp5-, Mp6-, Mdc1-, Mdc2-, Mdc5-.

LD40 = D32 + A6a + A6b
= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Aba, A6b,
Tran—, Mp1-, Mp2-, Red-, Imp-, Mp5:, Mp6-, Mdc1-, Mdc2:,
Mdc5-.

19

REVISTA Universidad EAFIT | enero.febrero.marzo | 2001



LD40R = LD32R + R6a + R6b
= R1a, R1b, R2a, R2b, R3a, R3b, R4a, Adb, R6a, R6b,
Tran=>, Mp1-, Mp2-, Red-, Imp-, Mp5-, Mp6-, Mdc1-, Mdc2:,
Mdc5-, Mdc6-.

LD41 = LD33 + A6
= A1, A2, A3, A4, A6, Tran=, Tran—>, Simet=, Simp=,
Mp1=>, Mp2->, Red,
Imp-, Mp5=>, Mdc1=>, Mdc2—>, Mdc5=~>.

LD42 = 1D34 + Aba + A6b
= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, ABa, AGb,
Tran=>, Mp1=>, Mp2—>, Red',
Imp-, Mp5~>, Mdc1=>, Mdc2=>, Mdc5—.

LD42R = LD34R + R6a + R6b
= R1a, R1b, R2a, R2b, R3a, R3b, Rda, A4b, R6a, R6b,
Tran=», Mp1=>, Mp2=>, Red-,
Imp-, Mp5~, Mdc1=>, Mdc2->, Mdc5~>, Mdc6—.

En estos sistemas son derivadas las correspondientes reglas de
Modus Ponens y métodos de demostracién condicional puesto
gue: Las reglas Mp8=>, Mp9->, Mp8- y Mp9- son casos
particulares de las reglas Mp2=>, Mp5=>, Mp2- y Mp5-
respectivamente; las reglas Mdc8=», Mdc9=>, Mdc8: y Mdc9-
son casos particulares de las reglas Mdc2->, Mdc5->, Mdc2-
y Mdc5-.

Se sabe muy poco de estos sistemas, solo podemos garantizar
la =-consistencia de 3 de ellos: LD35 es =>consistente puesto
que LD27 y A6 admiten la interpretacion natural. LD36 y LD36R
son =»consistentes ya que LD28, LD28R, A6a, A6b, R6a y R6b
admiten la interpretacion natural. Se conjetura que todos eflos son
~»Cconsistentes.

CONCLUSION

Ciertamente las diferentes interpretaciones en la Légica Clasica
han aportado bastante al desarrollo de las Logicas Diagonales,
el paso siguiente debe ser explorar interpretaciones en Logicas
que soporten contradicciones, ya que desde el punto de vista
clasico el axioma 4 es inconsistente,. Por otro lado, ya que 1as
inconsistencias estdn intimamente relacionadas con la negacién,
es importante el estudio de la negacién en estos nuevos
sistemas.
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