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Resumen

Si bien la estimacion oficial para Colombia de la estructura a término esté da-
da por el modelo [6] el cual es ampliamente aceptado y usado. El modelo de [6]
se basa en el ajuste de la curva con datos disponibles hasta t-1 lo que dificulta
por ende la estimacién futura (en el tiempo t) de la curva cero cupén. Dada
la importancia de contar con una estimacién de la estructura a término para
la valoracion de activos financieros en el mercado Colombiano, esta investiga-
cién propone la construccion de una metodologia que permita estimar en forma
dindmica, confiable y simple los pardmetros del modelo de tasas de interés [0].
Para esto fue necesario hacer uso de la re-parametrizacién propuesta por [3],
que determina la forma de la estructura atérmino a través de los factores laten-
tes Nivel, Pendiente y Curvatura. Nuestra propuesta estard enmarcada en una
forma Estado - Espacio a través del uso de filtros de Kalman. Los resultados del
modelo son acertados para predicciones de un periodo a futuro.

Palabras clave: Estructura de tasas de interés, modelos estado - espacio,
filtro de Kalman, estimacién de parametros.

Cddigo de clasificacion JEL: G17



Dynamic Estimation of the term Structure Interest rate Model for
the Colombian Markets, Empirical Analysis using Kalman-Filter

Abstract

In Colombia the official estimation for the term structure model is given by
[6] development which is widely accepted and used. This estimation is based on
the curve fitting with available data, only for one day ahead, making difficult to
estimate the future zero-coupon curve. Taking into account the importance of
having an estimation of the term structure for the valuation of financial assets
in the Colombian market, this research proposes a methodology to estimate in
dynamic form the parameters of interest rates in the Nelson and Siegel Mo-
del. This required the use of the re-parameterization proposed by [3], which
determines the shape of the term structure through latent factors level, slope
and curvature. This paper proposes dynamic estimation of the term structure
of interest rate using a Kalman filter methodology throughout the state - spa-
ce framework. Results show us that predicts are successful for more than one
period in the future.



1. Introduccion

Para los administradores de portafolio en cuyas estructuras sean admisibles
activos de renta fija es de sumo interés la gestion de precio; para tal fin es indis-
pensable la estimacién, el manejo y de ser posible el prondstico de la estructura
a plazos de tasas de interés del mercado al cual estdn expuestos (a nivel pafs,
industria o sector). Teniendo en cuenta la relevancia que tienen los prondsticos,
independiente de su naturaleza, para la administraciéon de portafolios de inver-
sién no solamente para el logro de los resultados deseados sino también para la
administracién del riesgo en el que se incurre en la busqueda de estos logros,
es de alta relevancia contar con una metodologia que permita, sin alejarse de
los modelos a los que los reguladores exigen respetar, realizar pronosticos de
la estructura a plazos de tasas de interés. Para el caso especifico del mercado
colombiano, el modelo de tasas de interés asumido como oficial por parte de los
entes reguladores para fines de valoracién a precios de mercado y construcciéon
de un gran nimero de productos financieros derivados atados a tasas de interés
es la metodologia propuesta por Charles R. Nelson y Andrew F. Siegel (1987).
Esta metodologia presenta beneficios tan importantes como la simplicidad para
su estimacion, su uso generalizado no sélo en la academia sino para los prac-
titioners y ademads de su ajuste a las tasas reales de mercado; sin embargo, el
proceso de estimacién de parametros, dado que estos no son variables depen-
dientes del tiempo, impide su estimacién futura y ademas su metodologia de
calculo requiere ser contrastada contra los valores observados en la curva de
rendimiento de mercado. Francis X. Diebold y Canlin Li en su trabajo “Fore-
casting the term structure of government bond yields” de 2006 interpretan los
pardametros del modelos [6] como factores latentes de Nivel, Pendiente y Cur-
vatura de la estructura atérmino de la tasa de interés. Esta reparametrizacién
propuesta por [3] permite hacer uso de un conjunto de ecuaciones recursivas co-
mo lo son las establecidas en un Filtro de Kalman para obtener la posible forma
y nivel futura de la curva de tasas de interés para Colombia. Este documento
estd dividido en cinco secciones, siendo ésta la primera de ellas, en la segunda
seccion describiremos nuestro marco teérico. En la tercera parte expondremos
la metodologia usada en nuestra investigacion. En la cuarta detallaremos los re-
sultados obtenidos del modelo y finalmente en la quinta presentaremos nuestras
conclusiones.

2. Marco teorico

Dado que nuestro objetivo investigativo esta centrado en el prondstico de
la forma de la estructura atérmino de tasas de interés para Colombia, debe-
mos enfocar nuestro trabajo en el campo de los modelos de tasas de interés y
pronéstico.



2.1. Modelos estocasticos

En el campo de la modelacién con fines de pronéstico de la estructura
atérmino tenemos que entre los trabajos méas conocidos en la literatura académi-
ca estan:

El trabajo de [I] es un modelo para la tasa corta que asume una distribu-
cién lognormal con el fin de eliminar posibles tasas negativas. Una falencia de
este modelo es que no es posible hallar una solucién cerrada que permita que
el arbol por el cual se obtiene la estructura a plazo, sea construido basado en
tasas forward y el proceso de volatilidad sin tener que usar un procedimiento in-
ductivo hacia adelante. Este toma como input una estructura de volatilidades,
e implicitamente, conlleva un proceso de reversiéon a la media. Los supuestos
usados en el modelo son: los cambios en los rendimientos de los bonos estan
perfectamente correlacionados, el retorno esperado es el mismo para todos los
activos en un mismo periodo, no hay impuestos ni costos de transaccién y la
distribucién de las tasas cortas es lognormal. Como resultado, este modelo ob-
tiene tasas de corto plazo futuras consistentes con la estructura a plazo que se
usa como input.

[2] m&s conocido como el CIR, es un modelo que se basa en el esquema de
un proceso productivo para una economia donde cada individuo debe decidir
entre consumir o invertir un capital limitado, se puede prestar y pedir prestado.
El equilibrio se alcanza cuando se llega a la tasa a la cual ningén individuo se
ve en la necesidad de pedir prestado o prestar (tasa de equilibrio de mercado).
El modelo explica los movimientos en la tasa de interés entérminos de las prefe-
rencias individuales. La tasa corta asume el riesgo en el proceso productivo de
la economia y ésta determina la estructura a plazo completa y por ende la valo-
racion del “interest rate contingent claim”. El largo plazo debe ser compensado
por una prima.

El modelo conlleva un proceso de reversion a la media y es un modelo log-
normal debido a que la volatilidad de la tasa de interés estd positivamente
relacionada con el nivel de la tasa de interés. La gran falencia de este modelo es
que no provee una adecuada estimacién de la estructura a plazo.

El trabajo de [8] es un modelo de equilibrio en condiciones de no arbitraje
mediante la determinacion de una ecuacién diferencial parabédlica que caracteriza
el precio de un bono cero cupén. Es un modelo en tiempo continuo con reversion
a la media en un mercado eficiente en el cual la tasa spot instantéonea sigue un
proceso continuo de Markov y el precio de un bono de descuento depende sélo
de la tasa spot durante su plazo. Dentro de los supuestos se encuentra que la
varianza es constante y arroja como resultado una solucién cerrada.

[4] es un modelo basado en el supuesto de no arbitraje de la tasa de interés,
donde no se consideran fricciones de mercado, costos de transaccion o impuestos,
trabaja en tiempo discreto y finito. Se pretende modelar el comportamiento
incierto de la estructura a plazo de las tasas de interés a través de la construccién
de un &arbol binomial y se obtiene como resultado una estructura de tasa de
interés con ajuste perfecto a la estructura de tasa forward que se usa como
input inicial.



Dado que nuestro objetivo de investigaciéon estd enmarcado dentro de la
regulacion colombiana debemos trabajar en el campo del modelo previsto en
ésta.

2.2. Modelo Nelson y Siegel (1987)

El modelo de [0] proporciona un método de estimacién paramétrica de una
curva de rendimiento que ademés de ajustarse a las observaciones del mercado,
se concentra en la evolucion de la tasa forward instantanea. Este es un modelo
no polinomial donde uno de los objetivos es eliminar saltos irregulares en la
estructura de las tasas de interés (curva yield tedrica). Su principal beneficio
es la simplicidad y por ende su uso generalizado, no sélo en la academia sino
mas aun por parte de los participantes del mercado. En el caso particular de
Colombia, la curva construida bajo la metodologia de este modelo, es usada
como curva de referencia para valorar activos de renta fija a precios de mercado,
entre muchas otras aplicaciones.

Supuestos del Modelo: Se concentra en la evolucién de la tasa forward ins-
tanténea; la dindmica de la tasa forward instanténea puede ser modelada por la
solucién de una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, particularmen-
te con raices iguales y reales; la ecuacion diferencial ordinaria puede presentar
diferentes formas: mondtona, jorobada, en forma de S, como las mas comunes
y no es un modelo de equilibrio general, por lo tanto no tiene interpretacién
econdmica del comportamiento de los agentes y de los mercados en que estos
participan.

El modelo [6] parte del supuesto de que el comportamiento de la tasa forward
instanténea puede ser modelada por la solucién de una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden con raices iguales y reales. Partiendo del trabajo de
estos autores hacemos la derivacién de éste con el fin de contextualizar de una
manera muy clara el proceso que se debe tener en cuenta para nuestro trabajo
empirico. Para la modelacion de la dindmica de la tasa forward se parte del
concepto de una inversién que renta R(t) durante un periodo T.

I(t,T) = exp(R(t) x T) (1)

Si luego de que termine el periodo T se reinvierte el monto I hasta un periodo
T+ AT, se obtendra:

L(t, T, T + AT) = exp(R(t) * T) x exp(f(t, T, T + AT) x AT) (2)

Donde f(t,T,T + AT) es la tasa forward del periodo T, T + AT. Otra forma
de ver esto es suponer que se invirtird cierta cantidad de dinero desde el periodo
t hasta el periodo T' + AT donde:

J(t, T+ AT) = exp[R(t, T + AT) x (T + AT —t)] (3)
Suponiendo que estamos en un mercado libre de arbitraje, entonces:

L(t,T,T + AT) = J(t,T + AT) (4)



Y como sabemos que el precio de un bono estd dado por
B(t,T) = exp[-R(t, T)(T — t))] (5)

De donde se puede despejar R(t,T) y reemplazando en la férmula anterior se
obtiene la solucién para la tasa forward:

F,T, T+ AT) = —[(InB(t,T + AT) — In(B(t, T)))/AT] (6)

Y para hallar la tasa forward instanténea se evalia f en el limite cuando AT
tiende a cero y se obtiene que:

Integrando se obtiene

/T f(t,s)ds = =InB(t,T) + In(B(t, t)) (8)

Y se sabe que B(t,t) = 1 entonces

T
/ f(t,8)ds = —InB(t.T) )
t
De donde se obtiene que el precio de un bono cero cupén es:
T
B(.T) = eapl- [ ft.5)as (10)
t
Recordando que:

Se obtiene finalmente:

T
R(t,T) = (Tl_t)/t F(t, s)ds (12)

Esta ultima expresion es la que nos indica que la curva de rendimientos es
el promedio de los valores futuros de la tasa forward instanténea. Y teniendo
en cuenta que la solucién del modelo es a través de una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden con raices reales e iguales, se obtiene finalmente la
funcién conocida como [6] para la tasa forward instantdnea con maduracién en
t que tiene la siguiente expresién:

) (13)

La ecuacién anterior puede tomar diferentes formas dependiendo del valor de
los pardametros. Entre las formas que se pueden observar estan las mondtonas,

£(8) = B+ Breap(=) + fa—ean(—



en formas de S o con joroba. Finalmente, si se integra la ecuacién de la tasa
forward anterior se obtiene la tasa spot (s(t)):

s(t) = Bo + (5 + BT ey (14

T

Donde (Bg, 1, B2, T) son los pardmetros para estimar en el modelo:

Bo es la contribucién del componente del largo plazo, nunca tiende a cero.

b1 es la contribucién del componente del corto plazo, puesto que cuando
aumenta t tiende rapidamente a cero.

B2 es la contribucion del componente del mediano plazo, puesto que aumenta
en la medida que pasa t hasta llegar a su maximo y luego decae.

7 es la velocidad con la que 81 y B2 convergen a cero. El inverso 1/7 es la
aceleracidn a la cual converge la tasa forward instanténea al nivel de largo plazo
Bo -

Dada la naturaleza misma de la solucién del modelo se evidencia que una
gran falencia de éste es que los pardmetros no son dindmicos o dependientes del
tiempo, y es precisamente aqui donde enfocaremos nuestro trabajo empirico.

2.3. Modelo Diebold y Li (2006)

Los autores interpretan los pardmetros del modelo [6] como factores de nivel,
pendiente y curvatura de la estructura atérmino de tasas de interés.

Bésicamente parten desde el mismo punto de vista de [6] en cuanto a la
solucién de un ecuacién diferencial de segundo orden para obtener la siguiente
funcién para la tasa forward.

—t t —t
f(t) = Bo+ Brexp(—) + B2—exp(—) (15)
T T T
Pero dentro de la reparametrizacién por ellos elaborada expresan esta funcion
de la siguiente manera:

fe(T) = Bot + Bree™ ™ + PaghTe ™M (16)

Donde se debe tener en cuenta que A\ = % , vy T =t si queremos hacer la
equivalencia con [6].

Luego de conocer la curva de las tasas forward de [3] se puede determinar
la tasa spot para un bono cero cupén con vencimiento en Tau como el prome-
dio ponderado de las tasas forward, en este punto nos permitimos desarrollar
partiendo desde el trabajo original la siguiente derivacién:

1 T
ri(T) = f/ fr(m)dm (17)
T Jo
Cuya solucién esta dada por:
1 /7 1 (7 Cem o
r(T) = - fr(m)dm = - Bot + B ™M™ 4 By dyme TN dm - (18)
0 0



1 1 —el=27) T
= —(BotT +ﬁltg + [32t/ /\f,me(f)‘tm)dm) (19)
T )\t 0
1 1 — e(=27) 1 — e(=27)
= Lo+ ) gy (el L2 )
T >\t )\t
1 —el=27)
= Por + (Bt + 52t)(()\t7_)) - 52t6(7)“7) (21)

Esto ultimo es el mismo modelo [6] Pero [3] reparemetrizan esta tltima
expresion de la siguiente manera con el fin de diferenciar los factores latentes
Nivel, Pendiente y Curvatura de la estructura a término:

re(r) = Bor + Bre(1 = M) /(AT) 4 Bae (1= 73T /(Agr) — M) (22)

Doénde: By: Se asocia al nivel de la estructura

Bre(1 — M) /(M) (23)

Se asocia a la pendiente de la estructura
Bae(1 = 7 /() — A7) (24)

Se asocia a la curvatura de la estructura.

N’l’;)%tese que lostérminos que acompa'ij)%an a cada uno de los parametros de
la estructura (betas) son los llamados Loadings.

Estos Loadings son la ponderacién o aporte de cada uno de los factores a
la forma de la curva a través del tiempo. Lo anterior se puede observar en la
Gr'l'j)%ﬁca 1.

2.4. Filtros de Kalman

Rudolf. E. Kalman, en 1960 publicé su trabajo “New Approach to Linear
Filtering and Prediction Problems” en donde define esta herramienta como un
conjunto de ecuaciones matematicas que proveen una solucién recursiva eficiente
del método de ménimos cuadrados. Esta solucién permite calcular un estimador
lineal, insesgado y 6ptimo del estado de un proceso en cada momento del tiempo
con base en la informacién disponible en el momento t-1, y actualizar, con la
informacién adicional disponible en el momento t, dichas estimaciones. Este
filtro es el principal algoritmo para estimar sistemas dindmicos especificados en
la forma de estado-espacio (State-space).

Entre sus beneficios se resaltan: “Utiliza el método de monimos cuadrados
para generar recursivamente un estimador del estado al momento k, que es li-
neal, insesgado y de varianza monima; se distingue por su habilidad para predecir
el estado de un modelo en el pasado, presente y futuro, aun cuando la natura-
leza precisa del sistema modelado es desconocida; utiliza toda la historia de la
serie pero con la ventaja de que intenta estimar una trayectoria estocdstica de
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Figura 1: Ponderacién de los factores de la estructura atérmino

los coeficientes en lugar de una deterministica, con lo cual soluciona el posible
sesgo de la estimacion ante la presencia de cambios estructurales; la solucion
arrojada por el filtro es dptima dado que combina toda la informacion observa-
da con el conocimiento previo del comportamiento del sistema, produciendo una
estimacion del estado con un error minimizado estadisticamente y este método
es recursivo ya que recalcula la solucion cada vez que una nueva observacion es
incorporada en el sistema”.

Este modelo se puede generalizar en el siguiente algoritmo de ecuaciones que
enmarcan nuestro objetivo investigativo:
Algoritmo General para el Filtro de Kalman:

1. Estimaciones Iniciales
2. Ecuaciones de Prondstico

= Prondstico del Estado

» Prondstico de la Covarianza del error
3. Ecuaciones de Correccién

= Calculo de ganancia de Kalman
= Actualizacién con la medida Y;
= Actualizacién de la covarianza del error

[7] en su trabajo para el Banco Central de Costa Rica en el 2003 describe
de manera muy clara y completa el proceso del Algoritmo del Filtro asi:



“Fl filtro de Kalman estima el proceso utilizando una especie de control de
retroalimentacion, esto es, estima el proceso a algin momento en el tiempo y
entonces obtiene la retroalimentacion por medio de los datos observados. Desde
este punto de vista las ecuaciones que se utilizan para derivar el filtro de Kal-
man se pueden dividir en dos grupos: las que actualizan el tiempo o ecuaciones
de prediccion y las que actualizan los datos observados o ecuaciones de actua-
lizacion. Las del primer grupo son responsables de la proyeccion del estado al
momento t tomando como referencia el estado en el momento t-1 y de la actua-
lizacion intermedia de la matriz de covarianza del estado. El sequndo grupo de
ecuaciones son responsables de la retroalimentacion, es decir, incorporan nueva
informacion dentro de la estimacion anterior con lo cual se llega a una esti-
macion mejorada del estado. Las ecuaciones que actualizan el tiempo pueden
también ser pensadas como ecuaciones de prondstico, mientras que las ecuacio-
nes que incorporan nueva informacion pueden considerarse como ecuaciones de
correccion. Efectivamente, el algoritmo de estimacion final puede definirse como
un algoritmo de prondstico-correccion para resolver numerosos problemas. Asi el
filtro de Kalman funciona por medio de un mecanismo de proyeccion y correc-
cion al pronosticar el nuevo estado y su incertidumbre y corregir la proyeccion
con la nueva medida.”

3. Trabajo empirico

Recordemos entonces que el objetivo de nuestra investigacién sera la esti-
macién futura o prondstico de los pardmetros del modelo [6] a través de las
herramientas matemaéticas descritas en la seccién anterior, para finalmente lo-
grar la construccién de una curva cero cupén dindmica para Colombia.

3.1. Datos

Para esta investigacién fue necesario contar con los parametros diarios del
modelo [6] desde el 02 de Mayo de 2003 hasta el 28 de Febrero de 2011 para un
total de 1973 periodos. Con estos datos se construyo la estructura atérmino de
referencia para la investigacion con 20 vencimientos: 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5,
1.75,2,2.5,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12 y 13 anos. Esta informacién se encuentra
disponible en la pagina web de Infoval (Proveedor de precios, tasas y margenes
para la valoracién de activos colombianos), sin embargo éstos también pueden
ser obtenidos a través de las observaciones de las tasas de negociacién diarias
de los titulos de deuda publica interna colombiana, TES clase B, siguiendo la
metodologia de valoracién de Infoval.

3.2. Modelo Propuesto

Dado el trabajo presentado en 2006 por Francis Diebold y Canlin Li donde
interpretan el modelo [6] entérminos de tres factores latentes Nivel, Pendiente
y Curvatura para la estimacion de una estructura a plazo de tasas de interés, se
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propone la estimacién a futuro de estos factores latentes a través de un Filtro
de Kalman con el fin de tener una idea de la posible forma y nivel que pueda
tener la curva de tasas de interés para Colombia.

Asi nuestro modelo matematico esta representado de la siguiente manera:

Y—t = Hﬂt + €¢5 €¢ N(O, R)7lld (25)
B = FB—1y +ve;  ve N(0,Q),i.i.d. (26)
Yt(Tl)
Y = : (27)
Yi(Tov)
ATl el “Ar
1 : ATl : ATl —¢ AT
H=1{: : : (28)
_e—ATN _e—ATN “ar
. N : N € AT
Bot
Be= | Bu (29)
Bat

Donde los pardmetros a estimar a través del Filtro de Kalman seran Sy, St y

Bat.

3.3. Estimacion a Partir del Modelo Propuesto

Dado que el proceso de estimacion llevado a cabo se hace a través de un
Filtro de Kalman como el descrito en la seccién 2.4, lo primero que debiamos
determinar eran cada una de las matrices involucradas en el modelo.

3.3.1. Estimaciones Iniciales

Se deben definir los valores semilla o de arranque de Bi_q y de P;_; Donde:
Matriz B;_1:

Es la Matriz de los pardmetros estimados en el periodo anterior. La magni-
tud de esta matriz es de 3x1. Para el periodo de arranque del prondstico se usa
como semilla los ultimos parametros observados que se tengan disponibles.

Matriz P;_1: Esta matriz es el mismo prondstico de la covarianza del error
del modelo pero del periodo t-1 para elaborar el prondstico del siguiente paso.
Es de magnitud 3x3 y para el primer periodo de pronéstico el valor semilla seria
el de la matriz Q del primer periodo.

11



3.3.2.

3.3.3.

Ecuaciones de Prondstico

Prondstico del Estado

B = FpB; (30)
Donde:
Matriz F: Es la relacién entre los parametros a estimar con los del periodo
anterior. Esta matriz debe ser una matriz de magnitud 3x3. Partimos de la
base de que dado que el modelo no solamente pronostica, sino también que
corrige esta matriz que sirve de dato semilla para el prondstico serd una
matriz diagonal, donde los valores de esta diagonal son 1, esto partiendo

del precepto de que el mejor prondstico que tengo para manana es el valor
de hoy mas un error.

Pronédstico de la covarianza del error

Pr=FP_ FT +Q (31)

Donde:

Matriz P;: Es el prondstico de la covarianza del error del modelo. La
magnitud de esta matriz es de 3x3. Esta matriz se va actualizando en la
medida que el filtro opera. Matiz Q: Es el valor de las varianzas del error
estado. Es de magnitud 3x3.

Ecuaciones de Correccién

Ganancia de Kalman

K,=P/H'(HP;H" + R)™! (32)

Dénde:

Matriz H: Es la matriz de Loadings de los factores latentes del modelo
[3]. Es de magnitud 20x3 y estd también referida en la ecuacién (3) del
modelo propuesto.

Matriz R: Es la matriz de varianzas del error de las observaciones. Es de
magnitud 20x20.

Actualizacién de la medida

B =B + K, (Y, — HB}) (33)
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Donde:

Matriz Y;: Es la matriz de los prondsticos de los Yields del modelo, ecua-
ci6n (3) del modelo propuesto. Es de magnitud 20x1.

= Actualizacién covarianza del error

P, = (I - K.H)P; (34)

Donde:

Matriz I: Es una matriz identidad de magnitud 3x3.

4. Resultados

Lambda tal y como lo estipulan [3] debe ser fijado como una constante, con
el fin de que la estimacién de los demés pardmetros sea una estimacién lineal,
este factor serd el valor que maximiza el Loading del factor de la curvatura (3a;)
en el periodo que se considere adecuado para la economia en estudio, en nuestro
caso la economia colombiana. En el trabajo de [3] fijan Lambda en 0.0609 para
el periodo 30 meses, o 2,5 afnios), el cual es considerado por los autores como
la parte media de la estructura. Para Colombia tradicionalmente los agentes
que intervienen en el mercado consideran que la parte media de la estructura
atérmino gira alrededor de los 3 anos de vencimiento. Con esto se obtuvo enton-
ces el valor de un Lambda para Colombia. Retomando que el Lambda serd el
valor que maximiza el Loading del factor de la curvatura (82;) en el periodo que
se considere adecuado y que una maximizacién es un procedimiento matematico
donde se deriva la funcién en cuestién igualéndola a cero, entonces se tiene que:

Proposicion 1:

%%—e‘w:f—i—x—ez—i—l (35)
Prueba de la Proposicién 1:
o (1l—e™)  _
il e T = 36
ox x ¢ (36)
0 (1—e®) J .

Usando la regla de la cadena

ey = e
Ox € - 8ue 8zu
Donde

13



u=—zy—e" =¢e"

ou
O (l—e") 00—z

ox T B [ax]

Usando la regla del cociente

ou v
i(@) _ Yor —You
ozx ‘v v2
Donde

u=1—e"yo=u

r2(l—e ) - (1-e )% o 22,
x? Ox
r2 (1) = (L—e )22 —I0}
x? Oz
0 (1 pmt) _ (] — o)) .
£ T BT, )
2 (1) - a@l]— (- (%)
x[0 — 52(—6_2]2— (I—e"*)(1) (e
o(l—-e?) e (22 + 2 —e* +1)
oz x © = x?

Arreglando para facilidad

[1—(1—e")] —a[g(e")]

+e—x =
Usando la regla de la cadena

7] _ 0 ,0

22 ) = g ot

—x[(e‘z)[%] +e—x—1
2

+e—x =

—z(e™®)[-[&] + e~z — 1

+e—x =
x

(Dze @ +e—x — 1+ e—aa®

xr2
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(e *(x+1—e—x+a?)

- - (54
(e (22 + oz —e—x+1
z - (55)
Despejando:
-t +1 (56)
Donde la solucion de una de las raices es:
x =~ 1,79328 (57)

Esta es la solucién general para cualquier economia, ya dependera de los
intereses de cada investigador despejar en el periodo de tiempo que considere
adecuado.

Recordando que z = A, (Seccién 2.3) y para nuestro caso 7 = 3 afos ;
Entonces:

A3 ~ 1,79328 (58)
1 2
A 179328 (59)
3
A~ 0,5978 (60)

As'l};% el Lambda para Colombia es 0.5978.

En la Gréafica 2 podemos observar el comportamiento del factor latente de
la curvatura de la estructura colombiana con el Lambda encontrado

Vsl it

Figura 2: Comportamiento del factor latente de la curvatura
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Finalmente luego de definir los valores de cada una de las matrices involu-
cradas en el modelo y en el Filtro de Kalman se procedié a programar en Matlab
el cédigo para el proceso obteniendo los siguientes resultados.

Se puede ver graficamente el ajuste del modelo para predecir los parametros
de la estructura de tasas de interés del modelo, esto se hace comparando los
pardmetros reales frente a las estimaciones arrojadas por el proceso programa-

do.

Figura 3: Beta 0 estimado Vs Beta 0 Real

Beta 0 Modelo Real

Media 11.172001 10.291287

Error tipico  0.056829  0.071992

Mediana 10.106184  9.248001

Desviacion estdndar 2.524245 3.197784
Varianza de la muestra  6.371812  10.225821
Curtosis 2.072118 2.468198

Sesgo  0.774889  0.649143

Cuadro 1: Estadisticas pardmetro By; estimado Vs Real

En las Graficas 4 y 5 se puede observar en la linea verde las observaciones
reales de los pardametros S8y y 51¢, mientras que en la azul el resultado del proceso
de la estimacion. Lo mas destacable es que el modelo captura la tendencia
que siguen las observaciones reales. A pesar de que se evidencia la existencia
de un error de estimacién en estos pardametros veremos mas adelante que los
resultados de los Yields que componen la estructura atérmino se ajustan de
manera importante gracias a la recursividad del proceso.
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Figura 4: Beta 1 estimado Vs Beta 1 real

Beta 1 Modelo Real

Media -5.380730  -4.399345

Error tipico  0.067647  0.077613

Mediana -6.137594 -4.500264

Desviacién estandar  3.004768 3.447442
Varianza de la muestra  9.028632 11.884858
Curtosis  1.505493 1.747753

Sesgo  0.185256  -0.127731

Cuadro 2: Estadisticas parametro By, estimado Vs Real

En la Grafica 6 podemos ver como los resultados de la estimacién del pardme-
tro Ba; en color azul difiere aiin méas de las observaciones reales en verde debido a
la mayor ponderacién del factor Lambda en el loading de éste pardmetro. Sin em-
bargo es destacable el ajuste a la tendencia. Las divergencias en las estimaciones
de los parametros frente a las observaciones reales tal y como lo mencionamos
anteriormente se deben al efecto que ejerce Lambda en cada Loading , esto se
puede apreciar en las Tablas 1, 2 y 3.

Luego de obtener estos pardmetros, que son los encargados junto con los Loa-
dings de determinar la forma de la estructura de tasas de interés, procedimos
a calcular la curva cero cupén para la economia colombiana a los vencimientos
que determinamos desde un inicio y compararlas con la real a los mismos venci-
mientos. A continuacién mostramos graficamente los resultados de estas Yields
en 3 puntos de la curva representativos de la parte corta, media y larga.

En la Gréfica 7 se observa el comportamiento de la estimacién de los Yields
de la parte corta de la curva en verde contrastada contra los datos reales en
azul. Asi mismo se puede evidenciar el ajuste de la predicciéon en la Tabla 4
donde se muestra las estadisticas de los resultados obtenidos.
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Figura 5: Beta 2 estimado Vs Beta 2 real

Beta 2 Modelo Real

Media  0.873150  4.686552

Error tipico  0.052607  0.095646

Mediana  1.574642 3.915308

Desviacién estandar  2.336727 4.248461
Varianza de la muestra  5.460292  18.049420
Curtosis  3.480239 4.153870

Sesgo  -0.791034 0.319269

Cuadro 3: Estadisticas parametro Bs; estimado Vs Real

En la Gréfica 8 se observa el comportamiento de la estimacién de los Yields
de la parte media de la curva en verde contrastada contra los datos reales en
azul. Nétese el ajuste de la prediccién en las estadisticas contenidas en la Tabla
5.

En la Grafica 8 y en la Tabla 6 se observa el comportamiento de la estimacion
de los Yields de la parte larga de la curva en verde contrastada contra los datos
reales en azul.

Vemos que el comportamiento de las estimaciones de los Yields en el mode-
lo es mucho maés ajustado que las estimaciones de los parametros frente a sus
pares observados, esto se debe a la recursividad y eficiencia que provee el filtro
de Kalman dentro del modelo.

Adicionalmente se llevaron a cabo pruebas de ajuste de los Yields para cada

uno de los plazos analizados, las cuales evidenciaron el buen comportamiento
de las predicciones como se puede observar en la siguiente tabla.
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Vield de 0.25 ahtos

Figura 6: Yield estimado vs real con vencimiento a 0.25 anos

Yield Corto Modelo Real

Media  6.233139  6.283921

Error tipico  0.053850  0.053421

Mediana ~ 6.956659  7.020304

Desviacion estandar  2.391951  2.372900
Varianza de la muestra  5.721428  5.630653
Curtosis  1.952804  1.937607

Sesgo -0.456085 -0.422072

Cuadro 4: Estadisticas Yield estimado vs real con vencimiento a 0.25 anos

o & \ |

z i \b\ '«ﬁ\w |
! ) VL

Figura 7: Yield estimado vs real con vencimiento a 3 anos

20 w00 0 0 00
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Yield Medio Modelo Real

Media  8.931506 8.925940

Error tipico  0.045265 0.045259

Mediana  9.166149 9.148164

Desviacion estandar  2.010594  2.010338
Varianza de la muestra  4.042488  4.041458
Curtosis  1.884482 1.919470

Sesgo  -0.002183 0.009721

Cuadro 5: Estadisticas Yield estimado vs real con vencimiento a 3 anos

15 HP\ f.\,

)
\ WM

M
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M\WWM

j
i \ W\W

1400 1600 1600 200

Figura 8: Yield estimado vs real con vencimiento a 13 anos

Yield Largo Modelo Real

Media 10.591856 10.506951

Error tipico  0.050521 0.051629

Mediana ~ 9.679334  9.590572

Desviacion estdndar 2.244084 2.293276
Varianza de la muestra  5.035911 5.259116
Curtosis ~ 2.120491 2.128790

Sesgo  0.667364  0.690082

Cuadro 6: Estadisticas Yield estimado vs real con vencimiento a 13 anos

Plazos MAPE RMSE
Yield Corto  0.004843 0.576248
Yield Medio -0.000524 0.215949
Yield Largo -0.004875 0.574961
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5. Conclusiones

Este documento mostré como se puede obtener un prondéstico de la curva
cero cupén para Colombia, la cual estd enmarcada por norma dentro del mode-
lo [6] a través del uso de dos recursos. El primero de ellos es el uso del modelo
planteado por [3] en el 2006 que propone una reparametrizacién de [6] en tres
factores latentes Nivel, Pendiente y Curvatura, y el segundo pero mas impor-
tante aun, una herramienta matematica que estd compuesta por un conjunto
de ecuaciones recursivas de las cuales se obtienen no sélo un prondstico sino
también la correccion del error de éste.

Dado a esta recursividad y eficiencia en la correccién del error que ofrece el
filtro de Kalman fue posible obtener un pronéstico dindmico bastante ajustado
para un horizonte de t+1, tal y como se evidencia en las tablas que acompanan
las graficas.

Dentro de este marco tedrico vimos la necesidad de obtener, tal cual lo pro-
pusieron [3], la estimacién de un Lambda representativo para la economia en
estudio con el fin de facilitar la modelacién. Sin embargo, también observamos
como las predicciones de los parametros de la estructura atérmino se ven afec-
tadas en la medida que los Loadings contengan un mayor aporte de Lambda.
Aun asi dada la metodologia del célculo de las Yield de la curva cero cupén
estimadas a partir de las predicciones de los pardmetros son bastante cercanas
a las observaciones reales, esto dado a la propiedad de autocorreccién del modelo.

Después de analizar los resultados mostrados graficamente y en las tablas
que las acompanan, consideramos que la predicciéon lograda por el modelo des-
crito en este documento es bastante acertada para un periodo adelante, sobre
todo si se tiene en cuenta que la prediccion logra capturar la tendencia que si-
guen las observaciones contra las cuales se contrastaron los resultados obtenidos.

Finalmente, de esta investigacién podria desprenderse andlisis adicionales
como la evaluacién de la prediccion con prondsticos a mas largo plazo, con el fin
de evaluar si su eficiencia es tan acertada como las obtenidas en este documento.
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