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Resumen:

El comportamiento del individuo como persona que aporta y futuro beneficiario de una
pension es determinante para cuantificar los efectos que su densidad de aportes tiene
sobre el sistema de ahorro individual y la exigibilidad de las diferentes garantias. Por esta
razén, en este trabajo se intenta buscar desde las finanzas personales una vision alterna
a lo expuesto en diferentes estudios que sobre la materia se han realizado, no solo en
Colombia sino a nivel internacional, y brindar una aproximacion a la solucién del problema
de sostenibilidad en el retiro.

Abstract:

A person’s individual behavior as the saver and as the future recipient of a pension is
fundamental to quantify the effects that his contribution density has over the individual
savings accounts and the execution of the different system guarantees. For this reason,
this work tries to show an alternate point of view of what is written about the subject in
different working papers not only in Colombia but also around the world from the personal
finances perspective; and give an approximate solution to the retirement sustainability
problem.



Résumé:

Le comportement de l'individu, comme personne qu'il apporte et futur bénéficiaire d'une
pension, est déterminant pour quantifier les effets que sa densité d'apports a sur le
systéme d'économie individuelle et I'exigibilité des différentes garanties. C’est pour cette
raison que dans ce travail on essaye de chercher depuis les finances personnelles une
vision alternative a ce qui est exposé dans différentes études qui sur la matiére ont été
effectué, non seulement dans la Colombie mais au niveau international aussi, et offrir un
rapprochement a la solution du probleme d'aptitude a soutenir des opérations prolongées
dans la retraite

Palabras Clave: Garantias en las pensiones. Senda Salarial, Densidad de aportes.
Keywords: Pension Guarantees, Income Path, Contribution density.
Mots Clés: Guarantee du pension, remuneration, densité d’apports.



Valoracion de la Garantia de Pension en las Cuentas de
Ahorro Individual en Colombia.

1. Introduccion.

Los regimenes pensionales obligatorios constituyen la estructura social que permite a un
trabajador recibir una suma de dinero durante su etapa de retiro gracias a un ahorro
realizado durante su periodo productivo. El sistema opera de la siguiente forma. Por un
lado, un porcentaje definido de los salarios de cada trabajador se depositan como un
ahorro obligatorio. Por otro lado, el acumulado de todos se invierte en el mercado de
valores generando una rentabilidad. Al final, la suma total se entrega en una serie de
pagos (anualidad) después de cumplir con unas condiciones legales de edad y de
semanas de aporte, entre otras.

La mayoria de los paises tiene legislaciones que regulan los mecanismos de recaudo,
administracion y posterior entrega de estos ahorros mediante diferentes sistemas. Por un
lado estan los regimenes de prima media con beneficio definido, también conocido como
PAYG (Pay-As-You-Go), de caracter publico, donde se depositan los aportes de todos los
afiliados en una cuenta Unica administrada por el gobierno. Por otro lado estan los
regimenes de cuenta individual con contribuciéon definida, de caracter privado, donde se
recaudan los aportes de cada afiliado y se depositan en cuentas individuales.

En la mayoria de los paises latinoamericanos se implanté el régimen de cuenta individual
con contribucion definida. Este proceso se inicié en Chile con la reforma realizada a su
sistema pensional en 1981. De alli, con diferentes modificaciones y adaptaciones, se
extendio a los demas paises. En algunos de estos paises se sustituyd el régimen de
prima media, lo que implicé realizar traslados de los afiliados del antiguo régimen al
nuevo. En Colombia, con la reforma laboral aprobada en el afio 1993, se incorpord un
esquema mixto donde participan simultaneamente el régimen publico y el privado.

Sin embargo, los regimenes corren el riesgo de no cumplir con el objeto social propuesto.
Segun un informe del Banco Interamericano de Desarrollo publicado en el afio 2006", la
evolucién de caracteristicas socioeconémicas como: mano de obra, actividad econdmica,
composicion social, distribucién salarial, entre otras, han obligado a implementar reformas
para facilitar el cumplimiento de las metas. Ademas, desde los puntos de vista
macroeconomico, politico y gubernamental, la volatilidad y riesgos asociados a cada pais
han incrementado las dificultades para el logro de los objetivos propuestos por las
reformas. Debido a estos riesgos, el sistema no ha logrado en un principio aliviar la carga

' El Banco Interamericano de Desarrollo publico el libro “A Quarter Century of Pension Reform in
Latin America and the Caribean: Lessons Learned and Next Steps”, donde recoge varios articulos
acerca de los sistemas pensionales en América Latina.



que se tiene sobre el Estado, en especial lo que corresponde a las pensiones por
invalidez, jubilacion o muerte.

En el caso de los regimenes de prima media, sus riesgos se situan sobre la estructura de
la piramide poblacional. Los retiros realizados por aquellos que ya estan pensionados se
financian con los aportes propios y con los aportes de los nuevos ahorradores mas
jovenes®. Por ello, el nimero de afiliados que aun realizan aportes debe ser mayor al
numero de aquellos que reciben su pension. Pero la tendencia en el envejecimiento de la
poblacion, dada por la menor tasa de natalidad y el aumento en la expectativa de vida,
estd moviendo este niumero a niveles preocupantes. En Colombia se espera que la tasa
de dependencia® aumente como se observa en los graficos 1y 2.

En los regimenes de cuenta individual con contribucién definida, los riesgos se localizan
en la cuenta de ahorro previsional y en la configuracion de aportes de cada individuo. El
origen especifico de estos puede ser diverso, pero generalmente inciden factores tales
como el rendimiento de las inversiones, la profundidad del mercado, y los costos de
transaccion. Pero ademas, también se asocian las caracteristicas propias del afiliado,
como son su senda salarial, su densidad de cotizacion de aportes, etc.
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Grafico 1: Grafica de la piramide poblacional en Colombia, afio 2005.

2El gobierno tiene la potestad de generar recursos extraordinarios financiados por individuos que
todavia no han nacido en una politica inter-temporal basada en impuestos y legislaciones futuras.

® La tasa de dependencia es la relacion poblacional que existe entre el numero de individuos que
tienen mas de 65 afos y el numero de individuos entre los 15 y 64 afos. Esta tendencia es mas
evidente en los paises desarrollados donde condiciones sociales de familia, empleo y educacion
son mejores, en especial para la mujer.
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Grafico 2: Grafica de la piramide poblacional en Colombia, afio 2050.

Una incorrecta estimacion de estos riesgos puede ocasionar un desequilibrio fiscal que
atente contra la estabilidad econdémica y social de la nacion. Por ello, este estudio
propone una metodologia para la valoracién de la garantia de pension en las cuentas de
ahorro individual de los fondos privados de pensiones obligatorias en Colombia a precios
de mercado y fundamentada en la valoraciéon neutral al riesgo. Se escoge el régimen
privado de ahorro individual porque actualmente es el de mayor numero de afiliados y el
que recibe mayor numero de nuevas afiliaciones. Igualmente, solo se consideran los
individuos que estaran aportando unicamente a este régimen y no aquellos que realicen
traslados entre sistemas®. La aplicacién de esta metodologia en esta investigacion se
orienta desde la conducta del individuo y no pretende evaluar las conductas de las
administradoras del fondo, ni las decisiones tomadas por los organismos reguladores.
Tampoco este estudio pretende incorporar las reformas y recomendaciones propuestas
por diferentes organizaciones y el Estado, que buscan solucionar parcialmente el
problema pensional de individuos con muy poca probabilidad de cumplir con los requisitos
basicos para una pension.

A partir de esta premisa, se construye una simulacion de Monte Carlo para modelar el
comportamiento de la acumulacion de capital en la cuenta de ahorros durante la fase de
aportes y luego su agotamiento en la fase de retiro. El horizonte de tiempo considerado es
de muy largo plazo, lo cual claramente admite incertidumbre en materia de estabilidad
econdmica, politica y de otras variables. Esto obliga a plantear otros modelos de apoyo,
que bajo supuestos econdmicos simples y racionales, soporten el uso de algunas

* Un traslado implica pasar del régimen de prima media al de cuenta individual o viceversa. En
Colombia, este procedimiento es aceptado siempre y cuando un individuo no le efectue en
intervalos inferiores a tres afios. En algunos paises latinoamericanos esta libertad solo se otorgé
por un numero limitado de veces.



entradas del modelo principal de valoracién, limitando los efectos temporales. EI modelo
principal no pretende incorporar todas las variables econdmicas existentes porque
resultaria intratable computacionalmente; pero si busca facilitar el desarrollo del proceso y
aportar metodologias flexibles y objetivas.

Este documento cuenta con cinco capitulos. En el segundo capitulo se describe el
funcionamiento actual del régimen de ahorro individual con contribucion definida en
Colombia, la legislacién existente y su aplicacion. En el tercero se expone el marco tedrico
incluyendo los diferentes riesgos del sistema y la revision de la literatura existente sobre
los métodos para su medicion, haciendo énfasis en los antecedentes tedricos relativos a
la valoracion de garantias de pension a precios de mercado. En el cuarto se desarrolla el
modelo principal propuesto para valorar dicha garantia. Y para terminar, en el quinto, se
exponen los resultados alcanzados, las conclusiones y recomendaciones.

2. Breve descripcion del Régimen de Ahorro Individual

El sistema general de pensiones en Colombia se compone de 2 regimenes con diferentes
caracteristicas. El mas reciente es el Régimen de Ahorro Individual (RAl), integrado por
las Sociedades Administradoras de Fondos de Pensiones 6 AFP. Segun ASOFONDOS,
entidad gremial del ramo, la funcion de las AFP es la siguiente:

‘Las Sociedades Administradoras de Fondos de Pensiones y de
Cesantia (AFP) son instituciones financieras de caracter previsional,
vigiladas por la Superintendencia Financiera de Colombia, cuyo objeto
exclusivo es la administracion y manejo de fondos y planes de
pensiones del Régimen de Ahorro Individual con Solidaridad y de
fondos de cesantia. En su calidad de administradoras de este régimen,
se encuentran obligadas a prestar en forma eficiente, eficaz y oportuna
todos los servicios relacionados con la administracion de dichos
fondos.”

Estas entidades se crearon a partir de la ley 100 de 1993, donde se establecié un
régimen mixto con fondos de pensiones publicos y privados. El unico fondo publico
(PAYG) ya existia y era administrado por el Seguro Social. Los fondos privados
actualmente en operacién son seis: Proteccion, Citi-Colfondos, ING, Porvenir, BBVA
Horizonte y Skandia.

Los recursos captados son invertidos en los mercados con limites explicitos y vigilancia
constante de la Superintendencia Financiera de Colombia. La regulaciéon determina los

® Http://www.asofondos.org.co/



porcentajes maximos y minimos permitidos en la composicién del portafolio. Ademas
exige la constitucién de garantias con depésitos en las cuentas de Fogafin.

El sistema sufri6 dos reformas estructurales gracias a las leyes 797 de 2003 y 860 de
2003, las cuales modificaron la fecha de jubilacién en hombres a 62 afios y en mujeres a
57 afios para el afio 2014. También modificaron el porcentaje de aportes mensual que
cualquier trabajador asalariado o independiente debe realizar a una AFP. Si el trabajador
es empleado, el empleador esta obligado a aportar las 3/4 partes del aporte al fondo.
Estos porcentajes estan en la Tabla 1. Un resumen de las leyes y reformas se encuentra
en el Anexo 1 de este documento.

El porcentaje de cotizacién sobre el ingreso base de cotizacién (IBC)° actualmente es del
16.5%, del cual 12 % se destinan directamente a la cuenta de ahorro individual. Los
aportes se acumulan junto con los rendimientos generados por los aportes realizados con
anterioridad y son los que en el momento de retiro se utilizan para calcular la pension. Los
aportes al fondo de GPM (1.5% del salario del afiliado) son un seguro para cubrir el déficit
en las cuentas que no alcancen el ahorro minimo. Con un sencillo calculo, este valor
resulta equivalente al 12.5% del aporte mensual que va a la cuenta’. Adicionalmente los
afiliados que ganan mas de 4 SMLMV deben aportar el 1% de su salario por el concepto
de fondo de solidaridad. Pero si el trabajador gana mas de 16 SMLMV este aporte de
solidaridad se incrementa en 0.2% por cada SMLMV hasta llegar a los 20 SMLMV. Este
fondo sirve como garantia adicional para cubrir las deficiencias del fondo de GPM y cubrir
los casos por pensién de supervivencia.

Concepto \ Porcentaje  Notas
Aportes al fondo 12.00% Empleador 9%
Trabajador 3%
Comisiones, seguros de invalidez o 3.00%
sobrevivientes
Aporte para Fondo de GPM 1.50%
Suma de los aportes basicos 16.5% Esta base es para todos los
Aporte + Comisiones + GPM trabajadores con menos de
4 SMLMV
Aportes de Solidaridad
. >=4 SMLMV 1.00%
. 16 SMLMV 1.20%
. 17 SMLMV 1.40%
. 18 SMLMV 1.60%
. 19 SMLMV 1.80%
. >=20SMLMV 2.00%

Tabla 1: Porcentajes de contribucion.

6 El Ingreso Base de Cotizacién IBC es la base salarial que se utiliza para calcular el valor de los
aportes.

" El valor del seguro por afiliado en la actualidad resulta de calcular el valor porcentual del aporte al
fondo de GPM sobre el valor del aporte a la cuenta de ahorro (1.5%/12%).



Desde que comenzaron a funcionar en Colombia, el ahorro previsional acumulado en los
fondos privados de pensiones obligatorias ha alcanzado valores importantes. En el
Grafico 3 se observa como el capital depositado llega a los 60 billones de pesos en el
2008, cifra que corresponde al 12.1% del PIB®. Ademas, esta participacion corresponde al
85% del total del ahorro previsional si se compara con las pensiones voluntarias y las
cesantias, que tienen el 9% y el 6% respectivamente. También en el Grafico 4 se ve como
el numero de afiliados alcanza los 8.5 millones que equivale al 40% del total de la
poblacién econémicamente activa para el afio 2008°. La cifra de afiliados al Seguro
Social es de 6 millones a Junio 30 de 2007; cifra inferior y con tendencia decreciente.

Las AFP han permiti6 una mejor profundizacion del mercado financiero en Colombia
gracias a la politica de inversiones en el sistema financiero, entre otros.
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Grafico 3: Evolucion del valor del fondo en millones.
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Grafico 4: Evolucion del total de afiliados.

® El valor de todos los fondos privados de pensiones obligatorias en diciembre de 2008 era de 58
billones de pesos segun cifras de Asofondos y el valor del PIB (2008) era de 476.7 billones de
Eesos segun el DNP. Calculos del autor.

Datos de la encuesta nacional de hogares del DANE y de Asofondos. Calculos del autor.



A nivel de participaciones, la distribuciéon por género indica que el 58% de los afiliados a
las AFP son de sexo masculino y el restante 42% son de sexo femenino. La tendencia
muestra que la participacion del género femenino ha aumentado en los ultimos afos.
Como se observa en el Grafico 5, si se analiza por salarios se encuentra que el 83% de
todos los afiliados ganan hasta 2 SMLMV y el 65% de todos los afiliados hasta 1 SMLMV.
Segun la Tabla 2, por edad se puede observar como el 83% de los miembros tiene entre
20 y 44 afios de edad, con la mayor concentracion (53%) entre los 25 y 39 anos. Por
contribucién, el porcentaje de afiliados activos (que ha realizado aportes en los ultimos 6
meses) es 55%.

Rango Afiliados Porcentaje
15-19 171,606 2.18%
20-24 | 1,157,469 14.71%
25-29 | 1,628,208 20.69%
30-34 | 1,450,499 18.43%
35-39 | 1,364,940 17.34%
40-44 | 1,049,888 13.34%
45-49 667,704 8.48%
50-54 273,821 3.48%
55-59 79,024 1.00%
60-64 19,966 0.25%
65 >= 7,705 0.10%
Total 7,870,830 100%

Tabla 2: Distribucion afiliados por edad (afio 2007). Fuente: Asofondos

2-4 >4 SMLMV

SMLMV 8%
9% 12
SMLMV 01
18% SMLMV
65%

® 0-1 SMLMV ® 1-2 SMLMV u 2-4 SMLMV & >4 SMLMV

Grafico 5: Distribucion salarial de la poblacion afiliada a las AFP.

3. Marco Teoérico

En los regimenes pensionales existen toda clase de factores de riesgo y variables que
influyen en el comportamiento del modelo de acumulaciéon de la cuenta de ahorro
previsional. A todos estos factores se les debe especificar el tipo de influencia que tienen
sobre el comportamiento del modelo. Este ejercicio ha permitido que se desarrollen



modelos matematicos y calculos que permiten realizar una mejor estimacion a futuro del
funcionamiento de los regimenes pensionales.

Los factores de riesgo identificados dentro del régimen pensional forman tres grupos
principales. El primer grupo de factores de riesgo es el de pension minima (también
conocido como Garantia de Pensiéon Minima, GPM)™. En este grupo se considera la
posibilidad de un déficit en la cuenta de ahorros de un afiliado en el momento de su retiro,
que le impida adquirir la minima pensién posible en el mercado''. El segundo grupo de
factores es el de rentabilidad minima (también conocido como Garantia de Rentabilidad
Minima, GRM). En este grupo, se analiza el faltante en el rendimiento obtenido por los
ahorros de un afiliado contra una rentabilidad minima exigida. El ultimo grupo de
factores es conocido como de riesgos de supervivencia; que estudia los eventos donde el
individuo sufre de un accidente que le genera una discapacidad permanente y lo obliga a
terminar su vida laboral anticipadamente®.

En este contexto, los diferentes trabajos realizados para la valoracion de las garantias se
pueden clasificar en dos grupos segun el enfoque dado por sus autores a la evolucion del
ahorro previsional. El primer grupo es de aquellos modelos que se enfocan en la teoria de
portafolio. EI segundo grupo es de aquellos modelos que se enfocan en el capital
humano. El primero define que el mayor riesgo para cumplir con el objeto social de la
pension se encuentra en el mercado de valores. Los desarrollos propuestos bajo este
enfoque evalluan el costo de las garantias en funcion de los rendimientos obtenidos por el
fondo y las practicas de las administradoras. El segundo define que el mayor riesgo se
encuentra en los afiliados. Estos trabajos evaluan el costo de las garantias desde las
sendas salariales y el empleo como elementos fundamentales para definir la estructura y
magnitud de los aportes.

El primero grupo de autores tiene el interés de evaluar los riesgos desde las politicas y
practicas desarrolladas por las AFP y que afectan a aquellos individuos que cumplen con
todos los requisitos minimos para obtener su pension de jubilacidon, como son la edad de

' En Colombia, La GPM obliga al estado a garantizar una pensién de 1 SMLMV con fondos que
cubren el posible déficit que existe en la cuenta de ahorro individual en el momento de la jubilacién
y después de cumplir el minimo de semanas cotizadas. Esta garantia es diferente para otros
paises en valor pagado y en tiempo exigido.

" La GPM tiene un factor de riesgo adicional que es el pago de una pension minima desde el
instante en que se agotan los ahorros en el fondo hasta la muerte del afiliado.

2 En Colombia la garantia de rentabilidad minima se calcula sobre el promedio del rendimiento
mensual de los ultimos 36 meses. La Superintendencia Financiera publica la cifra de rentabilidad
minima en funcién de una férmula que utiliza una ponderacién entre los datos entregados por los
fondos y un portafolio de referencia, todo por un factor de disminucién que puede ser 30% 6 230
puntos basicos, la menor de las dos. Quien debe cubrir el faltante en esta cifra es la AFP; primero
con los recursos depositados en Fogafin como garantia y luego con su patrimonio.

3E| valor de seguro de supervivencia se cubre con recursos del Fondo de Solidaridad que son
aportes realizados por aquellos que ganan mas de 4 SMLMV. Si los recursos del Fondo no
alcanzan a cubrir las obligaciones, el estado debe entregar la cantidad faltante.

10



jubilacion y el minimo numero de semanas cotizadas. Los modelos de valoracion
realizados por este grupo se centran en estudiar la estructura de los fondos, los
incentivos, las comisiones, las politicas de diversificacion, la estabilidad econémica, entre
otros. Por lo anterior, por ejemplo, informacion como el ingreso de un afiliado y las
cohortes salariales solo son importantes para determinar los crecimientos del ahorro y
para identificar la poblacién mas descubierta.

Uno de los primeros trabajos desarrollados bajo estos parametros fue propuesto por
Zurita (1994). En su trabajo se modela el crecimiento de la cuenta de ahorro de un
individuo que pertenece al régimen de pensiones chileno como una ecuacion diferencial
estocastica; donde la parte deterministica esta dada por los aportes y el acumulado de
los ahorros con rendimiento y la parte aleatoria por la volatilidad de ese mismo
rendimiento. La expresion matematica se ve a continuacion.

dA = [rA(t)+« N]dt + A(t)oVTdw (1)

El proceso estocastico supone que un afiliado tiene un salario real N del cual aporta para
su pension obligatoria un porcentaje a. Este aporte se acumula en una cuenta de ahorro
previsional A que se invierte en el mercado con rendimientos reales r y una volatilidad o.
La suma de los aportes y los rendimientos genera un cambio en el acumulado de la
cuenta de ahorro previsional que se debe sumar para el proximo periodo.

En el trabajo de Zurita se varia el valor de los rendimientos reales del fondo bajo
diferentes escenarios para medir la sensibilidad de las garantias. También se modifican
las volatilidades con el mismo propésito y al final se intenta establecer el valor de la GPM
bajo las diferentes condiciones de riesgo. Este procedimiento se realiza valorando la
garantia como una opcion PUT de donde finalmente se obtiene el valor presente de la
suma que cubre el déficit en el futuro.

Una caracteristica de las metodologias con énfasis en los portafolios es considerar las
diferentes variables de los modelos como reales para eliminar los efectos inflacionarios.
Por ejemplo, en el trabajo de Zurita, tanto el salario, como la tasa de rendimiento, son
valores reales. Ademas, se observa en este trabajo que existe una prima de riesgo en el
mercado constante y los salarios cambian en la misma proporcion que la inflacion,
dando a entender que asume que el comportamiento de la economia es estable y
estatico.

Posteriormente, Pennacchi (1999) propuso un modelo con una ecuacion estocastica con
estructura similar a la propuesta por Zurita; pero donde la evolucién de las variables del
salario real y tasa de interés real siguen sendos procesos estocasticos auxiliares para dar
mas dinamismo al estudio. Para ello, el autor definié que la tasa de interés real r seguia

" Los articulos como “Efficient Capital Markets” de Fama (1991) y “The Equity Premium” de Fama
y French (2001) sefialan como la prima de riesgo del mercado no es constante, pero su
comportamiento tampoco es explicable desde la economia y la aversién al riesgo.
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un proceso Vasicek en torno a una tasa de interés real de largo plazo y, y definié que el
salario seguia un proceso similar pero alrededor de un activo de referencia del mercado
cy. Este aporte a la metodologia permitid incorporar mas variables en la modelacion del
ahorro previsional y complementar el riesgo con una cantidad no considerada
previamente.

dA/A = gAdt + O'AdZA (2)
dN/N = (aN _CN)dt+O'NdZN (3)
dr = f(y —r)dt + o,dz, (4)

En Colombia, son escasos este tipo de estudios. Los primeros trabajos sobre el tema
fueron desarrollados por Parra (2001), donde se establecié una serie de modelos
actuariales usados para el desarrollo del software “DNPension”; y que posteriormente
fueron revisados con las recomendaciones de otros estudios propuestos por Osorio et al
(2005) y Castro (2009). Estudios mas recientes se enfocan especificamente en el
comportamiento de las AFP, de sus portafolios de inversiones y de las comisiones de
administracion e incentivos que reciben. En este segmento se encuentran trabajos como
Jara (2005) y Reveiz y Ledn (2008), que aconsejaban cambios en la gestion y regulacién
de los fondos de pensiones mediante el cambio en los esquemas de comisiones y ajustes
en los limites de los portafolios permitidos. Por otro lado, Jara (2006) y Ledn y Laserna
(2008) exploraron la rentabilidad y alternativas para mejorar el rendimiento de los fondos y
la posibilidad de implementar una estrategia de multi-fondos.

También en Colombia, el trabajo mas cercano a la metodologia propuesta por Zurita fue
realizado por Silva (2003), que adoptd la misma ecuacion estocastica, pero con unas
adiciones. En primer lugar, el autor no considero los salarios reales como constantes. Por
el contrario, incluyo las sendas salariales N°(t) obtenidas de los estudios de Parra (2001),
clasificadas segun la cantidad de SMLMV vy distribuidas en deciles poblacionales. En
segundo lugar defini6 una sola densidad de cotizacién' para todos los individuos
suponiendo que a lo largo de la vida laboral existia una probabilidad de realizar cotizacién
del 70%, y se representa mediante la siguiente ecuacion:

dAS = [rAS(t) + (0.7) o« NS(t)]dt + AS(t)oNT (5)

Por otra parte, para el segundo grupo de autores, el enfoque consiste en valorar los
riesgos que sobre el ahorro previsional son causados por el capital humano, asumiendo
que las actividades administrativas y financieras de las administradoras de los fondos son
las correctas; y que la ley les otorga las herramientas necesarias para cumplir con su
funcién social. El riesgo del capital humano se entiende como la deficiencia en el aporte al

® |a densidad de cotizacion es el factor que indica el numero de semanas cotizadas sobre el
numero maximo de semanas posibles para alcanzar la jubilaciéon. Un individuo que comience a
laborar a los 22 afos y se jubile a los 62 afnos tiene la posibilidad de trabajar 2080 semanas. Al
estar obligado por ley a cotizar 1325 semanas (afio 2014), entonces la densidad de cotizacién
minima posible para obtener el derecho a la pension es de 64%.
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ahorro previsional debido a que el aporte no es constante, es inestable y es insuficiente
para alcanzar el ahorro minimo debido a condiciones laborales inferiores o deficientes y a
problemas de género.

El impacto en la sociedad de estos estudios generalmente es fuerte porque toca
estructuras econdmicas como son el salario minimo, el desempleo, y sociales como es el
género. Por el lado econémico, no es justo colocar al trabajador menos calificado'® como
el directo responsable de su propio déficit pensional cuando en los paises
latinoamericanos la mayoria de ellos no tiene el control de su capacidad de generar
recursos. Estudios en Colombia como los desarrollados por Arango et al. (2007) y Lopez y
Lasso (2008) demuestran las dificultades encontradas en las politicas econdémicas y
laborales para intentar mantener y aumentar el poder adquisitivo de la clase obrera.
Inclusive sus estudios demuestran la existencia de un deterioro sistematico del poder
adquisitivo real de los trabajadores con bajos niveles de educacion. Otros estudios como
los de Tamayo (2008) y Arango et al. (2009) explican la incidencia de factores como el
desempleo y el trabajo informal en los ingresos.

Por el lado del género, estudios del Banco Mundial'” demuestran como la mujer en

Latinoamérica en general cuenta con menores salarios y mayores probabilidades de no
alcanzar una pensién por tener una menor edad de jubilacién, igual exigencia en el
numero de semanas cotizadas y periodos largos de inactividad por dedicarse a la crianza
de los hijos. Este problema es aun mas grave si se tiene en cuenta que la mayoria de la
poblacion es femenina y presenta la mayor longevidad.

Entre los trabajos desarrollados dentro de este grupo en Latinoamérica esta el de Zurita
(2006); quien para evaluar la garantia de pensién minima, incorpora una variable
dicotdbmica que cambia segun la probabilidad de empleo de los individuos. Esta variable
modela el movimiento del empleo desde y hacia el desempleo a partir de las cuatro
probabilidades que expresan cada uno de los cuatro posibles cambios de estado de la
condicién laboral™. Adicionalmente, en el trabajo se especifica el salario como una
variable que depende de la edad del individuo y de su sexo. El autor concluye que, en un
alto grado de probabilidad, las mujeres no alcanzan a tener derecho a la pension.

Otro desarrollo importante en este tipo de enfoque es el de Smetters et al. (2007), donde
ademas de trabajar las cohortes salariales, propone un esquema de valoracion neutral al

'® En Colombia se considera la mano de obra no calificada como el porcentaje de poblaciéon que no
accede o no concluye por diferentes razones el ciclo de educacion técnica o superior. Por otro
lado, la mano de obra calificada es aquel grupo de personas que si terminaron algun estudio
técnico o superior. Segun el Observatorio Laboral para la Educacion en Colombia 1°350.000
colombianos (7% de la poblacién econédmicamente activa) se consideran mano de obra calificada.
7 “Pension system in Latin America - Concepts and measurements of coverage”. (2008) World
Bank. Discusion Paper 0616.

® Las 4 probabilidades se definen como: de empleo a empleo, de empleo a desempleo, de
desempleo a desempleo y de desempleo a empleo. Al estimar cada una de las probabilidades se
puede generar una secuencia que con 1 indica la condicidn de actividad y con 0 la de inactividad.
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riesgo independiente de los rendimientos extraordinarios obtenidos por los
administradores de los fondos. Para la definicidon de las cohortes, su estudio toma las
definiciones planteadas por la OACT' que estimaba el comportamiento salarial para cinco
cohortes principales hasta el afio 2050. Con ellas se plantean simulaciones con aportes y
comisiones para obtener la suma total del ahorro previsional de cada una de ellas.

Ademas, Smetters et al. (2007) realizan unas observaciones sobre las metodologias
utilizadas para valorar las garantias. La primera observacion es con respecto a la
utilizacion del valor de costo esperado contra el valor de mercado. Los autores consideran
que la utilizacién de la metodologia de costo esperado, al incorporar la expectativa de
retornos adicionales contra los del mercado, esta ignorando algunos de los riesgos
existentes y por ende termina con una garantia subvalorada. La segunda observacién es
respecto al empleo de Black-Scholes como metodologia para la valoracién de las
garantias de las cuenta de ahorro previsional. La observacion del autor consiste en que
esta metodologia no se comporta bien cuando existe un cambio en el monto asegurado,
como ocurre en los fondos de pensiones debido a los aportes periddicos realizados por
los individuos. A esto se adiciona el factor de horizonte temporal, que al ser tan largo,
implica segmentar la valoracion de la garantia en intervalos de tiempo menores con el
riesgo de perder la informacion capturada del periodo anterior.

Otros autores que han realizado aportes en modelacién por capital humano son Mitchell y
Smetters (2003). Dentro de su documento, los autores aportan diferentes metodologias
que permiten valorar las garantias de las pensiones como opciones. Ademas, incluye
observaciones y calculos sobre los beneficios de las cuentas de ahorro individual y el
célculo de las garantias.

En Colombia no existen muchas referencias sobre trabajos que pertenezcan a este grupo
de enfoque. Por un lado estan los aportes realizados por Silva (2003), quien incluyé las
sendas salariales y el factor de densidad de cotizacion. La mas reciente aportaciéon esta
en el trabajo presentado por Reveiz, Ledn et al. (2009) que también incluyé las ultimas
versiones de las sendas salariales desarrolladas por el DNP y ademas hizo un estudio
mas completo sobre las probabilidades de aporte en cada periodo.

Por otro lado, un nuevo elemento importante para los estudios de las garantias del ahorro
previsional son los modelos que se deben estudiar para el calculo del retiro del individuo
segun la modalidad de pago seleccionada. Existen varias modalidades de pago
disponibles para cada afiliado. La primera de ellas consiste en la entrega en un pago
unico del total del saldo disponible en la cuenta de ahorro previsional en el momento de la
jubilacion. En Colombia, esta modalidad de pago se otorga a los afiliados que no
alcanzaron a cumplir con alguna de las condiciones establecidas para tener acceso a la
pension como es, por ejemplo, el minimo de semanas cotizadas. La segunda modalidad

¥ La OACT (Office of Actuary) es un departamento de la Oficina de Administracién de la Seguridad
Social en los Estados Unidos de América encargada de determinar las series del calculo actuarial.
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de pago es la entrega de una suma programada durante un tiempo definido y/o hasta que
se agotan los recursos disponibles en la cuenta de ahorro previsional del afiliado. En
Colombia, estd modalidad se puede convenir entre el afiliado y la administradora del
fondo. La ultima modalidad es la entrega de una renta vitalicia que se compra usando los
recursos acumulados en la cuenta individual. La pension minima en Colombia sigue esta
modalidad de pago.

Las primeras dos modalidades de pago no tienen un calculo diferente a programar la
entrega de unos recursos; pero la modalidad de renta vitalicia incorpora un analisis
adicional que también viene acompanada de una serie de riesgos adicionales como son el
de mortalidad y el de tasa de interés. Los calculos para el pago de una renta vitalicia
estan contenidos en informes de calculo actuarial definidos por diferentes aseguradoras y
entidades gubernamentales. El calculo mas simple, que lo incluye Zurita (1994), se indica
a continuacion:

M=N/6§ (6)

Para calcular la suma necesaria (M) para comprar una renta vitalicia con pago anual (N)
simplemente se divide el pago por la tasa de retorno del mercado (8). El problema de este
calculo es que ignora los efectos a largo plazo como son los ajustes anuales que se
realizan en los pagos y los cambios en las tasas de descuento.

Sin embargo, autores como Milevsky (2006), tienen una recopilacion de diferentes
calculos que permiten obtener el acumulado en la cuenta para comprar la renta vitalicia,
segun informacién especifica como la edad, el género, el tiempo estimado de vida, entre
otras. Cada una de estas estimaciones surge de la informacion publicada por la OACT y
de modelos desarrollados por las aseguradoras.

En este orden de ideas y en funcién de algunos elementos tomados de las anteriores
descripciones, el presente trabajo se enfoca en desarrollar una metodologia para la
valoracién de las garantias de pension para el mercado colombiano utilizando la
valoracién neutral al riesgo propuesta por Smetters et al. (2007), pero incorporando
elementos propios del sistema pensional colombiano y de los modelos estocasticos
presentados por Pennacchi y por Zurita. El enfoque principal esta en comprender como se
desarrolla esta metodologia de valoracion.

La metodologia de valoracion neutral al riesgo busca asignarle un precio a una opcion u
otro derivado asumiendo que el universo es neutral al riesgo. En un mundo neutral al
riesgo el retorno esperado de todos los activos es la tasa libre de riesgo y los
inversionistas no esperan ninguna compensacion por el riesgo asumido; en otras palabras
todas las expectativas se concentran en usar la misma tasa (tasa libre de riesgo). Por lo
tanto, el valor entregado por el proceso se considera el valor justo ya que compensa por
igual tanto las probabilidades de que el precio aumente como las probabilidades de que el
precio disminuya. Por esta simple definicién resultan igualmente descartadas las

15



probabilidades de arbitraje ya que no existe un activo con retornos extraordinarios que
permita plantear una estrategia “Free Lunch”.

Para facilitar este desarrollo se asume que, debido a la eficiencia del mercado, el precio
de un activo incorpora todas las probabilidades de aumentar o disminuir. Entonces, solo
interesa valorar el posible exceso o defecto en el precio del activo al final del periodo
causado por la volatilidad. Para esto, se toma un activo similar de referencia que solo se
valora a la tasa libre de riesgo y sin volatilidad. Al final, se encuentra el promedio de las
diferencias entre ambos precios. Esta definicion fue fundamental para el desarrollo de los
modelos de valoracion mediante arboles binomiales para la valoraciéon de opciones como
los desarrollados por Cox, Ross y Rubinstein (CRR).%

Para comenzar el desarrollo de la metodologia de valoracion neutral al riesgo se parte de
una ecuacion diferencial estocastica basica que describa el comportamiento de la cuenta
de ahorro previsional en funcion de la tasa libre de riesgo 7. Esta ecuacion muestra el
cambio en la acumulacion A de la cuenta en funcion de los retornos y la volatilidad de un
periodo.

dA = ryAdt + AoVTdw (7)

A partir de ella se crea un modelo de arbol discreto de n-ramas donde se cumplen las
condiciones que exige la valoracion neutral al riesgo. Esto es, se escribe la ecuaciéon en
su forma discreta, se evalla con numeros generados aleatoriamente y se repite multiples
veces el proceso.

AA = 1AMt + AoVTAw (8)

El resultado de cada una de las repeticiones se valora como una opcion PUT comun y
corriente donde existe un pago 6 0. Los pagos resultantes se promedian y se descuentan
a la tasa libre de riesgo para obtener el valor de la garantia G.

P =max [M — A(T),0] 9)
G=e MOy p (10)
Hull (2002) describe este proceso de la siguiente forma:

1. Crear una caminata aleatoria para el activo que siga los principios de la valoracion
neutral donde el precio del activo crece a la tasa libre de riesgo, la volatilidad es la
de un activo similar riesgoso.

2. Calcular el pago de la opcion en el momento T.

% John C. Cox, Stephen A. Ross, Mark Rubinstein. Option Pricing: A Simplified Approach. Journal
of Financial Economics, Volume 7, Issue 3, September 1979, Pages 229-263.
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3. Repetir los pasos 1 y 2 para obtener muchos resultados en un mundo neutral al
riesgo.

4. Calcular la media de los pagos resultantes de cada una de las simulaciones,
inclusive si son cero, para obtener un valor esperado en un mundo neutral al
riesgo.

5. Descontar el valor resultante a la tasa libre de riesgo para encontrar el valor de la
garantia en el momento 0. Estimar las fronteras superior e inferior para determinar
el intervalo de confianza.

El modelo se puede ajustar con cambios en los pasos 1y 2. El primer ajuste a la ecuacion
nimero 8 es la inclusién de las sendas salariales de cada cohorte W% en funcién del

tiempo t, el género g y el nivel salarial E. El porcentaje de aporte del salario ¢ es igual al
12%

dA = (r;A + oW )dt + AoVTdW (11)

Posteriormente se incluye la variable de probabilidad de cotizacion 6;‘”5 en funcién de las
probabilidades de desempleo segun la edad del individuo, el género y el nivel salarial.
Esta variable multiplica la senda salarial para indicar si existieron aportes de cotizacion.

dA = (r;A + 8ZPW2F)dt + AoVTdW (12)

Por otro lado, existe alguna incertidumbre en algunas variables como son la inflaciéon y la
tasa libre de riesgo. Dado que la simulacion se realiza para intervalos de tiempo de 40
afos 0 mas, es incorrecto que se asuman como constantes, pero también es incorrecto
que sigan procesos totalmente estocasticos. Por lo anterior se propone para la inflacion el
uso de un proceso de generacion controlado que refleje intervalos de incertidumbre no
estocastica, ajustado a un conjunto de pertenencia con forma trapezoidal en donde se
pueden tipificar 3 tipos de comportamientos en funcion del grado de pertenencia dentro de
un sistema de logica difusa: por debajo de un limite inferior, entre el limite inferior y
superior y por encima del limite superior. La logica difusa permite incorporar a este
modelo elementos racionales como son los intervalos del estado actual de un dato®'. De
esta forma se espera que el resultado sea similar a lo reportado por el Banco de la
Republica en sus informes periédicos sobre inflacion esperada. Para la tasa de interés
libre de riesgo se considera el uso de la tasa Yield de los TES UVR, de mas largo plazo y
de alta liquidez, que existan en el mercado, pero sujeta al dato de la inflacion estimada. El
valor de la tasa de interés, al igual que el salario y las demas variables, es nominal.

2 Los intervalos, que la légica difusa incorpora, permiten evaluar una variable dentro de un rango a
diferencia de un valor puntual. Esta caracteristica le permite adaptarse mejor a los sistemas donde
existen intervalos de valores permitidos, para una o varias variables. En el caso colombiano, la
inflacion proyectada se reporta periédicamente como un intervalo para un periodo de tiempo. Esto
se traduce en que la politica monetaria y de tasas del Banco de la Republica se trazan, en parte,
en funcion de como se referencia la inflacion actual con respecto a este intervalo (por encima, por
debajo o dentro del intervalo). Ver los anexos para una explicacion mas detallada.
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Simultaneamente, dentro de la simulacion debemos incluir el comportamiento de los
fondos de GPM vy de solidaridad. Estos fondos, que se recaudan paralelamente al ahorro
previsional, constituyen otro ahorro que en el futuro seria para cubrir una parte o la
totalidad de las garantias previstas. La suma que estos dos fondos alcancen sirve para
determinar el verdadero déficit que el estado y las AFP enfrentan. Aunque las normas que
rigen los parametros de inversion de estos dos fondos no son claras en la ley, por la
naturaleza del modelo de valoracion neutral al riesgo se va a suponer que también crecen
a la tasa libre de riesgo.

Finalmente se valora la magnitud que debe alcanzar el fondo con el fin de satisfacer el
costo de las anualidades con diferentes metodologias propuestas por Milevsky (2006).
Esto permite calcular el costo de la anualidad bajo diferentes escenarios. Este paso
permite obtener una mejor estimacion del déficit.

4. Desarrollo

Inicialmente se procede con el estudio de la sensibilidad de algunas de las variables de
entrada para al sistema. Para ello, se utiliz6 el modelo propuesto por Zurita utilizando diez
cohortes salariales en intervalos de un SMLMV, donde se pudo verificar la reaccion de
cuatro variables que son: los rendimientos globales de la cuenta de ahorro, el porcentaje
de los aportes individuales, el rendimiento de los retiros (calculo de una anualidad)® vy el
nivel de aporte por salarios. Los resultados mostraron que la modificacion del porcentaje
de los aportes individuales no influye decisoriamente en el resultado del ahorro obtenido,
ni es el método mas efectivo para reducir el déficit?® y que el rendimiento global de la
cuenta de ahorro es determinante como era de esperarse.

Pero aun mas interesante fue observar la importancia que tiene el valor de la anualidad en
funcion de la tasa de rendimiento sobre el valor total de la cuenta de ahorro previsional.
Un aumento en el rendimiento de una anualidad pagado por las aseguradoras
incrementara las probabilidades de alcanzar el minimo ahorro previsional especialmente
en las cohortes con menor ingreso®. Este aumento en las probabilidades fue superior al
generado por obtener un mejor rendimiento en la cuenta de ahorro durante la fase de
acumulacion. Esto indica que es importante disefar un buen mecanismo de retiro que
permita calcular el precio correcto de la anualidad.

22 Para evaluar los planes de retiro se utilizé la misma ecuacioén propuesta por Zurita (1994) para el
calculo de una anualidad, donde el valor acumulado en la cuenta de ahorro previsional es el
resultado de dividir los pagos anuales por la tasa de rendimiento ofrecida por la aseguradora. Esta
metodologia es incompleta como se vera mas adelante, pero, de todas formas, el resultado es util
Eaara un analisis preliminar.

Ver la demostracién en el Anexo 4b.
2t \Ver la demostracion en el Anexo 4a.
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Otro elemento que se analizé utilizando el mismo modelo de Zurita (1994) es la densidad
de los aportes. Suponiendo el caso de un individuo que tiene la posibilidad de aportar al
menos 25 afos de 45 afios posibles a lo largo de su vida laboral, y si esos posibles afios
de aporte continuo se definen en tres intervalos: 18 afos a 43 anos, 28 afnos a 53 afios, o
37 anos a 62 afos, se obtiene otro resultado importante. Los primeros afnos de cotizacién
son fundamentales para mejorar las probabilidades de alcanzar una pension minima. Los
cotizantes tardios para las cohortes de bajo ingreso presentan un déficit 2 a 3 veces
mayor que aquellos que comenzaron mas jovenes. Estos resultados se muestran en la
Tabla 3. Este pequefio ejercicio reafirma la importancia de disefiar un buen mecanismo
para simular la densidad de cotizacién y su efecto en la cuenta de ahorro previsional.

Déficit en la cuenta SMLMV

de ahorros (SMLMV)

IBC 1SMLMV | 2SMLMV | 3 SMLMV
18 a 43 afios 108.38 46.28 19.2
28 a 53 afios 122.69 59.38 24.77
37 a 62 afios 150.25 100.66 54.77

Tabla 3: Déficit en cuenta de ahorro para periodos de cotizacion diferentes

Partiendo de estos elementos, se divide el proceso de construccion del modelo en cuatro
partes principales. La primera parte consiste en el calculo del valor total necesario en la
cuenta de ahorro al final del periodo de acumulacién a partir del valor de una anualidad en
el retiro. En la segunda parte se desarrolla una senda de cotizacion (densidad de
cotizacion) variable en el tiempo que garantice el minimo de semanas cotizadas a
cualquier individuo. En la tercera parte se desarrolla el modelo de subconjuntos difusos
que ayudaran a determinar la tasa de interés libre de riesgo a partir de la inflacién
esperada. Y en la cuarta parte se determinan las sendas salariales seguidas por las
diferentes cohortes. Todas estas partes permitiran estimar el déficit de la cuenta de ahorro
previsional para después descontarlo a la tasa libre de riesgo y obtener el valor del déficit
a precios de hoy.

4.1 Capital Necesario al Inicio del Retiro.

Para comenzar con el calculo del valor total necesario de la cuenta de ahorros para la
compra de una anualidad, se realizé un estudio de las tablas de mortalidad por género
definidas para Colombia. Estas tablas fueron emitidas en el afio 2007 para individuos con

19



edades entre los 20 y 100 afios®®. Estas tablas se construyeron a partir de una poblacién
inicial de 100.000 individuos de 20 afos de edad /(x), cifra que afo a afo va
disminuyendo segun la informacion de numero de fallecimientos anuales d(x). Ademas,
incluyen informacién como la probabilidad g(x) de morir en cada afo y la esperanza de
vida media, e°(x), a partir de cada afio.

La forma de la grafica de la cantidad de sobrevivientes contra la edad es de gran ayuda
para determinar cual es el mejor modelo de ajuste y cual es el mejor modelo de calculo
que se puede implementar para una anualidad. Se pueden observar en la curva unas
caracteristicas particulares (Grafica 6). Esas caracteristicas estan en el intervalo de la
grafica, independiente del género, que comienza desde los 60 afos de edad y termina en
los 100 anos de edad; y que se asemeja a lo que se denomina una S invertida. Entre los
diferentes modelos existentes propuestos por M. Milevsky (2006)* para la supervivencia,
el que mas se ajusta es el denominado Gompertz-Makeham (GoMa). Este modelo realiza
un ajuste exponencial a las probabilidades de supervivencia suponiendo una distribucién
Gamma. GoMa se diferencia de los esquemas tradicionales donde se analiza la
probabilidad de supervivencia actual P, como el producto de las probabilidades de
supervivencia anteriores (de grupos de edades mas jévenes) o en otros casos con
modelos lineales o exponenciales bajo la suposicion de la existencia de una distribucion
normal con media en la esperanza de vida.

P = [1(1 = gx) (13)

El modelo GoMa define el Factor de Mortalidad Instantanea (FIM)? como una ecuacion
lineal exponencial que depende de dos pardametros independientes m y b y de una
constante FIM A conocida y de la edad x. (ecuacion 15)

X-m

(%) =/1+%e[T] (14)

Esta expresion, al convertirse en la probabilidad condicional de supervivencia P, %, se
transforma en una expresion mas completa que la definicion clasica tradicional.

<—/1t+b(/1(x)—l)(1—et/b)> (15)

tPe=e

% | as tablas se encuentran en la resolucion numero 1112 de 2007 emitida por la Superintendencia

Financiera de Colombia en la cual expresamente se actualizaron las tablas del sistema asegurador

en Colombia.

% Milevsky, Moshe. The Calculus of Retirement Income: Financial Models for Pension Annuities

and life Insurance. New York. Cambridge University Press. (2006). Capitulos 3 y 6.

7 En ingles IFM (Instantaneous Force of Mortality). Este factor sirve para indicar la probabilidad
ue tiene un individuo a una edad determinada de fallecer en el siguiente afo.

®La probabilidad condicional de supervivencia es la cifra que indica la probabilidad que tiene un

individuo de sobrevivir un nimero de afos a partir de una edad especifica.
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Al aplicar la definicion de una anualidad sobre la funcion condicional de supervivencia se
obtiene el valor de la anualidad @, en funcién de una distribucion gamma incompleta. Esta
distribucion se apoya en los mismos parametros m y b y ademas incluye la tasa de
retorno de la aseguradora r.

[bF( b, b/l(x))] (16)

e(M—x)r=bA(x)

Para ajustar los parametros del modelo GoMa con los datos reales se debe seguir el
siguiente procedimiento. Primero se calcula la probabilidad de mortalidad g, con los datos
de las tablas publicadas dividiendo el numero de fallecidos por el numero total de
individuos vivos para cada una de las edades. Luego se calcula la probabilidad
condicional de supervivencia para cada afio de vida multiplicando las probabilidades de
supervivencia de todos los afios anteriores y el actual. Por otro lado, se genera un modelo
GoMa con parametros iniciales m y b escogidos al azar. Por simplicidad, el parametro A
se hace igual a cero ya que este se utiliza para indicar un aumento general en la tasa de
supervivencia de la poblacion que no es el caso de este estudio. Después, se calcula el
error cuadratico relativo de los datos calculados mediante la probabilidad de supervivencia
GoMa vy los datos calculados a partir de los publicados en las tablas. Se encuentra la
sumatoria de los errores. Finalmente se optimiza el modelo GoMa variando los
parametros con el objetivo de minimizar la suma total de los errores.
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Grafico 6: Sobrevivientes vs edad

El resultado del ejercicio de estimacion de los parametros permite ajustar el modelo a los
datos tedricos como se observa en los graficos 7 y 8 para el caso de hombres y mujeres
respectivamente. En el caso de los hombres las variables de ajuste my b fueron 103 y 15
respectivamente y en el caso de las mujeres las variables de ajuste my b fueron 109 y 15
respectivamente. El error relativo total en ambos casos no sumo mas del 3%. Las tablas
completas resultantes se encuentran al final del articulo en los anexos.
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Grafico 8: Ajuste GoMa para mujeres. Probabilidad condicional de supervivencia contra la edad

Con este resultado se puede plantear la ecuacién del modelo GoMa para calcular las
anualidades que se pagan en el retiro y que dependen de una distribucibn gamma
incompleta, de los parametros m y b encontrados y de la tasa de interés que pagan las
aseguradoras. El resultado de esta ecuacion es la cantidad de unidades monetarias que
debe existir en la cuenta de ahorro previsional por cada unidad monetaria que se desea
como pago anual. Expresada en unidades de SMLMV, el monto en la cuenta de ahorro
previsional M equivale a multiplicar la anualidad obtenida en funcién de la tasa de interés r
(real) y de la edad x por 13 (12 meses de pago mas la prima).

_ bI(-1b,bA(x))
M =13 | (17)

4.2 Generacion de Sendas de Cotizacion

El siguiente elemento a definir es el recorrido o senda de cotizacion de los individuos para
que al final logren cumplir el minimo de semanas requeridas. Una de las formas utilizadas
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en diferentes articulos es definir una densidad de cotizacion mensual que afecta los
aportes realizados en una proporcién equivalente al nimero de semanas trabajadas sobre
el total posible. Esta aproximacion, aunque légica en su concepcion, ignora el peso que
tienen las cotizaciones en el tiempo al asumir que son constantes durante todo el ciclo de
vida laboral. La posibilidad de alcanzar la suma necesaria para adquirir la jubilacién sin
hacer efectiva la garantia es mayor mientras mas tempranamente se realicen los aportes
a la cuenta de ahorro previsional como se observd previamente. Ademas, es normal en la
sociedad colombiana que un individuo alterne entre tener un empleo durante un tiempo y
volver al desempleo por otro. No es normal, especialmente en las clases menos
favorecidas, que una persona trabaje un numero de semanas definido todos los meses y
todos los afos del ciclo de vida laboral.

Otra técnica disponible para el desarrollo de esta senda es el uso de las probabilidades
que existen entre el empleo y el desempleo. En todos los paises del mundo normalmente
se reporta una tasa global de desempleo. Ademas, en los sistemas estadisticos de cada
pais se puede encontrar con mayor claridad la tasa de desempleo discriminada por
grupos de edad, género, educacion, y en algunos casos, niveles de ingreso. Entonces, se
puede crear un modelo que calcule la probabilidad de estar empleado y desempleado y
generar una senda de cotizacion mas ajustada a la realidad segun estas variables
demograficas. Pero, la informacién existente sobre empleo y desempleo en las cifras
estadisticas nacionales no permite identificar a aquellos individuos que se consideran
empleados pero que realmente no cotizan en su cuenta de ahorro previsional (informales
y/o evasién del empleador y/o desconocimiento). Otra dificultad es generar a partir de las
cifras de empleo-desempleo una senda que garantice solamente el minimo de semanas a
cada uno de los grupos de edad, genero, ingreso, educacion, etcétera, para poder
evaluar efectivamente la garantia.

Entonces, en funcion de lo anterior, se desarrolla un modelo de senda de cotizacién que
depende de la relacion existente entre del maximo nimero posible de semanas cotizadas,
el minimo nimero de semanas efectivamente laboradas y el minimo nimero de semanas
para tener derecho a una pension. Esta decision esta fundamentada en que para estimar
las garantias importa mas el cumplimiento de los requisitos minimos de cotizacion (el
numero de semanas cotizadas) que el empleo o el desempleo. Un individuo que alcanza
el minimo numero de semanas no necesariamente ha recorrido un camino determinado
por la tasa de desempleo. Sin embargo, la tasa de desempleo es util para determinar los
intervalos del ciclo de vida laboral donde existe mayor o menor densidad de empleo como
se observara mas adelante.

Por ejemplo, una persona que comienza su vida laboral a los 20 afios de edad y
supdéngase que debe cotizar al menos 1325 semanas a su cuenta de ahorro previsional
tiene una probabilidad p de emplearse y cumplir con el requisito de minimo namero de
semanas cotizadas o una probabilidad 7-p de no emplearse, pero aun asi tener la
posibilidad de cumplir con el mismo requisito. Si la vida laboral de esta persona es hasta
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los 65 afios (2340 semanas en total), entonces él deberia tener una probabilidad de
trabajar equivalente al nUmero minimo de semanas por laborar sobre el total de semanas
posibles a laborar, que en este caso seria equivalente a 1325/2340. De igual forma tiene
una probabilidad de no trabajar equivalente a 1015/2340.

Si se supone que esta persona logré emplearse en la primera semana, para la siguiente
semana la probabilidad de emplearse cambia ya que el nUmero de semanas posibles a
laborar es menor en una unidad, y el numero de semanas laboradas y cotizadas es
también menor en una unidad. Entonces la probabilidad de esta persona para emplearse
es de 1324/2339 y para no emplearse es de 1015/2339. Si, por el contrario, esta persona
no logré emplearse, entonces las probabilidades para la siguiente semana son diferentes
ya que el numero de semanas cotizadas continla invariante, pero el nimero de semanas
posibles a laborar disminuye en una unidad. Luego la probabilidad del individuo para
emplearse es de 1325/2339 y para no emplearse es de 1014/2339.

Si se repite este procedimiento es posible crear una estructura similar a un arbol binomial
de probabilidades de emplearse y de no emplearse con tres caracteristicas principales. La
primera caracteristica es que la profundidad del arbol es igual al nimero total de semanas
posibles a laborar. La segunda caracteristica es que el resultado al final esta en una sola
rama que equivale al numero de semanas trabajadas y cotizadas. Y la tercera
caracteristica es que se consideran semanas trabajadas todas las ramas que vayan en
una misma direccién (ascendente o descendente, dependiendo del orden del arbol).

Por ejemplo, en el grafico 9 se muestra un pequefio arbol para 3 semanas de trabajo
donde se busca que una persona trabaje al menos 2 (S4, marcado en azul, punteada).
Las opciones de trabajar o no trabajar en una semana estan marcadas con lineas verdes
y rojas respectivamente. Luego, para alcanzar la meta el individuo tiene la posibilidad de
trabajar o no trabajar en diferentes semanas, pero siempre buscando un objetivo
especifico. Todas estas posibles rutas estan marcadas en amarillo. Es posible crear un
conjunto de probabilidades que lo lleve por cualquiera de dichas sendas alternativas pero
que siempre termine en la que se tiene como objetivo.

Grafico 9: Arbol binomial de la senda de cotizacion
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Entonces, y para general la senda de cotizacion (densidad de cotizacion), se construye un
modelo estocastico que genera diferentes rutas a partir de las probabilidades ajustadas en
cada periodo. En este modelo aleatorio se asume que cada periodo que tiene una
duracion de 3 meses. Como se muestra en la ecuacion 19, la probabilidad P; de trabajar la
siguiente semana es igual al cociente cuyo numerador es la diferencia del minimo nimero
de periodos a trabajar N,,;, menos el numero de semanas cotizadas N., y el
denominador es diferencia entre el numero total de periodos habiles N; menos en numero
de periodos transcurridos i.

Npmin—N
P = NT—_LC (18)

Pero, el resultado del ejercicio anterior no esta ajustado a la realidad del comportamiento
laboral de una persona a pesar de que permite construir la senda laboral eficiente. En
diferentes trabajos, como los realizados por Nufez (2005), Martinez (2003) y Viafara y
Uribe (2006), estd demostrado que para diferentes momentos dentro del ciclo de vida
laboral, una persona esta sometida a diferentes expectativas de duracion en el empleo y
en el desempleo segun su género, su nivel de educacién, su actividad, su edad, entre
otros. Cada una de estas expectativas modifican la densidad de cotizacién permitiendo
que la persona realice 0 no aportes a su cuenta de ahorro previsional. Entonces, se
requiere realizar un cambio en las probabilidades resultantes para ajustar el modelo a
unas expectativas de duracién del empleo y desempleo dentro de la economia
colombiana.

Para realizar este ajuste se comienza con las expectativas de duracion del empleo y
desempleo publicadas en las tablas del trabajo de Martinez (2003) para el DNP. En estas
tablas existe una clasificacion por edades en siete intervalos diferentes de los cuales solo
cinco intervalos son necesarios; mas especificamente aquellos que incluyen las edades
entre los 20 y 65 afios. En la Grafica 10 estan las lineas de la duraciéon del empleo y el
desempleo en meses, por edad y por género. Para efectos de simplificacién en el modelo,
se opto por trazar una linea de tendencia y encontrar la ecuacién lineal que describe cada
una de las cuatro trayectorias posibles. De esta forma se puede calcular el punto medio
de la duracion (duracion promedio) del empleo o del desempleo segun el género y la
edad.

Luego, esta duracién promedio se toma como la media para generar una distribucién de
probabilidad acumulada normal con una desviacion estandar arbitraria equivalente a 1
afio para el empleo y a 10 semanas para el desempleo. Esta distribucion de probabilidad
acumulada evaluada con el tiempo transcurrido en cada estado, ya sea de empleo o de
desempleo, arroja un valor que se multiplica con el complemento de la probabilidad
obtenida del modelo basico de senda de cotizacion. Por ejemplo, la probabilidad
acumulada de llevar empleado un tiempo determinado se multiplica por la probabilidad de
la senda de cotizacion de estar desempleado. El resultado de esta operacion se suma a la
probabilidad de la senda de cotizacién correspondiente. Sobre este resultado se evalian
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de nuevo las probabilidades en cada uno de los estados para obtener una nueva senda
de cotizaciéon con un mejor sentido econdémico.
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Grafica 10: Semanas vs Edad (base 20 afios)

4.3 Tratamiento de la incertidumbre en Inflaciéon y Tasa Libre de
Riesgo

La incertidumbre es la caracteristica principal de todas las variables de cualquier sistema
cuando los periodos son de muy largo plazo, como es el caso de las pensiones. En este
trabajo, la incertidumbre existe en la tasa de interés, en el porcentaje de aporte, en la
volatilidad de los modelos, entre otros. Sin embargo, se puede realizar un ejercicio simple
de clasificaciéon de las variables entre: aquellas en donde la incertidumbre tiene un origen
natural y/o dependiente de una serie de eventos externos y donde los cambios en el valor
de la variable son relativamente periédicos, y aquellas en donde el valor esta determinado
unicamente por leyes o decretos y donde los cambios en el valor de la variable se dan en
el intervalo de afos. Las variables que pertenecen al primer grupo, por su naturaleza,
pueden ser simuladas usando un modelo estocastico controlado por un sistema de Iégica
difusa.

El modelo de légica difusa cuenta con diferentes subconjuntos y reglas para determinar el
cambio en la tasa libre de riesgo. Se parte de la inflacién y de la tasa libre de riesgo
actual; y se realiza una simulacion para determinar el cambio en la inflacién en funcién de
la variable aleatoria inflacion y el cambio incierto (no estocastico) en la tasa libre de
riesgo. La tasa de interés se considera incierta, de cambios periddicos y dependiente de
otras variables como la inflacion; y por ello se evalua con la légica difusa. En cambio, la
inflacion se considera aleatoria pero influenciada por una variable incierta como es el
cambio en la tasa libre de riesgo. Estos dos sistemas se realimentan entre si para generar
una senda de la tasa de interés en el tiempo.
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Un sistema de ldgica difusa permite evaluar el comportamiento de un conjunto de
variables no solo por su valor sino por el grado de pertenencia que estas tengan dentro de
un grupo de areas definidas conocidas como subconjuntos difusos. El grado de
pertenencia es una variable que indica que tanto esta su valor dentro de los limites
especificados por un subconjunto y para ello toma valores entre 0 y 1, donde 0 es ninguna
pertenecia a un subconjunto especifico hasta 1 que es la pertenencia total al subconjunto.
Un subconjunto difuso es un area determinada con una forma particular que se define en
forma similar a una probabilidad. Los resultados de los diferentes grados de pertenencia a
los diferentes subconjuntos se evaltian como variables ponderadas® siguiendo una serie
de reglas que determinan el tipo de operaciones logicas a realizar entre los diferentes
subconjuntos. Una respuesta es aceptada cuando cumple con todos los criterios de una
regla.

Las funciones de pertenencia de los conjuntos difusos se pueden definir de diferentes
formas, donde las mas comunes son las triangulares, las trapezoidales y las gaussianas.
Las formas triangulares definen un uUnico punto donde el grado de pertenencia es el
maximo. En el resto de los puntos, el grado de membrecia disminuye constantemente en
funcién de una pendiente definida por los puntos extremos del conjunto. Las formas
trapezoidales definen un intervalo donde el grado de pertenencia es maximo. Por fuera de
ese intervalo el grado de pertenencia disminuye constantemente en funciéon de una
pendiente definida por el punto extremo y el maximo correspondiente segun el lado de la
figura. La forma gaussiana tiene una curva similar a la de la distribucién normal donde el
maximo se presenta en el punto que seria el equivalente a la media y un punto de
referencia en ambos extremos equivalente a la desviacién estandar.*

Para comenzar a desarrollar la légica difusa se debe verificar, solo por motivos de
referencia, que la inflacion y la tasa de interés tengan un comportamiento en donde se
pueda observar algun tipo de dependencia. Para ello, se compararon los datos de la
inflacion con los datos de la tasa Yield de los TES UVR 2015 para una serie de
transacciones ocurridas entre los afios 2003 y 2009 (Grafico 11: Tasa TES UVR e
Inflacion 2003 a 2009). Se escogen los titulos TES UVR porque son el instrumento de
inversion local de mas bajo riesgo con el que cuentan las AFP. Como se observa, existe
un grado de dependencia en el comportamiento de ambos indicadores acorde con la

# E| peso ponderado de los grados de pertenencia a un subconjunto difuso que cumple una regla
determinada define el valor de salida del sistema en un proceso conocido como
“desborrosificacion” o “defuzzificacion”. Los mecanismos de este procedimiento son tan simples
como la suma de los productos de cada grado de membrecia por su conjunto resultante como el
calculo de los momentos geométricos sobre las formas de los conjuntos.

* Una explicacion mas profunda de los modelos difusos se puede encontrar en “Design of Fuzzy
Controllers” de Jan Jantzen y “On possibilistic mean value and variance of fuzzy numbers, Fuzzy
Sets and Systems” de Carl Carlsson y Robert Fullér.
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literatura econdmica que indica que en principio la tasa de interés®' es el mecanismo
basico regulador de la inflacién; sin dejar de reconocer que existen otros mecanismos y
variables al alcance de los organismos reguladores, pero que no vamos a considerar
dentro de nuestro modelo.
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Grafico 11: Tasa TES UVR e Inflacién 2003 a 2009

Luego, se define para la variable inflacién un conjunto difuso que contuviera la expectativa
sobre la inflacién reportada por el Banco de la Republica en sus informes periédicos sobre
el aumento general de precios. El Banco normalmente reporta la expectativa de inflacion
para el afilo como una banda con un limite maximo y un limite minimo entre los que él
espera se situe el valor de la inflacion. Para el afio 2009 esa banda esta localizada entre
el 45% y el 55%. Por ello, se decidi6 que la figura adecuada para calificar el
comportamiento de la inflacién es una funcién de forma trapezoidal (Grafico 12) que
asigne el maximo grado de pertenencia a los valores de inflacion que estén dentro de la
banda de la expectativa del banco. Este subconjunto difuso se le llamé “normal”. Ademas
de este subconjunto, se definieron otros 3 para indicar: una inflaciéon por debajo de la
expectativa llamado “low”, una inflacion por encima de la expectativa llamado “high” y una
inflacion muy por encima de la expectativa llamado “very high”. Los subconjuntos “low” y
“high” sirven para determinar el comportamiento de la tasa libre de riesgo mientras que el
“very high” sirve como subconjunto de control para evitar desbordamientos en el modelo.

%" La tasa de intervencion del Banco de la Republica es el verdadero mecanismo regulador de la
inflacion en Colombia. Pero, no se debe desconocer que el valor de la tasa de intervencion influye
directamente en el valor de las tasas de titulos soberanos como son los TES UVR.

28



Grafico 12: Subconjuntos difusos para la inflacion

Para la tasa de interés se escogié un conjunto difuso con forma triangular al que se
denomina “normal” y que captura el comportamiento de los titulos TES UVR dentro de
una expectativa de mercado que oscila alrededor del 6%. El uso de la forma triangular
(Grafico 13) se compara en algun grado con el uso de los modelos Vasicek en las
simulaciones Montecarlo para las diferentes tasas porque marca un valor puntual
alrededor del cual oscila el valor de la tasa. Al Igual que con la inflaciéon, se adicionaron
otros dos subconjuntos difusos para indicar si la tasa libre de riesgo esta alta o si la tasa
libre de riesgo esta baja, llamados “high” y “low” respectivamente. Igualmente se incorporo
un subconjunto adicional para evitar el desbordamiento, llamado “very high”.

Grafico 13: Subconjuntos difusos para tasa de interés

Después, el resultado del grado de pertenencia de cada uno de los subconjuntos se
evalua siguiendo una serie de reglas légicas y de teoria de conjuntos para determinar una
posible salida. Por ejemplo, una regla dice que “si la inflacién esta alta y la tasa de interés
esta baja, entonces se debe incrementar la tasa de interés”. Cada regla que se cumple
indica cual salida se debe seleccionar y ademas con cual grado de aplicacién se debe
hacer. Las salidas también son subconjuntos difusos que no se evaliuan como grado de
pertenencia sino como grado de aplicacion. El grado de aplicacion es igual al minimo
grado de pertenencia entre todos los subconjuntos validos y definidos dentro de una regla.
La lista de las reglas usadas en este modelo se encuentra en los anexos.
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Para la modelacién del cambio de la tasa de interés se definieron 3 subconjuntos difusos
de salida (Grafico 14) que siguen la metodologia de “Sugeno”, donde no necesariamente
debe existir “overlapping” de los conjuntos de salida®’. El primero se conoce como “stable”
y sirve para indicar que no se realiza ningun cambio sobre la tasa de interés. El segundo
se conoce como “increment” y sirve para indicar un aumento en 100 puntos basicos en la
tasa de interés. Y el tercero se conoce como “decrement” y sirve para indicar un
decremento en 100 puntos basicos en la tasa de interés. Los 100 puntos basicos se
escogieron para coincidir con los cambios maximos y minimos que normalmente el ente
regulador (Banco de la Republica) realiza. No sobra indicar que estos valores son el
maximo y minimo posible de salida del proceso. El resultado de evaluar todas las reglas y
ponderar la salida arroja en cada ejecucion un valor entre -100 puntos basicos y 100
puntos basicos.

Un mecanismo de correccion que se introdujo para la salida fue la estandarizacion del
cambio de la tasa de libre de riesgo en saltos de +/-25, +/-50, +/-75 y +/-100 puntos
basicos. Para ello, se evallua el resultado del modelo difuso dentro de otro modelo que
selecciona el valor mas apropiado para el cambio de la tasa libre de riesgo. En otras
palabras, se definen unos intervalos que indican cual es el cambio de tasa libre de riesgo
permitida segun el valor ingresado.

Grafico 14: Subconjuntos difusos de salida.

El resultado de evaluar todas las reglas y ponderar los grados de aplicacion de cada uno
de los subconjuntos difusos de salida es el valor de incremento o decremento de la tasa
libre de riesgo. Los efectos de este incremento o decremento son inmediatos sobre el
valor de la tasa libre de riesgo; pero actuan con rezago sobre el valor de la inflacion Am,.
Este rezago corresponde a un parametro de influencia B negativo que multiplica a la
diferencia entre la tasa libre de riesgo actual ry y el promedio historico de varios periodos

anteriores de la tasa libre de riesgo r como se aprecia en la siguiente ecuacion:

%2 | os modelos “Sugeno” desarrollan los conjuntos de salida como variables “Singleton” que
equivalen a una unidad en un punto determinado. También desarrollan los conjuntos de salida
como funciones lineales. Por simplicidad en la programacion, la salida “Sugeno” se puede modelar
como subconjuntos de forma triangular, donde las dos pendientes verticales son similares y sin
overlapping.
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Am, = —,B(rft —7) (19)

Se reconoce la existencia de aleatoriedad en la inflacion antes de su inclusion en el
modelo difuso. Entonces, el camino que sigue la inflacion se define con un modelo
estocastico donde los cambios en esta son determinados por una variable aleatoria que
sigue una distribucién normal estandar W (t) y por el cambio en la inflacién determinado
por el cambio en tasa libre de riesgo Am,.. El tiempo transcurre en meses, acorde con las
politicas del Banco de la Republica. La expresion que define este comportamiento es la
siguiente.

Ay = W (t)o/1/12 + Am,. (20)

El resultado de ensayar el modelo se puede observar en el Grafico 15. Se observa como
la tasa libre de riesgo reacciona cuando se produce la salida de la inflacion del rango de
expectativa indicado por el Banco de la Republica. Ademas se observa como la linea de
la inflacion corregida se desvia de la linea de inflacion sin corregir cuando ocurre el
cambio de la tasa libre de riesgo. Otra caracteristica son los cambios en la tasa libre de
riesgo que se presentan como saltos de escalera, muy acorde con lo que sucede en el
mercado. Sin embargo, algunas reacciones de incremento o decremento de la tasa libre
de riesgo del modelo se pueden mejorar con la incorporacion de mas variables al sistema
con sus respectivos subconjuntos difusos; como por ejemplo, el cambio en la tasa de
inflacion. Un efecto adverso de esta medida es que el numero de reglas se incrementa
substancialmente y se hace cada vez mas complejo el disefio y la calibracién del modelo.

Inflacion Corregida
Tasa de interes Borrosa
Inflacian sin Carregir

1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600
Semanas

Grafico 15: Ejemplo de una ejecucién del modelo difuso.

4.4 Sendas Salariales de cada Cohorte

Se escogieron cinco sendas salariales para cinco cohortes por cada género segun dos
criterios. El primer criterio es la distribucion salarial de los afiliados en la AFP que se
observa en la Grafica 5. Segun esa distribucion se tienen cuatro cohortes, que son:
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personas con 1 SMLMV (65% de los afiliados), personas con 2 SMLMV (18% de los
afiliados), personas con entre 3 y 4 SMLMV (9% de los afiliados) y personas con mas de 4
SMLMV (8% de los afiliados). Esto significa que de 100,000 simulaciones, 65,000 se
deben hacer con la primera cohorte, 18,000 con la segunda cohorte, 9,000 con la tercera
cohorte y 8,000 con la cuarta cohorte suponiendo que esta distribucién se mantiene
constante a lo largo de todo el ciclo de vida laboral®. El siguiente criterio es el
comportamiento de las sendas salariales para diferentes cohortes descritas en el
documento de Reveiz, Ledn et al. (2009). En este documento se indica el comportamiento
de diez cohortes compuestas de igual numero de personas y ordenadas por promedios
salariales. Por simplicidad se tomdé la trayectoria de las cinco cohortes mas
representativas que son las cohortes con 1 SMLMV, 2 SMLMV, 3 SMLMV, 4 SMLMV y los
mayores a 4 SMLMV.

Fue necesario realizar un ajuste a las cohortes 3 y 4 debido a que no existe una
discriminacion sobre el numero de afiliados que pertenecen a cada una de ellas. Por ello,
se intentd mantener la tendencia decreciente en el numero de afiliados de las cohortes 1y
2 por lo que a la cohorte 3 se le asignoé el 6% de los afiliados y a la cohorte 4 el 3% de los
afiliados.

Los resultados de esta modelizacién discreta de las sendas salariales se observa en los
graficos 16 y 17. Alli se pude observar que la senda de cotizacion de los hombres crece
mas aceleradamente que la de las mujeres y alcanza niveles mucho mas altos en general.
También se observa como después de 100 semanas existe una muy baja posibilidad de
cambio en el salario de la mujer sobre todo cuando esta pertenece a las cohortes
inferiores.
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Grafico 16: Senda Salarial Mujeres

*®La suposiciéon de la distribucion constante en el tiempo asume que las politicas desde el Estado
no han mejorado ni desmejorado la condicién salarial de la poblacion.
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Grafico 17: Senda Salarial hombres

5. Resultados, Conclusiones y recomendaciones

El resultado entregado por el modelo muestra que para los hombres existe un déficit (sin
tener en cuenta los fondos de GPM y solidaridad) en la cuenta de ahorro previsional para
las primeras cuatro cohortes, pero no en la quinta que es la de mas alto ingreso. Por el
contrario, en el caso de las mujeres, en todas las cohortes existe una probabilidad de
déficit, aunque en la cohorte 5 es muy baja. La participacion porcentual de las diferentes
cohortes en el déficit se concentré en la cohorte nimero uno, tanto para hombres como
para las mujeres, con el 84% y 80% respectivamente; seguido por la cohorte 2 para
hombres y mujeres con el 15% y 16% respectivamente (ver Tabla 4, parte A).

Si se observan los datos con mas detalle, parece que el déficit total en el futuro de la
primera cohorte de las mujeres es menor que el mismo item de los hombres. Pero, si se
divide este valor por el equivalente del salario minimo en el futuro, se encuentra que el
total de déficit en el futuro normalizado es mayor en las mujeres (ver Tabla 4, parte B). La
razon de esta discrepancia resulta del menor tiempo de cotizacion por parte de las
mujeres. Por esta sola razén las cifras no serdn comparables hasta no realizar la
valoracién descontada en el tiempo.

El déficit per capita normalizado, que resulta de dividir el déficit total normalizado por el
numero de personas afiliadas dentro de una cohorte (ver Tabla 4, parte D), es un
indicador para mostrar en promedio qué tan deficitaria es una cuenta. En general, se
observa en la Tabla 4, parte B, que para las mujeres los resultados son mas elevados que
para los hombres lo que sugiere que una parte muy grande de las garantias se van a
requerir para cubrir el déficit de las mujeres. El grado de déficit sugerido por estos datos
puede ser peor si a ello se suma la creciente participacién de las mujeres en el mercado
laboral. Normalmente se sefiala a la desigualdad salarial como uno de los posibles
causantes de este déficit en las mujeres, pero esta afirmacion requiere de un analisis
mas detallado.
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A Total Déficit en el Futuro Mujeres Hombres Porcentaje por cohorte Porcentaje por cohorte
En SMLMV de Hoy para del total del déficit del total del déficit
20,000 (W EED) (Hombres)
Cohorte 1 10,047,201 10,645,665 79.55% 82.62%
Cohorte 2 2,035,907 1,889,317 16.12% 14.66%
Cohorte 3 432,228 301,366 3.42% 2.34%
Cohorte 4 114,467 48,221 0.91% 0.37%
Cohorte 5 352 0 0.00% 0.00%
TOTAL DEFICIT 12,630,155 12,884,569
SALARIO MINIMO FUTURO 63.333228 78.669964
EN SMLMV DE HOY
Total Déficit en el Futuro Porcentaje por cohorte Porcentaje por cohorte
En SMLMV del Futuro del total del déficit del total del déficit
(37 afios de cotizacion) (Mujeres) (Hombres)
Cohorte 1

158,640 135,321 79.55% 82.62%
Cohorte 2
onorte 32,146 24,016 16.12% 14.66%
Cohorte 3
enorte 6,825 3,831 3.42% 2.34%
Cohorte 4
onorte 1,807 613 0.91% 037%
Cohorte 5
6 0 0.00% 0.00%
TOTAL DEFICIT
199,424 163,780

C Numero de Personas en
Cada Cohorte
Cohorte 1 13,000
Cohorte 2 3,600
Cohorte 3 1,200
Cohorte 4 600
Cohorte 5 1,600

D Déficit en SMLMV del Futuro Mujer Hombre
Por Persona
Cohorte 1 12.20 10.41
Cohorte 2 8.93 6.67
Cohorte 3 5.69 3.19
Cohorte 4 3.01 1.02
Cohorte 5 0.00 0.00

Tabla 4: Total déficit por cohorte (20,000 hombres y 20.000 mujeres)

5.1 Valoracion

Para valorar el total del déficit del sistema pensional, solo falta descontar el promedio del
déficit de cada cohorte, de cada género a la tasa libre de riesgo y segun la duracién del
ciclo de vida laboral de cada género. Como la tasa libre de riesgo es una variable de
salida del modelo, entonces se asume como tasa libre de riesgo el resultado de promediar
todas las tasas libres de riesgo resultantes de todas las cohortes de todas las
simulaciones de un mismo genero. Después, se suman todos los resultados descontados
y se obtiene el valor del déficit a precios de 2009.
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El resultado del déficit, como se observa en la ultima fila de la Tabla 5A, es de 7.74
millones de SMLMV por cada 100,000 afiliados a los fondos. En la Tabla 5B, se observa,
que luego de considerar el valor del salario minimo actual, esta suma equivale a 3.84
billones de pesos. Si actualmente se tiene una poblacion de 8.5 millones de afiliados a los
fondos de pensiones obligatorias, esto significa que la suma total del déficit en los aportes
podria ascender a los 326.55 billones de pesos, que equivalen al 64.9% del PIB* de
Colombia; pero solo bajo la suposicion de que todos los 8.5 millones de afiliados van a
cumplir con los requisitos minimos exigidos por la ley.

Cohorte Mujeres Periodo de Hombres Periodo de 100% Mujeres (42%) Hombres (58%) Todos
Descuento M Descuento H (Hombres y Mujeres)
37 Aios 42 Afios
Valor Descontado Valor Descontado Numero de Afiliados Total Total Total
Déficit per DM Déficit per DH por Cohorte DM*NAC*42% DH*NAC*58% Mujeres y
capita capita NAC Hombres
Cohorte 1 772.98 107.07 819.97 86.96 65,000.00 2,923,098.73 3,278,230.97 6,201,329.69
Cohorte 2 569.48 78.88 537.04 56.95 18,000.00 596,370.29 594,579.49 1,190,949.78
Cohorte 3 398.00 55.13 330.44 35.04 6,000.00 138,930.06 121,949.14 260,879.21
Cohorte 4 270.61 37.48 157.59 16.71 3,000.00 47,230.36 29,078.15 76,308.51
Cohorte 5 39.12 5.42 0.00 0.00 8,000.00 18,206.67 - 18,206.67
Total (Und. SMLMV) | 7,747,673.86

Tabla 5A: Estimacion del déficit actual en SMLMV por cada 100,000 afiliados

Déficit en SMLMV por 100,000 afiliados YA LYRYER:]

Salario Minimo 496,000.00
Déficit en pesos por 100,000 afiliados 3,842,846,235,778.88
Afiliados total a las AFP 8,500,000.00
Déficit Total del RAI 326,641,930,041,205.00

Tabla 5B: Estimacion del déficit total del RAI

Si se observan las garantias acumuladas por la simulacién (Tabla 6) se encuentra un
resultado que sugiere que efectivamente los aportes de los géneros son muy diferentes.
Los hombres tienen mas contribucion a los fondos de GPM y de Solidaridad en todas las
cohortes estudiadas si eliminamos el factor tiempo. La razén de esta diferencia puede ser,
de nuevo, la desigualdad laboral existente.

GPM En SMLMV Mujer Hombre

Cohorte 1 1,951,705.00 3,113,662.00
Cohorte 2 995,428.90 1,601,599.00
Cohorte 3 495,981.60 807,407.70
Cohorte 4 344,372.60 551,183.30
Cohorte 5 1,780,146.00 | 3,248,039.00
TOTAL 5,567,634.10 | 9,321,891.00
SOLIDARIDAD Mujer Hombre

Cohorte 1 0.00 0.00
Cohorte 2 0.00 0.00
Cohorte 3 0.00 567,412.00
Cohorte 4 332,683.50 537,402.90
Cohorte 5 1,724,854.00 | 3,177,287.00
TOTAL 2,057,537.50 4,282,101.90

Tabla 6: Magnitud de las garantias por cohorte y genero

% El valor del PIB estimado para el 2009 por el DNP es de 503.2 billones de pesos.
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Si se hacen efectivas las diferentes garantias sobre el déficit total acumulado en las
cuentas, respetando la independencia de géneros, se encuentra el siguiente resultado. En
el caso de los hombres, por cada 100.000 afiliados, el valor alcanzado por el fondo de
GPM y el fondo de solidaridad alcanza para cubrir el 100% del déficit y hacer posible la
garantia de pension minima mientras que en las mujeres solo alcanza para cubrir el 60%
del déficit. Pero, el valor de la garantia no estaria financiado en el caso en donde
solamente se utilice el fondo de GPM para cubrir el déficit de cuenta de ahorros
previsional de los hombres y de las mujeres. Para las mujeres, solamente con el fondo de
GPM, el nivel de cobertura de la garantia alcanza el 44%, mientras que para los hombres
solamente con el fondo de GPM el nivel de cobertura de la garantia alcanza el 72%. En
este caso, el gobierno deberia entrar a financiar el 56% y el 28% del déficit total en
mujeres y hombres respectivamente. Este déficit final descontando a valores de 2009
totaliza 142,9 billones, practicamente equivalente al presupuesto nacional para la vigencia
del afio 2009.

50,000 Déficit en SMLMV Garantia GPM en Déficit con GPM en Porcentaje Solidaridad en Déficit Total por 100,000
afiliados por 100,000 SMLMV por SMLMV por 100,000 de déficit SMLMV por afiliados en SMLMV y

por género afiliados 100,000 afiliados afiliados con GPM 100,000 afiliados porcentaje de déficit final
Operacion A B A-B=C C/A D C-D=E E/A
Mujeres 31,575,387.50 13,919,085.25 17,656,302.25 56% | 5,143,843.75 12,512,458.50 40%
Hombres 32,211,422.50 23,304,727.50 8,906,695.00 28% | 10,705,254.75 (1,798,559.75) 0%

Tabla 7A: Estimacion del peso de las Garantias (50,000 afiliados por género)

A Déficit - Garantia por 100,000 afiliados

Mujeres (50,000 afiliados) 17,656,302.25

Hombres (50,000 afiliados) 8,906,695.00
B Déficit descontado en SMLMV por 100,000 afiliados

Muijeres (descontado 37 afios) 2,445,749.95

Hombres (descontado 42 afios) 944,532.76

Suma Déficit descontado en SMLMV 3,390,282.71

(100,000 afiliados)

D Salario Minimo 496,000
C*D=E Subtotal en Pesos para 100,000 Afiliados 1,681,580,226,051.88
F Mudltiplo de 8,5 Millones de Afiliados 85.00
F*E Déficit Total en Pesos no cubierto por GPM 142,934,319,214,409.00

Tabla 7B: Total déficit no cubierto por GPM

En virtud del déficit existente en las cuentas del género femenino, se realizé un cambio en
el modelo para permitir a las mujeres trabajar hasta los 62 afios y observar el efecto del
aumento en tiempo de jubilacién sobre el déficit en la cuenta de ahorro previsional (Tabla
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8). Los resultados mostraron que el déficit en la cuenta de ahorros cubierto solamente por
el fondo de GPM pasé del 44% al 62%. Esto le representa al Estado pasar de destinar
142.9 billones de pesos (28.4% del PIB) para cubrir las garantias de ambos géneros, a
solamente 98.92 billones de pesos (19.7% del PIB). Esta es una reduccién del 31% en
costos para el Estado. Y, si ademas de ello, se incluye al fondo de solidaridad para
financiar el déficit en la cuenta de ahorros individual del género femenino, la cobertura
alcanza el 87%.

A Déficit de GPM en SMLMV
Mujeres (50,000 afiliados) 13,527,101.00
Hombres (50,000 afiliados) 8,923,510.50
B Valor descontado a R; (SMLMV)
B1 Mujeres (50,000 afiliados) a 42 afios 1,407,131.47
B2 Hombres (50,000 afiliados) a 42 afios 939,203.82
C=B1+B2 | Suma Total Déficit en SMLMV 2,346,335.29
D Salario Minimo 496,000.00
C*D=E Déficit total para 100,000 afiliados en pesos 1,163,782,302,437.09
F Multiplicador 85.00
G=F*E Déficit Total en pesos no cubierto por GPM | 98,921,495,707,152.80

Tabla 8: Estimacion del déficit con jubilacion de mujeres a los 62 afos.

Otra modificacién que se realiz6 fue el cambio de la edad de inicio del ciclo de vida laboral
de 20 afios a 30 anos para cuantificar la importancia del inicio temprano en los aportes;
ejercicio similar al realizado con el modelo de Zurita. El efecto de este cambio se observa
en el nivel de cobertura de los fondos de GPM y fondos de Solidaridad. Para el caso en
donde solo se utiliza el fondo de GPM, la cobertura alcanzé solo el 40% para las mujeres
y el 60% para los hombres. El déficit total generado en el fondo equivale al 170.3 billones
(33.8% del PIB). Otros cambios, como 25 afios y 35 afios, se observan en el Grafico 18.

La modificacion final realizada permiti6 aumentar el nimero de semanas minimas
cotizadas de 1325 semanas a 1800 semanas (Tabla 8) suponiendo una mejora en las
condiciones laborales en todas las cohortes. Este ejercicio disminuyd considerablemente
el déficit de los fondos de GPM y solidaridad en todas las cohortes de ambos géneros. En
el caso de las mujeres, la cobertura del fondo de GPM alcanzé el 77% mientras que en
los hombres el cubrimiento llegdé al 100%. El déficit generado esta cercano a los 35,5
billones de pesos (7.1% del PIB).

Cobertura de la GPM Mujeres | Hombres
Semanas Cotizadas
1,325 44% 72%
1,500 55% 83%
1,800 77% 100%

Tabla 9: Cobertura GPM vs semanas cotizadas y género
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Grafico 18: Porcentaje de cobertura seguin la edad de inicio de cotizacion

5.2 Conclusiones y recomendaciones

Es recurrente en este tipo de trabajos que para disminuir el déficit en las cuentas de
ahorro previsional se recomiende la disminucion de la tasa de desempleo, o la reduccién
de la informalidad en el trabajo, o el aumento del nimero de afiliados al sistema,
implementando esquemas de flexibilizacion laboral (empresas de empleo temporal), o
relajando las normas del régimen para que otros grupos de trabajadores puedan afiliarse.
Estas medidas no resuelven el problema de fondo porque no contribuyen decisivamente
a evitar que el déficit que se esta generando en las cuentas de ahorro individual siga
creciendo a niveles insostenibles.

Solucionar el problema del déficit en las cuentas de ahorro previsional desde el problema
del desempleo, incorporando mano de obra barata a la industria o transformando la mano
de obra informal en formal son soluciones que solo reportan sus beneficios en el corto
plazo. Estas soluciones permiten a las AFP disponer de un capital adicional para mejorar
las inversiones con el nuevo capital que viene de los nuevos cotizantes. Pero, este tipo de
practicas a futuro lo Unico que hacen es aumentar el riesgo existente en el sistema, ya
que aumentan la participacion de las cohortes salariales con mayor riesgo de déficit en el
futuro; debido a su escasez de capital humano.

Ampliar la cobertura del sistema pensional es una meta que se debe lograr por parte de
los organismos gubernamentales y las administradoras de los fondos de pensiones por el
impacto social que ello representa, y porque todo ciudadano debe estar cubierto para
tener una vejez digna. Pero, cuando se permite el ingreso de otro grupo de cotizantes por
el mecanismo de la relajacion de las reglas, no necesariamente el beneficio social
representa un beneficio para la Nacion. Por un lado, se abre aun mas la posibilidad de
que mas individuos entren inmediatamente a realizar aportes a los diferentes fondos y por
ende aumenta la cobertura. Pero, por otro lado, se esta cambiando el funcionamiento
estructural del sistema pensional que incrementa los riesgos por incertidumbre. Ademas,
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se abre la posibilidad de que la sostenibilidad del régimen de ahorro individual se
fundamente en el aumento de cotizantes (aumentar la cobertura universal); con el fin de
contar con mas individuos que aportan y que ayudan a aumentar la magnitud de las
garantias futuras para beneficio de unos pocos.

Luego, una medida que se puede implementar para disminuir el déficit en las cuentas de
ahorro previsional seria mejorando los aportes que se realizan a los fondos de GPM y
fondos de solidaridad. La contribucion de estos fondos a la disminucion del déficit
presente en las cuentas de ahorro, tanto de hombres como de mujeres, es considerable,
pero aun insuficiente. Un aumento en el aporte a la solidaridad solo afectaria a las
personas con alto poder adquisitivo mientas que el beneficio solo se presentaria para
aquellos con bajo nivel de ingreso siempre y cuando las semanas cotizadas le permitan
gozar de este privilegio. La percepcion publica general de esta medida seria la de un
subsidio en la jubilacidon que ofrecen los estratos altos a los estratos bajos. Aunque, desde
la equidad social, los subsidios son una forma de equilibrar la capacidad de generar
ingresos (salario y capital humano) con respecto a los costos y gastos que plantea la
subsistencia en la sociedad, en este caso se podria percibir como una practica al estilo
“Robin Hood” que alivia el problema desde la forma, pero no lo solucionan en el fondo.

Otra solucion mas adecuada para enfrentar el problema del déficit es mejorar el capital
humano de las personas para dar la posibilidad a un mejor ahorro. Si se lograra disminuir
en cinco puntos el porcentaje de afiliados a los fondos de pensiones que ganan 1 SMLMV
del 65% al 60% y aumentar los que ganan 2 SMLMV en 5 puntos del 18% al 23%, y
ademas garantizar el cumplimiento del minimo de semanas cotizadas, el déficit en la
cohorte inferior bajaria substancialmente del 80% al 75% para las mujeres y del 82% al
78% para los hombres. Ademas, esta politica implica mejorar el recaudo en las cuentas
de ahorro previsional, disminucion en el déficit general en el momento de retiro y aumento
en los fondos de GPM; sin desconocer el beneficio en el componente social. Pero, al dia
de hoy, esto representaria un costo adicional para las empresas y el mismo Estado. Se ve
entonces la necesidad de estructurar una verdadera politica estatal a largo plazo para la
mejorar la productividad de los trabajadores con el menor ingreso a través de
capacitacion, que finalmente generen mas recursos para la industria y se traduzca en
mejores salarios para ellos. En este caso es preferible mejor calidad en el empleo a mas
cantidad de empleo.

También seria ideal revisar las edades de retiro de las mujeres. El costo de las
anualidades para ellas, sumado al menor tiempo de cotizacion y los menores salarios, son
los principales causantes del déficit. Por ello, se recomienda que las edades de las
mujeres se igualen a las de los hombres en un futuro cercano. Aunque esta decision es
polémica porque la mujer es la que lleva la carga de la maternidad, cada afio que pasa
parece mas propicia debido a los cambios culturales en la sociedad, la disminucién de la
tasa de maternidad y la mayor participacién del hombre en el crecimiento de sus hijos.
Pero esta medida debe ir acompafiada de la igualdad en los salarios y los derechos
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laborales de la mujer, que le permitan realmente estar a la altura de los salarios y los
derechos laborales de los hombres. Si no, la medida seria un castigo al género femenino.

Por otro lado, se debe dar herramientas a los aseguradores para que desarrollen los
modelos de pagos mediante anualidades. El desarrollo de este mecanismo es clave para
permitir que las diferentes cuentas de ahorro previsional dispongan de un capital
suficiente para adquirir una renta vitalicia sin recurrir en exceso al fondo de garantia GPM.
Esto implica que se deben producir modelos y tablas de mortalidad que reflejen con
certeza la esperanza de vida de los colombianos. También es necesario estudiar las
diferentes densidades de cotizacion presente en las distintas cohortes salariales. Este
dato permitiria a los modelos alcanzar un grado de precision mejor al conseguido en la
actualidad.

Finalmente, si se busca mejorar el desempefio de las cuentas de ahorro previsional y su
posterior utilizacion como financiador del retiro, se debe estudiar muy detalladamente los
efectos directos e indirectos que puede originar el cambio en una politica sobre la
sociedad, el individuo y las AFP. Como se observé en este trabajo, en el caso de los
aportes, ahorrar mas no significa mejor; en otras palabras aumentar el porcentaje del
aporte no es necesariamente la mejor politica para incrementar la suma acumulada en las
cuentas de ahorro previsional y disminuir su déficit.
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Anexo 1.

Leyes

Ley 100 de 1993: Por la cual se crea el sistema de seguridad social integral y se dictan otras
disposiciones. Esta ley define actualmente las politicas del sistema pensional colombiano permitiendo
la convivencia de los dos regimenes pensionales: El régimen PAYG administrado por el Seguro Social y
de régimen privado de contribucién definida y solidaridad administrado por las AFP.

Ley 797 de 2003: Por la cual se reforman algunas disposiciones del sistema general de pensiones
previsto en la Ley 100 de 1993 y se adoptan disposiciones sobre los Regimenes Pensionales
exceptuados y especiales. En especial en esta ley se establece la obligacion de los trabajadores
independientes de aportar a un sistema de pensiones por el monto que ellos mismos declaren en sus
ingresos.

Ley 860 de 2003: Por la cual se reforman algunas disposiciones del Sistema General de Pensiones
previsto en la Ley 100 de 1993 y se dictan otras disposiciones. Esta ley modifica algunas disposiciones
y normas sobre los requisitos para tener acceso a la pension de invalidez. Ademas, incorpora un
tratamiento especial para los empleados del CTI de la fiscalia por considerar su labor de alto riesgo.

Decretos
Decreto 692 de 1994: Por el cual se reglamenta parcialmente la Ley 100.

Decreto 510 de 2003: Por medio del cual se reglamentan parcialmente los articulos 3,5,7,8,9,10 y 14
de la Ley 797 de 2003.

Decreto 2633 de 1994: Por el cual se reglamentan los articulos 24 y 57 de la Ley 100 de 1993.
Decreto 2765 de 2007: Por el cual se reglamenta la garantia de rentabilidad minima.
Circulares Externas

Circular Basica Juridica 007 de 1996: Instrucciones generales relacionadas con las entidades
administradoras del sistema general de pensiones y el control, regulacion y vigilancia que realiza la
Superintendencia Financiera sobre sus practicas.

Circular Externa 029 de 2005: Que obliga a las AFP y al seguro social a buscar mecanismos para la
deteccidén y solucion de las multiples vinculaciones de algunos afiliados.

Jurisprudencia
Sentencia C-789 de 2002: Sobre el articulo 36, incisos 4 y 5 de la Ley 100 de 1993

Sentencia C-1024 de 2004: Sobre los articulos 2, 3y 9 de la Ley 797 de 2003
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Anexo 2.

Resultados de modelo GoMa para Hombres

Datos Goma
Factor
Numero de gx (probabilidad tPx(62) Afios exponencial tPx(62) Error Relativo
5 Sobrevivientes de morir) Teorico Corridos GoMa GoMa Cuadratico
62 81995 979 0.011940  1.000000 0 0.004333  1.000000 0.000000
63 81016 1054 0.013010  0.988060 1 0.004632  0.995221 0.000052
64 79962 1119 0.013994  0.975206 2 0.004952  0.989462 0.000208
65 78843 1179 0.014954  0.961559 3 0.005293 0.982576 0.000459
66 77664 1232 0.015863  0.947180 4 0.005658 0.974398 0.000782
67 76432 1281 0.016760  0.932154 5 0.006048 0.964747 0.001140
68 75151 1357 0.018057  0.916531 6 0.006465 0.953426 0.001485
69 73794 1413 0.019148  0.899982 7 0.006910 0.940220 0.001799
70 72381 1477 0.020406  0.882749 8 0.007387 0.924897 0.002012
71 70904 1558 0.021973  0.864736 9 0.007896 0.907217 0.002087
72 69346 1656 0.0238380 0.845734 10 0.008440 0.886929 0.002007
73 67690 1790 0.026444  0.825538 11 0.009022 0.863783 0.001772
74 65900 1957 0.029697  0.803708 12 0.009644 0.837534 0.001424
75 63943 2160 0.033780  0.779840 13 0.010309 0.807961 0.001014
76 61783 2397 0.038797  0.753497 14 0.011020 0.774877 0.000607
77 59386 2666 0.044893  0.724264 15 0.011780 0.738148 0.000266
78 56720 2971 0.052380  0.691749 16 0.012592 0.697721 0.000052
79 53749 3359 0.062494  0.655516 17 0.013460 0.653644 0.000005
80 50390 3818 0.075769  0.614550 18 0.014388 0.606096 0.000116
81 46572 4241 0.091063  0.567986 19 0.015380 0.555416 0.000278
82 42331 4412 0.104226  0.516263 20 0.016440 0.502123 0.000387
83 37919 4545 0.119861  0.462455 21 0.017573  0.446935 0.000521
84 33374 4567 0.136843  0.407025 22 0.018785 0.390771 0.000649
85 28807 4466 0.155032  0.351326 23 0.020080 0.334734 0.000784
86 24341 4305 0.176862  0.296860 24 0.021464 0.280071 0.000949
87 20036 4062 0.202735  0.244356 25 0.022944  0.228101 0.001081
88 15974 3706 0.232002  0.194817 26 0.024525 0.180120 0.001109
89 12268 3257 0.265487  0.149619 27 0.026216 0.137281 0.001017
90 9011 2725 0.302408  0.109897 28 0.028023  0.100466 0.000809
91 6286 2138 0.340121  0.076663 29 0.029955 0.070182 0.000548
92 4148 1584 0.381871  0.050588 30 0.032020 0.046482 0.000333
93 2564 1097 0.427847  0.031270 31 0.034228 0.028962 0.000170
94 1467 702 0.478528  0.017891 32 0.036587 0.016827 0.000063
95 765 408 0.533333  0.009330 33 0.039110 0.009024 0.000010
96 357 212 0.593838  0.004354 34 0.041806 0.004416 0.000001
97 145 96 0.662069  0.001768 35 0.044688 0.001946 0.000018
98 49 36 0.734694  0.000598 36 0.047769  0.000760 0.000044
99 13 11 0.846154  0.000159 37 0.051062  0.000259 0.000064
100 2 2 1.000000  0.000024 38 0.054582  0.000075 0.000106
Error 0.026230

Tabla 10: Calculo de GoMa
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Resultados de modelo GoMa para Mujeres.

Datos GoMa
Factor
Numero de gx (probabilidad tPx(57) Afios Exponencial tPx(57) Error relativo
Sobrevivientes | Fallecidos de morir) tedrico corridos GoMa GoMa cuadratico
57 91636 521 0.005686 1.000000 0 0.002081 1.000000 0.000000
58 91115 584 0.006409 0.994314 1 0.002225 0.997702 0.000012
59 90531 655 0.007235 0.987941 2 0.002378 0.994925 0.000049
60 89876 731 0.008133 0.980794 3 0.002542 0.991593 0.000119
61 89145 811 0.009098 0.972816 4 0.002717 0.987620 0.000225
62 88334 891 0.010087 0.963966 5 0.002905 0.982910 0.000372
63 87443 972 0.011116  0.954243 6 0.003105 0.977353 0.000560
64 86471 1045 0.012085 0.943636 7 0.003319 0.970827 0.000784
65 85426 1116 0.013064 0.932232 8 0.003548 0.963196 0.001028
66 84310 1180 0.013996  0.920053 9 0.003793 0.954308 0.001275
67 83130 1242 0.014940 0.907176 10 0.004054 0.943997 0.001495
68 81888 1332 0.016266  0.893623 11 0.004333 0.932083 0.001655
69 80556 1403 0.017416  0.879087 12 0.004632 0.918370 0.001755
70 79153 1483 0.018736  0.863776 13 0.004952 0.902650 0.001749
71 77670 1582 0.020368 0.847593 14 0.005293 0.884704 0.001625
72 76088 1699 0.022329 0.830329 15 0.005658 0.864308 0.001391
73 74389 1855 0.024936  0.811788 16 0.006048 0.841239 0.001068
74 72534 2050 0.028263 0.791545 17 0.006465 0.815281 0.000712
75 70484 2285 0.032419 0.769174 18 0.006910 0.786237 0.000379
76 68199 2561 0.037552 0.744238 19 0.007387 0.753944 0.000127
77 65638 2875 0.043801 0.716291 20 0.007896 0.718286 0.000006
78 62763 3235 0.051543 0.684916 21 0.008440 0.679220 0.000047
79 59528 3691 0.062004 0.649614 22 0.009022 0.636793 0.000253
80 55837 4230 0.075756  0.609335 23 0.009644 0.591168 0.000542
81 51607 4700 0.091073 0.563174 24 0.010309 0.542650 0.000748
82 46907 4889 0.104228 0.511884 25 0.011020 0.491706 0.000795
83 42018 5036 0.119853 0.458532 26 0.011780 0.438978 0.000834
84 36982 5061 0.136850 0.403575 27 0.012592 0.385291 0.000828
85 31921 4949 0.155039 0.348346 28 0.013460 0.331639 0.000801
86 26972 4770 0.176850  0.294338 29 0.014388 0.279149 0.000784
87 22202 4501 0.202729 0.242285 30 0.015380 0.229028 0.000725
88 17701 4106 0.231964 0.193166 31 0.016440 0.182476 0.000592
89 13595 3609 0.265465 0.148359 32 0.017573 0.140585 0.000407
90 9986 3019 0.302323 0.108975 33 0.018785 0.104225 0.000207
91 6967 2369 0.340032 0.076029 34 0.020080 0.073941 0.000057
92 4598 1756 0.381905 0.050177 35 0.021464 0.049879 0.000002
93 2842 1216 0.427868 0.031014 36 0.022944 0.031761 0.000018
94 1626 778 0.478475 0.017744 37 0.024525 0.018932 0.000080
95 848 452 0.533019 0.009254 38 0.026216 0.010464 0.000158
96 396 235 0.593434  0.004321 39 0.028023 0.005305 0.000224
97 161 106 0.658385 0.001757 40 0.029955 0.002436 0.000262
98 55 40 0.727273 0.000600 41 0.032020 0.000999 0.000265
99 15 12 0.800000 0.000164 42 0.034228 0.000360 0.000235
100 3 3 1.000000 0.000033 43 0.036587 0.000112 0.000191
Error Total 0.025442

Tabla 11: Calculo de GoMa
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Anexo 3: Reglas de la l6gica difusa.

Numero de la regla Inflacién Tasa de interés Rf | Cambio en la tasa
1 Low Low | Stable

2 Normal Low | Increment
3 High Low | Increment
4 Low Normal | Decrement
5 Normal Normal | Stable

6 High Normal | Increment
7 Low High | Decrement
8 Normal High | Decrement
9 High High | Increment
10 High Very High | Stable

11 Very High Very High | Stable

Tabla 12: Reglas del sistema difuso.
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Anexo 4a. Demostracion de la ventaja del calculo de la anualidad sobre
el rendimiento de la cuenta.

El modelo de Zurita se apoya en una ecuacion estocastica (Ecuacion 1) que permite
estimar con una simulacién de Monte Carlo el valor final de la cuenta de ahorros usando
como insumos la tasa de interés real, el salario real y un porcentaje de cotizacion del
aporte. El déficit de la cuenta de ahorros se estima comparando el resultado del calculo
de una renta vitalicia (Ecuacion 6) con el valor final del ahorro acumulado (Ecuacion 9).

Primero, se estima el déficit de la cuenta de ahorros usando una tasa de interés real del
3% y un aporte del 12% para cada una de diez posibles cohortes con salarios reales
comenzando desde 1 SMLMV y terminando en 10 SMLMV. Con este resultado se puede
trazar la siguiente curva que servira como referencia.

Promedio Deficit enla cuerta

Grafico 19: Déficit de referencia en SMLMV

Luego se modificéd el ejercicio de dos formas. La primera modificé la tasa de interés real
del 3% al 6% para la estimacion de la renta vitalicia. La segunda modificd la tasa de
interés real para la estimacion del valor final de la cuenta de ahorros del 3% al 6%. Los
resultados se pueden apreciar en los siguientes graficos. En la grafica de la izquierda se
encuentra el resultado de la primera modificacion y en la gréafica de la derecha el resultado
de la segunda modificacion.
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Grafico 20: Déficit con el cambio de la tasa de interés real de la renta vitalicia (izquierda) y cambio del
rendimiento del fondo (derecha).
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En ambos casos, al aumentar la tasa de interes real se disminuy6 el deficit con respecto a
la grafica de referencia. Pero, si se observa con mas detenimiento, en el primer caso el
deficit en la primera cohorte alcanza alrededor de los 70 SMLMV mientras que en la
segunda alcanza los 120 SMLMV.

Entonces, se puede concluir que la disminucion del déficit de la cuenta de ahorros
previsional es mayor con la mejora de la tasa de interes de la renta vitalicia que la mejora
de la tasa de interes del rendimiento de los aportes.

Anexo 4b. Demostracion de la ventaja del calculo de la anualidad sobre
el rendimiento de la cuenta.

Para esta demostracion, se comienza con el mismo modelo descrito en el Anexo 4a de
este documento (modelo de Zurita). Los resultados que sirven de referencia de esta
estimacion se encuentran en el Grafico 19. Se puede observar que el déficit promedio de
la cohorte de mas bajos ingresos se encuentra alrededor de los 250 SMLMV.

Entonces, para evaluar el resultado de aumentar la cotizacién en la cuenta de ahorros
previsional, modificamos el porcentaje de los aportes del 12% al 24% para todas las
cohortes. El resultado se puede observar en el Grafico 21.

Promedio déficit en la cuenta

Grafico 21: Déficit por aumento en los aportes.

Como se puede observar, el déficit por el aumento de los aportes bajé de 250 SMLMV a
150 SMLMV. Pero, si se compara este resultado con los obtenidos por las medidas
propuestas en el Anexo 4a, se descubre que la propuesta de mejorar el porcentaje de
aportes es inferior a las propuestas de mejorar la tasa de interés real cuando se trata de
reducir el déficit en las cuentas de ahorro previsional, especialmente en las cohortes de
menor ingreso.
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Anexo 5: Breve introduccidon a la l6gica difusa.

Existen dos metodologias claras en el manejo de las variables en los modelos de
sistemas de control y simulacién. La primera metodologia, asume que las variables
contienen valores discretos con intervalos no continuos, en donde, una variable (aleatoria)
puede pertenecer 6 no pertenecer a un subconjunto especifico en funcién de su valor. La
segunda metodologia, sugiere que las variables son continuas y tienen intervalos
continuos; en donde, el valor de una variable (aleatoria) tiene una probabilidad de estar
dentro en un intervalo medible del rango (subconjunto) segun su valor.

Ambas metodologias son ampliamente aceptadas para modelar y simular sistemas. Pero,
existen un grupo de sistemas, en donde caracteristicas como conjuntos probabilisticos
sobre variables discretas, ¢ conjuntos discretos sobre variables continuas, obligan a
replantear la estructura de modelacién y desarrollo del sistema. Por ejemplo, la decision
de controlar la inflacion no depende de cuantos puntos basicos este por debajo o por
encima de un valor medio esperado. Esta decision depende del consenso de un grupo de
expertos que a su juicio determinan, segun un rango de valores aceptado para la inflacién
y otras variables de importancia, cuales son las medidas a tomar.

Por ello, en los afios 60 y 70, se desarrolld un proceso de modelacion de sistemas
conocido como logica difusa. En este proceso, se define diferentes rangos de valores
(subconjuntos), que generalmente se puede definir con nombres intuitivos (linguistica),
como por ejemplo: “caliente” o “rapido” o “débil”. También, se supone que existe una
escala de pertenencia de las variables de entrada a los subconjuntos definidos, con
caracteristicas muy similares a las de un componente probabilistico; de tal forma que una
variable puede estar “poco caliente” o “muy rapida” o “nada débil”. Esta escala es un valor
entre cero y uno. Ademas, se definen una serie de reglas que determinan cuales son las
posibles salidas validas del modelo.

Para el disefio de un modelo difuso, se comienza por definir los subconjuntos difusos para
cada variable. Estos subconjuntos difusos sirven para determinar, con rangos, la
caracteristica “linguistica” que tiene una variable en un momento especifico. En principio,
estos rangos no siguen ninguna regla explicita y dependen mas del concepto subjetivo del
disefiador. Por ejemplo, para un disefiador, un vaso se puede considerar lleno de agua
cuando el liquido supera el 90% de la capacidad total; pero para otro disefador esta
medida puede ser el 70%. Es de notar, que a pesar de lo subjetivo, es indispensable que
exista al menos un subconjunto para cada punto posible del rango de valores para la
variable de entrada (todos los puntos posibles deben estar cubiertos). Por ello, es
necesario también que exista un grado de “Overlapping”, situacién en donde un
subconjunto se intercepta con otro cerca de un valor de frontera.

Cuando el valor de una variable se encuentra dentro del intervalo definido por un
subconjunto difuso, el grado de veracidad se determina mediante una propiedad conocida
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como grado de pertenencia. El grado de pertenencia es un valor entre cero y uno,
resultante de evaluar la variable de entrada en una funcién asignada al conjunto, tal que:

P (x), x> xo} 21)

Fer () = {PZ (%), x < xg
P,(x)=1, x - x,
P(x) =0, x> xyV x K x

Cabe anotar que una sola variable puede tener, simultdneamente, diferentes grados de
pertenencia en diferentes subconjuntos difusos gracias al efecto de “overlapping”.

Luego, entran a conformarse las reglas en el sistema difuso, que son las que definen,
mediante operaciones légicas, cuales de las salidas son las validas. Existen varias formas
de definir las operaciones légicas de las reglas, donde las mas comunes son las AND y
las min. Las AND consideran verdaderos todos los grados de pertenencia donde su valor
es diferente de cero y es indispensable que en una regla todos lo sean para que esta sea
verdadera. Las min seleccionan el menor valor resultante entre todos los grados de
pertenencia de todos los subconjuntos que componen una regla y es importante que el
resultado sea diferente de cero.

RULE = min(Fg; (x) A Fgp(x) A Fez(x) A+ Fep(x)) (22)

Existen dos técnicas especificas en la definicion de la salida. La primera técnica es la
“Mandami”, que define la salida como subconjuntos difusos al igual que las variables de
entrada, La segunda técnica es la “Sugeno” que define la salida como un conjunto de
variables “Singleton” (pulso unitario). En ambos casos, cada una de las salidas
(subconjuntos o singletons) esta expresando una condicion “Linguistica” del mismo modo
que las entradas. Por ejemplo, “aumentar’, o “mantener” son posibles condiciones
resultantes. También, junto con esta condicidn linglistica, se indica la magnitud de la
salida. La magnitud de la salida de cada regla en la mayoria de los casos es equivalente a
la operacion min.

En un sistema difuso, existe la posibilidad de que se cumplan varias de las reglas y por
ende varias las salidas sean validas. En estos casos existen muchas formas de
determinar cual es la salida final. Algunas formas son utilizando promedios o promedios
ponderados. Otras formas van mucho mas alla y calculan momentos inerciales en funcién
de las formas geométricas resultantes. En el caso de los modelos “Sugeno”, es normal
que las salidas solo sean promediadas dado que la magnitud del area de un “Singleton”
siempre es uno. Ademas, esta propiedad permite a las aplicaciones que no pueden
modelar salidas “Singleton” reemplazarlas con salidas triangulares, con areas iguales y
sin “overlapping.
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