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RESUMEN

El estudio de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales conlleva a
problemas cuya solucion no es facil de
obtener si no se tiene una solida
formacion en dlgebra lineal. Sin embargo
es posible con un minimo de teoria de
matrices resolver ciertos problemas
elementales de sistemas acoplados, l0s
cuales aparecen en la formulacion de
modelos en sistemas mecdnicos, proble-
mas de mezclas, circuitos y en otras
areas de las ciencias.

1. INTRODUCCION

Es bien conocido que en la solucion
de sistemas de ecuaciones diferenciales
lingales, surgen varias dificultades para
quienes carecen de un dominio apropiado
del algebra lineal. Sin embargo, con
algunas ideas y técnicas de la teoria de
matrices se pueden resolver ciertos
problemas de interés para ciencia y
tecnologia. En particular, sistemas aco-
plados de la forma'

x(t)= ax(t)+by(t)
y(t)= cx(t)+dy ()

donde a, b, ¢, d son constantes reales y
X, ¥ son funciones reales tales que

x(0) = x
y( =y,
dx.

con %, y, €R Acd X(t)=a

El objetivo con estas lineas es mostrar
una solucion analitica del sistema (1),
con unos conocimientos simples de la
teoria de matrices. Como la labor es
mas pedagogica que un desarrollo
cientifico, no pretendemos en ningdn
momento que las ideas aqui plasmadas
sean originales.

2. EL PROBLEMA

Con el fin de facilitar el trabajo se

gscribe el sistema (1) en forma
matricial:

U=Au

u(0) = ug @

1 Unsistema de ecuaciones diferenciales
lineales se llama no acoplado, si cada
ecuacion del sistema se puede
resolver independientemente de las
otras. De lo contrario, se llama
acoplado.

donde

e el oGl

El objetivo con estas lineas es
mostrar una solucion analitica
del sistema, con unos conoci-
mientos simples de la teoria
de matrices. Como la labor es
mas pedagégica que un desa-
rrollo cientifico, no pretende-
mos en ningin momento que
las ideas aqui plasmadas sean
originales.

En general, para resolver un sistema
como (2) se presentan los siguientes
€asos:

1. Lamatriz A esdiagonal: b =c¢ =0,
en este caso el sistema es no aco-
plado, es decir, consiste de dos
gcuaciones independientes
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x(t)=ax(t)
j(t)=dy (1)

y su solucion es facil de obtener, ver (Boyce, 1992).

2. Si la matriz A no es diagonal entonces la transformacion
u=Tz, donde T es una matriz invertible, cambia la
gcuacion original a la forma z = T~'ATz.

En efecto, si u = Tz entonces

i=T:
Au=Tz
TAu=1
ATz = 7
7=Bz

donde B = T'AT. Sila matriz B es diagonal, la solucion del
sistema (2) es nuevamente obvia y decimos que la matriz
A es diagonalizable.

Cuando no existe la matriz T tal que B =T'AT A es no
diagonalizable, (Grossman, 1996), en este caso el sistema (2)
no se resuelve facilmente y se debe recurrir a estrategias
diferentes que permitan obtener la solucion.

) a b
Para empezar, se recuerda que si A = (C d} entonces la traza

de A estd dada por tra(A) =a + b, y el determinante de A
por A = detA = ad - bc.

El siguiente lema se utiliza en el transcurso del desarrollo.

. ) a by .
Lema. Silamatriz A= ¢ d tiene traza cero, entonces

A? = -detAl, donde | es la matriz identidad de orden 2 x 2.

Prueba. Si tra(A) =a+ d =0, entonces d = -a, asique

b
A:[i aj J A= deth = 2 - be = (2 + b), de

modo que

— 62 +c) [; ?]:-detm

Bajo esta consideracion, se supone que u es solucion del
problema (2), entonces

li= Al = A(Au)= A%u=—Alu.
De otro lado, sea z solucion del problema de valor inicial
I=Az

3
2(0)=1. 9

2(0)=0,

Observe que z satisface la ecuacion 7 = Az pero no las
condiciones iniciales.

De esta forma z no es proporcional a z, y asi, la pareja (z,z)
constituye una base para la solucion del problema 7 = Az -

Si u es una solucion del problema i = Alu » entonces u se puede
gscribir como

U=2v+zw,  (4)

donde v, w e IR

También se sabe que u es solucion de l=Au con la
condicion u(0) = u,, entonces

U=2v+2w = Au = ZAv + ZAw -
De esta manera se puede concluir que

IW +ZAv = ZAv + ZAw.
Alevaluaren t =0 setiene w = Av de manera que

U=2v+7Av = (Z1+2A),
de donde
ug =u(0)=(1+0A)v =v.

Entonces la solucion del problema



es de la forma
u=(2l+2A)ug.
Se verifica esto dltimo,
U= (71+2A) up = (zAl+2A) ug

mientras que
Au=A(H+2A) ug = (AI+ 242 )ug = (A -+ 2Al)ug

3. GENERALIZACION

Cuando a la matriz A no se le exige ninguna condicion,
entonces el problema

U=Au

u(0) =g

se puede transformar en otro donde la traza de la matriz de
coeficientes sea cero.

En efecto, sea A una constante real arbitrariay © solucion

6=x0, 0(0)=1
es decir,
o(t)=eM.
Se considera la transformacion
u=0¢§
entonces

Uy =u(0)=0(0)(0) = £(0).

Como U=Au setiene entonces
U=0E+0& = Au=0AE

es decir,
0E +10E = OAE.

Como 6 0 puede dividirse por © para obtener
E=(A-NE.
Debido a que la constante A es arbitraria, se puede definir como
la mitad de la traza de A, esto es
_a+d

A=—r.
2

de esta manera se obtiene el nuevo sistema cuya matriz de
coeficientes tiene traza cero:

€ =Bg, donde

b
d—a

2
De este modo, & es solucion del problema de valor inicial

a—d
B=(A-a)=| 2
C

§=Bg
£0)=1p
Es de notar que
u=(2l+2A g

es una solucion del problema (5), donde z es solucion de (3) con

2
A= [ﬂj +bc
2
el determinante de la matriz B.

4. CONCLUSION

En el desarrollo dado, el propésito buscado era encontrar
soluciones del problema

U=Au
u(0) =g
para ello se considero que

n=2 Az[a_-d}bc,
2 2

ademds se supuso que © y z son soluciones de 10s
problemas de valor inicial

6=20, 0(0)=1

i=Az, 2(0)=0, 2(0)=1,
respectivamente.
Lo cual permite concluir que:

u=06[21+z(A—)]ug
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es la solucion de
U=Au

u(0) =g

En términos de coordenadas se puede ver que

x=9{x02+(a;dx0 +by0jz}

(6)
. (d-a
y=e|:yoz+(2y0 +CXOJZ:|,
donde las funciones © y z estan dadas por
A a+d
o(t)=e _exp[Tjt (7
1
—senhlVAt), A>0
(/)
2(t)=1t, A=0 (8
1
——senlV—-At), A<0
)

Claramente, la dltima expresion resulta como consecuencia de
resolver la ecuacion diferencial

)

que tiene coeficientes constantes.

Para terminar, se ilustra el método descrito con el siguiente
gjemplo.

Ejemplo. Considere el problema de valor inicial

x(0)=1
y(0)=—1

X(t) = x+9y,
ji(t)=—x—5v,

en forma matricial

donde u= (X]
y

En este caso

=5
2
)

A= =-2,

(”5] +(O)-1)=9-9=0.
y (8) se obtienen respectivamente
o(t)=e2 y z(t)=t

Por (7

luego por (6) se tiene
x(t)=e~2[() (+(3) ()+(©) (-1)1]
e (1-6t)

y(0)=e [0 ()+(-3) 9+(1) ()]

—e A (=1+2t)
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