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Resumen

En este trabajo se presenta la manera como algunos de los problemas de optimizacién multi-
objetivo bajo incertidumbre se pueden formular a través de la teoria de optimizacién intervalo-valuada
y se proponen dos algoritmos para resolverlos. Ademads, se realiza una aplicacién para un problema
real, el modelo logistico poblacional para la ciudad de Medellin y Antioquia, donde se estiman los
parametros a través de los algoritmos propuestos con base en los datos del DANE.

OPTIMIZACION INTEVALO-VALUADA, CONVEXIDAD Y DIFERENCIABILIDAD, OPTI-
MIZACION MULTI-OBJETIVO, METODOS COMPUTACIONALES



Resumen



Introduccion

La incertidumbre en los problemas de optimizacion estd ligada a la informacion, ya sea de los
pardmetros, las variables o las funciones. Esta incertidumbre puede provenir por ausencia, ambigiiedad,
inconsistencia, error, imprecision, entre otros, de la informacién. Para resolver este tipo de problemas
se han planteado diferentes perspectivas, las principales son la Optimizacién Estocdstica y la Opti-
mizacién Fuzzy o Difusa; la primera maneja la incertidumbre a través de la teoria de probabilidades,
donde se requiere conocer la distribucién de los datos y la segunda, a través de la teoria fuzzy o difusa,
por lo tanto se requiere conocer la funcién de pertenencia de los datos.

La teoria intervalo-valuada es una perspectiva diferente para manejar la incertidumbre en estos
problemas, en ella s6lo es necesario conocer el intervalo donde se encuentran los datos. Esta teoria
ha sido fuertemente desarrollada desde los afios noventa con los trabajos de Ishibuchi y Tanaka [10]
y posteriormente por Wu [30], [31] y [32], aunque sus origenes se remontan a los trabajos de Moore
[16] en los afios setenta. Esta teoria ha sido aplicada en la solucién de diferentes tipos de problemas,
principalmente en optimizacion estructural, debido a la naturaleza misma de los pardmetros y variables
que tienen este tipo de problemas.

Por otra parte, la teorfa de optimizacion intervalo-valuada ha logrado desarrollos tedricos tan-
to para problemas con funciones mono-objetivo como problemas con funciones multi-objetivo, los
cuales requieren que dichas funciones tengan algunas caracteristicas especiales, tales como convex-
idad y diferenciabilidad, pero, dado que en los problemas practicos no siempre se satisfacen dichas
condiciones, se hace necesario recurrir a métodos numéricos o computacionales de bisqueda de la
solucidén, o las soluciones, més laxos en sus condiciones de aplicacion que un método analitico.
Ademds, se debe resaltar que algunos de los métodos computacionales han demostrado tener gran
capacidad de exploracién del espacio de bisqueda, pueden ser robustos y no tener problemas de sen-
sibilidad.

Aunque existen muchos desarrollos de métodos numéricos y computacionales para resolver prob-
lemas de optimizacién multi-objetivo, son escasos aquellos que estidn disefiados para resolver proble-
mas de optimizacion multi-objetivo que involucran restricciones como incertidumbre al mismo tiem-
po; por este motivo en este trabajo se proponen dos métodos que involucran estas tres caracteristicas
desde la perspectiva intervalo-valuada.



4 Introduccion

En este trabajo se presenta la manera como los problemas de optimizacién bajo incertidumbre se
pueden formular a través de la teoria de optimizacion intervalo-valuada y se proponen dos algoritmos
pararesolverlos. En el primer capitulo se presentan los conceptos necesarios para entender el problema
de optimizacién multi-objetivo intervalo-valuado y las técnicas de solucién analiticas; alli se mues-
tran las definiciones y teoremas necesarios de la teorfa intervalo-valuada para solucién de problemas
de optimizacién; ademas, se presentan los conceptos basicos de los algoritmos evolutivos y Particle
Swarm Optimization - PSO -, donde para cada uno se explica el algoritmo base. En el siguiente capitu-
lo se presentan los algoritmos propuestos, donde se incorpora la incertidumbre y las restricciones a
los algoritmos presentados en el primer capitulo. Estos algoritmos pueden ser adaptados para la solu-
cién de un tipo especial de problemas de optimizacién como los problemas inversos, los cuales son
muy utilizados en Geotecnia y Geofisica para identificacion de parametros, por tal motivo el capitulo
tres se enfoca en los conceptos bésicos de este tipo de problemas. Por dltimo, se presenta un capitulo
donde se realiza una aplicacion para un problema real, el modelo logistico poblacional para la ciudad
de Medellin y Antioquia, donde se estiman los pardmetros a través de los algoritmos propuestos con
base en los datos del DANE.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo exponen los elementos que sirven de base para la propuesta central de este tra-
bajo. En esta direccion, lo primero serd describir los fundamentos y resultados matemaéticos de la op-
timizacién multi-objetivo con incertidumbre modelada a través de intervalos, en donde los resultados
a tener en cuenta estdn ligados a los articulos [30] y [31]. Una segunda componente de este capitulo
la conforma el estado del arte en heuristicos para optimizacién multi-objetivo sin consideraciones de
incertidumbre, pero que seran la fuente para proponer dos algoritmos que si consideran incertidumbre
del tipo mencionado antes en los problemas de optimizacién multi-objetivo.

1.1. Notacion

La notacién utilizada en este trabajo serd la habitual en Matematicas. Se denota el cuerpo de
ndmeros reales por R, el espacio euclidiano de dimensién 7 de los ndmeros reales por R", los conjun-
tos o espacios vectoriales con letras mayusculas, los elementos de los conjuntos con letras mindsculas,
las constantes con letras griegas como A, u, entre otros. Se utilizan las letras mindsculas f, gy & para
denotar funciones; las letras maytsculas A, B 'y C para hacer referencia a elementos del conjunto
intervalo-valuado. En general, la notacion sera clara a partir de la seccion de conceptos basicos.

1.2. Optimizacion Multi-objetivo Intervalo-valuada

En esta seccion se presenta, para claridad del contenido del trabajo, los conceptos de orden, distan-
cia, métrica y 6ptimo de Pareto, entre otros, considerados en la teoria multi-intervalo-valuada. Estos
conceptos fueron aplicados en la implementacion de los algoritmos propuestos para poder determinar
cudl es el conjunto solucién del problema.

1.2.1. Conceptos Basicos

Definicion 1.2.1. Al conjunto de todos los arreglos de m intervalos cerrados, acotados y convexos en
R los denotamos por I'"(R). Si A € I"'(R), se puede describir a A asi:
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L U
|at.a¥]
A= ..
U
[ i
donde aiL y al.U son los limites inferior y superior del intervalo i, respectivamente, es decir aiL < aly.

En el conjunto I'"(R) se puede definir una aritmética que bdsicamente proviene de la aritmética de
intervalos en el contexto de teoria de errores, desarrollada por Moore en [16]. A continuacion se
presentan las operaciones bdsicas:

Sean Ay B € I(R) se definen las operaciones aritméticas bdsicas asi:

» Suma: A+ B = [aL,aU] + [bL,bU] = |al + at,av + bU]

m Producto: AXB = [aL,aU]X[bL,bU] = [ml’n(aLbL,aLbU,anL,anU), méx(aLbL,aLbU,anL,anU)]

= Division: A/B = [at,aV| /|b*, bV ] = [min(a/bt, ab bV, aV b, aV [bY), méx(al /bt at bV, aV [bE, ¥ [bY))]

Con base en estas operaciones para el conjunto I(R) se definen la suma y producto por escalar
en I"'(R) de la siguiente manera: Sean Ay B € I"'(R) y @ € R definimos

Al +Bl [alL+blL,alU+blU]
= Suma: A+ B = =
Ap + By, ak, + bL.aY + by
[ [a/af, aaﬂ ]
a>0
A
Al [aafn,aa%]
= Producto por Escalar: @A = =1 Ul
[a/a ,ada ]
Ay, 1 1
.. a<0
U ,,L
| [aam,aam

Note que las operaciones definidas son clausurativas. Ademés de cumplir esta propiedad también
cumplen las siguientes:

Proposiciéon 1.2.1. : Sean A, By C € I"(R) y a,5 € R*

La operacion suma (+) cumple las siguientes propiedades:

s Conmutativa: A+ B=B+ A
» Asociativa:A+(B+C)=(A+B)+C

[0,0]
» Elemento neutro: 0 =| ... |€l™R)talqueA+0=0+A=A
[0,0]
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La operacion producto por escalar (o) cumple las siguientes propiedades:

= Asociativa: a(BA) = (o)A

» Elemento neutro: 1 € R tal que 1A = A

Distributiva con respecto a la suma: a(A + B) = aA + aB

» Distributiva con respecto a la suma de escalares: (a + $)A = @A + BA

Aunque el conjunto I"(R) tiene definidas las operaciones algebraicas adicion (+) y producto por
escalar (e), las cuales cumplen la mayoria de las propiedades necesarias en un espacio vectorial, I"(R)
no es un espacio vectorial porque con la operacién suma no todos los elementos tienen inverso aditivo.
Note que =VA € I"(R) - A € I"(R) : A + (—A) = 0. Se resalta este caracteristica porque s6lo
sobre espacio vectoriales se puede definir el concepto de derivada de Frechet, la cual es necesaria para
poder exponer los teoremas de existencia de solucién en los problemas de optimizacién multi-intervalo
valuada.

A continuacién se presentard el concepto de diferencia de Hukuhara, el cual es necesario para
después definir la diferenciabilidad en I"(R).

Definicion 1.2.2. (Diferencia Hukuhara): Sean Kc(R) = {C € R|C es conjunto compacto y convexo}
v A, B e Kc(R), siexiste C € Kc(R) tal que A = B+C, entonces C se llama la diferencia de Hukuhara,
denotada por C = A© B.

Al aplicar la definicién anterior en el conjunto /" (IR), sean A, B € I"'(R), la diferencia de Hukuhara

L .U
|ct. Y]
entre Ay B (A © B) si existe, es el multi-intervalo C = .. el cual esta definido por
L U
[ i)
[A1© Bi] |af = bha = Y|
C= = .
[Am © Bm] [a,Ln - bgq, afn] - b%]

1.2.2. Funciones Multi-Intervalo-Valuadas

A continuacién se definird el concepto de funcién multi-intervalo-valuada y con base en ello y
los conceptos vistos en la seccién anterior se procederd a definir limite y continuidad, conceptos
necesarios para poder definir la diferenciabilidad en este tipo de funciones.

Definicion 1.2.3. (Funcion Multi-intervalo-valuada): Sea f(x) : R" — I(R) definida en el espacio
euclideano R" con imagen en I"(R) es llamada funcion multi-intervalo-valuada, es decir, f(x) =
f(x1,...,x,) es un arreglo de intervalos cerrados en R para todo x € R". También puede ser escrita
como

|[FE@), Y @)
fx) = e
[ £ECo, £ )]
donde fl.L(x) y fiU(x) son funciones real-valuadas definidas en R" y satisfacen fl.L(x) < fl.U(x) para
todoxeR"yi=1,...,m
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ak U]

nl> %l
Definicion 1.2.4. (Limite): Sea {A, = y A un elemento en I"(R). Se dice que una

L U
[anm’ anm]
secuencia de multi-intervalos {A,} converge a A, denotado por lim, A, = A, siy sélo si limn_maﬁl. =

L . u_ U ©_
a;y llm,,_mam. = a; para todoi=1,....m

Se definird el concepto de métrica de Hausdorft, el cual es necesario para enunciar la definicién
de limite de una funcién multi-intervalo-valuada.

Definicion 1.2.5. (Distancia Hausdorff): Sean X y Y dos subconjuntos de un espacio métrico (E, d).
Se define la métrica Hausdorff dg(X,Y) como:

du(X,Y) = max{supxex infyey d(x, ), sup,y infyex d(x, y)}

En particular para el conjunto /(R) la métrica se define para dos elementos A y B que pertenezcan
al conjunto asi:

dp(A, B) = max {Sup,c infepla = bll. sup,cp infaca lla = bll} = max {la® - b|.1a¥ - bY|}

donde || @ || es la norma Euclidiana.

Definicion 1.2.6. (Distancia Hausdorff Infinito): Sean A y B dos elementos del conjunto I""(R). Se
define la métrica Hausdorff infinito dy_(A, B) como:

du (A, B) = méxe1, m{du(Ai, B;)}

Definicion 1.2.7. (Limite Funcion Multi-intervalo-valuada): Sea f(x) una funcién multi-intervalo-
valuada definida en R" y A € I"(R). Para c € R" se dice que

limy_cf(x) =AsiysolosiVe>030>0:|lx—c| <0 = dy_ (f(x),A) <e

También se puede observar que limy_,.f(x) = A & limy.fF(x) = a* A lim.fV(x) = a” para
todoi=1,...,m

Definicion 1.2.8. (Continuidad): Sea f(x) una funcion multi intervalo-valuada definida en R". Se
dice que f(x) es continua en c € R" si limy—.f(x) = f(c)

1.2.3. Diferenciabilidad en Funciones Multi-intervalo-valuadas

En esta seccidn se definirdn dos tipos de diferenciabilidad, las cuales son aplicadas al momento de
definir el concepto de solucidn para los problemas de optimizaciéon multi-objetivo intervalo-valuados.

Definicion 1.2.9. (Funcion débilmente diferenciable): Sea X un subconjunto abierto de R. Una fun-
cion f(x) = [ fL(x), f U(x)] intervalo-valuada definida en X es llamada débilmente diferenciable en x

si las funciones real-valuadas f*(x)y fY(x) son diferenciables en xy.
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Definicion 1.2.10. (Funcién H-diferenciable): Sea X un subconjunto abierto de R. Una funcion
f(x) = [ L), f U(x)] intervalo-valuada definida en X es llamada H-diferenciable (fuertemente di-
ferenciable) en xq si existe un intervalo cerrado A(xy) (el intervalo depende de xy) en R tal que
limy, o+ w v limp o+ w existan y sean iguales a A(xy). En este caso A(xp) es llama-
do H-derivada de f en xy.

Proposicion 1.2.2. : Sea f una funcion intervalo-valuada definida en X c R".

= Si f es H-diferenciable en xg € X, entonces f es débilmente diferenciable en x.

= Si f es H-diferenciable continuamente en xy € X, entonces [ es débilmente diferenciable conti-
nuamente en Xx.

1.2.4. Problema de Optimizacion y Concepto de Soluciéon

Definicion 1.2.11. (Problema de Optimizacion Multi-intervalo-valuado): Un problema de optimizacion
multi-intervalo-valuado se define como:

(MIVP1) min f(x) : R* - I"(R)
sa.xeXcR"

(1.1

fi(x)

donde f(x) = l yeada fi(x) = fi(xr.....x0) = [fEG ) [ G x| = [ £ £ )
Jm(x)

es una funcion intervalo-valuada para k = 1,...,my el conjunto factible X es asumido como un con-

junto convexo en R"

Esta es la forma general de presentar el problema de optimizacién multi-objetivo intervalo-valuado,
donde el conjunto factible puede ser expresado a través de restricciones real-valuadas o intervalo-
valuadas.

La representacién cuando el problema tiene restricciones real-valuadas es la siguiente:

(MIVP2) min f(x):R" - I"'(R)

. (1.2)
sa. gix)<0,i=1,...,p
donde las funciones real-valuadas g;(x) : R* — R convexas en R", parai = 1, ..., p. En este problema
el conjunto factible esta definido como X = {x: gi(x) <0, i=1,..., p}
Cuando las restricciones son intervalo-valuadas se formula de la siguiente forma
(MIVP3) min f(x) : R" - I"'(R) (13)

s.a. Gi(x)<[0,0],i=1,...,p

donde las funciones intervalo-valuadas G;(x) = [Gl.L(x), GlU] son funciones intervalo-valuadas definidas
en R", parai =1,..., p. Ahora es problema puede formularse de la siguiente forma:

(MIVP4) min f(x): R" - I"(R)
s.aa.GE(x) <0, i=1,...,p (1.4)
U .
G/i(x)<0,i=1,...,p
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Se puede ver que el conjunto factible para los problemas (MIVP3) y (MIVP4) son idénticas. Ademas,
este dltimo es idéntico al problema (MIVP2).

Ahora, sea x* la solucién factible del problema (MIVP1), entonces f(x*) es un vector intervalo-
valuado, es decir f(x*) € I"(R). A continuacién se definirdn los conceptos de érdenes y dominancia
de Pareto, los cuales son necesarios para luego definir los conceptos de solucién para este tipo de
problemas.

Definicion 1.2.12. (Ordenes Parciales en I(R)): Sea A un intervalo cerrado en R. Se define el centro

. U, L . . U_ L . .
del intervalo como a. = 5%y la longitud media como a,, = 5. Se definen los érdenes parciales

para Ay B € I(R) como:

1. A<y Beoal <btna¥ <pY
2. A<cw B a. <b.Nay, <b,
A<ijyBeo AZjyBANA+B

A<cw B A<Xcw BANA#B

“nokN W

A=<ycBeoa¥ <bY Aa. < b,
6. A<yc B A<yc BANA#B

Definicion 1.2.13. (Ordenes Parciales en I"(R)): Sea A y B € I"(R), se definen los ordenes parciales
como:

1. A<py Be Ay =Zpy Byparak=1,....,m
2. A<y Be Ay Zpy Byparak=1,...,myA; <py B;i para al menos un i
3. A<cw B Ay Zcw Bxparak=1,....m
4. A<cw B Ay Zcw Brparak =1,...,my A; <cw B; para al menos un i
Definicion 1.2.14. (Dominancia de Pareto): Un punto x = (x1, ..., X,) se dice que domina a otro punto

X=X xy) siysolosivjel,....m, fi(x) < fi(x*) ATj e, ....m, fi(x) < f(x*). En este caso se
escribe x > x*.

Definicion 1.2.15. (Punto Optimo de Pareto): Un punto x = (x1, ..., x,) € X se dice que es dptimo si y
solo si =dx* € X, x* > x.

Definicion 1.2.16. (Solucion Factible Tipo I): Sea x* una solucion factible del problema (MIVP1):

» Se dice que x* es una solucion optima de Pareto tipo I del problema (MIVP1) si no existe x € X
tal que f(X) <ry f(x*).

» Se dice que x* es una solucion dptima de Pareto tipo I fuerte del problema (MIVP1) si no existe
X € X tal que f(%) <py f(x*).

» Se dice que x* es una solucion optima de Pareto tipo 1 débil del problema (MIVP1) si no existe
X € X tal que fi(X) <cy fi(x*) paratodok =1,...,m.
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Note que si ngll),,

tipo I y 6ptima de Pareto tipo I fuerte respectivamente, entonces Xg,) C Xg) C XEVI 1),

XE,I) y Xg,) denotan las soluciones éptima de Pareto tipo I débil, 6ptima de Pareto

Definicion 1.2.17. (Solucion Factible Tipo II): Sea x* una solucion factible del problema (MIVPI):

= Se dice que x* es una solucion éptima de Pareto tipo 11 del problema (MIVP1) si no existe X € X
tal que f(X) <cw f(x")

= Se dice que x* es una solucion optima de Pareto tipo Il fuerte del problema (MIVP1) si no existe
X € X tal que f(%) Zcw f(x*)

» Se dice que x* es una solucion dptima de Pareto tipo 1l débil del problema (MIVP1) si no existe
X € X tal que fi(X) <cw fix*) paratodok =1,...,m

11
Xl('vp)a

Pareto tipo Il y 6ptima de Pareto tipo II fuerte respectivamente, entonces Xg,l) C Xgl) C X&,I }?

Note que si Xgl) y Xg,[) denotan las soluciones 6ptima de Pareto tipo II débil, 6ptima de

1.2.5. Condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de Optimalidad

En lo que sigue considérese el problema de optimizacién multi-objetivo con funciones intervalo-
valuadas (MIVP2).

1.2.5.1. Condiciones KKT para el caso continuo débilmente diferenciable

En esta seccién se considerard la funcidén intervalo-valuada fi, k = 1,...,m, continua débilmente
diferenciable en alguna solucién factible x*

Definicion 1.2.18. : Sea X un subconjunto no vacio de R" y f una funcion intervalo-valuada en X.
Se dice que f es LU-convexa en x* si f(Ax* + (1 — Ax)) <py Af(x*) + (1 — D) f(x) para todo x € X y
A €(0,1). Se define similarmente la CW-convexidad en x* con la relacion de orden <cy.

Proposicion 1.2.3. : Sea X un subconjunto no vacio de R" y f una funcion intervalo-valuada en X.
Las siguientes sentencias son verdaderas:

» fes LU-convexa en x* siy solo si fL'y fU son convexas en x*

s fes CW-convexa en x* siy sélo si f€y fV son convexas en x*

A continuacién se presentardn las condiciones KKT para el problema (MIVP2)

Primero se presentardn las condiciones KKT para las soluciones 6ptimas de Pareto de tipo I y tipo
I

Teorema 1.2.1. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R" — R convexas en R"
y continuamente diferenciables en x* para i : 1,...,p. Sea X = {xeR" :gi(x) <0, i=1,...,p}
el conjunto factible y x* € X. Sea fi : R" — I(R) continua débilmente diferenciable en x* para
k=1,...,m. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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= Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas f; : R* — I(R) son LU-convexas en
x*parak = 1,...,m. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < /lL,/l]’{J eR k=1,....,my
O<uieR,i=1,...,p, tal que:

o YL AV A+ T AV I+ B iV gi(x) =0
o uigi(x*)=0,paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I del problema (MIVP2)

= Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas f; : R" — I(R) son CW-convexas en
X* para k = 1,...,m. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < AC,AI‘;V eR k=1,...,my
O<wueR,i=1,...,p, tal que:

o Y AL VL) + T AV V) + B iV gixt) = 0
o uigi(x*)=0,paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo Il del problema (MIVP2)

» Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas f; : R" — I(R) son CW-convexas en
xX*parak = 1,...,m. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < /lL,/lll{] eR k=1,....,my
O0<wueR,i=1,...,p, tal que:

° /lé < /l,l(],pamtodok: 1,....,m
o S AV )+ T A7V G + B iV gi(x*) =0
o uigi(x*)=0,paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion optima de Pareto tipo Il del problema (MIVP2)

La prueba de este teorema se puede encontrar en [31]

Definicion 1.2.19. : Sea f(x) = [ L), f U(x)] una funcion intervalo-valuada definida en el conjun-
to convexo no vacio X € R". Se dice f es LU-seudoconvexa (estrictamente LU-seudoconvexa) en
x* siy sélo si fL'y fU son seudoconvexas (estrictamente seudoconvexas) en x*. Se dice que f es
CW-seudoconvexa (estrictamente CW-seudoconvexa) en x* si'y sélo si f€y fV son seudoconvexas
(estrictamente seudoconvexas) en x*.

Teorema 1.2.2. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R" — R convexas en R"

y continuamente diferenciables en x* para i : 1,...,p. Sea X = {xeR":gi(x) <0, i=1,...,p}
el conjunto factible y x* € X. Sea fi : R" — I(R) continua débilmente diferenciable en x* para
k=1,...,m. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

= Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas fi, : R" — I(R) son LU-seudoconvexas
o LU-convexas en x* para k = 1, ..., m. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < AL, /lllcj e R,
k= 1,...,my0§,ul.L,,uiU eR,i=1,...,p, tal que:
o DL AV RO+ B pf Y gi(x) =0
o« S ALY RGN + B0 Y Y i) =0
. ,uiLg,-(x*) = uf]gi(x*) =0, paratodoi=1,...,p
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entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I del problema (MIVP2)

= Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas fi : R" — I(R) son CW-seudoconvexas
o CW-convexas en x* para k = 1,...,m. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < A¢, /l,‘f/ €
R, k = 1,...,my0£,uic,uiW€]R, i=1,...,p, tal que:

o Y ACY fEG) + X uC v gi(x*) =0

o YL ACTY V) + X8 1) v gi(x) =0

=

. ,ul.cgi(x*) = ,ule,-(x*) =0, paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo Il del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

Teorema 1.2.3. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R" — R convexas en R"

y continuamente diferenciables en x* parai : 1,...,p. Sea X = {xeR":g;(x)<0,i=1,...,p}
el conjunto factible y x* € X. Sea f; : R* — I(R) continua débilmente diferenciable en x* para
k=1,...,m. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

= Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas f : R" — I(R) son todas LU-seudoconvexas
en x* para k = 1,...,m. Si para todo k € {1,...,m} existen multiplicadores de Lagrange
0 S,uﬁl.,,ug eR,i=1,...,p, tal que:

o VA + XL g v 8ix) =0
o VA + X0l v gi(x) =0
o phgi(x*) = ulgi(x*) =0, paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I del problema (MIVP2)

= Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas fi : R" — I(R) son todas CW-seudoconvexas

en x* para k = 1,...,m. Si para todo k € {1,...,m} existen multiplicadores de Lagrange
Os,u,fi,,u]g.’ eR,i=1,...,p, tal que:

o VA + B u v gilx) =0
o VAT + XLy v gix) =0

. ,u/g.g,-(x*) = ,u,?i/gi(x*) =0, paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion éptima de Pareto tipo Il del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

A continuacidn se presentardn las condiciones KKT para las soluciones 6ptimas de Pareto de tipo
Iy tipo II débiles

Teorema 1.2.4. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R — R convexas en R" y
continuamente diferenciables en x* parai : 1,...,p. Sea X = {x e R" : gi{(x)<0,i=1,...,p} el
conjunto factible y x* € X. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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= Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fn(x) : R" — I(R) que es LU-
convexa y continua débilmente diferenciable en x*. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 <
AEAVeRy0<; €R,i=1,...,p tales que:

e vl AV V4Tl puiveix)=0
o uigi(x*)=0paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I débil del problema (MIVP2)

= Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fi,(x) : R" — I(R) que es CW-
convexa y continua débilmente diferenciable en x*. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 <
AW eRy0O<u; €R,i=1,...,ptales que:

¢ AV fE+AV Y [V + 3 iV gi(x*) =0
o uigi(x*y=0paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo 1l débil del problema (MIVP2)

= Suponga que existe una funcioén objetivo intervalo-valuada fi(x) : R* — I(R) que es CW-
convexa y continua débilmente diferenciable en x*. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 <
AL AV eRyO<u;eR i=1,...,ptales que:
o AL <AV
o AL thL +AY thU + Zle uivgix)=0
o uigi(x*)y=0paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion éptima de Pareto tipo Il débil del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

Teorema 1.2.5. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R* — R convexas en R" y
continuamente diferenciables en x* parai : 1,...,p. Sea X = {xe R": gi(x) <0, i=1,...,p} el
conjunto factible y x* € X. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

= Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fn(x) : R" — I(R) que es LU-
convexa o LU-seudoconvexa y continua débilmente diferenciable en x*. Si existen multipli-
cadores de Lagrange 0 < ﬂiL,,ul.U €R, parai=1,...,p tales que:
o VL X ul v gi(x) =0
® thU + Zleﬂ,{] vgi(x) =0
° ,ul.Lgi(x*) = ,uf]gi(x*) =0paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I débil del problema (MIVP2)
= Suponga que existe una funcioén objetivo intervalo-valuada fi(x) : R" — I(R) que es CW-

convexa o CW-seudoconvexa y continua débilmente diferenciable en x*. Si existen multipli-
c W P .
cadores de Lagrange 0 <y, u;" € R, parai=1,...,p tales que:

o VIS + T S VEi(x) =0
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® vfhw + 25;1 ﬂlW vgi(x)=0

° ﬂicgi(X*) = yfvgi(x*) =0paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I débil del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

Por tltimo se presentaran las condiciones KKT para las soluciones 6ptimas de Pareto de tipo 'y
tipo II fuertes

Definicion 1.2.20. : Sea f(x) = [fL(x), fU(0)| = (fC(), f¥(x) una funcion intervalo-valuada
definida sobre un subconjunto convexo no vacio X C R". Se dice que f es estrictamente L-seudoconvexa
en x* siy sélo si fL es estrictamente seudoconvexa en x*. Similarmente se define estrictamente U-
seudoconvexa, estrictamente C-seudoconvexa y estrictamente W-seudoconvexa para Y, f€y f% re-
spectivamente.

Note que f es estrictamente LU-seudoconvexa en x* si y sélo si es estrictamente L- y U-seudoconvexa
en x* y estrictamente CW-seudoconvexa en x* si y solo si es estrictamente C- y W-seudoconvexa en

>k

X .

Teorema 1.2.6. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R" — R convexas en R" y
continuamente diferenciables en x* parai : 1,...,p. Sea X = {xeR" : gi(x) <0, i=1,...,p} el
conjunto factible y x* € X. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

= Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fi(x) : R" — I(R) que es estricta-
mente L-seudoconvexa (respectivamente estrictamente U-seudoconvexa)y continua débilmente
diferenciable en x*. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < u; € R, i = 1,..., p tales que:

o ViE+ TP 1 v gi(x*) = 0 (respectivamente V £,/ + ¥V 1 v gi(x*) = 0)

o uigi(x*y=0paratodoi=1,...,p
entonces x* es solucion optima de Pareto tipo I fuerte del problema (MIVP2)

= Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fi(x) : R" — I(R) que es estricta-
mente C-seudoconvexa (respectivamente estrictamente W-seudoconvexa) y continua débilmente
diferenciable en x*. Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < u; e R, i = 1,..., p tales que:

o VIC+ TP i v gi(x*) = 0 (respectivamente V¥ + 3V i v gi(x*) = 0)
o uigi(x*)y=0paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion optima de Pareto tipo Il fuerte del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

1.2.5.2. Condiciones KKT para el caso continuo H-diferenciable

Para empezar se presentaran las condiciones KKT para la forma intervalo-valuada. Sea f(x) =
[ f L(x), f U(x)] una funcidn intervalo-valuada definida en R" y H-diferenciable en xg € R". El gradiente
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de f en xg, denotado por V f(xp), es definido por

Vf(xo) = ({)xl (x0), > Oxy )T

donde gf (x0) es la H-derivada parcial j de f en xo, es decir

%(xo) = [ (xo) (xo)] un intervalo cerrado.
J

Sea g; una funcmn real valuada definida en R” parai = 1,..., p, entonces
dgi\T

vgi(x) = (F2(x0), . 52)

donde ggi (x0) puede ser expresada como el intervalo cerrado

| 380, 00

Entonces la siguiente ecuacion:

m p
Z AV fi(xo) + Z,Ui v gi(xo) =0 (1.5)
k=1 i=1
donde 0 < 4y e Rparak=1,...,my0<y; € Rparai=1,...,p puede ser expresada como:
m m an P Oo:
0gi N 98i
2 (xo) * Zul )= 0= ; A=) + Zlu 7,0 (1.6)
paratodo j = 1,...,n. También se puede escribir como
m )4 m P
DA fho)+ D i v i) = 0= > AV L (x0) + ) i 9 gilxo) (1.7)
k=1 i=1 k=1 i=1
lo cual implica
m m P
DAY fho) + D] A £ (o) + )i Y gilxo) = 0 (1.8)
k=1 k=1 i=1

donde [; = 2y; paratodoi=1,...,p

Teorema 1.2.7. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R" — R convexas en R" y

continuamente diferenciables en x* parai : 1,...,p. Sea X = {xeR" : g{(x) <0, i=1,...,p} el
conjunto factible y x* € X. Suponga que las funciones objetivo intervalo-valuadas f : R" — I(R)
son LU-convexas y H-diferenciables en x* para k = 1,...,m. Si existen multiplicadores de Lagrange

O<4eRk=1,....my0<u; € R i=1,...,ptales que:

= Y AV fix) + X i v gi(x) =0
» 1;gi(x*)=0paratodoi=1,...,p

entonces x* es solucion éptima de Pareto de tipo I del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

Definicion 1.2.21. : Sea f(x) = [ L), Y (x)] una funcion intervalo-valuada sobre un subconjunto
convexo X C R"
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= Se dice que f es LU-nocreciente (respectivamente CW-nocreciente) en x* si x > x* si y solo si
f(x) Zpu f(x*) (respectivamente f(x) <cw f(x*)) para todo x € X

= Se dice que f es LU-decreciente (respectivamente CW-decreciente) en x* si x > x* si y solo si
f(x) <pu f(x¥) (respectivamente f(x) <cw f(x*)) para todo x € X

Teorema 1.2.8. : Sean las funciones real-valuadas de restriccion g; : R" — R convexas en R" y
continuamente diferenciables en x* para i : 1,...,p. Sea X = {x€e R" : gi(x) <0, i=1,...,p} el
conjunto factible y x* € X. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

» Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fn(x) : R" — I(R) tal que es uno-
a-uno y LU-decreciente, a la vez es U-convexa y H-diferenciable en x*. Ademds, asuma que
thL(x*) * thU(x*). Si existen multiplicadores de Lagrange 0 < u; e R, i =1,..., p tales que:

o VA + X0 i vV gi(x*) =0
o uigi(x*y=0paratodoi=1,...,p

entonces x* es una solucion optima de Pareto tipo I fuerte del problema (MIVP2)

= Suponga que existe una funcion objetivo intervalo-valuada fi(x) : R" — I(R) tal que es uno-
a-unoy CW-decreciente, a la vez es C-convexa (respectivamente W-convexa) y H-diferenciable
en x*. Ademds, asumase que V th(x*) > 0 (respectivamente vV th(x*) < 0). Si existen multipli-
cadores de Lagrange 0 < yu; e R, i = 1,..., p tales que:
° thW(x*) + Zle u; v gi(x*) = 0 (respectivamente thc(x*) + Zle Ui v gi(x*)=0)
o uigi(x*)y=0paratodoi=1,...,p

entonces x* es una solucion optima de Pareto tipo Il fuerte del problema (MIVP2)

La prueba se este teorema se puede encontrar en [31]

1.2.5.3. Ejemplos Numéricos

A continuacidn se presentardn diferentes tipos de problemas de optimizacién bajo incertidumbre:

Ejemplo 1.2.1. Considere el siguiente problema de optimizacion intervalo-valuado:

min f(x) = [x2 +x+ 1,7+ 3]
sa.x—2<0 (1.9)

-x<0

Se tiene que las funciones objetivos son fX(x) = x+1, fYx) =x>+3 y las restricciones son
g1(x) = x—2, go(x) = —x. Se puede observar que las funciones cumplen con las condiciones de KKT.
Por lo tanto aplicando el teorema se obtiene:

Al Qe+ D+AY «2x 4+ —pp =0

upx(x—2) =0 = up Si x* = 0, entonces por la segunda condicién se obtiene que y; = 0, por
lo tanto reemplazando en la primer condicién se tiene que AX = u,. Tomando los multiplicadores
AL =AY = up = 1y uy = 0, aplicando el teorema se tiene que x* = 0 es solucién de tipo I y tipo II.
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Ejemplo 1.2.2. Considere el siguiente problema de optimizacion multi-objetivo intervalo-valuado

[x%+x§+l,x%+x%+2]
223 + 222 + 3,202 + 2.3 + 4]
s.a. x1+ x> 1 (1.10)
6x1 +2x0 > 12

x120x >0

min f(xl’XZ) =

Entonces se tienen las siguientes funciones objetivo
fh=xd+g+ L fl=xt+x3+2, fF=23+23+3y ff =2x7 +2x3 + 4
y las siguientes restricciones

g1(x) =1 —x1 — x2, g2(x) = 12 = 6x1 — 2x2, g3(x) = —x1 y g4(x) = —x2
Aplicando el teorema se tiene:
2x 4x 2x 4x -1
L 1 L 1 U 1 U 1
A4 [ 25 ]”2 [ 4x, }”1 [ 25 ]”2 [ ax, [ -1
es decir, se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
2/l€x1 + 4/1%)61 + 2/1?)61 + 4/lgx1 —p1 —6ur —pu3 =0
2/11)6.2 + 4/12)62 + 2/1?)(2 + 4/15)62 —Hl - 2/.12 — M4 = 0
resolviéndolo algebraicamente se obtiene:
(x].3) = (5. 5) 1
L_3U _ L_ U _
Ay =] =354, =4, —61
mi=p3 = =0y =3
como gz(%, %) = 0, entonces y;g;(x) = 0 parai = 1,...,4. Entonces se concluye (x], x5) = (%, %) es
solucién 6ptima de Pareto tipo 1.

-6
-2

-1

T2 0 ]+,U4

+u3

Sl ]

Ejemplo 1.2.3. Considere el problema de cercha presentado en la figura 1.1. El objetivo es optimizar
el drea de las barras para obtener el minimo desplazamiento en la union 2 en la direccion y.Las
barras 1, 2, 3, y 4 tiene la misma drea seccional, denotada por A,. Las barras 7y 8,9y 10, 5y 6 tiene
la misma drea y son denotadas por A;, Az y Ay respectivamente. Las cargas py y p3 y la densidad p
son 1000N, 1000N y 7,8 x 1073kg/mm?>, respectivamente. La carga p> y el modulo de Young E son
inciertos, tienen como valor medio 1000N y 2,0 x 10° Mp con un nivel de incertidumbre del 10 % con
respecto al valor medio, para ambos. El mdximo valor del peso que soporta la cercha es 1365kg [11].

Este problema se puede formular de la siguiente forma:

min uyy(A, E, p2)
s.a. w = (400041 + 2000 V24, + 2000 V2A; + 2000A4)
A;€[5,25],i=1,2,3,4 (1.11)
P2 €1900,1100]
E€[1,8%10%22x%10"]
Como puede observarse este problema ya no es simple resolver analiticamente, la funcién objetivo

no es una funcién lineal, por lo tanto verificar las condiciones de diferenciabilidad y convexidad es
un poco mds complejo. Cuando se tienen problemas mds complejos o que no satisfacen alguna de
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Figura 1.1: Modelo estructural de una cercha de diez barras

las condiciones necesarias para poder verificar la existencia de la solucién es mds simple realizarlo a
través de un método computacional. En la préxima seccién se exponen los conceptos necesarios para
poder comprender como funcionan estos métodos computacionales.

1.3. Métodos computacionales

En esta seccién se diseflan dos algoritmos para el tratamiento de los problemas de optimizacién
multi-objetivo intervalo-valuado con restricciones intervalo valuadas. El disefio estd soportado en la
recopilacion de los resultados obtenidos en los tltimos cinco afios sobre algoritmos evolutivos, [34],
[21], [23]. En particular, el tema de las restricciones del problema de optimizacién intervalo-valuado,
las cuales estdn descritas por funciones intervalo valuadas, es una adaptacién del trabajo hecho por
Coello en [5].

Antes de dar cuenta de los algoritmos mencionados, se expondrd una recopilacién de algunos
resultados sobre algoritmos evolutivos.

Los paradigmas de computacién natural se han convertido en una buena opcién al momento de
resolver problemas de optimizacién, donde los algoritmos cldsicos no han dado buenos resultados,
debido a la complejidad y estructura de los problemas. Estos algoritmos de computacién natural se
pueden clasificar en tres categorias: Epigénesis, Filogenia y Ontogenia [23].

El grupo de Epigénesis son algoritmos que requieren aprender para resolver problemas comple-
jos, en esta categoria se encuentran las Redes Neuronales Artificiales, las cuales simulan el cerebro
humano. En el grupo de la Filogenia se encuentran los algoritmos en los cuales los individuos deben
competir para sobrevivir de acuerdo con su capacidad de ajuste, estos son los llamados Algoritmos
Evolutivos. Por 1ltimo, encontramos el grupo Ontogenia, donde los individuos se adaptan con base a
lo que sucede en el entorno, los PSO (Particle Swarm Optimization) pertenecen a esta categoria [23].
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Para este trabajo se seleccionaron dos tipos de Heuristicos, Algoritmos Evolutivos, exactamente
SPEA2 (Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2), y PSO, que han comprobado ser efectivos y efi-
cientes en solucionar diferentes tipos de problemas de optimizacién, aunque segtin Wolpert y Macready,
en "No Free Lunch Theorems for Optimization”(NFL) [29], no son técnicas universales para solu-
cionar cualquier tipo de problema de optimizacién. En las siguientes secciones se explicard en que
consiste cada uno de ellos, ademds de presentarlos en una notacién matematica, la cual permite hacer
un estudio mds formal de los mismos.

1.3.1. Algoritmos Evolutivos

Encontrar el conjunto de Pareto puede ser computacionalmente costoso y frecuentemente in-
factible, por la complejidad de los métodos exactos para encontrarlo. Por esta razon, numerosas es-
trategias de busqueda estocdstica, tales como Algoritmos Evolutivos, Bisqueda Tabu, Recocido Sim-
ulado y Colonia de Hormigas han sido desarrollados: estos usualmente no garantizan encontrar los
valores dptimos, pero si proporcionar buenas soluciones que se encuentran muy cercanas a las 6ptima.
[34]. Los Algoritmos Evolutivos se han presentado como una técnica robusta para resolver problemas
de optimizacién Multi-Objetivo porque generan soluciones cercanas a la frontera de Pareto de forma
efectiva y eficiente. Ademads, tienen ventajas sobre otras técnicas porque no es necesario modificar
el dominio del problema para resolverlo, el proceso de bisqueda es fécil de desarrollar, entender y
probar de una forma natural para una aplicacién dada [5].

1.3.1.1. Conceptos Basicos de Algoritmos Evolutivos

En esta seccion se presentan algunos términos usualmente utilizados en los Algoritmos Evolutivos.
Andlogamente a la evolucién natural las soluciones candidatas son llamadas individuos y el conjunto
de soluciones candidatas es llamado poblacion, cada individuo representa una posible solucion. Los
individuos son usualmente representados por cadenas de caracteres que corresponden al genotipo
bioldgico, el cual estd compuesto por uno o mas cromosomas, a su vez compuestos de genes, los
cuales toman ciertos valores, alelos, de algtin alfabeto genético. También, como en la naturaleza sobre
la poblacion, se aplican Operadores de Evolucion para poder generar soluciones mas adaptadas, es
decir con un ajuste mayor. Los tres operadores usualmente utilizados son mutacion, apareamiento y
seleccion [34] [5].

En Ia seleccién, se distingue entre la de apareamiento y la de ambiente. La primera determi-
na cuales soluciones candidatas serdn tomadas para la variacion, lo cual se hace usualmente con un
método aleatorio. La segunda seleccidn, se realiza para determinar cuales soluciones almacenadas
continuaran.

El operador de mutacion, toma soluciones candidatas, ya sea sistemdticamente o aleatoriamente,
para ser modificadas y asi generar soluciones potencialmente mejores [34].

El operador de apareamiento o reproduccidn usualmente consiste en dos pasos: asignacién del
ajuste y eleccién. En el primer paso, cada individuo de la poblacién actual es evaluado en el espacio
objetivo y se le asigna un valor escalar, el ajuste, que refleja su capacidad de adaptacién o calidad.
Luego, se eligen aleatoriamente los individuos que deben reproducirse de acuerdo con su valor de
ajuste, esto se realiza usualmente con el método del torneo de seleccién[34].
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Cada iteracién es llamada generacion, y frecuentemente se define un nimero méaximo de itera-
ciones como criterio de parada; pero también puede ser que la poblacién ya no varie o se de la ex-
istencia de un individuo lo suficientemente calificado. Al final, el algoritmo proporciona los mejores
individuos, los cuales son cercanos a la frontera de Pareto[34].

Encontrar la aproximacién al conjunto de Pareto es por si mismo multi-objetivo, porque se debe
minimizar la distancia de las soluciones generadas al conjunto de Pareto y maximizar la diversidad
del conjunto no-dominado. Los algoritmos evolutivos multi-objetivo (Multi-Objective Evolutionary
Algorithm - MOEA -) tienen como meta los dos objetivos anteriores a través de los siguientes aspectos:
asignacion del ajuste, preservacion de la diversidad y elitismo, este dltimo para prevenir que soluciones
no-dominadas se pierdan durante el proceso[34].

A continuacién se presenta las definiciones formales para estos conceptos, dadas por Merkle y
Lamont en [15].

Definicion 1.3.1. (Funcion Decodificadora): Sea I un conjunto no vacio y f : R" — R (la funcién
objetivo). Si g : I — R" es total, g es llamada funcion decodificadora

Definicion 1.3.2. (Funcion de Ajuste): Sea I un conjunto no vacio, g : I - R", f : R" > R h:
R — R. Entonces ® = hofog es llamada funcion de ajuste. Donde D es la funcién de decodificacion,
f la funcion a optimizar y h la funcion de ajuste escalada.

Definicion 1.3.3. (Transformacion de la Poblacion): Sea I un conjunto no vacio, u,u’ € Z.* (el
tamario de la poblacién padre y descendencia respectivamente). Una transformacion T : I* — ¥
es llamada una transformacion de la poblacion. Si T(P) = P’, P es llamado poblacion padre y P’
poblacion descendiente. Si u = ', entonces son llamados el tamario de la poblacion simplemente.

Definicion 1.3.4. (Transformacion Aleatoria de la Poblacion): Sea I un conjunto no vacio, u €
7, Q un conjunto (el espacio muestral). Una funcion R : Q — T(I*, Uﬂfezd’“") es llamada una
transformacion aleatoria de la poblacion.

Definicion 1.3.5. (Operador Evolutivo): Sea I un conjunto no vacio, u € 7., X un conjunto (el
espacio de pardmetros), Q un conjunto. Una asignacion

XX o T(Q, TUH, Uy ML IF)) (1.12)

es llamado operador evolutivo. El conjunto de operadores evolutivos de la forma 1.12 es denotado
EVOP(I,u, X, Q).

Definicion 1.3.6. (Operador de Cruce): Sear € EVOP(I, 1, X, Q). Si existe P I", @ e Xy w € Q,
tal que al menos un individuo en la poblacion descendiente ro(P) depende de mds de un individuo de
P entonces r es llamado operador de cruce.

Definicion 1.3.7. (Operador de Mutacion): Sea m € EVOP(I,u,X, Q), Si para todo P € I*, todo
® € Xy todo w € Q, cada individuo en la poblacion descendiente mg(P) depende a lo sumo de un
individuo de P entonces m es llamado operador de mutacion.

Definicion 1.3.8. (Operador de Seleccion): Sea s € EVOP(I, u, X X T(I,R), Q), Si para todo P € IV,
todo ® € Xy toda funcion de ajuste ® : I — R, s satisface a € S ©a)(P) = a € P, entonces s es
llamado operador de seleccion.
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Definicion 1.3.9. (Algoritmo Evolutivo): Sea I un conjunto no vacio (espacio de individuos), {u(i)}ieN
una secuencia en Z.* (los tamasios de las poblaciones padres), {/J,(i)}ie]N una secuencia en Z.* (los
tamanios de las poblaciones descendientes), ® : I — R una funcion de ajuste, v : U2, (I*)" —
{true, false} (el criterio de parada), x¥ € {true, false}, r una secuencia {r(i)} de operadores de
cruce r9 Xg) - T(Q(i) T(I"(l) I“’(l))) m una secuencia {m(i)} de operadores de mutacion m®
X,(,? - T(Q(i) T(If‘(l> I“'O))) s una secuencia {s(’)} de operadores de seleccion s X(i) X T(U,R) —

T7QV, T((#" ™y, 7y), 89 € XV (los pardmetros de cruce), ® € X (los pardmetros de mu-
tacion), 9() € X(l) (los pardmetros de seleccion). El algoritmo presentado a continuacion es llamado
Algoritmo Evolutivo

Algorithm 1.3.1: AvrcoritmoEvoLuTIvo()

t<—20

P(0) — {a1(0), ..., a,(0)} € I*
while «(P(0), ..., P()) # true
comment: Cruce

P'(1) « ' (P(1)

U)
comment: Mutaczon

P(1) « m“?l)(P'(t))

comment: Selecczon
P/(1) 1, (PO)
if y

(1) 7’
then P(r + 1) « S(efj),cb)(P (1)

do

else P(1 + 1) « sEt)(,) (P () U P(1))

t—1t+1

1.3.1.2. Clasificacion de Técnicas de Bisqueda y Decision

Existen diferentes formas de clasificar los algoritmos evolutivos multi-objetivo, en este trabajo se
utilizard la clasificacion con base en la técnica utilizada por el algoritmo al momento de realizar la
bisqueda y manejar los multiples objetivos [5]:

1.3.1.2.1. Técnicas A Priori Requieren que el Decisor determine la importancia relativa de cada
uno de los objetivos. Usualmente se utilizan estrategias de agregacién o lexicograficas [28, 5].

La estrategia lexicografica, con base al orden definido por el Decisor, optimiza los objetivos en
forma secuencial. También se puede realizar en forma aleatoria; est4 técnica optimiza un objetivo a la
vez.
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La estrategia de agregacion consiste en convertir los objetivos en una sola funcién objetivo parametriza-
da, la cual puede ser lineal o no lineal. A continuacién se presentan las agregaciones mas comunes:

Weighted-sum: Combinacion lineal de los objetivos, el Decisor asigna pesos positivos a cada uno
de los objetivos para determinar la importancia relativa de cada objetivo. Se representa matematica-
mente de la siguiente forma:

k
min Z w; £(x) (1.13)
i=1

donde w; > 0 son los pesos determinados por el Decisor para el objetivo i. Ademads, se suelen nor-
malizar los pesos asi:

wi=1 (1.14)

-

Multiplicativa: Las funciones objetivos son combinadas a través de una productoria. La forma mas
general es:

k
min | | fitx) (1.15)
i=1

Vector Objetivo: El Decisor establece la meta esperada para cada uno de los objetivos y la distancia
de cada funcidn a la meta se convierte en la la métrica de ajuste. Es representada asi:

min [d(fi(x), g)IW™! (1.16)

donde g = (g1, ..., gk) es un vector que representa las metas esperadas y W es una matriz de pesos.

1.3.1.2.2. Técnicas Progresivas Estas técnicas son interactivas, el Decisor debe interactuar du-
rante la ejecucion del programa, en cada ciclo se decide y se busca o viceversa, aplicando técnicas a
priori o a posteriori [28, 5]

1.3.1.2.3. Técnicas A Posteriori Las técnicas a posteriori buscan la frontera de Pareto, el Decisor
participa después de que se realiza la bisqueda. A continuacion se presentan las técnicas mds usuales.

Muestreo Independiente: En cada iteracion se optimiza una funcién de agregacion diferente, donde
los pesos asignados a los objetivos en cada iteracion son diferentes. Se diferencia de la agregacién a
priori en que los pesos no son asignados con anterioridad.

Seleccion por Criterios: La poblacién es dividida en fracciones, donde en cada fraccion se evalia
un objetivo diferente para seleccionar los individuos.

Seleccion Basada en Pareto: La idea de los basados en Pareto es calcular la dominancia de cada
individuo. Algunos enfoque utilizan el nimero de individuos que dominan a cada individuo para
determinar el valor del ajuste. Otro usan la profundidad de la dominancia, donde la poblacion es
dividida en diferente frentes y la profundidad se determina por el frente al cual pertenece el individuo.
También es utilizado el contador de dominancia, es decir el nimero de individuos dominados. Esta
dltima serd la técnica que se usard en en este trabajo.
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1.3.1.3. Técnicas para Preservacion de la Diversidad

Como se menciond anteriormente un objetivo de los MOEA es conservar la diversidad de la
poblacién para encontrar una aproximacion de la frontera de Pareto. Para lograr este objetivo se han
desarrollado varias técnicas, las cuales se mencionan a continuacion [34, 5].

Enfoque del Vector de Pesos: Se conserva un conjunto de vectores en el espacio objetivo para
mantener diversidad de puntos de la frontera de Pareto. Esto se logra cambiando los pesos de los
objetivos en el proceso de bisqueda, para que diferentes direcciones se definan en el momento en que
los individuos se mueven en su vecindad.

Ajuste Compartido/ Enfoque de Nichos: Se define el tamano de un vecindario o nicho, el tamaiio
de este es determinado por el radio del nicho o 4., ¥ s€ controla el nimero de individuos que se
encuentran en un vecindario. Para determinar la densidad del vecindario existen diferentes enfoques,
a seguir:

= Kernel: Definen el vecindario de un individuo en términos de la también llamada funcién Kernel
K, la cual toma la distancia otro punto como un argumento. En la practica, para cada individuo
la distancia d; a otro individuo i es calculada y después se aplica K resultando K(d;). La suma
de los valores de la funcién K representa la densidad estimada para cada individuo.

= Vecino mds cercano: Toman la distancia de un punto dado a su k-ésimo vecino més cercano con
el objetivo de estimar la densidad en su vecindario. Usualmente, el estimador es una funcién
de la inversa de la distancia. Esta técnica serd la que se utilice en el algoritmo que se propone,
porque con ella se conserva mayor diversidad, debido a que se tendrd mayor cobertura de la
frontera de Pareto, y asi no se aglomeran los individuos alrededor de un punto.

» Histogramas: La densidad alrededor de un individuo es estimada por el nimero de individuos
en la misma hipercaja o hipermalla.

Clustering: Se seleccionan las soluciones con base en una métrica de aglomeracion medida en el
espacio objetivo.

1.3.1.4. Elitismo

El elitismo trata de evitar la pérdida de buenas soluciones durante el proceso de optimizacién. Para
solucionar este problema, por un lado se tiene la poblacién y la descendencia a la cual se le aplica un
procedimiento de seleccién deterministico. Por otro lado, una segunda poblacién, también llamada
archive, en la cual se encuentran las soluciones més prometedoras de cada generacién, las soluciones
no-dominadas [34, 5].

Como el recurso de memoria es usualmente restringido se deben establecer criterios para deter-
minar cudles soluciones deben mantenerse en él. El criterio de dominancia es el mds utilizado; pero
este usualmente no es suficiente porque el conjunto de Pareto en problemas continuos contiene infini-
tas soluciones, por tal motivo otros criterios son introducidos, como la informacién de densidad o el
tiempo transcurrido en el archivo para tomar esta decisién [34].

La mayoria de los MOEA combinan los criterios de densidad y dominancia para determinar cuales
individuos deben estar en el archivo, conjunto no-dominado, en cada generacion [34].
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1.3.1.5. Representacion del Cromosoma

Las representaciones mds comunes para el cromosoma en los algoritmos evolutivos son: forma
binaria, nimeros reales o punto flotante y vectores de permutacion; realmente la representacién del
cromosoma debe depender del tipo de problema, en [29] se muestra como un algoritmo que es muy
bueno para un tipo de problema es muy malo para otro.

A continuacién se presentan los operadores de cruce y mutacién mds comunes para la repre-
sentacion en nimeros reales.

1.3.1.5.1. Operadores de Cruce

= Cruce Simple

Este operador es muy similar al operador de cruce simple binario, donde dos individuos son
seleccionados y sus descendientes son la combinacién convexa de ellos, después de una posicion
definida; es decir para dos padres v = (vi,...,v,) yw = (Wy,...,wy,), si son cruzados en la
posicidn i-ésima, los descendientes generados son v’ = (v, ..., Vi, AW + (1 =D, ..., Aw, +
A=Dv)yw =W,...,wi, Wi + (1 = Dwirg, ..., v, + (1 = Dwy,) donde A € [0, 1].

= Cruce Aritmético Simple

Para dos padres v = (vi,...,v,) y w = (W1,...,Wwy,), si son cruzados en la posicioén i-ésima, la
descendencia resultante es
/ /
V= s Vi Vi)
/ ’
wo=Wi, e Wi o0, W)

1

donde v = Aw; + (1 = v, wi = Av; + (1 — Yw; y A es un ndmero aleatorio escogido asf:

[max(a, B), min(y, 6)] siv; > w;
A= [0, 0] siv,- =W (117)

[méx(y,0), min(a, B)]  siv; < w;

donde
a = (l(w;) = w)/(vi —w;) (1.18)
B = ) —vi)/(wi = v;) (1.19)
y = W) = vi)/(wi = vi) (1.20)
0 = (u(w;i) = wi)/(vi — w;) (1.21)

Aqui I(w;) y u(w;) denotan el limite inferior y superior de w; respectivamente.

= Cruce Aritmético Completo

Para dos padres v y w, el operador genera dos descendientes v’ y w’, los cuales son una combi-
nacién convexa de sus padres, asi:

Vaw+(A-Dvyw =Av+ (1 -Dw,1€]0,1] (1.22)

El operador utiliza un nimero aleatorio 4 € [0, 1], cuando A = % el operador es llamado
operador de cruce promedio.
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s Cruce Heuristico

Utiliza los valores de la funcidn objetivo para determinar la direccién de blsqueda y generar un
unico descendiente z de dos padres v y w, asi:

z=r(w—=-v)+w (1.23)

donde r es un nimero aleatorio entre 0 y 1 y el f(w) < f(v) en un problema de minimizacién.

1.3.1.5.2. Operadores de Mutacién

s Mutacion Uniforme

El operador selecciona aleatoriamente un componente i € 1,...,ndeel vectorv = (vy,...,v;,...
y generaV' = (vi,...,V},...,vn). Aqui v/ es un nimero aleatorio entre [(v;) y u(v;).

Mutacion Limite

Este operador es una variacion de la mutacion uniforme, donde v} es el valor u(v;) o I(v;) , cada
uno con igual probabilidad.

Mutacion No Uniforme

Este operador es disefiado para afinar los resultados y lograr una mayor precision. Para un
padre dado v, si el elemento i es seleccionado para mutacion, el descendiente resultante es
vi=(vi,...,V},..., V), donde:

’
i

(1.24)

i+ At u(vy) —vi)  sir<0,5
i = AG v — u(vi)  sir> 0,5

La funcién A(z, y) retorna un valor en el rango [0, y] tal que la probabilidad de A(z, y) tiende a O
a medida que avanzan las generaciones. La funcién A(¢, y) se define como:

A(t,y) = yr(1 - %)” (1.25)

Donde r es un niimero aleatorio entre 0 y 1, 7" es el nimero méximo de generaciones, y b es un
pardmetro que determina el grado de no uniformidad.

Cuando el operador es aplicado a todo el vector se comporta como Mutacién Uniforme Com-
pleta.

1.3.1.6. Técnicas para el Manejo de Restricciones

Existen muchas técnicas en los Algoritmos Evolutivos que se han desarrollado para resolver pro-

blemas de optimizacién multi-objetivo; sin embargo, los métodos no indican como tener presente las
restricciones del problema de optimizacidn, de tal forma que se logre un mayor niimero de soluciones
candidatas que sean factibles. Por tal motivo, se han desarrollado técnicas que incorporan las restric-
ciones dentro del proceso de busqueda y decision, disminuyendo la posibilidad de que las soluciones
finales sean no factibles. Estan técnicas se clasifican en [4]:

,vn)
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1.3.1.6.1. Funciones de Penalizacion: La penalizacion es la técnica mds utilizada, consiste en
transformar el problema en uno de optimizacién sin restricciones. Para lograrlo, se suma o resta, a la
funcién objetivo, cierta cantidad de acuerdo con la cantidad de restricciones violadas.

Los Algoritmos Evolutivos usualmente utilizan una funcién de penalizacién de la forma:
n p
D(x) = f(x) + [Z ri X Gi + Z ¢i % Li] (1.26)
i=1 i=1

donde ®(x) es la nueva funcidn objetivo a ser optimizada, G; y H; son funciones de las restricciones
gi y h;j respectivamente y r; y ¢; son constantes positivas llamadas factores de penalizacion.

La forma mas comun de las funciones G; y H; es:
G; = max{0, gi(x)}’ (1.27)
H; = max(h;(x))” (1.28)
donde normalmente 8y y son 1 6 2.
Existen varios tipos de funciones de penalizacion, los més utilizados son los siguientes:
Penalizacion de Muerte

Es probablemente la forma mas fécil de manejar las restricciones, porque las soluciones que violan
las restricciones son rechazadas y se generan de nuevo. Por lo tanto, no es necesario calcular el grado
de infactibilidad de estas soluciones. Sin embargo, este tipo de penalizacién no es aconsejable porque
puede tener problemas en regiones factibles muy pequefias y se pierde informacién de los puntos
infactibles, los cuales podrian conducir a mejores soluciones.

Penalizacion Estdtica

Los factores de penalizacion son independientes de la generacidn, es decir, permanecen constantes
durante todo el proceso.

Un ejemplo de este tipo de penalizacion es el propuesto por Homaifar, Lai y Qi [8] en el cual se
define el nivel de violacién de las restricciones y los factores de penalidad asociados.

m

fitness(x) = f(x) + Z(Rk’i X max[0, gi(x)]z) (1.29)
i=1
donde Ry ; son los coeficientes de penalizacidn utilizados, m es el niimero total de restricciones, f(x) es
la funcién objetivo no penalizada, y k = 1,2, ..., [, donde / es niimero de niveles de violacion definidos
por el usuario.

Las principales desventajas de esta penalizacion son: los factores de penalizacién son dependientes
del problemas y son estéticos durante todo el proceso de bisqueda.

Penalizacion Dindmica

Los factores de penalizacién dependen de la generacion, usualmente se incrementan en cada ge-
neracidn, para ser mas estrictos, al momento de seleccionar las soluciones candidatas.

Un ejemplo es el desarrollado por Joines y Houck [12] donde la funcién de ajuste penalizada para
los individuos de la generacién ¢ es:

Ffitness(x) = f(x) + (C X )% x SVC(B, x) (1.30)
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donde C, @ y B son constantes definidas por el usuario, los autores recomiendan utilizar C = 0,5,
a=1,2yp=1,2. SVC(B, x) esta definida como:

n p
SVCE,x) =) Dix)+ > Djx) (1.31)
i=1 j=1
0 gi(x) <0
Di(x) = 132
0 {wm 80> 0 (132

—e<hj(x)<e
Dj(x) =
lhj(0l  hi(x)] > €

En la funcién dindmica la penalidad se va incrementando a medida que aumentan las generaciones.

(1.33)

Este tipo de penalizacién trabaja mucho mejor que la estdtica, porque no hay que definir factores
de penalizacion.

Penalizacion Adaptativa:

Este método fue desarrollado por Bean y Hadj-Aloune [6], el cual se retroalimenta del proceso de
bisqueda para aumentar o disminuir la penalizacion. El ajuste de cada individuo es evaluado por la
formula:

n )4
fitness(x) = f(x) + A0 g2x) + i) (134)
i=1 i=1

donde A(?) es actualizado cada generacion ¢ asi:

(AD)/B1) caso 1
A+ 1) =49Br x A(t) caso?2 (1.35)

A1) otro caso

Los casos 1 y 2 denotan la situacién del mejor individuo en las dltimas k generaciones, el caso 1
es que siempre estuvo en la region factible, y el caso 2 que nunca estuvo, 51 > 8> > 1y 81 # Bo.
Esto quiere decir, que la funcién de penalizacion disminuye si los mejores individuos de las dltimas k
generaciones han estado en la region factible e aumenta sino han sido soluciones factibles. Si algunos
han sido factibles y otros no, la funcién de penalizacién no cambia.

La mayor dificultad de ésta es determinar el valor de los pardmetros para que sean apropiados.

1.3.1.6.2. Separacion de las Restricciones y Objetivos Al contrario de la técnica de funciones de
penalizacidn, las cuales combinan el valor de la funcién objetivo y de las restricciones para determinar
el ajuste, esta técnica trata por separado las restricciones y la funcién objetivo. Algunos ejemplos de
ellos son:

Co-evolucion: Utiliza dos poblaciones, restricciones y soluciones, que interactian una con la otra
de una forma similar al modelo depredador-presa [17].

Superioridad de los puntos factibles: Asigna valores de ajuste mas altos a las soluciones factibles
[19].
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Memoria de Comportamiento: Trata de satisfacer, secuencialmente, las restricciones del problema
[4].

Uso de los conceptos de optimizacion multi-objetivo: Redefine el problema de optimizacién, adi-
cionando las restricciones como objetivos, asi el problema se convierte en multi-objetivo con m obje-
tivos mas, donde m es el nimero de restricciones. A continuacion se presentan los tipos mas populares
en los dltimos afios:

= Optimizaciéon bajo Restricciones por Algoritmos Genéticos de Optimizaciéon Multi-objetivo:
Los individuos son clasificados con base en la suma de restricciones violadas teniendo en cuenta
el concepto de dominancia de Pareto [25].

= Clasificaciéon basada en Fuerza de Pareto: Se clasifican los individuos con base en los in-
dividuos dominados y la suma de las restricciones violadas, se seleccionan para la siguiente
generacion los individuos con menor Fuerza de Pareto y menor suma de restricciones [7].

Un algoritmo fundamental en este trabajo es el siguiente:

1.3.2. Strength Pareto Evolutionary Algorithm - SPEA2

El Algoritmo Evolutivo de Fuerza de Pareto (SPEA - Strength Pareto Evolutionary Algorithm)
fue introducido por Eckart Zitzler y Lothar Thiele como una técnica para encontrar aproximaciones
de la frontera de Pareto y ha sido evaluada favorablemente en comparacién con otros MOEA. El
SPEA se disefié con el objetivo de eliminar los individuos potencialmente débiles de la generacién
predecesora e incorporar los mds adaptados, de tal manera que se tenga una poblacién fuerte, lo cual
se logra aplicando el elitismo a través de un conjunto de soluciones no-dominadas, en el cual se copian
los individuos no-dominados de cada generacién, donde se seleccionan con base en Pareto. Después
Eckart Zitzler y Lothar Thiele lo mejoraron y lo denominaron SPEA2 [34, 33, 5], a continuacién se
introducen las variaciones que lo hace més potente que el SPEA.

= Mejora la asignacién del ajuste, porque toma no sélo la cantidad de individuos que domina sino
también la cantidad de individuos que lo dominan.

» Utiliza la técnica de densidad de vecino mds préximo, lo cual guia de una manera mas precisa
el proceso de busqueda.

= Tiene un método de truncamiento de la poblacién que garantiza la preservacion de las soluciones
limites.

El algoritmo propuesto por Zitzler y Lothar Thiele se presenta a continuacion [33]
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Algorithm 1.3.2: SPEA2(N : Tamanno de la Poblacion, T
Numero de Generaciones)

Generar poblacion inicial Py
A() — ]
forr —0toT
Calcular F(i) Vi € P, U A,
A < ilie PLUAANF@G) < 1)
if|Al <N
then Completar la poblacion con los |A;+1| — N mejores individuos dominados de P, U A,
do
else Aplicar operador de truncamiento con base al estimador de densidad
Aplicar operador de seleccion para apareamiento

Pt+1 — rgzi)(Pt)

P« m((;)(i)(Pt+])

return (A),

A continuacién se presentardn cada una de las técnicas utilizadas en la funcidn de ajuste, preser-
vacion de la diversidad, bisqueda y seleccion.

1.3.2.1. Funcién de Ajuste y Preserveracion de la Diversidad

La funcién de ajuste se hace con base en la dominancia de Pareto y el estimador de densidad de
aglomeracion. Primero se calcula para cada individuo i la fuerza asignada S (i), la cual se representa
con base en la cantidad de soluciones que domina:

SG) =jlj € P,UA A > ji (1.36)

donde |.| denota la cardinalidad del conjunto y el simbolo > corresponde a la relacién de dominancia
de Pareto. Con base en los valores de S, se calcula el ajuste crudo de cada individuo i de la siguiente
forma:

Ri)= >, S0 (1.37)

JEPUA,, j>i

Este ajuste crudo es determinado por las fuerzas de los dominantes tanto de la poblacién como en
el conjunto no-dominado. Es importante notar que los individuos no dominados tienen un R(i) = 0, y
los individuos que son dominados por mas individuos tienen el R(i) mas alto.

La asignacién del ajuste crudo provee un ordenamiento basado en el mecanismo de nichos sobre la
dominancia de Pareto, que puede fallar si muchos individuos no se dominan los unos a los otros. Por tal
motivo, el estimador densidad es incorporado en el ajuste como forma de diferenciar los individuos con
valores de ajuste crudo igual y de preservar la diversidad de las soluciones. La técnica de estimacién
de densidad utilizada en SPEA?2 es una adaptacion del método del k-ésimo vecino més cercado, donde
la densidad de un punto es una funcién de la distancia a el k-ésimo punto mds cercano. Luego, se
toma el inverso de la distancia al k-ésimo vecino mas cercano como la estimacién de la densidad.
Para lograr esto, se calcula y almacena la distancia de cada individuo i a todos los individuos j del
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conjunto no dominado y de la poblacién. Después, se ordena la lista en forma ascendente y el k-ésimo
elemento proporciona la distancia buscada, la cual se denota como 0'5.‘. Una préactica muy comun es
utilizar la raiz cuadrada del tamaio de la muestra para k; sin embargo, k = 1 es suficiente para una
implementacién eficiente. Ahora, la densidad D(i) correspondiente al individuo i se define como:

D(i) = (1.38)

o'i.‘+2

En el denominador, se adiciona dos para asegurar que el valor sea mayor que cero y que D(i) < 1.
Finalmente, se adiciona D(i) al valor del ajuste crudo R(i) de cada individuo i, proporcionando su
ajuste F(i):

F(@i) = R(@) + D) (1.39)

1.3.2.2. Seleccion Siguiente Generacion

Durante el proceso de seleccion de la siguiente generacidn, el primer paso es copiar todos los
individuos no-dominados, es decir, aquellos que tienen un ajuste menor que uno, del conjunto no
dominado y la poblacién a el conjunto no dominado de la siguiente generacion.

A1 = ili € P,UA, A FG) < 1} (1.40)

Si el frente no-dominado tiene una cantidad de individuos exactamente igual a la cantidad de individ-
uos que deben estar en el conjunto no dominado(A,;; = N), este paso es completado. De otro modo,
puede darse una de dos situaciones: Que sea menor (JA;+1] < N) o que sea mayor (|A;+1| > N). Para
el primer caso, los mejores N — |A;41| individuos dominados de la poblacién y el anterior conjunto no
dominado son copiados al nuevo conjunto no dominado. Esto puede ser implementado ordenando el
conjunto P; U A, de acuerdo con el ajuste y copiar los primeros N — |A;41| individuos i con F(i) > 1
a A;+1. En el segundo caso, cuando el tamaiio de los nuevos individuos no-dominados excede N, se
trunca el conjunto removiendo individuos hasta que se llega a N. Asi, en cada iteracion se remueve el
individuo i, tal que i <, j para todos los j € A;+1 con

i<qj V0 <k<|Aul:of=ckvIA0<k<lam|:[(VO<i<k:ol=cl)rct <] (1.41)
donde a'i.‘ denota la distancia de i a el k-ésimo vecino mas cercano en A;;;. En otras palabras, el
individuo con las distancia menor a otros individuos es escogido para la siguiente generacion; si hay
varios individuos con las distancia menor el empate se evaliia por la segunda distancia mas pequeia y
asi sucesivamente. La técnica de truncamiento se muestra en la figura 1.2.

Este es el otro algoritmo que es parte fundamental de este trabajo.

1.3.3. MultiObjective Particle Swarm Optimization - MOPSO

PSO es un algoritmo de biisqueda basado en la simulacién del comportamiento social de las aves
dentro de una bandada, este fue propuesto por James Kennedy and Russell Eberhart. En este algoritmo
cada solucién es representada como una particula, cada particula se va moviendo en la regiéon de
bisqueda y cada movimiento se basa en sus experiencias y las de toda la poblacién, estd bisqueda es
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Figura 1.2: Ilustracion del método de truncamiento utilizado en SPEA2. A la derecha, un conjunto
no-dominado. A la izquierda, se representan las soluciones que se eliminan por el operador de trun-
camiento (suponiendo que N = 5).

con el objetivo de encontrar el 6ptimo global. Asi la posicién de cada particula va cambiando con base
en la velocidad, asi:

Xiv1() = X)) + V() (1.42)

donde X;(i) representa la posicién actual de la particula i en el momento ¢y V,(i) la velocidad con la
cual se desplzard en el espacio de busqueda, esta velocidad esta definida por:

Vie1 (D) = Vi(Q) + C1 X1 X (Xpp (D) = Xi(D) + C2 X 1y X (X — Xi(D)) (1.43)

donde r; y r, son nimero aleatorio entre [0, 1], C; es el coeficiente de aceleracion basado en la propia
experiencia y C, es el coeficiente de aceleracion basado en la experiencia social, Xj,(i) representa la
mejor posicion en la cual ha estado ubicada la particula i y X, la mejor posicion en la cudl se han
encontrado todas las particulas.

El algoritmo bésico del PSO se presenta a continuacion:
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Algorithm 1.3.3: PSO()

fori—1toM-1

do

while

do

comment: Inicializa aleatoriamente la particula i

Xo(i) « random
comment: Inicializa la velocidad de la particula i
Vo(i) « 0
comment: Inicializa la mejor posicion de la particula i
Xip(i) < Xo(i)
comment: Selecciona la mejor posicién global
if f(Xo(D) < Xgp
then X,;, — f(Xo(i))
que no se cumpla el criterio de parada
Vi1 (i) & Vi) + C1 X1 X (Xpp (i) = Xi(0) + Co X 12 X (Xgpp — Xi(0))
comment: Actualiza la posicion de cada particula
Xi+1(D) < X:(0) + V,(i)
if f(Xi(D) < fF(Xw(D)
comment: Evalua la funcion objetivo en cada particula
then X,y < f(Xi(D)
if le(i) < ng
comment: Actualiza el me jor global

then ng — le(i)

33

Para el caso multi-objetivo no hay una sola solucién, es un conjunto de soluciones, es decir, la
frontera de Pareto; al igual que los algoritmos evolutivos, el PSO para el caso multi-objetivo también
tiene dos objetivos: maximizar la diversidad y minimizar la distancia a la frontera de Pareto. Por tal
motivo se deben hacer algunos cambios al algoritmo bésico en la seleccidn de la mejor posicién global
y asi poder satisfacer ambos objetivos durante el proceso de biisqueda. Como cada particula no tiene
una sola solucién mejor sino un conjunto de soluciones, estas soluciones se deben almacenar en un
archivo, en este se conservan las soluciones no-dominadas encontradas y es utilizado al momento de
escoger la mejor solucién.
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Capitulo 2

Algoritmos Propuestos

En este trabajo se proponen dos algoritmos basados en el SPEA2 y el MOPSO para solucionar pro-
blemas multi-objetivo con restricciones bajo incertidumbre, esta incertidumbre es expresada a través
de intervalos. Para poder solucionar este tipo de problemas hubo que realizar algunos cambios a los
algoritmos y se reformul6 el problema multi-objetivo adicionando un nuevo objetivo: minimizar el
nimero de restricciones violadas, asi el problema de optimizacién quedaria de la siguiente forma:

min F*(x)

xeQ @b

Donde F*(x) : R” — I"*1(RR), es decir se adiciona un objetivo a la funcién original F : R* — I"(R),
este objetivo es con base en las restricciones y se define como G* : R* — I(R),x — [G(x), G(x)],
donde G(x) : R® - R* x — I{gj(x)l(gj(x) £0),g;: R" — I(R) es la restriccion j, con j € 1,... ,p} |.
Es decir, las restricciones fueron introducidas como un objetivo més a minimizar.

En la primera seccion se presentard el SPEA2I - Strenght Pareto Evolutionary Algorithm 2 for
Interval-Valued Problems y en la siguientes seccion el MOIPSO - Multi-Objective Interval-Valued
Particle Swarm Optimization.

2.1. Strength Pareto Evolutionary Algorithm for Interval-valued Prob-
lems - SPEA2I

Las variaciones que se realizan al SPEA2 para adaptarlo a problemas multi-objetivos intervalo-
valuados son incorporacién del manejo de restricciones dentro del proceso seleccion de individuos a
la siguiente generacion e individuos no-dominados; ademads, la dominancia de Pareto y los operadores
evolutivos son definidos con base en la teorfa intervalo-valuada.

A continuacién se presentard cada uno de los aspectos de los Algoritmos Evolutivos y la técnica
utilizada en cada uno de ellos.

35
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2.1.1. Representacion del Cromosoma

La representacion del cromosoma se hizo a través de nimeros reales, porque son los mas ade-
cuados para los problemas multi-objetivo intervalo-valuados ya que permiten mayor precision que la
binaria y con tal representacién es facil disefiar los operadores evolutivos de cruce o apareamiento y
mutacion, es decir, P € R”. El operador de cruce utilizado es el aritmético simple con el cual se realiza
una combinacioén lineal de cada par de individuos en cada elemento y el operador de mutacion es el no
uniforme con el cual se introduce mayor aleatoreidad en la bisqueda permitiendo mayor exploracién
de la region de biisqueda.

2.1.2. Funcion de Ajuste y Preserveracion de la Diversidad

Para calcular las funcién de ajuste se realizan los mismos pasos que en el SPEA2: primero se
calcula la fuerza de cada individuo con base a los individuos que dominan, el concepto de dominancia
para F = (x) es el mismo descrito en el conjunto /(R), el cual también es utilizado al momento de
determinar el ajuste crudo R(7) de cada individuo, en la funcién de densidad al momento de calcular la
distancia al k-ésimo vecino sélo se tienen en cuenta los objetivos originales y utilizando la distancia
Haussdorff infinito, por dltimo se calcula la funcién de ajuste F'(x) = R(i) + D(i).

2.1.3. Seleccion Siguiente Generacion

En el proceso de seleccién, también se hicieron variaciones para tener en cuenta las restricciones,
primero se incluyen los individuos no-dominadas que no violan ninguna restriccion.

At = {ili € PLUA A F() < 1A {g(DI(g1) £ 0)} | = 0] (22)

Si el conjunto no-dominado tiene una cantidad de individuos menor (|A;.1| < N), los mejores N —|A; 1]
individuos dominados de la poblacidn que no violen restricciones, si no se ha completado la cantidad
de la poblacién, se completa con los individuos dominados que violan restricciones y se encuentran
mads cercanos a la regién factible. Si |A;+1| > N, se remueven los individuos con base en la vecindad
del vecindario, este proceso se hace en forma iterativa hasta que se llega a N.

2.1.4. Algoritmo Implementado

A continuacidn se presenta el algoritmo adaptado para problemas multi-objetivo bajo incertidum-
bre:
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Algorithm 2.1.1: SPEA2I(N TamannodelaPoblacion, T
NumerodeGeneraciones)

Generar poblacion inicial Py
A() — ]
forr —O0toT
Calcular S(i)) Vi € P; U A,
Calcular R(i) Vi € P, U A;
Calcular D(i) Vi € P; U A,
F(i) « R(i) + D(i) Vi € P; U A;
A {ili € PrUA AFG) < 1A 1{gi0)l(g5() £ 0)} | =0}
if|Al <N
then Completar la poblacion con los |A;+1| — N mejores individuos dominados
de P, U A, que no violan restricciones
do Vif|A| <N
then Completar la poblacion con los |Ai+1| — N mejores individuos dominados
de P, U A, que violan restricciones cercanos region factible

else Aplicar operador de truncamiento con base al estimador de densidad
Aplicar operador de seleccion de ruleta para apareamiento

Pt+1 — rg?,')(Pt)

P < mg)(,')(Pl‘+1)

return (A),

2.2. Multi-Objective Interval-Valued Particle Swarm Optimization - MOIP-
SO

Este algoritmo es basado en el MOPSO, se modificé introduciendo un operador mutacioén para
evitar que el comportamiento social lleve a que las particulas tiendan a un punto y no exploren todo el
espacio de busqueda. Con este cambio el algoritmo quedaria de la siguiente forma:
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Algorithm 2.2.1: MOIPSO()

fori —1toM -1
comment: Inicializa aleatoriamente la particula i

Xo(i) « random
comment: Inicializa la velocidad de la particula i

Vo(i) « 0
do < comment: Inicializa la mejor posicion de la particula i

Xip(i) = Xo(0)
comment: Selecciona la mejor posicién global

if (Xo()) < Xg»
then X,;, — f(Xo(i))
while gue no se cumpla el criterio de parada
Vir1(@) « Vi) + C1 X r1 X (Xpp(@) = Xi(0) + C2 X ra X (Xgpp — Xi(0))
Xi+1() « X,(0) + V(i) Actualiza la posicion de cada particula
if FOX () < f(Xip()
then Xy < f(X;(i))Evalua la funcion objetivo en cada particula
do §if X;,(i) < Xgp
then X,;, < Xj,()Actualiza el me jor global
comment: Operador de mutacién

X1 < mg)(,‘)(Xt+l)

2.3. Ejemplos Numéricos

Los ejemplos numéricos presentados en el capitulo anterior fueron utilizados con ambos algorit-
mos, los resultados se presentan en el cuadro 2.1, donde se puede observar que los resultados son muy
cercanos a los obtenidos analiticamente.

Ejemplo | Resultado Analitico Resultado SPEA21 Resultado MOPSOI
1.2.1 x=0 x =0,00153 x=0
1.2.2 (x1,x2) = (1,8,0,6) | (x1,x2) =(1,807,0,592) | (x1,x2) = (1,802, 0,604)

Cuadro 2.1: Resultados obtenidos con los algoritmos propuestos para los ejemplos del capitulo 1

También se verificaron los algoritmos con varias funciones que se utilizan para probar los algorit-
mos de optimizacioén, los cuales se presentan a continuacién:

Ejemplo 2.3.1. Funcion de Rastrigin: Es una funcion no convexa, esta funcion es un problema bas-
tante dificil debido a su gran espacio de biisqueda y su gran niimero de minimos locales, ver figura
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2.1. El problema de optimizacion esta definido por:

min f(x1,x2) = [19 + 2] + 23 — 10 ((cos(2mx1) + cos(2mx))), 21 + x; + 23 = 10+ ((cos(2xy) + cos(2mx2)))|
sa. —5<x1 <5
—-5<x<5
(2.3)
Esta funcion tiene un minimo global en (x1, x3) = (0, 0) cuando f(x) = [-1, 1]. Resolviéndolo con los

algoritmos propuestos se obtiene que la solucion con el SPEA2I es (x1, x3) = (0,002,0,001) y con el
MOPSOI es (x1, x3) = (0,006,0,001).
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Figura 2.1: Funcién de Rastrigin

Ejemplo 2.3.2. Funcion de Rosenbrock: Es una funcion no convexa. El minimo global estd dentro de
valle largo, estrecho y en forma parabdlica, ver figura 2.2. El problema de optimizacion esta definido

por:
min f(x1,x7) = [(1 = x1)* + 1005 (x; = )% 1+ (1 = x1))> + 100  (x2 — x7)°
sa. —1<x <3 (2.4)
—1<x<3
Esta funcion tiene un minimo global en (x1,x2) = (1, 1) cuando f(x) = [0, 1]. Resolviéndolo con los

algoritmos propuestos se obtiene que la solucion con el SPEA2I es (x1, x3) = (0,962,0,975) y con el
MOPSOI es (x1, x2) = (1,001, 1,002).

Ejemplo 2.3.3. Funcion de Schwefel: Es engaiiosa ya que el minimo global es geométricamente
distante al mejor minimo local, ver 2.3. El problema de optimizacion esta definido por:

min f(x1, x,) = [837,9658 — xy sin( v/x7) — X2 sin(/x2), 838,9658 — x; sin( ViT) — x2 sin( Vx2)|
s.a. —500 < x; < 500
~500 < x < 500
(2.5)



40 CAPITULO 2. ALGORITMOS PROPUESTOS

12000

10000

8000

777777777 T

e " 77 ﬁ
_ : B
2000 lllll”;’

Figura 2.2: Funcién de Rosenbrock

Su minimo global es f(x) = [0, 1] y es obtenido para (x1, x3) = (420,9687,420,9687). Resolviéndolo
con los algoritmos propuestos se obtiene que la solucion con el SPEA2I es (x1, x2) = (421,253,420,799)
y con el MOPSOI es (x1, x3) = (420,9624,420,9774).
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Figura 2.3: Funcion de Schwefel
Ejemplo 2.3.4. Funcion de Michalewicz: La funcion estd definida por:

min f(x1, x;) = [837,9658 — x; sin( V1) - x; sin( y2), 838, 9658 — x; sin( v/x1) — x3 sin( V)|
sa.0<x <nm
0<x<nm
(2.6)

Su minimo global es f(x) = [-2,0] y es obtenido para (x1,x;) = (’%, g), ver 2.4. Al resolverlo con
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algoritmos propuestos se obtiene que la solucién con ambos algoritmos es (x1, xp) = (1,571, 1,571).

38

Figura 2.4: Funcién de Michalewicz
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Capitulo 3

Problema Inverso

En este trabajo se ha incluido un capitulo sobre problemas inversos, dado que este tipo de proble-
mas puede ser visto desde la perspectiva de la optimizacion bajo incertidumbre, ya que su objetivo es
estimar pardmetros a través de datos observados los cudles son inciertos por imprecision al momento
de ser medidos.

3.1. Conceptos Basicos

En esta seccién se explicaran los conceptos basicos del Problema Inverso: qué es, cdémo se modela,
entre otros.

Definicion 3.1.1. (Problema Directo): Se define como problema directo aquel que predice valores
libres de errores de los pardmetros observables d, los cuales corresponden al modelo dado m

m — d = g(m) (3.1)
donde g es denominado operador directo, g expresa el modelo matemditico.

Definicion 3.1.2. (Problema Inverso) Un Problema Inverso es aquel en donde los valores de algunos
pardmetros del modelo deben ser obtenidos de los datos observados.

Los problemas inversos normalmente son problemas mal planteados. De las tres condiciones de
un problema bien planteado (existencia, unicidad, estabilidad de la solucion o soluciones) las condi-
ciones de estabilidad y unicidad son las que mds a menudo se quebrantan. El modelo del Problema

Inverso es el siguiente:
d = g(m) (3.2)

donde g representa el modelo

Definicion 3.1.3. (Informacion A Priori): Se considera informacion a priori aquella que es obtenida
independientemente de los resultados medidos. La funcion de densidad de probabilidad de la infor-
macion a priori se denota por py(m).

Existen dos posiciones en cuanto a utilizar informacién a priori:

43
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1. No se debe utilizar informacién a priori porque sesga los resultados.

2. Desde la perspectiva bayesiana, si se debe utilizar la informacién a priori porque puede ayudar
a realizar un mejor ajuste de los pardmetros con la informacién a posteriori.

En este trabajo, se asume la segunda posicién. Uno de los autores mds reconocidos en esta direccién
es Tarantola y en su articulo "Bayes and the inverse problem”[27] sugiere que para la solucién de
un Problema Inverso se debe utilizar la informacidn a priori para crear secuencialmente modelos del
sistema, los cuales pueden ser infinitos. Luego, para cada modelo se debe resolver el problema directo
y comparar los datos predichos con los observados, teniendo un criterio para determinar si el modelo
es aceptable o inaceptable, de acuerdo a la incertidumbre de las observaciones y la teoria fisica. Asi,
los modelos no aceptados son falseados y deben ser rechazados. El conjunto de modelos que no son
falseados son las soluciones del Problema Inverso (no unicidad de la solucién).

Para configurar de mejor manera esta perspectiva del Problema Inverso, se requieren las siguientes
definiciones:

Definicion 3.1.4. (Espacio de Datos): Se define como el espacio de datos D, el espacio de todas las
posibles respuestas de los instrumentos de medicion.

Definicion 3.1.5. (Espacio del Modelo): Una seleccion particular de pardmetros del modelo es una
parametrizacion del sistemas, cada parametrizacion del sistema,; puede ser representada como un
punto de un espacio abstracto denominado espacio del modelo M.

Definicion 3.1.6. (Funcion de Densidad de Probabilidad de los datos): Es una funcion sobre el Espa-
cio de Datos D, estos constan de incertidumbre, entonces si d = {d; ...,d,} representan el conjunto
de pardmetros observados, el resultado de la medicion es representado a través de la funcion proba-
bilidad de densidad pp(d) sobre el espacio de datos D.

Definicion 3.1.7. (Funcion de Densidad de Probabilidad Conjunta): La funcion de densidad de prob-
abilidad conjunta de los datos (d) y pardmetros del modelo (m) es la distribucion de la interseccion de
eventos de d y m; como son independientes entre si, la funcion de probabilidad de densidad conjunta
es definida como el producto de las funciones densidad de probabilidad de cada uno, asi: p(d, m) =

p(d,m) = p(d)p(m)

Definicion 3.1.8. : La probabilidad de Densidad Tedrica O(d, m) representa la informacion sobre la
correlaciones, obtenidas de una ley fisica, entre d y m

Definicion 3.1.9. (Probabilidad de Densidad o-(m)): Representa la informacion a posteriori del mod-
elo, deducida de p(m) y el grado de ajuste entre los datos predichos del modelo y los datos observados.
o(m) = k p(m)L(m), donde k es la constante de normalizacion

3.2. Criterios de Identificacion

El Problema Inverso se reduce a encontrar un conjunto de pardmetros m, tales que las variables
calculadas con dichos pardmetros d, a través del modelo, se ajusten lo mejor posible a las medidas
realizadas dx.

Este ajuste se realiza matemdticamente a través de un criterio de identificacién. Los criterios de
identificacion que permiten determinar el ajuste (funcidn objetivo) usualmente son:
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= Minimizar distancias
= Markov

= Maximizar la verosimilitud

Cada uno de los métodos de identificacion siguen una hipdtesis acerca de la distribucion de las
observaciones:

= La distribucién Laplaciana f(x) exp(—|x|) en el método del menor valor absoluto

= La distribucién Gausiana f(x) exp(—xz) en el método de minimos cuadrados

3.2.1. Minimizar Distancias
Es el criterio mdas simple, consiste en minimizar la distancia entre los datos observados y los datos

estimados con el modelo (error de prediccion). Se puede utilizar la distancia Euclideana o generalizar-
lo a la norma de orden j:

» Norma 1 [[g(m) — dopsll; = 2 lg(m)’ — d;bs|

obs

. . 1
= Norma 2 llg(m) — donslly = |2 lg@m)’ - di, |’

1
« Norma j lg(m) — dupsll; = |2 1g(m)’ = i, Ji]

A medida que se aumenta el orden de la norma se da mds importancia a los errores mds grandes; el
limite de esta norma es:

llg(m) — dopslle = MAx Ig(m)l - df)bs|

De estas normas, las mds utilizadas son minimizar la suma de los valores absolutos de los errores y
minimizar la suma la raiz cuadrada de los errores (minimos cuadrados); este dltimo se puede repre-
sentar en forma matricial de la siguiente forma:

[8(m) = dops]" [g(m) — dops]

3.2.2. Markov
Es una generalizacién del criterio anterior, donde la funcién objetivo es:
min [gm) = dobs]” W [g(m) = dops] (3.3)
meM

donde W es una matriz de pesos que se asigna con base en la informacién a priori, otorgando mayor
peso a las observaciones mds fiables.
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3.2.3. Maximizar Verosimilitud

La diferencia entre los datos observados y los datos predichos por el modelo se considera un error,
el cual se define como aleatorio, porque se produce por eventos inicos imposibles de controlar durante
el proceso de medicidn; por lo tanto tiene asociada una distribucion de probabilidad y se puede utilizar
un criterio estadistico para la identificacién del modelo, concretamente la maxima verosimilitud. Se
define la maxima verosimilitud como la medida del grado de ajuste entre los datos predichos por el
modelo y los datos observados. Este criterio requiere mayor informacion relacionada con la fiabilidad
de los datos observados: la funcién de probabilidad y la correlacion de los datos.

Cuando los datos observados tiene una distribucién Gaussiana, la mdxima verosimilitud se expresa de
la siguiente forma:

1
L(m) = k exp(5(g(m) = dops)" C™1(g(m) = dops)) (3.4)

Por comodidad al momento de realizar la optimizacién no se trabaja con la funcién de la verosimilitud,
si no con la funcién de soporte, la cual se define como:

S(m) = In L(m) 3.5
Resolviendo la ecuacion cuando los datos observados tienen distribucion Gaussiana se obtiene:
1 _
S(m) =1Ink + E(g(M) ~ dobs) C™1(g(m) = dops) (3.6)

Para efectos de optimizacién es equivalente maximizar L(m) a minimizar S (m), por lo tanto para el
caso de la distribucion normal la funcion objetivo a minimizar seria:

min(g(m) — dops)" C™' (g(m) — dops) (3.7

Esta ecuacion tiene una forma similar a la funcién utilizada en el criterio Markov; pero aqui la matriz
de pesos tiene un significado estadistico, es la inversa de la matriz de covarianzas de los datos obser-
vados. Note que si esta matriz es diagonal entonces el criterio de identificacidon serd Markov y si es
la matriz identidad el criterio es minimizar distancias, este dltimo caso se presenta cuando los datos
observados son independientes y la varianza es igual para todos.

Existe una variacién del criterio de maxima verosimilitud cuando se tiene informacién a priori, asi la
funcién objetivo es modificada para introducir esta informacidn, a la cual se le incorpora la funcién de
densidad de los datos observados. Cuando los datos tienen una distribucién Gaussiana, la funcién de
soporte quedaria de la siguiente forma:

1
S (m) = 5(g0m) - dops)T Cp (8(m) = dops + (1 = Mprioy)T Cyf (1 = Mprior)) (3.8)

donde Cp es la matriz de covarianzas de los datos observados y Cjs la matriz de covarianzas del
modelo con base en la informacién a priori.

Al introducir esta informacién en la funcién a optimizar se le esta dando un enfoque bayesiano al
criterio de identificacion.

3.3. Meétodos de Solucion

Existen diferentes métodos numéricos y heuristicos para solucionar el Problema Inverso, a conti-
nuacién se presentardn los mas representativos:
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3.3.1. Métodos Numéricos
3.3.1.1. Gauss - Newton (GNA)

Se utiliza para resolver problemas no lineales de minimos cuadrados. Es una modificacién del
método de optimizacién de Newton que no usa segundas derivadas. Requiere que f sea diferenciable
y que f” satisfaga las condiciones de Lipschitz [3].

3.3.1.2. Levenberg - Marquardt (LMA)

Interpola entre el Algoritmo de Gauss - Newton (GNA) y el método de descenso de gradiente. El
LMA es mads robusto que el GNA [9].

3.3.2. Métodos Heuristicos

= Metropolis: Es un método de Monte Carlo Cadena de Markov, es aleatorio y no tiene memoria.
Cada paso sélo depende del paso anterior.

» Recocido Simulado (Simulated Annealing - SA -): Es una adaptacién del algoritmo de Metropo-
lis. En cada iteracion evalda algunos vecinos del estado actual y probabilisticamente decide entre
cambiar el sistema al estado nuevo o quedarse en el estado actual. A continuacién se presenta el
seudocédigo de este método:

Algorithm 3.3.1: SMULATEDANNEALING(T ), @, €, Pg)

Poyrrent < Po , Solucion inicial
T <« Ty, Temperatura inicial
Pbest — Pcurrenl

while 7" > €

Pnew — neighbour(Pcurrent)
if f(Pnew) < f(Pbest)

then {Pbest — Pnew

P current <~ P new

do

AT > random

else if ¢
then {Pcurrent — Pnew
T « aT

return (P)pes:

s Evolutivos (EA)

e Método practico para la solucidn de problemas multi-objetivo
e Se aproximan a la frontera de Pareto

e Tratan de minimizar la distancia a la frontera de Pareto y maximizar la diversidad de las
soluciones, a través de:
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o Asignacién del ajuste
o Preservacion de la diversidad

o Elitismo

En el capitulo 2 se presenta mayor detalle sobre este tipo de algoritmos.

3.4. Ejemplos Numéricos

En esta seccidn se presentan algunos problemas inversos los cudles fueron solucionados utilizando
el algoritmo evolutivo SPEA?2 descrito en el capitulo anterior.

3.4.1. Estimacion de las Coordenadas del Epicentro de un Evento Sismico

Un evento sismico inicia en el momento 7 = 0 en una ubicacién desconocida de la superficie
de la tierra. Las ondas sismicas producidas por la explosion han sido registradas por seis estaciones
sismicas, las cuales estdn ubicadas en un sistema en las siguientes coordenadas rectangulares:

(x1,y1) = (3km, 15km) , (x2,y2) = (3km, 16km),
(x3,y3) = (4km, 15km) , (x4,y4) = (4km, 16km), (3.9
(x5,y5) = (5km, 15km) , (x6,y6) = (5km, 16km).

Los tiempos de llegadas de las ondas sismicas a estas estaciones son:

1

L =312+0, A =326+0,

obs obs

£, =298+0, 1t =312+0, (3.10)
obs obs

£, =284+0, 5 =298+0,

donde o = 0,10s, el simbolo +o es una notacién corta que indica la incertidumbre de los datos, los
cuales son independientes y pueden ser modelados a través de una distribucién Gaussiana con una
desviacién estandar o

Se requiere estimar la coordenadas (X, Y) del epicentro de la explosién, asumiendo que la velocidad
de las ondas sismicas es v = Skm/s. Suponga una aproximacion a la superficie de la Tierra plana y
considere que las coordenadas de las estaciones son cartesianas.

El problema fue resuelto con los siguientes pardmetros:

= Tamafo poblacién: 100
s Tamafio de la descendencia: 80
= Numero de Generaciones: 100

Probabilidad de Mutacion: 0.05



3.4. EJEMPLOS NUMERICOS 49

= Espacio de bisqueda:
X €[0,20]
Y € [0, 20]

El resultado promedio en cada generacion obtenido se presenta en la figura 3.1 y los diez mejores
individuos en el cuadro 3.1

5 | | | 1 1 | | | |
0 10 20 a0 40 50 &0 70 a0 =i 100
Generation

Figura 3.1: Valor Promedio de las Coordenadas de Epicentro

Cuadro 3.1: Diez mejores resultados de las Coordenadas del Epicentro
X Y
14.6074 | 5.9130
14.6611 | 8.9292
14.7044 | 7.7238
14.7324 | 7.0764
14.7331 | 7.5231
14.8422 | 9.4842
14.8659 | 6.5749
14.8659 | 7.3930
15.0209 | 8.8197
15.0557 | 6.4920

3.4.2. Medicion de la Aceleracion Gravitacional

Un gravimetro absoluto se utiliza para medir el valor de la aceleracién gravitacional g de una
masa cuando cae en el vacio. Una masa es lanzada hacia arriba con una velocidad inicial vq , se
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tom¢ la medida de la alturas z; que tenia la masa en el instante instantes #;, donde el modelo tedrico
del movimiento parabdlico es:

1
2(f) = vot — Egﬁ (3.11)

Los valores medidos de z; y #; deben ser utilizados para inferir los valores de v y g. Las mediciones
realizadas durante el experimento de caida libre fueron:

t1 = 0,205 £ 0,015, z; = 0,62m + 0,02m,
tp = 0,405 £ 0,015, z2 = 0,88m + 0,02m,
t3 = 0,605 £ 0,015, zz = 0,70m + 0,02m,
t4 = 0,805 £0,01s, z4 = 0,15m + 0,02m,

3.12)

El algoritmo SPEA2 fue ejecutado con los siguientes pardmetros de entrada:

= Tamaio poblacién: 100

» Tamaiio de la descendencia: 100
= Numero de Generaciones: 100

= Probabilidad de Mutacién: 0.05

= Espacio de bisqueda:
X €[0,5]
Y €10, 15]

El resultado promedio obtenido en cada generacion se presenta en la figura 3.2 y los diez mejores
resultados son presentados en el cuadro 3.2

Cuadro 3.2: Diez mejores resultados para la Velocidad Inicial y la Gravedad
Velocity | Gravity
3.3630 | 9.7544
3.3640 | 9.7574
3.3864 | 9.7584
3.3902 | 9.7594
3.7142 | 9.7594
37511 | 9.7594
3.7529 | 9.7600
3.7869 | 9.7605
4.0507 | 9.7607
4.1746 | 9.7607
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Average

—— Velacity

Gravity

Figura 3.2: Valores Promedio de la Velocidad Inicial y Gravedad

100
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Capitulo 4

Aplicaciones

En esta seccion se presentard una aplicacion de los capitulos 2 y 3 para ajustar los pardmetros
del modelo logistico, aplicado para proyectar la poblacion de la ciudad de Medellin, con base en los
datos obtenidos en los censos realizados en el tltimo siglo. Sobre este modelo, en particular, ya se han
realizado trabajos anteriores como es [18]. En primera instancia, se exponen los elementos basicos del
modelo logistico.

4.1. Modelo Logistico

El modelo logistico es un modelo de crecimiento poblacional que se soporta en las siguiente
caracteristicas:

1. El régimen de crecimiento logistico es valido cuando se supone que la dindmica de crecimiento
en el tiempo, estd determinada por tres hipdtesis basicas, a saber:

a) El crecimiento vegetativo (més las inmigraciones, si existen), es en todo momento propor-
cional al nimero de individuos presentes, el cual se denomina p.

b) La poblacién vive en un espacio limitado o bajo condiciones externas restrictivas que no
le permitirdn, ni ain a largo plazo, exceder de un tamaio limite, el cual se denomina L.

¢) En todo momento la velocidad de crecimiento es proporcional al factor (L — p) que repre-
senta las fuerzas exdgenas restrictivas.

Dentro de las hipétesis anteriores, y si se sabe que el dato censal, que es histéricamente mas
reciente, corresponde al valor mas alto ya censado, se determina que la ecuacién diferencial
para el crecimiento de una poblacién ascendentemente creciente, es:

dp

o = pL—p) (4.1)

donde:

p: Numero de individuos de la poblacién que viven en el instante ¢ del tiempo.
b: Coeficiente constante y positivo que es propio de las caracteristicas vitales de la poblacion y
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del régimen biol6gico y ecoldgico en que vive.
L: Poblacién limite posible, que esta determinada por el entorno vital de la poblacién.
Integrando la ecuacién diferencial (4.1)

_dp
p(L—p)

dp f
—r _—pld 4.3
fp(L—p) : *3)

1 dp dp \ _

se obtiene la funcién de crecimiento de la poblacion:

= bdt 4.2)

p(t) = ——— 4.5

PO = T (4.5)
en donde K es una constante que se introduce al efectuar la integracion y que, numéricamente,
depende del volumen que tenga la poblacién en el momento que se tome como instante inicial
(t = 0) para comenzar a contar el tiempo. En efecto, de la ecuacion (4.5) se deduce el valor de

K, de la siguiente forma:

p0) = 1+ Ke-b© (4.6)

PO =% 4.7
L

K = m - (48)

Se puede observar que la ecuacién (4.5) es invariante ante un cambio en el origen de tiempo o
unidad de medida del tiempo.

. En las aplicaciones demogréficas, se trata usualmente de ajustar una funcién de este tipo a
una sucesién consecutiva de valores numéricos de la poblacién py, pa,..., ps, los cuales son
medidos experimentalmente (por ejemplo, mediante recuentos o censos de la poblacién, en mo-
mentos sucesivos y distintos del tiempo ¢, 2, ..., ?,, los cuales se disponen en orden creciente,
pero no son necesariamente equidistantes.

Estos datos presentan tres caracteristicas practicas, que son importantes para entender el prob-
lema tedrico del ajuste de la curva logistica:

a) Casiinevitablemente estan afectados por errores de recuento (por ejemplo sobre-enumeracion,
sub-enumeracién) o pueden ser el resultado de estimaciones y no de enumeraciones pre-
cisas.

b) Aunque tales datos fueran rigurosamente exactos, no puede esperarse que todos caigan
rigurosa y exactamente sobre una funcién basada en hipétesis deterministicas (como lo es
la logistica) ya que en el crecimiento de un agregado colectivo, como en el caso de una
poblacién bioldgica, hay inevitablemente desviaciones aleatorias mas o menos apreciables
con respecto a la funcién deterministica.
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¢) Sucede entonces que, aun cuando la realidad geogréfica, ambiental, ecoldgica y social jus-
tifique la adopcion de una curva logistica de crecimiento, el problema del ajuste a los datos
empiricamente observados en el tiempo, presenta varias dificultades de técnica numérica.
Ese problema consiste, en esencia, en calcular los tres parametros L, K, b de la ecuacién
(4.5), a partir de la serie de recuentos, que suele darse en forma tabulada:

Fecha | Poblacion
51 P1
15} P2
Iy Pn

3. Latasarelativa de crecimiento poblacional es una variable muy importante en todos los estudios
demogriéficos y estd definida por la identidad:
1dp
() = —— 4.9
(1) b dr (4.9)
que se interpreta como la velocidad del crecimiento de la poblacidn, dividida por la poblacién.
Al efectuar el proceso de derivacidn correspondiente, se obtiene:

dp d L
L= 4.10
dt dt(1+Ke—Bf) (+-10)
d LKbe™®
ap _ _LAve 4.11)
dt (1 + Ke B1)?
reemplazando en la ecuacion (4.9) los valores para p y ‘;—’t’ se obtiene:
1+ Ke B\ ( LKbe™®
1) = 4.12
0= (21 [ R @1
Kbe B!
)= ——— 4.13
) 1+ Ke Bt (+13)
Kb
)= —— 4.14
= (4.14)

Generalmente el afo cero se puede tomar como un afio intermedio en la serie de fechas de los
datos censales.

4.1.1. Aplicacion del Modelo Logistico a los Censos de Medellin

A partir de los datos de los censos oficiales que se han hecho desde 1912 hasta 2005, suministrados
por el Departamento Nacional de Estadistica - DANE - (cuadro 4.1) y utilizando el modelo logistico
se planteo el siguiente problema de optimizacion

min f(7) = |p(t) - | (4.15)

1+ Ke Bt
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Fecha Poblacion (p(t;)) t;

Marzo 5 de 1912 71004 0,177

Octubre 14 de 1918 79146 6,785
Noviembre 17 de 1928 120044 16,876
Julio 5 de 1938 168266 26,511
Mayo 9 de 1951 358189 39,355
Julio 15 de 1964 791589 52,538
Octubre 24 de 1973 1163865 61,8118
Octubre 15 de 1985 1480382 73,788
Octubre 15 de 1993 1834881 81,788
Mayo 22 de 2005 2223078 93,390

Cuadro 4.1: Datos de poblacién para la ciudad de Medellin. #;: Afio censal contado a partir del afio
base (1912)

Como puede observarse este problema se encuentra dentro de la categoria de los problemas in-
versos, donde se deben estimar los pardmetros L, K y B, y considerar la incertidumbre de los datos
observados, pues ellos no son datos precisos. Para resolver este problema se modificé la funcién obje-
tivo, donde no se minimiza la distancia entre los datos predichos por el modelo y los datos observados,
sino que se utiliza el maximo error relativo, dado que el error absoluto no proporciona suficiente in-
formacién, porque los valores poblacionales se encuentran en escalas muy diferentes.

Por lo tanto, el problema a optimizar es:

(p() - W)

4.16
(1) | (4.16)

min f(f) = max|

Note que como los valores obtenidos en un censo poblacional no son exactos, es decir, son im-
precisos, estos tienen un error esperado, por lo tanto cada uno de los datos poblacionales se encuentra
dentro de un intervalo, ocasionando que la funcién p(r) — ﬁ sea intervalo-valuada.

El algoritmo evolutivo SPEA2 se utilizé para resolver este problema, se ejecuté diez veces con los
siguientes pardmetros:

= Tamafio poblacion: 100

» Tamaifio de la descendencia: 100
= Numero de Generaciones: 200

» Probabilidad de Mutacién: 0.05

= Espacio de busqueda:
L € [3400000, 3500000]
K € [55,60]
b €10,04,0,1]

En la grifica 4.1 se presenta una curva de la poblacién censada y la poblacion estimada con los
diferentes pardmetros observados en el cuadro 4.1.1.



4.1. MODELO LOGISTICO

Resultado f(t) L K b
Mejor 20,493 % | 3404198,17 | 59,84 | 0,0503

Promedio | 20,956 % | 3427449,81 | 59,49 | 0,0499
Peor 21,4962 % | 3414791,19 | 58,32 | 0,0494

——Censo
——Pear
Pramedio
——Mejor
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Figura 4.1: Modelo Logistico: Comparacion de los Datos Observados y los Datos Predichos

En el cuadro 4.2 se comparan los valores histéricos de los censos con la estimacién que da la cur-
va logistica generada con base en los resultados anteriores para el mejor caso y también se incluyen
los datos estimados por la curva logistica estimada en [18], para los diferentes afios desde 1912. Esta
comparacién también se presenta graficamente en 4.2.

Pbn. Estimada Modelo

Pbn. Estimada en [18]

Fecha t Pbn. Censada

Marzo 5 de 1912 0,177 71004 56445 58135

Octubre 14 de 1918 6,785 79146 78165 81058
Noviembre 17 de 1928 | 16,876 120044 127857 133938
Julio 5 de 1938 26,511 168266 202749 214218
Mayo 9 de 1951 39,355 358189 366810 391384
Julio 15 de 1964 52,538 791589 646068 693703
Octubre 24 de 1973 61,8118 1163865 925384 994469
Octubre 15 de 1985 73,788 1480382 1379680 1476559
Octubre 15 de 1993 81,788 1834881 1717896 1828081
Mayo 22 de 2005 93,390 2223078 2199211, 83 2316083

Cuadro 4.2: Datos de comparacion entre los datos del censo, los datos estimados por el modelo y los

datos estimados en [18]

Ademéds, en la tabla 4.3 se compararon las proyecciones realizadas para la poblacién de Medellin
por el DANE para los afios 2006 al 2020 con los datos proyectados por el modelo y en [18].
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Figura 4.2: Modelo Logistico: Comparacion de los Datos del Censo, los Datos Predichos por el Mod-
elo y los Datos Predichos en [18]

4.1.2. Aplicacion del Modelo Logistico a los Datos de Rangos de Edad para Antioquia

También se resolvié el modelo logistico para los datos poblacionales de Antioquia en cada uno
de los grupos quinquenales desde los 0 afios a los 29 afios con base en los datos suministrados por el
DANE desde 1918 hasta 2005 (tabla 4.4), utilizando el problema de optimizacién 4.15 para cada uno
de los quinquenales.

Para resolverlo se utilizo el algoritmo SPEA2I con los siguientes parametros:

» Tamafio poblacién: 100
= Tamafo de la descendencia: 100
= Numero de Generaciones: 200

= Probabilidad de Mutacion: 0.05

El espacio de bisqueda definido para cada quinquenal se presenta en la tabla 4.5 y los datos estimados
con el modelo en la tabla 4.6.



4.1. MODELO LOGISTICO

Ano t; | Pbn. Estimada DANE | Pbn. Estimada Modelo | Pbn. Estimada en [18]
2006 | 94 2239003 2222977 2338853
2007 | 95 2265244 2261437 2376944
2008 | 96 2291378 2299267 2414298
2009 | 97 2317336 2336437 2450988
2010 | 98 2343049 2372917 2486789
2011 | 99 2368282 2408682 2521783
2012 | 100 2393011 2443708 2555952
2013 | 101 2417325 2477976 2589372
2014 | 102 2441123 2511469 2621848
2015 | 103 2464322 2544170 2653464
2016 | 104 2486723 2576068 2684214
2017 | 105 2508452 2607154 2714175
2018 | 106 2529403 2637421 2743182
2019 | 107 2549537 2666863 2771319
2020 | 108 2569007 2695478 2798589
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Cuadro 4.3: Datos de comparacion entre los datos del censo, los datos estimados por el modelo y los
datos estimados en [18]

Edad | 10/1918 | 11/1928 | 07/1938 | 05/1951 | 07/1964 | 10/1973 | 10/1985 | 10/1993 | 05/2005
<1 | 19905 | 34502 | 40311 | 57127 | 93615 | 72787 | 85991 | 88254 | 107596
1-4 | 105224 | 126044 | 144539 | 207982 | 357151 | 330392 | 367823 | 386645 | 403297
5-9 | 109174 | 136436 | 172723 | 212249 | 398.433 | 454699 | 452919 | 485777 | 546948
10- 14 | 98962 | 126787 | 150855 | 184954 | 326481 | 436486 | 419193 | 487364 | 571243
15-19 | 83146 | 108437 | 124621 | 160638 | 253130 | 362790 | 455298 | 405838 | 531578
20-24 | 72551 | 94262 | 108794 | 149386 | 195651 | 276097 | 450472 | 399223 | 48090
25-29 | 62357 | 81534 | 87490 | 111095 | 158316 | 201295 | 364183 | 409029 | 431231

Cuadro 4.4: Datos de poblacion por quinquenal para el Departamento de Antioquia

Quinquenal L K b
<1 [130000, 180000] | [5,10] | [0,0,1]
1-4 [430000, 680000] | [5,10] | [0,0,1]
5-9 [600000, 800000] | [5,10] | [0,0,1]

10- 14 [600000, 800000] | [5,10] | [0,0,1]
15-19 [500000, 700000] | [5,10] | [0,0,1]
20-24 [500000, 700000] | [5,10] | [0,0,1]
25-29 [500000, 700000] | [10,15] | [0,0,1]

Cuadro 4.5: Pardmetros de ejecucion para el SPEA2I en el problema de estimacion de pardmetros del
modelo logistico a los datos de quinquenales para Antioquia
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Edad | 10/1918 | 11/1928 | 07/1938 | 05/1951 | 07/1964 | 10/1973 | 10/1985 | 10/1993 | 05/2005
<1 23977 32488 42330 57531 74183 85464 98392 | 105651 | 114085
1-4 88426 | 124361 | 166680 | 232012 | 301425 | 346114 | 394148 | 419315 | 446618
5-9 92219 | 128351 | 172530 | 246277 | 335717 | 402137 | 484818 | 534628 | 595845

10-14 | 81420 | 113344 | 152471 | 218067 | 298175 | 358107 | 433292 | 478925 | 535390

15-19 | 70151 97628 | 131372 | 188167 | 257998 | 310636 | 377216 | 417953 | 468741

20-24 | 69307 94352 | 124715 | 175559 | 238675 | 287350 | 351081 | 391706 | 444703
25-29 | 51394 69983 92085 | 132982 | 185880 | 229684 | 291892 | 334981 | 396082

Cuadro 4.6: Datos de poblacién por quinquenal para el Departamento de Antioquia obtenidos con el

modelo




Conclusiones

Resolver un problema de optimizacién multi-objetivo bajo incertidumbre con restricciones a través
de técnicas analiticas, requiere que las funciones involucradas en el modelo tengan condiciones analiticas
como convexidad y diferenciabilidad, entre otras, lo cual no siempre se satisface en problemas reales;
sin embargo, los métodos computacionales son mds laxos y permiten dar soluciones a un espectro mas
grande de problemas.

En este trabajo se ha mostrado como los métodos computacionales son una buena alternativa al
momento de resolver problemas multi-objetivo, porque generan soluciones cercanas a las frontera
de Pareto, son robustos, tienen gran capacidad de exploracién y son eficientes computacionales; y
aunque no son exactos, es decir, no siempre hallan las soluciones 6ptimas, solo soluciones buenas,
éstas soluciones son suficientes al momento de enfrentar un problema real.

En el capitulo 3 se presentd un tipo de problema de optimizacion, el Problema Inverso, el cual
es muy utilizado en identificacién de pardmetros, y se expusieron diferentes métodos de solucién,
donde algunos exigen tener buen andlisis de los datos si se utiliza una técnica tradicional, mientras
que a través de la técnica expuesta sélo se requiere conocer el modelo matematico del problema y
los datos observados, y con esta informacion es suficiente para poder estimar los pardmetros; esto se
pudo observar en el capitulo 4 donde se resolvié el modelo logistico para la poblacién de la ciudad
de Medellin y Antioquia, proporcionando mejores soluciones que la expuesta en [18], muy cercanas a
los datos reales y a las estimaciones realizadas por el DANE para los afios siguientes.
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Conclusiones



Problemas abiertos

Cuando se resuelve un problema de optimizacion a través de métodos computacionales, usual-
mente queda una pregunta por resolver: ;Qué tan buena es la solucién?. ;De qué manera se podria
proporcionar mayor informacién al decisor sobre el nivel de confiabilidad de la solucién presentada?.

En el dltimo capitulo se presentd la aplicacion para el modelo logistico de la poblacion de Medellin,
aqui s6lo se llegd hasta la estimacién de los pardmetros del modelo matemético, lo cudl permite re-
alizar proyeccién de la poblacidn, pero, si se ligan estas proyecciones con condiciones como: estratos
econémicos y ubicacidn geogréfica, entre otras, podria ser una buena fuente de informacién al mo-
mento de querer realizar por ejemplo, planeacién en educacidn, salud y vivienda de una ciudad, o en
el caso de una institucion educativa, podria estimarse la demanda que tendrd para afios futuros.
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