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Resumen

En este trabajo se propone una variacion del modelo de Heston (1993) en la que se considera
el precio del activo subyacente como un proceso de reversiéon a la media. A partir de esto, se
realiza una transformacién al problema que permite construir un esquema de diferencias finitas
explicitas para la valoracion de opciones segin este modelo. El esquema es de segundo orden
en el espacio y de primer orden en el tiempo. Se presenta un anélisis sobre las condiciones para
la positividad del esquema. Se prueba la estabilidad condicional en el sentido de von Neumann
realizando un anélisis de Fourier del problema y se verifica la convergencia del mismo. Se
presentan algunos resultados de experimentos numeéricos para la valoracién de opciones call
europeas.

Palabras clave: esquema de diferencias finitas explicitas, reversion a la media, positividad, valo-
racion de opciones.

1 Introduccion

Los primeros estudios de la teoria de valoraciéon de opciones fueron condensados en el modelo
de Black-Scholes (1973), que muestra que, sin hacer asunciones acerca de las preferencias de los
inversionistas, se puede obtener una expresiéon del valor de las opciones que no depende directamente
del rendimiento esperado del activo subyacente o la opcién. Esto se logra a través de un argumento
de cobertura dinamica en un mercado perfecto libre de arbitraje.

Los supuestos del modelo de Black-Scholes forman un escenario ideal, en el que es posible una
estrategia de inversién activa, en mercados perfectos, en los que la tasa de interés es constante y libre
de riesgo, y el precio de activo subyacente se comporta como un Movimiento Browniano Geométrico.
En este modelo se asume que el precio del activo subyacente sigue la ecuacién diferencial estocéstica

dSt = /,LStdt + O'StdBt (1)

donde S; es el precio del activo en el tiempo t, p es la tasa esperada de retorno del activo, o es su
volatilidad y {B;};>0 es un Movimiento Browniano Estandar Unidimensional.

Este tipo de modelos es el mas ampliamente usado para explicar el comportamiento del precio de
las acciones. Sin embargo, algunos estudios empiricos han mostrado que las consideraciones hechas
en el modelo de Black-Scholes son irrealistas y no explican los cambios en la volatilidad, que son
de gran impacto en los mercados financieros. Ademaés, se ha encontrado que este modelo es poco
preciso a la hora de modelar otros activos financieros ademés de las acciones, como los commodities.

En esta direcciéon, hay modelos més sofisticados que incorporan més precisamente la volatilidad
como una variable aleatoria que se establece como un segundo factor de riesgo en mercados finan-
cieros debido a que no solo los retornos de los activos estan en riesgo. En esta clase de modelos,
llamados modelos de volatilidad estocéastica, el modelo més representativo es el modelo de Heston
(1993).



2 Modelo de Heston

El modelo de Heston (1993) es un modelo con volatilidad estocastica, donde se asume que la
volatilidad del activo no es constante, ni siquiera determinista, pero sigue un proceso aleatorio. Este
modelo se basa en un sistema de dos ecuaciones diferenciales estocasticas acopladas que representan
el comportamiento dindmico del activo subyacente y las otras dindmicas de la volatilidad, y que son
Movimientos Brownianos correlacionados. Si la volatilidad sigue un proceso Ornstein Uhlenbeck, el
modelo puede expresarse como se muestra:

dS, = pSydt + \/V,8,dZ (t) (2)
AV, = k(0 — Vi) dt + o/ VidZs(t) (3)
dZ, (t)dZ5(t) = pdt (4)

donde V; es la varianza de los retornos del activo y +/V; la volatilidad del precio del activo en
el tiempo ¢, {Z1(t) }1>0 ¥ {Z2(t)}+>0 dos Movimientos Brownianos Estandar correlacionados en el
espacio de probabilidad (2, f,P) con factor de correlacion p. k, o, 6 y p son la velocidad de reversion
a la media de la volatilidad, la volatilidad de la volatilidad, la media de largo plazo de la volatilidad
y el factor de correlacion respectivamente.

A partir de este sistema, se establece que el precio de la opcion f (S, V4, t) sigue la ecuacion en
derivadas parciales
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donde A(S, V,t) representa el precio de mercado del riesgo de la volatilidad.

La ecuacion (5) ha sido resuelta para S, V >0, 0 <t < T sujeto a condiciones de frontera
dependientes del tipo de opcién especifica.

Con argumentos similares a los establecidos en Black-Scholes (1973) se puede encontrar la ecua-
cion diferencial parcial (EDP) que representa el precio de la opcién. Esta debe resolverse usando
un método numérico pues no es posible obtener una soluciéon analitica.

Para el caso de modelos con volatilidad estocastica, se han usado también un amplio espectro
de métodos numeéricos. En D. Y. Tangman,A. Gopaul y M. Bhuruth (2008) se considera un es-
quema compacto de orden superior (o HOC por sus siglas en inglés) para ecuaciones diferenciales
parciales parabolicas, para discretizar la ecuacion diferencial parcial cuasi-lineal de Black-Scholes
en la evaluaciéon numérica de opciones americanas y europeas. También se muestra que el sistema
(HOC), con una extension de la malla a lo largo de la dimension del precio de la accion, da solu-
ciones numéricas aproximadas para el tipo de opciones europeas bajo volatilidad estocastica. En
Rana y Ahmad (2011) se propone un esquema de diferencias finitas para la valoracion de opciones
con volatilidad estocéastica incorporando un modelo GARCH en el contexto del mercado financiero
indio, que se resuelve por el método de Crank-Nicolson. En K. J. In’t Hout y S. Foulon (2010) se
proponen cuatro divisiones de tipos de esquema Direccion Alterna Implicita (o ADI por sus siglas en
inglés): el esquema de Douglas, el esquema de Craig-Sneyd, el esquema de Craig-Sneyd modificado
y el esquema de Hundsdorfer-Verwer, cada uno de los cuales contiene un parametro libre. En ese
trabajo se desarrolla una semi-discretizacion de la ecuacion diferencial parcial de Heston, usando
esquemas de diferencias finitas con una malla no uniforme, resultando en grandes sistemas rigidos
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Finalmente, en F. Marin, M. Bastidas (2012) se presenta un



esquema de diferencias finitas explicitas para la valoracién de opciones europeas con volatilidad
estocéstica.

El modelo de Heston ha sido ampliamente aceptado y usado para diversos tipos de activos
subyacentes. Sin embargo, hay una evidencia clara de que, por ejemplo, algunos energéticos pueden
ser modelados con procesos asociados a modelos de reversiéon a la media con parametros constantes,
S. Deng (1999) y A. Lavassani et al. (2001a), e incluso modelos mas sofisticados que incluyen saltos
y parametros funcionales, deterministicos o estocasticos, como los que se describen en D. Pilipovic
(2007) y H. Geman y A. Roncoroni (2008). En estos tipos de activos el modelo de Heston no
permitiria explicar de forma convincente el comportamiento de los precios, es por esto que se hace
pertinente ahondar en el estudio de modelos que incluyan procesos de reversién a la media, para
asi abarcar un mayor nimero de activos financieros.

En el presente trabajo se plantea entonces una modificacion al modelo de Heston donde se
considera el activo subyacente como un proceso de reversion a la media. Con base en la EDP se
construye un esquema numérico para la soluciéon de dicha EDP basado en diferencias finitas expli-
citas. Del esquema se prueba que se cumplan los supuestos de positividad, consistencia, estabilidad
y convergencia, y se establecen las condiciones para que esto sea posible. Finalmente se presenta la
implementaciéon del mismo para una opcién call europea con experimentos numeéricos.

En la seccion 3 se presenta el modelo propuesto; en la 4, la metodologia empleada para la
construccién del esquema numérico, esto es, la construccion de la EDP, la transformacion de la
EDP en una ecuaciéon mas simple, la construcciéon del esquema numérico de diferencias finitas
explicitas y el andlisis del esquema. La seccién 5 presenta los resultados obtenidos del experimento
numérico realizado junto con la discusién de los mismos. Las conclusiones se muestran en la secciéon
6.

3 Modelo de Heston con reversion a la media

El modelo propuesto es también un modelo con volatilidad estocéstica, donde se asume que la
volatilidad del activo no es constante ni determinista sino que sigue un proceso aleatorio, ademés
de que el término de tendencia es un proceso de reversion a la media. En este modelo se establece
que el precio del activo subyacente esta dado por el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

dS; = a(p — Sy)dt + \/V,S,dZ (t) (6)
AV, = k(0 — V,)dt + o/ V,dZ,(t) (7)
dZy (t)dZ,(t) = pdt (8)

Con la condicién inicial Sy = s. u es la media de largo plazo del precio del activo y « es la
velocidad de reversion a la media del precio del activo. Los demas coeficientes son los establecidos
para la ecuacion (3) y (4).

El precio de una opcion call o de cualquier otro instrumento derivado sobre S; es una funcién
F (S, Vi, t). Al aplicar la formula de It6 sobre F' se obtiene
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Luego se discretizan las ecuaciones (6), (7) y (8), obteniendo



AS = a(p—S)At+VVSAZ, (10)

AV = kO—-V)At+oVVAZ, (11)
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donde AS, AV y AF son los cambios en S, V' y F en un intervalo de tiempo pequeno At.
A partir de esto se construye un portafolio, I, de forma que su valor esté dado por

oF

OF
M= —Ft 550 +Vo

y de esta manera el cambio AII en el valor del portafolio en un intervalo de tiempo pequeno At
toma la forma

(13)

OF OF
AIl = —AF + ASﬁ + AVW (14)
Substituyendo (10), (3) y (12) en (14)
OF 10°F___,
All == (81& a5V
10°F 0*F

Como esta ecuacion no contiene los términos AZ; o AZs, este portafolio deberd ser libre de
riesgo durante el tiempo At.

Asi se sigue que

AII = rIIA¢ (16)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo.
De las ecuaciones (14), (15) y (16) se sigue que
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Por los teoremas de Girsanov y Cameron-Martin-Girsanov (vea Mao, X. (1997)), se propone un
cambio de medida en la valoracién con riesgo neutral sobre el precio del activo y la varianza para
obtener



dZi(t) = dZy(t) + Ay(S,V,t)

dZy(t) = dZs(t) + Ay(S, V1)
dQ 1 ¢ 2 2
- — &XPp _7/ (AS(S,‘/,S) +Av(Sa‘/78) )ds
dP 2 Jo

/A (S,V,s)dZy (s /A (S,V, s)dZs(s )}

donde A; y A, son el precio de riesgo de mercado de la accién y la volatilidad respectivamente.
De este modo (17) resulta ser
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Note que en Heston (1993) se asume que el precio del riesgo de mercado de la volatilidad es
proporcional a la volatilidad, por tanto
Ja constante

A, = a\/vt
A,UO'\/Vt = aoV;
= AV
= M(S,V)t) (19)

siendo Ay una constante.
Se asume ademas

SVVA, = M\S
= (S, Vi) (20)

con Ajconstante.

En adelante A\; = A\;(S,V,t) y Ay = Ay (S, V, t) por simplicidad.
En consecuencia las ecuaciones (6), (7) y (8) pueden ser reescritas como

ds, = < (1 = 5¢) mA)dH\/XZStdZ}(t)

kO o K
AV = (= —k——=A, | dt+ o/ VidZs(t
t <vt )tk ezt
pdt = dZ,(t)dZs(t)

donde Z,(t) y Z(t) son nuevos Brownianos bajo la medida Q.
Luego, con (18), (19) y (20)
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Una opcién call europea con precio de ejercicio K y tiempo de maduracion T satisface la ecuacion
(21) y el problema es completo, sujeto a las siguientes restricciones de frontera

F(S,V,T) = max(0,5 - K)
FO,V;t) = 0
F(oo, V) t) 1
0jo

F(S,00,t) = S

3.1 Transformacién del problema

En aras de la conveniencia, la ecuacion (21) serd transformada en un modelo equivalente no lineal
usando la siguiente transformacion

H = T YF
X = 6T(Tft)S
1%
= —(T—-t
ro= LT
v =V
De donde
H=H(X,v,T)
luego
F=eT0H
Por tanto, la ecuacion (21) se convierte en
OH 2 OH 0’H 0’H 0’H
T2 = (- X)) S+ X2 popex S 4 20
o~ T Xex T % T2 g%a0 T G
2 oOH
Z(E*(0* —0))— 22
PO - ) (22
donde
o = a—-r+X\
. aper ™)
Hr = —r+ )\1
— k + Ao
k0
0* =
k+ Ao



(X, v, 7)€[0, 00] X [vm, var] % [0, %MT}

Con la condicion inicial H(X,v,0) = f(X); X > 0.

3.2 Construccion del esquema numérico

Para la aproximacién numérica es importante tener un dominio acotado tal que sea posible calcular
la solucion. Como el dominio de la ecuacion (21) no es acotado, debe buscarse el dominio numérico
acotado, el cual puede escogerse de acuerdo con diferentes criterios; vea R. Kangro et. al (2000),
por ejemplo.

Denotemos [0, b] como el dominio para la variable activo X, donde b se escoge de tal forma que
el intervalo incluya el precio de ejercicio y el precio inicial, y denotemos [c,d] el dominio para la
variable varianza v, donde ¢ y d se escogen de tal forma que el intervalo incluya la varianza minima
y maxima posible.

Luego se define el esquema numérico como:

(X, ,7)e[0,5] x [e,d] x [0, gT}

con los nodos

u = c+jhy 0<j<N,
™ = nk; 0<n<N;

Nyhy =b: Nyhy=d—c¢; Nyk= %MT

La aproximacion numérica para la solucion exacta H(X;,v;,7") es denotada por: Uj.
Las aproximaciones para las derivadas parciales estan dadas por

H uptt—up
I (o) = S 4 oy
-
0H ny Uy = Uy
37(1?27”9’7 ) = o0 + O(h1)
OH U1 = Ul
. &L, Vg, " = h
5 (@i, vj,T") T + O(hs)
ol Uy =25+ U | s
(miavlaTn) = : ’ : +O(h )
Ov? J h3 2
= ANU)+O(h3)
0*H (i, 05, 77) = Ulirjor UL = Ul — Ul
0Xov v 4h1h2
+O(h1hs)
= AL(U) + O(hih)
0’H in1y — 205 + Uy, 2
— (2, v, ") = J J L+ O(hy)
ox2 h3 '
= A}(U)+O(h) (23)



Note que debido al uso de aproximaciones centradas de las derivadas en Xg =0, Xy, = by
vg = ¢, vy, = d, aparecen nodos ficticios externos X 1 = —hy, Xy, 11 = (Ny+1)hy, v_1 =c—hs
Y N, +1 = ¢+ (Ny + 1)ho.

Las aproximaciones Uy’ _q, Ug' v, 1 1,.UN, —1: UN, v, +1:U%1.0o UN, 410U "1 N, UN, +1,n, 500 Obte-
nidas usando extrapolacién lineal a lo largo de las aproximaciones obtenidas de los nodos interiores
mas cercanos en el dominio numérico.

Por lo tanto

n _ n n
Ur_1 = 2Ujo—Ujy
n _ n n
UN,,-1 = 2Un,0-Un,1
n _ n n
Ulio = 2Upo—Uiyp
ury N, — 2U6LNU - UILNU (24)
n o n n
Usn,+1 = 2Ugn, —Ugn,—1
n _ n n
Un, N+1 = 2Un, n, —UnN, N, 1
n _ n n
Un,+10 = 2Un,0-Un,—10

UN,+1v, = 2UN,~, —UN,-1n,
y de (24) se obtiene

AfU = AN U =40 ,;U=AY, ;U=0, 0<n<N;

Luego, reemplazando las derivadas parciales de la ecuacion (22) por las aproximaciones dadas
por (23) se obtiene el esquema numérico

n+l TN Trrn TN
U = a Ul + 05U + U5 +
Uit + U0 — U5 (25)

*CiUiZ-lj—l + deZ-_l + ijz?}-&-l

donde
a; = ki’ (26)
ka*(uh —ihy)
pl = =T ) 27
K h1(0+jh2) ( )
- _ poik
= o (28)
o2
d; = k (2 — )\j) (29)
h3
2
e = (1 — 2i%k — 1202) (30)
h3
o2
fj = k(hQ—‘r)\j) (31)
2
1
A = ———[k*(0" — ih 32
J h2(0+jh2)[ ( <C+.7 2))} ( )

Usando la extrapolacion y el esquema numérico (25) en las fronteras, se obtiene



U(;loJrl :U(;Lo == gozf(Xo) :f(O)

U&# = U(?Nv == (g)NU = f(Xo) = f(O)
Uito =URo = = UR,o = f(Xn,) = f(B)
UN'N, = Ukon, = = U, = f(Xn,) = f(0)

entonces
1 T
Ui = b5 (U2 = Uieay) + XUy = Uf_y) + Uy

parat=0,i=N,yj=1,...,N,—1l,oparaj=0,j=N,ei=1,...,N, — 1.

3.3 Analisis del esquema

Suponga que

0<c<0"<d; hy >0 (33)
Si 2¢d < 0*(d+¢)
Entonces

o?c 1

hey < .
e A DN2 o2
2|(#%) + (%)

Ademas, tomando § = ﬁlfrh’ wh = 6e" T~ cond > be (T,

En consecuencia los coeficientes a;, bz;-, ci,dj,e;, f; son no negativos para 0 <i < N, y 0 < j <
N,.

3.3.1 Positividad

Una propiedad adecuada para el esquema numérico para la valoracion es la positividad.

Definicién 1. Defina

A = Ul —Uj
A = Ul U
O
%? = Ul — Ui

Note que de la condicién inicial puede deducirse que Uioj = méx(1AS — K,0) pues U(X,v,0) =
f(X) =mix(X — K,0). Ademés, A >0, A} > 0y por tanto A;‘ >0, A;L >0.
7 J 1 J

Luego, para el esquema se cumple que
Si A, — AP 1 >0 V¥n; 0 < n < N:y se cumplen las restricciones (33) el esquema es no
J J

negativo para 0 < ¢ < N,; 0 <5 < N,.



3.3.2 Consistencia

La consistencia de un esquema numérico con respecto a una ecuacion en derivadas parciales significa
que la solucién exacta del esquema de diferencias finitas aproxima la solucién exacta de la EDP
(vea Smith (1985)).

Teorema 1. Para cualquiera de los parametros fijos, el esquema (25) es consistente con la ecua-
cion diferencial parcial.

Demostracion. Trivial por construccion (vea seccion II C).

3.3.3 Estabilidad

Para analizar la estabilidad lineal en el sentido de von Neumann del esquema (25)se reescribe

U (i, j) = A" exp(I[Fim + Fzn))
Donde m = iAxz, n = jAv , I es la unidad imaginaria, A" es la amplitud en el tiempo n.

ki = % son angulos de fase con longitud de onda A;.

Luego, £ = %Il el factor de amplificacion satisface

€ = 2bI sin(kyAz) + 2acos(k Ax) + e
— 4c[sin(ky Ax) sin(ko Av)] + d[cos (ke Av) — i sin(koAv)]
+ fleos(ke Av) — isin(kaAv)]

En consecuencia

lim |2b] sin(ki1Az) + 2a cos(k1Az) + e
Ax,Av—0

—4c[sin(k; Az) sin(ka Av)]
+d[cos(ka Av) — isin(ky Av))
+ flcos(keAv) — isin(ko Av)]|
= |2ai +€; +dj +fj|
Es claro que los coeficientes del esquema numeérico son ponderados y probabilidades de movi-
miento, por tanto
bz; —b;j’;-—i—ai—&—ei—i—ai—l—ci—i-ci—ci—ci—l—dj—I—fj = 1 entonces 2ai+ei+dj—|—fj =1
Por lo que
1€l = [2a; +e; +dj| =1 (34)

Demostrando entonces que el esquema numérico es criticamente estable.

3.3.4 Convergencia

Teorema 2 (Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer). Un esquema de diferencias finitas consis-
tente para una ecuacién diferencial en derivadas parciales para los que el problema de valor inicial
estd bien planteado es convergente si y solo si es estable.

10



Demostracion. (vea Strikwerda (1989))
Finalmente, usando el teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer con el teorema 1 y la condicién
(34) se puede concluir la convergencia del esquema (25).

4 Resultados

En esta seccion se comprueban las propiedades del esquema numérico propuesto (25).

Considere una opcion call europea (entonces f(S) = max(0, S — K).

Las Figuras 1 y 2 muestran el precio calculado con el método numeérico y los resultados obtenidos
con h; =5 (Figura 1) y he = 1 (Figura 2). De estas figuras se observa cémo el refinamiento de la
malla afecta la soluciéon obtenida.

Solucién del esquema explicito

Solucién

240220 509 S oy 07373 08282
180160 g 06464
10 - 05555
120 . — 04545
100 T 037%
B0 80y P = tiioos D98 0%
D 0 Toowo

Precio Volatilidad

Figura 1: Solucion del esquema explicito (hy = 5). Pardmetros: r=005T=1/2,0 =
0,1,k* =2,0* =0,011,a* =1%1072,¢=0,01,p=1,d = 1, K = 105,b = 315, Sy = 100.

Solucién del esquema explicito

Solucion

0sm !
e
, 0% 04685

0262
01918
ooiop 01009

Precio Volatilidad

Figura 2: Solucion del esquema explicito (hy = 1). Parametros: r=20,05T=1/20 =
0,1,k* =2,0* = 0,011,a* = 1% 1075,¢=0,01,p = 1,d = 1, K = 105,b = 315, Sy = 100.

Adicionalmente, la Figura 3 presenta el anélisis de convergencia para la soluciéon correspondiente
a la posicién en el esquema para Sy y a diferentes valores de la volatilidad para cada una de las
mallas propuestas. De la Figura 3 se observa que a medida que disminuye el tamano del paso la
solucién converge.

5 Conclusiones

En este trabajo se plante6 una variacién al modelo presentado en Heston (1993) donde el activo
subyacente sigue un proceso de reversion a la media. A partir del modelo, se obtuvo la ecuacién
diferencial parcial presentada en (21) y, tras la transformacion de variables presentada en (22), se
construy6 un esquema numeérico de diferencias finitas explicitas que es consistente con esta tultima
ecuacion. Este esquema es de segundo orden en el espacio y de primer orden en el tiempo. Se

11



Convergencia de la malla

——hi=50
——hi=2%
——hi=20
——n1=10
——hi=s
hi=2
——hi=t
——hi=05

Precio de la opcién
STy

I I I I I I I I I
g
00100 0.1009 01918 02827 0373 04545 05555 06464 07373 0.8282 1

Volatilidad

Figura 3: Convergencia de la malla para valores diferentes de hy y de la volatilidad

comprob6 la positividad y la estabilidad del esquema y se plantearon las condiciones suficientes
sobre los tamanos de paso de la discretizacion de la volatilidad y el tiempo en funcién del tamafio
del paso del precio del activo para que esto fuera posible.

La implementacion computacional del esquema numérico es simple y tiene un bajo costo compu-
tacional y provee soluciones confiables que son no decrecientes en el activo subyacente y en la direc-
ciéon de la volatilidad a partir de una funcién no decreciente de pagos iniciales. Algunos resultados
computacionales son mostrados para ilustrar la convergencia del esquema. De las graficas obtenidas
se observa que la refinacion de la malla conduce a resultados més fiables. Como trabajo futuro
se plantean variaciones en hy que permitan tener una malla més refinada, y de las cuales pueda
concluirse sobre aspectos como la relacién entre el tiempo computacional y la bondad de la solucion.
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