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Resumen

En un articulo reciente [7], G. Loaiza y W. Acevedo introdujeron una norma tensorial g, y un
ideal de operadores Py, con pardmetros, una funcién de Orlicz H y un ntamero real 0 < o < 1.
Ademas, mediante g, se caracterizo el ideal Pr,. En el presente trabajo se caracteriza, mediante
un diagrama de factorizacion, el ideal minimal de operadores asociado a gg,, en el sentido de
Defant y Floret [I]. Finalmente, presentamos ejemplos no triviales de operadores que pertenezcan
a componentes del mencionado ideal de operadores.
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Introduccion

La teoria de ideales de operadores en la clase de espacios de Banach es inicialmente sistematizada
por Pietsch [12], concentrando la atencion en la caracterizacion y estudio de los operadores p-
absolutamente sumantes y su relacién con resultados clésicos sobre convergencia de series en
espacios de Banach. Otros ideales de operadores caracterizados a principios de los setenta son los
ideales de operadores p-nucleares y p-integrales, cuyo estudio ha llevado a generalizaciones como
los ideales de operadores po-nucleares y po-integrales caracterizados de diversas formas, de las
cuales destacamos las presentadas por Sanchez Pérez en [14], que se hacen con base a teoremas
de factorizacién a través de espacios de tipo fijo que involucran a los clasicos Ly, y Loo.

De otro lado, los trabajos de Grothendieck [2] y [3] desarrollaron profundamente la teoria ge-
neral de productos tensoriales en las clases de espacios de Banach y de los espacios localmente
convexos. Grothendieck introduce el concepto de norma tensorial dotando con distintas topolo-
gias a los productos tensoriales de espacios de Banach, con el fin de estudiar la estructura de
diversos espacios funcionales, y los utilizé para dar una representaciéon al teorema de los niicleos
de Schwartz. Debido a que existe una forma de asociar biunivocamente las normas tensoriales
finitamente generadas con los ideales de operadores, y que este hecho ha sido un fuerte motor
de desarrollo para ambas teorias, en la actualidad se considera una misma teoria general, la de
normas tensoriales e ideales de operadores como lo exponen Defant y Floret en el libro Tensor
norms and operator ideals [I].

En la correspondencia entre normas tensoriales e ideales de operadores se basa la orientaciéon
metodologica adoptada en la elaboracién de este trabajo, que consiste en estudiar un nuevo ideal
de operadores que aparece implicitamente ligado a la norma tensorial g, introducida por G.
Loaiza y W. Acevedo en [7].

Precisamente, en [7] se introduce la norma tensorial g, donde H es una funcion de Orlicz y o es
un real, con 0 < o < 1, y con iguales parametros se introduce y caracteriza el ideal de operadores
Ho absolutamente sumantes, lo cual propone un marco mas general para el estudio del ideal de
operadores p-absolutamente sumantes. La idea de considerar una funcién de Orlicz H en lugar
del real p es natural porque los espacios de sucesiones de Orlicz son una generalizaciéon natural
de los espacios de sucesiones £,

Al tener una norma tensorial finitamente generada, como lo es gp,, existe el ideal minimal
de operadores asociado en el sentido de Defant y Floret [1], y, es pertinente caracterizar y
estudiar dicho ideal. Lo anterior es precisamente el objeto del presente trabajo; que constituye
una continuacion del estudio presentado en [7].

Es preciso aclarar, que también existe un ideal maximal de operadores Zx, asociado a la tensor-
norma ¢r., en el sentido de Defant y Floret, cuyo estudio es importante y entrafia dificultades



2 Introduccion

especiales en el marco de la teoria local de espacios de Banach. El estudio de dicho ideal maxi-
mal, asi como el estudio de coincidencias entre componentes de Zy, con componentes de Ny,
constituyen temas para futuros proyectos.

Esta memoria de tesis se presenta de la siguiente forma: en el primer capitulo se expresan los
objetivos y metodologia del presente trabajo, en el segundo capitulo aparecen los conceptos
bésicos necesarios, en el tercer capitulo se presenta el trabajo [7] (més que citando los resutados,
se presentan las pruebas para dar a la presente memoria un caracter de auto contenido), en el
cuarto capitulo se introduce el ideal minimal de operadores Ny, asociado a g, y se caracteriza
mediante un diagrama de factorizacién, y, en el quinto capitulo se presentan dos ejemplos no
triviales de operadores pertenecientes a componentes de Ny, .



Capitulo 1

Propuesta inicial

1.1. Objetivos

Objetivo general

Presentar un estudio del ideal minimal de operadores Ny, asociado en el sentido de Defant y
Floret a la norma tensorial gp, introducida en [7].

Objetivos especificos

1. Para cada funcién de Orlicz H (con condiciones adecuadas) y para cada nimero real o,
(0 < o < 1), caracterizar mediante un diagrama de factorizacion, los operadores que
pertenezcan a componentes del ideal Ny,

2. Presentar ejemplos no triviales de operadores que pertenezcan a componentes del ideal

Nuo.

1.2. Metodologia

Esta memoria presenta los resultados de una investigacién que inicié con una busqueda de in-
formacion sobre todos los temas que se abordan, ademés de las definiciones béasicas que son
necesarias para la comprension y contextualizaciéon de todo el contenido del trabajo.

La principal estrategia metodologica para el estudio del ideal de operadores Ny, consisti6é en
aprovechar la relacién entre normas tensoriales e ideales de operadores, siguiendo la linea de
estudios relacionados con las tensornormas finitamente generadas introducidas por Grothendiek

2.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se establecen la notacion, definiciones, conceptos y resultados necesarios.

2.1. Conceptos basicos y notaciéon

Como es usual, denotamos R al cuerpo de los ntimeros reales que seré el cuerpo de escalares para
cualquier reticulo que se considere, a pesar de que los resultados son vélidos si se consideran
escalares complejos. Cuando sea necesario enfatizar la norma de un elemento x de un espacio
normado F, se escribe ||z||g, y simplemente ||z|| si no hay lugar a confusion.

Para un espacio F, se denotara por:

1. E' al espacio dual topologico de E, es decir, al espacio vectorial £(F,R) de las aplicaciones
lineales y continuas de F en R.

2. Ea la compleccion de E, esto es, al Gnico espacio de Banach E , salvo isometrias, tal que
E CFEy E esdensoen E.

3. Bg ={z € E: ||z|]| < 1}; la llamada bola unidad cerrada en FE.

4. NORM (E) a la clase de todos los espacios normados y FIN(FE) a la clase de todos los
subespacios de dimensioén finita de F.

5. FIN a la clase de espacios normados de dimensién finita

Para dos espacios lineales topologicos E' y F', denotaremos por L(E, F') al espacio de todas las
aplicaciones lineales y continuas de F en F.

Si T e L(E,F), T' € L(F',E’) sera la aplicacion adjunta de T, precisamente, la aplicacion
definida para cada v’ € F' y x € E por
(T'(Y),z) = (T(x),y).

En general, un operador serd una aplicaciéon lineal y continua entre espacios vectoriales topolo-
gicos.

Un espacio de sucesiones escalares A (También llamado espacio coordenado) es un espacio lineal
de sucesiones escalares x = (z,,), con las operaciones suma y producto por un escalar definidas

5
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componente a componente como es habitual. Los espacios de sucesiones escalares que manejare-
mos son de Banach y algunos pertenecen a la clase de espacios que poseen una base Schauder,
es decir, una sucesion (uy,),-; de elementos de A tal que para todo z € A existe una sucesion

tnica de escalares (a,),-; tal que x =Y 07 | aply,.

Se dice que un espacio de sucesiones escalares es regular cuando tiene una base Schauder formada
por los vectores unitarios e;, que son aquellas sucesiones en las que la i-ésima coordenada es 1y
el resto son ceros.

Si un espacio de Banach de sucesiones A es regular entonces se presenta la propiedad de con-
vergencia seccional, es decir, dada (a;) en X se verifica que Y o0, a;e; = imy o0 > i g @je;  €n
norma.

2.2. Espacios de sucesiones de Orlicz.

La extension natural de los espacios clasicos de sucesiones escalares £, son los espacios de sucesio-
nes de Orlicz {f. Precisamente, en un intento natural de generalizar los espacios cléasicos Ly (1)
y £, aparece en la literatura la teorfa de Orlicz, de funciones medibles y de sucesiones. En estos
espacios el papel de la funcion t¥ es esencial y resulta natural tratar de reemplazarla por otro
tipo de funcién convexa més general. En principio Young, en sus estudios sobre series de Fourier
[16], ya habia estudiado una clase de funciones convexas que hoy dia se denominan funciones de
Young, pero fueron Orlicz y sus estudiantes quienes plantearon el estudio de espacios de Orlicz,
definidos a partir de funciones de Young.

Damos a continuacién algunas definiciones y resultados béasicos de la teoria de espacios de Orlicz
que el lector puede encontrar en el libro de Lindenstrauss y Tzafriri [5] o bien en el de Rao y
Ren [13].

Una funciéon de Orlicz H, es una funcién definida para x > 0, continua, convexa, no decreciente,
con H(0) =0y H(z) > 0 para z > 0, tal que lim,_.o H(z) = co. Dada una funciéon de Orlicz
H se define el espacio de sucesiones de Orlicz £ como el espacio de sucesiones escalares (),

tales que existe p > 0 para el cual » .2, H(%) < o0; dotado de la norma
() := nf {p >0 : ZH(’O‘;‘) < 1}
=1

Se dice que una funcion de Orlicz H satisface la condicion As en 0, si

H(2x)
lim su
o H(z)

< +00

En general, el espacio £ no es regular, pero si lo es cuando H cumple la propiedad As en 0, en
tal caso £p; coincide con la clausura en £p; del espacio generado por los vectores unitarios e;.

Dada una funcién de Orlicz H, existe otra funciéon de Orlicz H*, definida para cada y > 0 por
H*(y) = sup{zy — H(z) : © > 0}

denominada funcién complementaria de H
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Es de anotar que (H*)* = H y que mediante H*, el espacio £y se puede dotar de otra norma
| - ||z, usualmente llamada norma de Orlicz, definida para cada («;) en £ por

(o) o0
[(ai)llz = sup {Z il = Y HH(16i]) < 1}
i=1 i=1
y se cumple para cada («;) en fg que

e (i) < (i)l < 21 ()

Si ademés H cumple la propiedad Az en 0, se verifica que ¢}, es isomorfo a £+. Para tener una
isometria entre estos dos espacios es necesario tomar IIg(-) en ¢y y |||z en £g«, ver [13];
58-61 y [5]; 147-148.

Siguiendo los pasos del capitulo cuatro de [13], tomando como espacio de medida el conjunto de
ndimeros naturales con una medida puramente atémica (es decir, u{i} = 1 para todo i), se puede
establecer la siguiente version de la desigualdad de Holder para espacios de sucesiones de Orlicz:
para (a;) en £y (b;) en £+, se cumple

> laibi] < min{ T ((a)) )| (0)llzr+s e (@) (03) 1 }

=1

También se cumple que,

> laibil < 20 ((ai) g ((bs)).

i=1

Un caso particular de espacios de sucesiones de Orlicz corresponde al de los espacios clasicos
£y, que son fundamentales en la teoria de los espacios de sucesiones escalares. Los recordaremos
ahora con el fin de fijar la notacion.

Para 1 < p < o0, la funcion H(t) = tP es una funcion de Orlicz y al correspondiente espacio de
sucesiones de Orlicz se le denota por £,,. Asi, £, es el conjunto de sucesiones escalares x = ()72,

tales que
oo
Z |zi|P < o0.
i=1
En este caso, se denota la norma IIz(-) por || - ||, ¥ se puede probar que,

[e’e] 1/17
1%l := g ((a;)) = (Z |xiyp> , para 1< p < oco.
=1

Para el caso en que p = 00, { denota al conjunto de las sucesiones acotadas x = (z;)°;, es
decir, aquellas en que sup; |z;| < oo, con norma

[[%|oo := sup |a;].
K]

Es bien conocido que (4, ||.|[p), con 1 < p < oo, es un espacio de Banach.
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A cada ntmero real 1 < p < co se asocia otro ntimero 1 < p’ < oo tal que % + ﬁ =1y se dice

que p y p' son exponentes conjugados. Se verifica que el dual del espacio ¢, es isométricamente
isomorfo al espacio £,;. Como consecuencia se obtiene que los espacios £, son reflexivos para
1 < p < co. Es de anotar, que la funcién complementaria de H(t) = t” no es G(t) = t*', pero la

funcién complementaria de Hy(t) = % es Hy(t) = tpi,.

Se denota ¢g al subespacio de £, que consiste de todas las sucesiones convergentes a 0. El espacio
co es de Banach con la norma inducida ||.| -

En los espacios £, con 1 < p < 00, y en ¢y, la sucesion de vectores e,, constituye una base de
Schauder, es decir, £, y cg son espacios regulares. Es de resaltar que el espacio £+ no es regular.

A continuaciéon se presentan algunos conceptos necesarios. Si I' es un conjunto, denotamos por
lu(T) al espacio de los elementos a = (ay)yer, donde a, € R Vy € T' y existe una sucesion
S={m,neN}enlcona,=0sivy¢S.

En /5 (T") definimos
Iy ((ay)yer) == Hu((ay,))-

El funcional IIf((a,,)) define una norma en £¢(I') y su dual es isomorfo a £+ (I"). Como antes,
para que exista una isometria es necesario tomar en el espacio dual la norma de Orlicz ||(.)]| g+

También en el caso de los espacios de Orlicz, podemos considerar espacios de sucesiones vecto-
riales.

Si {Xy,v € '} es una familia de espacios de Banach, denotamos por £g{((Xy) er)} al espacio
de Bochner, de elementos = (z4)yer , vy € X, Vy € T, tal que (||z+|)yer € £u(T), con la
norma g (([lz+[)yer)-

Si Xy = X Vv €T, escribimos £ {I", X} en lugar de £y {((X;)~er)}-
SiI' = N, escribimos ¢y {(X;)} vy £u{X} en vez de g {(X;)ien} y £u{N, X} respectivamente.

A partir de los espacios ¢, y £y podemos construir, como hemos indicado, el espacio ¢,{lg}
cuyos elementos son sucesiones de elementos de £y y cuya sucesion de normas esté en £,. Segtin

o0
esto los elementos de £,{¢p} son sucesiones de la forma x = ((xw)]oil) . tales que

1xlle, geny = H (H(%)ﬁlue,{)

El dual de £,{fr}, 1 < p < 0o es £y {lp~}. En los resultados respecto a la caracterizacion de
los operadores nucleares asociados a una funcién de Orlicz nos encontraremos con el caso p = 1,
esto es, el espacio (1{lx}.

o0

< o0
lp

i=1

2.3. Reticulos de Banach

Muchos de los espacios de funciones y de sucesiones que aparecen en el analisis real estan dotados
de un orden natural compatible tanto con su estructura lineal como con su topologia. En el
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caso particular de los espacios de Banach, esta observaciéon ha dado lugar a la fértil teoria
de los reticulos de Banach que tanta importancia ha adquirido en los tltimos cincuenta anos.
Exponemos ahora algunos conceptos y resultados basicos de la teoria de reticulos de Banach que
seran de utilidad mas adelante. Para mayor informacion sobre reticulos, remitiremos a [6], [10]

[15] y [].
Un espacio vectorial real E se dice que es espacio vectorial real ordenado si existe en él una
relacion de orden parcial < compatible con la estructura lineal, es decir, si se satisfacen:

1. six <y, entoncesx+2<y+z paratodoz € E y

2. si x <y, entonces ax < ay para todo a > 0.

Un elemento x en un espacio vectorial ordenado E es llamado positivo si x > 0.
El conjunto de todos los elementos positivos de E lo denotamos por E™.

Si ademads, se cumple que para todo z,y € E existen en E los elementos = V y := sup{z,y}
y x Ay := inf{x,y} entonces el espacio vectorial real ordenado E es llamado reticulo lineal o
espacio de Riesz.

Si definimos para cualquier x € E, 2t :=2zV0y 2~ := (—x) V0, podemos descomponer x como
x =27 — 27, llamando =T su parte positiva y £~ su parte negativa, notemos que z+,z~ € BT

y xt Az =0.

Definimos también |z| := 2V (—z) y lo llamamos mddulo de z, al que también podemos descom-
poner como |z| =z + 2.

Un conjunto A de un reticulo vectorial E se dice que es solido si para todo x € A y para todo
y € E, con |y| < |z|, se verifica que y € A.

Se dice que un reticulo lineal es orden completo (o Dedekind completo) si para todo conjunto no
vacio mayorado, su supremo es un elemento del espacio.

Un reticulo vectorial topologico es un reticulo vectorial dotado de una topologia Hausdorff que
posee una base de entornos de cero que son conjuntos sélidos.

Una seminorma (norma) p(.) en un reticulo vectorial topologico se dice que es una seminorma
(norma) de reticulo si |z| < |y| implica que p(z) < p(y).

Un reticulo vectorial topoldgico se dice que es normado si su topologia estd dada mediante una
sola norma de reticulo. Si ademéas es completo, diremos que el reticulo es de Banach.

Un reticulo de Banach E se dice que es un M-espacio abstracto, siempre y cuando su norma es
una M-norma, es decir, si x Ay = 0 en E implica que ||z V y|| = max {||z||, [|y] } -

Sean E y F reticulos lineales y T : ' — F una aplicaciéon lineal. Se dice que T es positivo si
T(Et)C FT.

Un operador (aplicacion lineal y continua) 7' : E' — F' entre dos reticulos lineales topolégicos E
y F es llamado homomorfismo reticular si T'(z V y) = T'(z) V T'(y), para todo z,y en E.

Todo homomorfismo reticular 7" necesariamente es un operador positivo y ademas por el teorema
de Ando, si E y F son reticulos de Banach, T” también es homomorfismo reticular. Todos los
espacios de sucesiones que aparecen en este trabajo, son reticulos de Banach y sus propiedades
reticulares seran necesarias en varios de los desarrollos presentados.
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2.4. Normas Tensoriales e ideales de operadores

Respecto a normas tensoriales e ideales de operadores, remitimos al lector al texto de Defant y
Floret [1].

Dados dos espacios vectoriales E y F' sobre un mismo cuerpo de escalares, denotamos por B(E, F')
al espacio vectorial de las formas bilineales sobre el producto cartesiano £ x F.

Recordemos que una forma bilineal sobre £ x F' es una aplicacién ¢ : E x F' — R que es lineal
en cada componente, es decir, para toda «, 0 € R,xz,y € E'y u,v € F se cumple que,

plax + By, u) = ap(z, u) + Bp(y, u)
o(x, au + fv) = ap(x,u) + Bo(z, v)

Dados dos espacios vectoriales E' y F sobre el mismo cuerpo R, cada elemento (z,y) € E x F
define una forma lineal canénica sobre B(E, F') en R denotada por el simbolo z ® y y definida
para toda ¢ € B(E, F') por

(z®y,p) = p(z,9).

Se llama producto tensorial de los espacios vectoriales E y F al subespacio vectorial £ ® F' del
dual algebraico de B(E, F') generado por el conjunto de formas lineales

{r®y con t€E y ye€F}.

Los elementos de ¥ ® F' se llaman tensores y cada uno admite representaciones de la forma
2= 1 @y

Asi pues, un tensor es una aplicacion lineal sobre B(E, F') de la forma
n
z = Z 0T @ Y.
i=1

Dados los espacios vectoriales E, F, G, H y las aplicaciones lineales A: E — Fy B:G — H se
llama producto tensorial de aplicaciones a la aplicacién

A®B:EF®G - F®H

definida para cada z =Y ;" 2, ® y; en E® G por:

(A® B)(z) = iA(xz) ® B(yi) € F® H.
i=1

Cuando en el producto tensorial de dos espacios E¥ y F', se tenga definida una norma «, nos

referiremos al espacio vectorial normado como E ®, F' y a su complecciéon como ER,F.

A la norma de un elemento cualquiera z € E ® F, la denotaremos por a(z; E, F), por ||z]s 0
simplemente por a(z), cuando se sobreentienda la norma.
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Definicion 2.4.1. Una norma tensorial o es un functor que hace corresponder a cada par de
espacios normados (E, F) una norma sobre E ® F formando un nuevo espacio normado que
denotaremos por E ®, F.

Sean E, I espacios normados. Una norma « definida en el producto tensorial E® F se dice que
es razonable si verifica que:

1. a(z®y) =|z|ellyllF para todo x € E, y € F, y

2. para todo ' € E' y' € F', 2’ @y € (E@a F) y o' @y l(peary = 12| lv |7
Se dice que una norma tensorial a es una tensornorma si verifica que para cada par de espacios
normados E y F, a(-, E,F) es una norma razonable en E® F, y ademds satisface la propiedad

métrica de las aplicaciones, esto es, dados los espacios normados E1, Es, Fy, Fy y las aplicaciones
A€ L(Ey, F1), B € L(Es, Fy), se debe tener que

A®B € L(E) ®q Ea, F1 @4 F?)
y ademds,

|A® Bl < [|AllllB]-

Por otro lado, dada una norma tensorial «, definida en una clase de espacios normados A que
. . ., . . —

contenga la clase de espacios de dimension finita se define la norma tensorial @ en la clase de

espacios normados, denominada la envoltura finitamente generada por «, mediante:

o (z;E,F) = inf{a(z; M,N): M € FIN(E),N € FIN(F)}

Se dice que una norma tensorial « es finitamente generada si @ = .

A continuacion se presentan algunos de los ejemplos més conocidos, y de amplio interés tedrico
de normas tensoriales.

Norma tensorial proyectiva. Dados F, FF € NORM definimos:

n

n
m(z B, F) = fnf{leilHlyill | 2= in@yi}~
i=1

i=1
Norma tensorial inyectiva

Dados E,FF € NORM y z=3% " ,z; ®y; € E® F definimos:

n

e(z B, F) = sup > w2 yiy)
o' | g <Ly g <1 | ;=1
= sup <Z7 :B, ® y,>

2| o <L[ly'[| pr <1

El valor teérico de las normas tensoriales inyectiva y proyectiva se resaltan en el siguiente hecho:
Si a es una tensornorma finitamente generada, entonces para todo par de espacios normados E
y Fypara z € F® F se tiene que

e(z: B, F) <a(z B F) <nm(z; B, F).
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Norma tensorial de Saphar

Para su construccién, previamente necesitamos definiciones y notacién. Sea £ € NORM , para
cada sucesion (z;) en E y cada namero p, con 1 < p < oo definimos:

00 1/p
(1)) = (Z H:vi!p)
2_100 1/p
ep((z)) = sup (Z(x',wﬂp)

||W'||BE/ i=1
Sip = oo,
Too (1)) = oo ((wi)) = sup ||zi-
i€EN
Las funciones 7, y €, se aplican también a sucesiones finitas (z;)}'_; suponiendo que x; = 0 si

1> n.

Una sucesion (x;) en E se llama p-absolutamente sumable si m,(z;) < oco. Se representa por
(P[E] el conjunto de tales sucesiones en E. Una sucesion (z;) en E se llama débilmente p-
absolutamente sumable si €,((z;)) < co. Ahora, dado 1 < p < o0, si E, F € NORM, definimos
la norma tensorial g, de Saphar asf:

gp(z; E, F) = inf {Wp(l‘i)Ep/((l‘i)) oz = Zml Ky e E® F} .
i=1

Norma tensorial de Lapresté

Varios ejemplos importantes de normas tensoriales son casos particulares de la siguiente, llamada
norma tensorial de Lapresté, definida como sigue:

Para p,q en [1, 0] con % + % > 1, existe un tinico 7 en [1,00] con 1 = % + % — 1, o de manera
equivalente, si p’ y ¢/ son los respectivos exponentes conjugados de p y q entonces 1 = %—i— z% + %.
Ahora, para cada par de espacios de Banach E y F' se define:

gz B, F) = mE{||(A)lreq (i) (4:) 2 = Y Niwi © i}
i=1

Q¢ €s una norma tensorial en la clase de espacios de Banach y es una generalizaciéon de otras
normas tensoriales, a saber:

Para ¢ = 1 se tiene g, = oy, 1 coincide con la norma tensorial de Saphar.
Para p =1y g =1 se tiene m = 1,1, la norma tensorial proyectiva.
De otro lado, a partir de una norma tensorial «, definimos también su norma dual o/ de la

siguiente manera: Si M, N € FIN
o(z,M,N)=sup [(z,u)| =sup{[{u, 2)| : a(w; M', N') < 1}

uEBIWI®aN/
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que se extiende a la clase de espacios normados como la norma tensorial finitamente generada
por o, ya definida en la clase de espacios de dimension finita.

En 1968 Pietsch muestra la relevancia de la nocién de ideales de operadores de Banach, en los
afios siguientes, él y su escuela investigan todos los aspectos de la teoria abstracta de ideales de
operadores, que aparecen en la monografia “Operators ideals” [12] en 1978. Presentamos ahora
algunas nociones fundamentales de esta teoria.

Definicién 2.4.2. Un ideal de operadores (o, simplemente, ideal) entre espacios de Banach es un
functor A que asocia a cada par de espacios de Banach E y F un subconjunto A(E, F) (llamado
componente de A) de L(E, F), tal que se cumplen las siguientes condiciones, para espacios de
Banach arbitrarios E, F,G y H:

1.V’ e E',Vye F, 2 ®yeUEF).
2. VSl,SQGQ[(E,F), Sl—i-SQGQ[(E,F).
3. VR € £(G, H),YS € A(F,G),VT € &(E, F), RST € A(E, H).

Es claro que la componente A(E, F') de 2 es un subespacio vectorial de £(F, F') y que contiene
al espacio de operadores de F en F' de rango finito.

Definiciéon 2.4.3. Sea 2 un ideal y o un functor que asocia a cada componente A(E, F') una
norma (cuasinorma ¢ seminorma), tal que para cada R en £(G, H), S enU(F,G) yT en £(E, F)
se verifica que

a(RST) < || R[le(S)|T|

en tal caso, a la pareja (A, ) la llamaremos ideal normado (casi o seminormado).

A continuacion se presentan algunos ejemplos de ideales normados de operadores.
Ideal de operadores p-absolutamente sumantes

Un ejemplo importante, por sus multiples aplicaciones y su riqueza tedrica, es el llamado ideal
de operadores p-absolutamente sumantes, que se definen como sigue:

Sean E, F espacios de Banach, un operador T' € L(FE, F) es p-absolutamente sumante de E en
F si existe C' > 0 tal que para toda sucesion (z;) débilmente p-sumable en E | es decir, con
ep((z4)) < o0, se cumple que

mp((Txi)) < Cep((2i))- (2.1)

El ideal de operadores p-absolutamente sumantes (denotado por P,) se define tomando para
cada par de espacios de Banach E y F la respectiva componente Py,(E, F') como el espacio de
operadores p-absolutamente sumantes de E en F, con norma definida para cada T € P,(E, F)
por P, (T') = inf C sobre todas las constantes C' que satisfacen

Ideal de operadores po- absolutamente continuos

Matter en 1985 [§] introdujo el ideal Pp, de operadores po- absolutamente continuos y que
posteriormente retoman Loépez Molina y Sanchez Pérez en su articulo Ideales de operadores ab-
solutamente continuos [14] presentando nuevas caracterizaciones de este ideal, que completan de
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forma natural las obtenidas por Matter. Precisamente, P, se define como sigue:

Sean E,F C BAN y1 <p< o0 ,0< o0 < 1. Sedice que un operador T' € L(E, F) es po-
absolutamente continuo si existe G € BAN y un operador S € P,(E,G) tal que

T < |18z~ 2|17
para cada = € F.

Designaremos por Pp, al ideal de operadores po-absolutamente continuos, donde cada componen-
te respecto a espacios de Banach E y F' es el respectivo espacio de operadores po-absolutamente
continuos de E en F, denotado por P, (E,F), con norma definida para T" € Pp,(E, F') por
P, (T) = inf P,(S) tomando el infimo sobre todas las aplicaciones S que verifican la definicion.

En términos generales, dada una tensornorma finitamente generada «, se pueden considerar tres
ideales de operadores asociados a ella como indicamos a continuacion.

1) El ideal asociado a o’ se puede usar para describir el espacio dual de (E@aF ), para cada par
de espacios de Banach E y F’; por ejemplo, en el caso de las tensornormas de Saphar, este ideal
coincide con el respectivo ideal de los operadores absolutamente sumantes.

2) El ideal minimal cuyos componentes son los operadores T' : E — F tales que existe zp €
E'®@4F con T(z) = zp(x) para todo z € F, dotado de la correspondiente norma cociente, es
decir, del infimo de a(z7) que verifican la propiedad anterior respecto de T'. Este ideal es llamado
ideal de los operadores a-nucleares

3) El ideal maximal asociado a « en el sentido de Pietsch, cuyas componentes son los operadores
T : E — F tales que si Jp : F — F” es la inclusion canonica, entonces JpT € (EQyF'). A
estos operadores se les llama tradicionalmente operadores a-integrales.

El ideal minimal de operadores N, asociado a la tensornorma de Saphar gp, es el usualmente
llamado, ideal de operadores p-nucleares. La caracterizaciéon de las componentes de dicho ideal
fué realizada mediante un diagrama de factorizacion (anélogo al obtenido en el capitulo 4 de esta
memoria) y la caracterizacion, que puede consultarse en [I], es la siguiente:

Sean, F, F dos espacios de Banach, T € L(E,F) y p > 1. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) T es p-nuclear de F en F'

2) T factoriza segun el siguiente diagrama,

T
E - F

loo - 0,

donde A y C son continuas, B es el operador diagonal multiplicacién por una sucesiéon positiva
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((bU)) de 51.

Ademas, la norma de T se puede calcular por
N, (T') = nf{|[C[[| BI|| A},

tomando el infimo sobre todas las factorizaciones posibles segiin las condiciones establecidas en

2).
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Capitulo 3

Sobre la norma tensorial gz,

Los resultados del articulo publicado por G. Loaiza y W. Acevedo, titulado Sobre un ideal de
operadores con pardametros, una funcion de Orlicz y un nimero real [7], ofrecen un nuevo marco
de generalizaciéon para los operadores p-absolutamente sumantes y proponen nuevos problemas
en la teoria general de normas tensoriales e ideales de operadores, segun [I]. En dicho trabajo se
introduce una nueva norma tensorial, mediante la cual se caracteriza un ideal de operadores.

Como el presente trabajo es una continuaciéon del estudio iniciado en dicho articulo, en este
capitulo se expone en detalle los resultados de [7], con sus respectivas demostraciones para buscar
que esta memoria tenga caracter autocontenido. En algunos casos se muestran mas detalles en
las pruebas, que los escritos en [7].

En resumen, este capitulo divulga los resultados de [7] y expone las bases necesarias para abordar
el estudio presentado en los dos tltimos capitulos de esta memoria, los cuales constituyen el objeto
del presente trabajo.

3.1. Introducciéon de la norma tensorial

Como el ideal normado de operadores Ho—nucleares se define mediante la norma tensorial gy,
introducida en [7], iniciemos por establecer la terminologia necesaria.

Sean 0 < o < 1, H y H* dos funciones de Orlicz complementarias y F un espacio de Banach.
Se define el espacio fgy[E] de las sucesiones fuertemente H-sumables de E como el espacio de
sucesiones (z;) de E, tales que (||z;||) € ¢m, dotado con la topologia dada por la norma

(@) = W ((|lz:]]))-

Consideremos al conjunto de sucesiones (z;) de F tales que para cada 2’ € By, la sucesion
(| < x5, 2" > |177|2||) € £y y denotemos

o ((2:)) = sup ||(| <@g’ > 177
IIEBE/

dro(-) es una seminorma en el espacio de sucesiones de Bochner ¢y [E].

17
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Proposicion 3.1.1. Si E es un espacio de Banach, para cada sucesion (x;) en Lg[E] se verifica
que:

_Sup (K, 2 Dl < 0o ((20) < M)l < 2ma((24)) (3.1)

Demostracion. Para cada ' € By tenemos

[{ai, ') (i, )17 (i, "))
(i, ) || 7|27
(i, )17 ||

[ [0 (e [E1
e '~ [l |7

B

(VAN VAN VAN VAN

y por tanto
@i, 2" )| < oo, ")) 7 < ],

de lo cual se sigue, por propiedad reticular, que
(s, 2 D) < (i )7 Nl < sl L

Tomando supremo sobre 2’ € Bgr y teniendo en cuenta que ||(z;)||g < 27y ((x;)) tenemos

_sup (s, ) Dl < 0o ((20)) < (o)l < 2ma((2:))

Pasemos ahora a la definicién del funcional, que definird una norma tensorial.

Definicion 3.1.1. Sea 0 <o < 1 ysean H y H* un par de funciones de Orlicz complementarias
tales que H tiene la propiedad Ao en cero y de modo que H(1) = 1. Para cada par de espacios
de Banach E y F y para cada z € E® F definimos

n n ki
gHU(z; E, F) := {nf Z 7TH((£L‘Z‘J'))5H*U((yij)) Tz = Z Z Tij & Yij
i=1 =1 =1
Se escribird g (z) en lugar de guo(z; E, F), si no hay lugar a confusion

Antes de probar que gy, es una tensonorma veamos las siguientes proposiciones:

Proposicion 3.1.2. Para toda sucesion de reales (3;), se tiene que

18D [[a== (Be) [~ -
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Demostracion.
108D I = sup{i 306, | iH**(\em <
. sup{f;muei\ : iﬂ**qem <1
= Sup{i\ﬁzﬂﬂ : iH**(\QiD <1}
=1 =1

= [(8) |

H* -

Notese que como el dual topoldgico de R es R, se tiene:

{Isll: e EL I8 <1} ={[Bl: BeR, B[ <1}y (o, ) =af.

Proposicion 3.1.3. Para toda sucesion de reales (3;), tal que dp+(8;) < 0o, se tiene que
St ((8:)) = 1((8:) | 1=

Demostracion.

So((B:)) = sup [I(1(Bs, @) "6l ")l

I/EBE/
= sup (18 ["71Bil17) | -
:E/GBE/
= sup [|(18:2"716i7) || -
x'€Bgy
= sup [|(18:" 11187 e
I/GBE/
= sup [|(18:ll2"[*") |
x'€Bgy
= sup [[|2'[" (1B e
:E’GBE/
= sup [&I"(BD
:C/EBE/
= sup &[5 [
.T’EBE/
= Bl sup [2']'77
I/EBE/
= (Bl mx sup |27
z’€Bg
= [[(8) |z sup |27
ja/|<1
< 0Bl

Tenemos entonces que

0o (1)) < [((Bi)ll = (1)

19
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Ahora,

0o ((B:)) = sup [I(1(Bs, 27N Bill ")l

I/GBE/
> (118, )" IBil1) |+ para todo 2’ € By

En particular para 2’ = 1 € Bgs se tiene,

o ((6) = 1B DI NGl -
1018 1= N8l ) 2+
IAB = N8l ) -
(
(
(

1C18:=718:) L+
118D |-
= Bz~

TDe tal forma se tiene que

01+ ((Bi)) 2 [[((Bi)ll = (2)

De (1) v (2)
Sm+o((8ig)) = I[((Big) =

Teorema 3.1.1. gg, define una norma tensorial en la clase de espacios normados
Demostracion.

1. Veamos que gy, es una seminorma en £ ® F
Por definicién para todo z € E ® F se tiene que gpq(z; E, F) >0
SeanaeRyz=>", 25’21 zi; ® yi; € E® F, entonces

n  k;
ar = a) ) @y

i=1 j=1

n k;
= D> ol @uy)

i=1 j=1

n k;
= Z Zaazij X Yij-

i=1 j=1

Luego,
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gHU(aZ;E7F) = 1nf{Z7TH O[.T”))(SH*U y7,] Z—ZZfE”@yz]}

=1 = 1] 1
= 1nf{Z7rH a(xi;))0Hxo ((Yij)) z—ZZxU@)yz]}
=1 j=1
= mf{z|a|7rH<<xu>>6Hw<<ym ZZ%%}
=1 = 1] 1
= mf{\a\ZWH (i) Sreo (yi5)) ZZ%%}
=1 = 1] 1
- |a\1nf{Z7rH (€43))0p10 (4i5)) z—zzxwmm}
=1 =1 j=1
= |a|gus(z E, F)

2. Probemos ahora la desigualdad triangular.

Sean z,w € F® F y sea € > 0. Por aproximacién al infimo existen representaciones para
z v w dadas por

n k; n+m k;
2= D w®yy Y w= ) ) wm®yy
i=1 j=1 i=n+1 j—1

tales que

S ma (@) )10 (9)E1) < 9110(2: B, F) + ¢/2
=1

m-+n

> mu((@ig)iy)meo((yis)iiy) < guo(w; B, F) +¢/2.
i=14+n

Consideremos la representacion de z + w de la forma
n+m k;
shw=3 > @y Oy,

i=1 j=1

Luego,
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n+m n+m k;
gs(z +w; EJF) = inf{z WH((xZ])fil)(;H*a((yU)'15111) FE= Z Z:CU ® Y}
i=1 i=1 j=1
n+m . i
< > ma((@i))dme (yi)iey)
i=1
n . N n+m A i
= Y mu(@) ) (i) o) + D (@)oo (i) )
i=1 i=n+1

< gHs(z; E,F)+€/2+ gus(w; E, F) +¢€/2
= gus(z;E,F)+ gus(w; E,F) + €

y dado que € es arbitrario se tiene
gio(2 + W B, F) < guo(2; B, F) + gue(w; E, F),
es decir gpo(z; E, F') es una seminorma.
3. Veamos que gr,(1 ® 1;R,R) = 1. Sea (a;) = (1,0,0, ....... ). Como H(1) = 1, entonces

mrm((1,0,0,0,...)) = 7wr((o))

= mf{p>0: ZH(%) <1}

=1
= mf{p>0: H(%) +H(%) o<1}
— nf{p>0: H(;) 4 H(g) bo<1)
= inf{p>O:H(;)+H(0)—|— <1}
— ft{p>0: H(;) <1}

1 1
-H(l)=->1
P p p

Se tiene entonces que H(%) >1,de donde p & {p>0: H(%) <1} y por lo tanto p > 1.

Ahora como 1 € {p > 0: H(%) < 1} y 1 es una cota inferior de este conjunto entonces,
1=inf{p>0: H(%) < 1} por lo tanto, mg((1,0,0,....)) = 1. Ademas,
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1(1,0,0, )= = [l(ci)l[ -

= SUp{Z | i3 |: ZH**U Bi|) <1}
=1 =1

= sup{>_ | [: Y H(|Bi]) <1}
=1 =1

= sup{| B; |: D>_H(| 8 |) <1}
i=1

Es claro que 1 € {| B |: -2 H(| Bi |) < 1}, pues la sucesion («;) verifica
o0
d H(oi|)=1.
=1

Supongamos ahora que la sucesion (p;) es tal que Y .2 H(| p; |) < 1. Luego,

pred{lBil: Y H( B ) <1}

i=1

Ahora, si p; > 1, se tiene que

ZH(M ) = H(pr)=[pr [ HQA) =[p1|

= p1>1,

lo cual es absurdo, y por tanto p; < 1. Asi se tiene que

1 = sup{| B |: D_H( B |) <1}
i=1

= (1,0,0,....) ||~
= Si0((1,0,0,....))

Ahora bien,
k1
1®1 = Za1j®a1j
j=1

1 ks
= 2D w®ay

i=1 j=1

23
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1
con Ozlj =
0

si

Jg=1

CAPITULO 3. SOBRE LA NORMA TENSORIAL Gy,

y asi para 1 ® 1 se cumple que

2<j<k

gHo(l & 1a]R> ]R) =

n n ks
) ma((2)0m () s 1@ 1= Y @i @y}

i=1 i=1 j=1
1

> (i) fL)dm (i)t

=1

mr((0ag)fLy) o ((any)ity)

71((1,0,0,0, ....0))dx+((1,0,0,0....0))

71((1,0,0,0,...))6m+((1,0,0,0....))

(1)(1)

1

Por otro lado, si 1®@1 =3"1" | 25;1 a;; @ Bi; € R® R es cualquier representacion de 1® 1,

entonces

obteniendo asi

IN

IN

IN

(1®1,1®1)]

n ki

ki

n k;
DO (1) (1, 8y)

i=1 j=1

Z Z ;i i

i=1 j=1

n k;
<1 ® 1,220@‘]‘ ®5¢j>
i=1 j=1

DO el

i=1 j=1

> min{m((eig)) | (8i) [z, wae (i) | (Big) I}

i=1

> ma (i) 1) e
i=1

ZWH((aij))éH*U((ﬁij))
i—1

1< mr((@ig)dmo((8i)-

=1
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Luego, 1 es una cota inferior del conjunto

n n

ki
O mu((00))0mo((Bi) 1@ 1= ) oy ® Bij}

i=1 i=1 j=1

y asi,

n n k;
1< f () mr((@i)dme(B) : 101 =3 ai © Bij}

i=1 i=1 j=1
= gHa(l ® 17R7R)’

quedando probada la igualdad

4. Veamos ahora que gp, satisface la propiedad métrica de las aplicaciones.

Sean Ey, FEy, F, F espacios normados y las aplicaciones A € L(E, Fy), B € L(Eq, Fy) y
la aplicacion A ® B € L(E1 ®gy,, E2, F1 ®g,,, F2).

Si B =0 esclaro que ||A® B|| < ||A]].||B]|. Veamos el caso en queB # 0, de esta manera,

!

para y' € Bpy se tiene || y' |;< 1. Como B'(y’) € Ej, entonces % € El,.

Ahora,

IBW) I = suwp [(B'(y) )|
Jall, <1

< sup [ B'@) =]
HxllEggl

< sup By Il
llzllzy <1

= 1By sup [z

=]z, <1

< 1B,

luego,

B/ /
1B,
I B" ||

y ademas, || B ||=|| B’ ||. En consecuencia para cada z = Y 1, 2?:1 Ty Qyij € B ® E»
tenemos que
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5H*U((B(yi,j)))

IN

Teniendo en cuenta que:

9o ((A® B)(2); F1, F2)

CAPITULO 3. SOBRE LA NORMA TENSORIAL Gy,

sup ||(| < B
y’GBFé

sup  ||(| < wij, B'(y') >

!
] <1

wp 121
Iyl <t I Bl
2

I B"|| sup

[ly'[] v <1
F2

I B"|l sup

[yl <1
Fy

I B"| sup

[ly']l <1
Fy

I B"| sup

!
91l g <1

I B"|| sup

!
Iyl <1

I B"||  sup

[ly'[] v <1
F2

I Bl sup

ly'[l » <1
Fy

I Bl sup

! <1

ly'll <

| B sup

'] s <1
2

(ij), v > 1771 Bi)lI”)

-

B i) 1) -

10 < w5, B' W) > "B i) 17|

H B/ [ H ‘<sz,B/( ) ‘1 UHB(yw M) HH*

TE < v B W) > T IBu)In|
gl < B > il |
(B B/1||10" <y, B'(Y) > Il“’”fgfjﬁf)HH*
g < 200> U0

(1 <us. T > 1ol

<o 205 ol |

(1< T > 17 s 1)
[0z W 1)

| B | 050 ((i5))

IN

>4
Z | Al

i=1

IN

1nf{z mr((

(A® B)(2) = X1, 2?;1 A(zj) ® B(yij) entonces,

A(2ij)))0m+0 ((B(yis))) - (A® B)(2

szz] ®yz]}

=1 j=1

L)6meo(Blyig)iiy)

‘TU

w1 ((23)50) | B || Sao((yig)52y)

IAINBI Y mr (i) ) om0 (i) o )

i=1
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En consecuencia,

n n k;
9is(A® B)(2); F1, o) < if{||A|[ 1B Y ma((@i)fo)0mo (wis)jer) 1 2= D> wij @ yis}

i=1 i=1 j=1
n n k;

= [ANBIf D mm (i) 5o 0mo (wig)oy) 2= D) @iy @ i}
i=1 i=1 j=1

= AILIBII 9o (z; B, E2)

y por tanto,

[A® B|| = sup gHo((A® B)(2); F1, I2)
9o (2;:E1,E2)<1
< sup [[A[|||BI| gro(2; Ev, E2)
9o (2;E1,E2)<1
< ||A]lI|B]| sup  gHo(z; En, En)
9Ho (2:E1,E2)<1
< |[A]l|B]l-

Asi que
1A ® Bl < [|A||]|IB]]

y se obtiene que g, (-; F, F) es una tensornorma.

Proposicion 3.1.4. Todo elemento z de E@QHJF admite una representacion de la forma

z = Z Zwij ®yi; donde Z?TH ((xw);il) SH*o ((yl,]);”;) < 00 (1)
i=1

i=1 j=1

ademds,

9Ho (2) = inf {i TH ((%’,j)?il) O+o ((?/i,j);;) } (2)

=1

tomando el infimo sobre todas las representaciones de z que cumplan la condicion (1).

Demostracion. Veamos que cualquier serie del tipo mencionado es convergente en
E®g,, 'y por tanto define un elemento de la compleccion.

Primero verifiquemos para cada natural 7, la convergencia de ) =1 Tij ® Yij en EQgy, F', mos-
trando que la respectiva sucesion de sumas parciales es de Cauchy.

Para n > m se tiene



28 CAPITULO 3. SOBRE LA NORMA TENSORIAL Gy,

n
g | Y @@y | < ((xij)?:m-i-l) OH*o ((yz'j)?:mH)
j=m+1

IN

TH ((a:ij);’;mH) OH*o <(yz‘j);im+1>

y el ultimo término de la desigualdad anterior se puede hacer tan pequefio como se quiera, ya

que 7 ((xm);’il) OH*o ((yw)]oil> < 00. En concecuencia:

i) si 0pre ((41)324) = 0, se tiene

m (@)32,) 0o (()32,) = 0.
i) si 011+ ((555)2, ) = oo, entonces mr ((215)%2,) =0y asi

m (@)32,) 0o (()32,) = 0.
i) si 9770 ((7)32,) > 0. se tiene my ((24)72,) > 0 y entonces

lim 7y ((l‘”);il) =0.
j—o0
Luego dado € > 0, existe un natural m; tal que

TH (Wij)?im#l) < m

y como
110 () 1) < O+ ((913))

se consigue que

TH ((x”);imlH) 0H*o ((yl])]oimz—i-l) <€

para n > m > m;. Ademaés tenemos que

m

o0
J9Ho Z T @y | = n}gnoo 9Ho Z Tij @ Yij
=1 =1

< lim 7p ((l’ij);ﬁ:1> O+ ((yij);n:1)
< 7wu (i) 0o ((yif)) < oo

Ahora, la sucesion de sumas parciales de > .2, Z;’il x;j ® y;; también es de Cauchy ya que
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n oo n o0
o [ S Swsens] < S o (z%wj)
i=m+1 j=1 i=m+1 i=1
n
< Y ma (@) Onro (yig) < €
i=m-+1

para m suficientemente grande por la condicion (1). Ademas se cumple que

oo o0
9Ho (2) = gHo szzj@yzj

i=1 j=1
n o0
= lim gy, E Exij®yij
n—oo
i=1 j=1
n [o@)
< lim E JHo E Tij @ Yij
n—oo
i=1 j=1
n
<

1}1_)11010 Z i (i) Om+o ((Yij))

=1

= Z TH ((%J)) O0H* o ((%J))
i=1

de lo cual

9Ho (2) < inf {Z T (i) Or+o ((yz‘j))} :

i=1
Reciprocamente, veamos que para z € E®g, F hay una representacion de la forma
o0 o0
z= E g Tij D Yij
i=1 j=1

que satisface

i”H ((xi,j);iJ OH*o <(3/i,j);il> < .

i=1

En efecto, como z € E’@gHUF, es punto limite de E ®,, F, entonces existe una sucesion de
Cauchy (un);2; en E ®g,, F que converge a z, es decir, que para todo € > 0, existe N € N tal
que para todon > N,

gt (Up — 2) <

[GUN NG
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Sea € > 0, entonces existe una sucesion (k) - ; en N estrictamente creciente tal que

€
9Ho (Ukn - Uknﬂ) < W

y claramente z = 1lim uy,, .

n—oo

Renombrando w,, = u,, n =0,1,2,... se sigue que:

z = lim w,
n—oo
= lim <w0+ E wk—wk 1))

oo
= wy+ Z (wk — wk_l)

k=1

= wo—I-Z wnl.

Como wyg € E®gy,, F' 'y (wp —wp—1) € E®y,,, F, entonces tienen representacion en £ ®g,, F,
de la forma:

ko ™0,
0 0
wo = ZZ‘T%J @ i
i=1 j=1
y
kn mn;
(w — Wn— 1 Z Z xl] ® yl_]
i=1 j=1
con los z; , 4% , 5y yj} escogidos de tal manera que:
m i 0 \™Mmoi €
ZT‘-H ( zj j 01) (SH*O’ ((sz)J:()l) < JdHo (wo) —+ g
kn
Z’]TH ’Lj j=1 H*o (yu) <gHo'( n—wn,1)+m n=1,2,..
Por tanto,

ZWH( zij) j= 1) 0o ((yw)mm) < zn: (gHU (wn — wn—1) + 3(sz+1)>

n=1 i=1 n=1

(VAN
(]
N
N
T
)
g
g
3
_|._
w
™o
S|l
t
N

IN
[]=
N
w
~—~
)
S|
+
=

S~—

+
[GV)]

o
S|
+
—

N~

[A
Wl o
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Asi,

gHo (2) < <9HU (wo) + E) +

€
3 3’

de donde
gHe (2) < 9o (wo) < 00.

De tal forma tenemos que
oo kp Mn,i

RN ICLL

n=0 i=1 j=1
es convergente.

Renombremos ahora los términos de la serie que define a z de la siguiente manera.

Consideremos
n—1

Do = ]-a p1 = kOa <oy Pn = qu
q=0

para cada natural n. Ahora:

1) para s=1,2,..,p1 vy t=1,2,...,mps, sean

T's = MMyo,s

Ust ® Vst = Ty ® Y
2)para s=p1+1,.,p0 y t=1,...,mis_p,, sean

s = mlzsfpl

1 1
Ust @ Vst = Tspy ¢ O Ys—py t
3)para s=pa+1,..,p3 y t=1,...,ma4 p,, sean

Ts =12 s—po

_ .2 2
Ust @ Vst = Ts_py ¢ © Ys—py ¢
En general, si s=p,+1,...,ppy1 y t=1,...,my s p, denotamos

T's = Mnp,s—p,

. on n
Ust ® Ust = xs_pn,t ® yS—Pmt‘

De esta manera z se puede representar por

oo

Ts
z = E Ust & Vsgt.

s=1 t=1

veamos que esta representacion cumple la condicion (1), en efecto,
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Z i ((Ust)r2y) Om+o (Ust)iy)

s=1

Se puede escribir de la siguiente manera

Z TH ((ust)gszl) o ((USt);S:I)
s=1

ko 00 Pn+l
= Z TH ((ust)?:l) OH*o ((Ust)?:l) + Z Z TH ((ust);szl) OH*o ((Ust)zszl)
s=1 n=1s=pn+1
ko oo kn
= Yo () e (00)525) + 32 S (@) o (06072
=1 n =1

< gHU(wo)—i- 3 +ZT—H)

€
< QHU(WO_Z)+9HJ(Z)+§+§
< QHU(Z) +e€
< o0

asi

Z TH ((Ust):szl) OH*o ((Ust)zszl) < gHo(z) +e
s=1

y al ser € > 0 arbitrario se obtiene que

inf {Z mH ((%i5)) Om+o ((%]))} < guo (2)

1=0

lo cual permite concluir la igualdad (2).

3.2. Caracterizacion del ideal Py,

Esta seccion presenta el resultado principal de [7], que exhibe un ejemplo de ideales de operadores
estudiados mediante normas tensoriales, tal como el problema que plantea el segundo objetivo
especifico de esta memoria. Para completar la exposicion de los resultados de [7], se presenta el
mencionado estudio a continuacién.

Un ideal de operadores relacionado con la norma tensorial gp, se define en [7] como sigue: Sean
E, F espacios de Banach, H una funciéon de Orlicz con la propiedad As en ceroy 0 < o < 1.
Se dice que un operador T' € L(FE, F') es Ho-absolutamente sumante de E en F' si existe una
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constante C' > 0 tal que, para toda sucesion finita z1, ...z, se verifica

(T @) lla < Cono((2:))-

Denotaremos P, (E, F') al espacio de los operadores Ho-absolutamente sumantes de E en F,
con norma definida para cada T' € Pgo(E, F') por

PHU‘(T) := inf C,
donde el infimo se toma sobre todas las constantes C' admisibles en la desigualdad anterior.

Se denota por Pp, al ideal normado de operadores cuyas componentes son los espacios de
operadores Ho—absolutamente sumantes entre dos espacios de Banach.

La relacién entre Pr, y la norma tensorial gr, se manifiesta en el siguiente resultado, el cual es
el més importante de los presentados en [7].
Teorema 3.2.1. Para todo par de espacios de Banach E y F,

(E Pgrro F)/ = PH*G(Fa E,)

1sométricamente.

Demostracion. Sea T € Py»,(F, E') y consideremos
ér: E®,, F—R

definida por:

n  n;

< (Z5T,Z >= ZZ < a;ij,T(yij) > .,

i=1 j=1
donde z =371 | > 2y @y € E@ F.
Veamos que ¢7 € (E ®g4,, F)'.

o7 es aplicacion lineal, en efecto si a, B € Ry 21,29 € E® F con

n+m k;

n k;
ZlZZZSUz’j@yij y #2= Z Zfﬂij®yzj,

i=1 j=1 i=n+1 j=1
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se tiene que

n+m ki
¢r(az + Bz) = Zz$zj®yz]+ﬁ DY wi @)
i= 1] 1 i=n+1 j=1
n n+m k;
= ZZO‘% D+ Y DB @ i)
=1 j=1 i=n+1 j=1
n+m k;
= (DY wi; @ yiy)
i=1 j=1
n+m k;
= D> (wij, T(yiy))
i=1 j=1
n k; n+m k;
= YO Nawy, Tlyg)) + Y > (B, T(yig))
i=1 j=1 i=n+1 j=1
n k; n+m k;
= Zza l'zj, yz] Z ZB zzjy yZ]
i=1 j=1 i=n+1 j=1
n k; n+m k;
= azz xzp yz] +ﬂ Z Z xzw yz]
=1 j=1 i=n+1 j=1
= adr(z1) + Bor(22)

Por lo tanto, para cada «, 8 € R se tiene que

dr(az + Bz2) = adr(z1) + Bor(22)

y ¢7 es aplicacion lineal.

Veamos ahora que ¢ es continua. Sea z € E® F,con z=> 1", Z L1 % @ Yij-
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n k;
| <orz>] = [D) <@ T(yiy) > |

i=1 j=1

n ki
ZZ’ < iz, T(yij) > |

i=1 j=1

n k;
DD el Ty

i=1 j=1

n ks
= > > sl T @il |

i=1 j=1

> ma (@i IDNAT (i) 1)+
=1

IN

IN

IN

— ZWH((UCz‘j))H(T(yij))HH*
=1

IN

ZWH((SCU))C(SH*U((%]'))

=1

C Z i ((2i5)) 080 ((Yif))

=1

IN

Entonces tenemos

| < 12> <O mu((@i)dm0((yi)))

=1

Luego,
| <¢r,z>| < mi{CY  mu((@i)no((yig) | (T(yig)) ll-< Como((yis))}
i=1
= > wu((@i)0m+o((yi3) mf{C || (T(ysj)) I < Coro((yi5))}
i=1
= > mu((2i) 00 ((Yi) Pro(T)
i=1

n

= PH*U(T) Z WH((xij))(sH*U((yij))

i=1

35
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n n ki
It {Prro(T) Y mu((2i))0m+0((yig) 2= Y > wij @ i}
=1

i=1 j=1

n n ki
Prreo (T) inf () mr((23))0m0 (i) 1 2 = Y > wij @ yis}
=1

i=1 j=1
Pr+o(T)gHo (2 E, F)
Mgpo(z; E, F)

Resumiendo, ¢ es continua y por lo tanto ¢ € (E ® F)’. Ademés,

I o7 |

sup | {¢r,2) |
91 (5E.F)<1

sup  Ppo(T)guo(2; E, F)
gHU(Z§E7F)S1
= PH*O’(T) sup QHU(Z§E7F)
gHU(Z;E’F)Sl

— Py (T).

IN

Reciprocamente consideremos ¢ € (E ®g,,. F') de manera que podemos definir

tal que para cada xz € F,

T¢:F—>El
yeF

<Typ(y),xz >=< ¢,z @y > .

Veamos que Ty € Pp+o(F, E').

Consideremos (y,,)¥_, € F. La sucesion anterior se considera como una sucesion infinita haciendo
Yn)n=1
yn = 0 paran >k, y ademas g+, ((yn)) < 0.

Sean € > 0 y una sucesion (ey,) tal que €, > 0 para toda n € N, con ||(e,)||m+ < 1.

Como para todan € N Ty(y,) € E' entonces,

ITo(yn)ller = sup | <Ty(yn), 2 > |
Jellz<1

y por aproximacién al supremo, existe x,, € Bg tal que

Lo anterior implica que

1T (yn) [I<I (Tg(yn), xn) | +e€€n.
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1T (yn) (D] 22+

Probemos ahora que

IA

IN

IN

IN

sup{mr ((| by |

sup{) < Ty(yn):&n > bn: > H(|bal) <1} +¢

Yn), Tn > ‘ + €en)||m+
| < Ty(yn)s Tn > |) + e(en) | -

| < T(yn)
), > |)

| < Tp(yn)s @ > [l ars + lle(en) | 1+
)y > [)
)

A~~~ I~ o~

| < T(yn)s xn > )l s + el () || 1+
| < Td)(yn T > )| s+ €
< T(;S(yn)yxn >)”H* +e€

A~ I~ A/~~~

n=1
Sup{z < Ty(yn), bpzn >: ZH(U)”D <1} +e
n=1 n=1

sup{z < @, by @ yp >: ZH(\an <1}+e

sup{< ¢,an$n ® Y >: ZH(\an <1} +e

n=1 n=1
sup{| < 6, bz @y > |+ > H(lbu|) <1} +e
n=1 n=1
sup{[| ¢ || gzo (D _ bnn @ yn) ZH b|) < 1} + €
n=1 n=1

1 oo 00
|| (rb H Sup{gHU(ZZbinxin ®ym ZH ’b | < 1} + €
)

1
I 1l sup{) 7 ((bnan))Sr+0 ((yn)) = > H([bu]) < 1} + ¢
=1 n=1

| & || sup{ma ((bnzn))dmeo((yn)) : ZH(’an <1}+e
16 || sup{ma (| bazn [1))6r-0 ((yn)) : Y H(lbal) <1} + €

16|l sup{me (| bn [))0ro( )): D) H(lbal) <1} +¢

n=1

161l 00 ((yn)) sup{ma ((| bn [)) Z (Ibn]) <1} + e

)2 D H(bal) < 13 < sup{m((| ba ])) = 7 ([ba]) < 13

n=1

y para ello, veamos primero que es valida la siguiente inclusén:

37
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{ma((10n 1) = D H(lbal) < 1} S {mpr(( bn ) = 7 (b)) < 13-
n=1

En efecto, sea

z e {mu((| by | ZHyb|<1}

esto es,

x=mg((| by |)) con ZH(\ bp|) <1
Mas atn,

x=mg((|b
de donde,

n=1

Por lo tanto,

esto es,

(| bn [)) <1

y asi,
z € {mu((| bn [) : ma([bn]) <1}

Con lo que se tiene la inclusién y por consiguiente

sup{ms (| b 1) = D H(lbal) < 1} < sup{ma((| bn 1)) : war(|bal) < 13

n=1

De otro lado,

11T () DNz < Wl @1l S50 ((yn)) sup{ma ((| br ZH [bn]) <1} +€
< 1@l dmeo((yn)) sup{ma ((| bn |)) : 7TH(!bnl) <1p+e
< H (b H 5H*o((yn)) + ¢,

y como € es arbitario, tenemos que

11T (v ) 1D

o <[ ¢ || -6 ((yn));
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lo cual implica que
(T (yn))|

w <[ ¢ || 070 ((yn)),

y asi,
T(b S PH*O’(F7 E/)

Ademas,
| ¢ ll€ {C > 0:[| (Ty(yn)) ll1+< Corro((yn))}-

Por lo tanto,
mf{C > 0| (Ty(yn)) |la+< Cor=o((yn))} < ¢ |

obteniendose,
Pr-o <| ¢ || -

Notemos que si ¢ € (E®y,, ) entonces ¢ = o,

En efecto, sea
n

n;
Z:ZZJ}Z']'@yUEE@F.

i=1 j=1
Se tiene que,
n

(91,,2) = Z i:(wij, T (yis))

i=1 j=1

= Z Z<¢7 Tij @ Yij)

i=1 j=1

= (6D mi; ®uiy)

i=1 j=1

= (9,2),

obteniendose asi la igualdad deseada.

Ahora, sea
Y (E gy, F) — Py (F, E')

definida por

De tal forma,

Prio(¥(9)) = Puo(Ty)
< ol

y ademas,
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loll = [l ¢z, [I< Pr-o(Ts)
= PH*a(w((b))

Con lo anterior se tiene que

| ¢ [|= Pr+o(¢(8)).

Resumiendo, se tiene que

(E ®gy, F) = Pu+o(F, E') isométricamente.



Capitulo 4

Ideal minimal de operadores Ny,

En este capitulo se define el ideal de operadores Ny, asociado a gg,, y se caracterizan los
elementos de componentes del ideal Ng,. En la primera seccion se presenta detalladamente el
contexto de definicién del ideal de operadores y en la segunda seccién se presenta el resultado
principal; el teorema de caracterizacion.

4.1. Introduccién del ideal Ny,

A continuacién, con referencia a un par espacios de Banach (E, F), y usando el teorema de
caracterizacion de los elementos de E®9HUF como series dobles, se definen los elementos de la
componente de Ny, correspondiente a Ny, (E, F).

Primero, mostraremos la forma en que se construye un ideal minimal de operadores asociado a
una norma tensorial finitamente generada, segun el libro de Defant y Floret [1].

Dada una tensornorma finitamente generada « en la clase de espacios normados, respecto a las
tensornormas inyectiva y proyectiva, se verifica que ¢ < o < 7, lo cual implica que las siguientes
inclusiones canoénicas son continuas, con normas menores o iguales que uno.

E@:F —-EQ,F—FE®.F (4.1)

que permiten la siguiente cadena de sobreyecciones, con normas menores o iguales que 1,
, <1 <1 ,
(E®: F) > (E®q F) = (E®; F) (4.2)

Ademaés se sabe que (F @, F) = L(E, F') isométricamente.

De otro lado, de @ < a se consigue la siguiente inclusién con norma menor o igual que 1
<1
E®yF = E®gF (4.3)
Es conocido también que con norma 1 se tiene que
1
E' @5 F < (E®y F' (4.4)

41
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Al tomar E’ en lugar de F en (3.3) y teniendo en cuenta (3.4) y (3.2) se tiene
/ Sl / 1 N/ <1 AV /!
EF@yaF S E @5 F— (EQyF') > (E®; F) =L(E,F") (4.5)

Por tanto se tiene que
' <1
E'®,F = L(E,F) (4.6)

Entonces dados un par de espacios de Banach E, F' y una tensornorma «, existe una aplicacion
inyectiva y continua con norma menor o igual que uno

b, : E @, F — L(E,F)

de manera que para todo z € E' ®, F' con representacion
n
2= w9y,
i=1
se verifica que ®,(z) = T, tal que
n
i=1

La aplicacién @, se puede extender con continuidad a la complecciéon del a-producto tensorial.
Denotemos por @, a la extension de la aplicacion. Los operadores de su conjunto imagen se dice
que son a-nucleares de F en F y la case de ellos, con norma en E'®yF, se denota por U (E,F),
que seran las componentes del ideal de operadores. También se denota U™ a la clase de todas
las componentes y ésta constituye un ideal minimal normado de operadores.

Queremos resaltar que a pesar de que @, es inyectiva, ®, no tiene porqué ser inyectiva, lo cual,
tomando a = 7, origina un interesante problema, la denominada propiedad de aproximacién de
Grothendieck.

Nuestro estudio se puntualizara en el caso en que @ = gp,, de esta manera consideramos la
aplicacion

O, : E ®,, F— L(E,F)

9Ho

de manera que para todo z € E’ ®g¢, F' con representacion

n n;
2= .0 @ @i (47)
i=1 j=1
se verifica que @4, (2) =T, tal que

n  n;
T.(x) = ZZ < T, T > Yij

i=1 j=1

De tal forma, cualquier representacion de z € E'®,,, F, de la forma que verifique

mr((2])521) <00, Sueo(yif)iy) < ooy Y ma((@h))dueo((yi) < o0,

i=1
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define un 7, € L(FE, F) tal que para todo x en E,

(e eXNe o]

T.(x) = ZZ < T, T > Yy

i=1 j=1

Definicion 4.1.1. Sean E, F dos espacios de Banach. Se dice que un operador T : E — F es
Ho-nuclear si

T=9

- 9Ho

(2), para algin z € E'®g, F.

En este caso se escribe T € Nyo(E,F) y se define la norma Ho-nuclear como la norma del
cociente, es decir,

Ny, (T) = inf{gpo(2) : D, (2) = T}

Se denota por Nyy a la clase de todos los (Nyo(E, F),Np,), tal que E y F sean espacios de
Banach.

De la teoria general de normas tensoriales e ideales de operadores y dada la forma en que se definié
Npo a partir de gp,, queda justificado que Ny, es un ideal minimal normado de operadores.
No obstante, con el animo de mostrar algunos procedimientos propios de la teoria de ideales
de operadores, en esta memoria probaremos que Ny, es un ideal de operadores. Precisamente,
siguiendo el procedimiento realizado en [14] para probar que P, es un ideal de operadores entre
espacios de Banach, probaremos que Ny, también lo es. Pero primero se justificara, que cada
componente es un subespacio vectorial normado de L(E, F).

Proposicion 4.1.1. Para cada par de espacios de Banach E, F, se tiene que Ny (E, F) es un
subespacio vectorial de L(E, F) con norma Ny (T).

Demostracion. Sean a, 3 € R ; Sy T € Ny,(E, F)

veamos que aS + BT € Ny, (E, F), es decir existe z € E’@QHUF tal que aS + BT = CngU (2)
Como S, T € Nio(E, F), existen 21,z € E'®,,, F tales que S = ®,,_(z1),T = B,y (22)
luego,

aS + /6T = a&\)gHa(zl) + ﬁichr (ZQ)
= aTzl + ﬁng'

Veamos que
(aT%, + BT:,)(2) = [Byy, (2)](2) para algin = € E'®y,, F

En efecto, sean

[0.9] o0 oo o
/ /
=1 j=1 i=1 j=1

Se tiene que,
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Dado que,

(aT%, + BT%,)(x) = ol (z) + BTk, (2)
=« Z Z<x;j7 x>yij + ﬁ Z Z<t;j, x)wij
i=1 j—l i=1 j=1
- ZZ ZJ’ aylj < iy >ﬂwz])
i=1 j=1
(t; ijo >/6ij si <m;j,:p> =0

<xz]7x>ayij+<z]7 >/8wlj_ "
(g )y + 2 Bug) s (alyn) £0

entonces ,

(OéTZl + ﬁTZQ Z Z zg?

i=1 j=1

donde Z—ZZZ ® hij € E'®gy, F.
=1 j=1

Lo anterior implica que

esto es,

(0T, + BT, (x) = Ta(x) = (Dgy, (2)) (),

oTy, + BT, = ®,,.(2) paraalgin z € E'®,, F.

Por lo tanto

y asi,

oy, +BT22 ENHU(EuF)

Nuos(E, F) es un subespacio vectorial de L(E, F')
O

A contunuacién se presentan las pruebas para justificar que NHo(-) es norma en cada compo-

nente.

Proposicion 4.1.2. Si E y F son espacios de Banach, para cada T € Ny,(E, F), se cumple

Npo(T) =0 siysolosi T =0.

Demostracion. Si T =0 € Ny, (E, F) entonces,

Npo(T) = Npg,(0) ~
— g (2) : By, (2) = 0}
= inf{gp.,(2): T
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En particular, sea 20 = Y ;=) Y72, 0f; ® 0jj € E'®,,, F, entonces
[e.e] o0
x) = Z Z<0;ja$>0ij =0
i=1 j=1

Como,

gHU ZO lnf{ZﬂH ’Lj ] 1 5H*((ylj)] 1 FR0 = szw ®ylj}

=1 j=1

Yy CcOomo zg = ZZ 1 Z j=1 U ® y;; es una de tantas representaciones de zp tenemos que:

O_Zﬂ-H zg j= 1)5H*((Ol] j=1 E{ZWH z] j= 1)5H*((ylj)j 1 ZO_ZZ:BZ](@Z/’LJ}

i=1 i=1 j=1

y asi,

0 = lnf{ZWH }3)521) 0 (i) 521) ZonZ% ® Yij }

i=1 j=1
= gHa(Zo)-
Luego 0 € {gus(2) : T> = 0}, esto es,

0 =inf{gns(z): T, =0} = Ny, (T).

Ahora supongamos que T' € Ny, (E, F) y Ny, (T) = 0. Como T € Ny, (E, F) entonces existe

(o] [o¢]
2= ) wh Oy € B8y, F
i=1 j=1

tal que (/I;gHa (z) = T. Luego,

o0 oo
IT@) I = 112D (et )i ||—||Z Tij> 0)Yij )51 ||

i=1 j=1

< Z I ({25, 2)yis )52 |
< Z I ({25, 2))520 1| 0o ((9i)521)
< ZWH((@’;])?O:Q | @ [ 0rr+o ((yij)721)

= =] ZWH 2i5)521)0 10 (4i)721)
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y asi,

IT() || < 1nf{||x||27rH )5S0 (yig)521) s 2 = ) ) wi © i)

i=1 j=1
[e.e] o0
= =] mf{z i ((253)520)0m0 (yi)321) 1 2 = ) Y @ty © yis)
i=1 j=1
= ||z || gus(2) tal que T = <I>9H0( ).
Tenemos entonces que,
[ T() || < Wfffl 2]l gro(2) : T = Pyy, (2)}
= |l || inf{gros(2) : T = Py, (2)}
= |l [l Nuo(T) =0,
por lo tanto || T'(x) ||= 0. Asi que, T'(z) = 0 y como x es arbitraria, 7' = 0 O

Proposicién 4.1.3. Para cada T € Ny,(E, F) y a € R, se cumple N, (aT) =| a | Npo(T)

La igualdad es obvia si a = 0. Supongamos que « # 0.

Niug(aT) = inf{gus(2): aT = By, (2)}
= Wf{gys(z):aT =T,}

1
= inf{gu,(z): T = aTZ}

Probemos ahora que, Ty, = aT%(x) con z = > 7%, 3 7°° 2}, @ yi; € E'®,,, F tal que (T)gHa (2) =
T. En efecto,

ZZ 2]7 ylj QZZ<$;j,x>yij = aT(z).

i=1 j=1 i=1 j=1

Tenemos asi que,

Nio(aT) = int{gno() : T. =T}
= inf{gn.(2):T1, =T}
= inf{gye(aw) : o;fw T}
— inf{] o | grro(w) : Ty =
= |a|inf{gnos(w) : Tw =
= || Nuo(T).

Se probara ahora la desigualdad triangular.
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Proposicion 4.1.4. Para cada T1,T € Ny,(E,F), se cumple Ny, (Th + 1) < Ny (T1) +
NHO’(TQ)

Demostracion. Dado € > 0, como

~

Nuo(Th) = inf{gno(21)Pgy, (21) = T1} ¥

~

Npo(Tz) = nf{gno(22) : ®gy, (22) = Ta},

por aproximacioén al infimo, existen w,y € E’@QHUF con (/ﬁgHa (w) =11, </15ng (y) = T tales que
€ €
gHo(w) < Npo(Th) + 5 v 91o(y) < Nuo(T2) + 3

Sumando miembro a miembro

9o (W) + gro(Y)
NHO'(T]_) + NHU(T2) + €.

gro(w+y)

Como

gy (w+y) = Tty
= Ty+T,

= (ngo' (w) + (ngo' (y)
= Ty + 1>,

entonces
gHU(w +y) € {QHU(Z) : (I)QHJ(Z) =T+ T2}

y por lo tanto,

Nuo(Th + 1) = inf{gns(2): Pgp,(2) = T1 + Tn}
gHo (W +Yy)
NHU(Tl) + NHU(TQ) + €.

Como ¢ fue escogido arbitrariamente
Nyo(Ti +12) < Nuo(Th) + Nuo (T2),
quedando asi probado que N, (7T') es una norma. O

Teorema 4.1.1. (Nyy, Nuo(.)) es un ideal normado de operadores en la clase de espacios de
Banach.

Demostracion.
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1. Sean T € L(E, F) un operador de rango finito n, (e;;)"_; una base para T'(E) y « € E.

j=
Luego,

n n
x) = Z i (x)e; = E (i, z)eij donde (¢})7_; es una sucesion de ciertos elementos de E'
: o

por lo tanto,

n

T@) = Y (el ey

J=1
1 n
S D ULIEIIS 3B PTAEIIS 3) prALTS
=1 j=1 i=1 j=n+1 =2 j=1
oo 00
/ ! !
= Zzwij,@nzj con Pi; €y n €F
i=1 j=1

00 ] ! ! /S
Sea z =301 > 2y Vi @nij € B' @y, F C E'Qyyy, F
Para el tensor z anterior es evidente que,

[e.e]

WH((¢§j);.il)76H*((nij)ﬁ1) y ZWH((¢;J))5H*((7LU)) < 0o por ser series finitas.
i=1

Esto implica que existe un T, € L(E, F') tal que

T, = ®,, (z) con T ZZ (W, )iy = T(x),

i=1 j=1
vasi, T =T, = @QHU (z) para algin z € E’@QHUF, quedando entonces que T € Ny, (E, F),
y asi los operadores Ho-nucleares contienen a los operadores de rango finito.

2. Sean Ty, Ty € Ny,(E, F), por consiguiente T+ (3T, € Ny, (E, F). Haciendo o = 3 = 1,
se tiene que 11 + T € Ny (E, F).

3. Sean R € L(G,H),S € Ny, (F,G) y T € L(E, F), probemos que RST € Ny,(E,H), es
decir, R
RST = ®,p,(2) paraalgin z € E'®,, H.

En efecto, por hipotesis S € Ny, (F,G). Luego, S = EI;gHU(z) para algiin

[e’e} o
= Z Z x;j QY5 € F/QA%HUG’

i=1 j=1

tal que
WH((x;])] 1), 0m+0 ((Yif) 52 j= 1) ZWH ))0m+0((yi5)) < 0.
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Esto es,

Ahora,

(RST)(z) = (RT.T)(x)

Sea
o0 oo

w=> > T(x};) ®R(yij) € E'®yy, H C E'®y, H.
i=1 j=1

Puesto que,

wr (T (@)521) 5 Smeo(Ryi))i2) v Y mu(T'(23)dm-o (Ryiy))) < oo,

i=1
entonces
N [ee] oo
Oy, (w) =Ty con Ty(w) =Y > (T'(x), 2)R(y;) = (RST)(x)
i=1 j=1
y asi,
RST = E{QHU(w) con w € E'®,, H.

De lo anterior se tiene que,
RST e N(E,H).

Ahora probemos que
Npo(RST) <|| R || Nuo(S) | T ||
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En efecto,
Nuo(RST) = inf{gps(w): &y, (w) = RST}
S gHO'( )
= mf{ZWH )dmeo(R(yij) s w =Y > T'(a};) @ R(yij)}
=1 j=1
< Z7rH((T’(wéj)))éﬂ*a((R(yij)))
=1

< Z 1T 7 ((25)) | B 0o ((9i5)
= [T ||HRHZ7TH ))0m+0((4i5))
= (TR ZWH )0m+a((Yi5))-

Luego,

Npo(RST) < Wf{[| T[] R | ZWH Nomo((yig)) 2= D> iy © yis}

i=1 j=1

(il mf{ZWH Nomo((yij)) 2= Y wl; © yij}

i=1 j=1

I T ||| Rl gro(2) con s =By, (2).

Nuevamente

Npo(RST) < Wf{[[ T ||| Rl gm0 (2) :
= [T & mf{gro(2) :
= [T R Neo(S)
= [Tl Nuo(S) I R -

q
—
I\
~—
——

(I)gH
P

S
S gm0 (2)}

4.2. Caracterizaciéon del ideal Ny,

Como se dijo antes, el teorema de caracterizacién que se presenta en esta seccion, se hace mediante
un diagrama de factorizacion para los operadores que pertenecen a componentes del ideal Ny, .
No es extrano que dicha caracterizacién se base en un diagrama de factorizacion, de hecho,
los teoremas para caracterizar ideales de operadores maximales o minimales, se han logrado
generalmente mediante ese tipo de diagramas y en términos de espacios clasicos.

Antes de pasar al teorema de caracterizacién de operadores Ho-nucleares entre espacios de
Banach, probaremos el siguiente resultado que se emplearé en algiin momento de su demostracion.
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Si ((vj)) € loo{loo} entonces

sup laij| < sup |ay; (4.8)
1((@ig) lens 12003 <1 levij| <1

Demostracion. Sea x € {|oyj| : ||((cu;))|| < 1}, conlo cual x = |oy;| v |[((ej))| < 1.

Lo cual implica que, x = |oy;| y sup(sup|ay;|) < 1. Ahora, como
ieN jeN

lvij| < sup(sup|ay;]) < 1,
iEN jeN

entonces x = |a;j| con |ay;| < 1. En consecuencia, x € {|oy;| : |aj;] < 1} y por tanto
{lais] = (i)l <1} S el = feig| < 13,
de lo cual se sigue la desigualdad O

Teorema 4.2.1. Sean, E, F dos espacios de Banach, T € L(E,F) y H una funcion de Orlicz
con la propiedad Ao en cero, tal que H(1) = 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es Ho-nuclear

2) T factoriza segun el siguiente diagrama,

T
E - F

A C

donde A y C son continuas, B es el operador diagonal multiplicacion por una sucesion positiva
((bij)) de tr{€n}.

Ademds, Ny, (T) = inf{||C||||B||||A|l}, tomando el infimo sobre todas las factorizaciones posibles
segun las condiciones establecidas en (2).

Demostracion. Veamos (1) = (2).
Sea T un operador Ho-nuclear, es decir T € Ny, (E, F). Como

Nio(T) = inf{go(2) : By, (2) = T},

por aproximacion al infimo, para toda € > 0, existe z € E’@QHUF tal que

~

Nuo(T) +€> gus(2), Pgu.(2)=T.
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Es claro que Ny, (T') + € no es cota inferior del conjunto

{ZWH (SH* tzj Z_ZZwU@tU}

=1 j=1

por lo que existe una representaciéon
oo o0
i=1 j=1

Con,
T ((2i;)521) < 00, Om=o((yij)j21) <00 ¥y ZWH Ndmo((yij)) < o0

tal que

Npo(T) +¢ > ZWH )05 ((yis))-

Como z tiene la representacion y ademas verifica las condiciones dadas anteriormente, define un
T, € L(E,F) tal que para toda x € E,

00 o0
:ZZ Lij yz]

=1 j=1

Luego,

T(x) = (Dg,,, () (@) = To(z) = Y Y (2], 2)yi.

i=1 j=1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para todo ¢ € N se cumple que dg+((yi5)) = 1
y en consecuencia se tiene,

Npyo(T) + € > Z 7 (( (4.9)

Definamos las aplicaciénes lineales
A E — loo{ls}, B :lo{lon} — {ly}y y C:0{lg}— F,

definidas, para toda z € E, para todo ((Aij)72,)72; € oo{lec} v para todo ((8i;)521)2; €
01{lg} mediante las formulas:

o0

A(z) <ajaw > >
)= ,
)
J= i—1

1=

B(((Ni))) = (gl )521)2



4.2. CARACTERIZACION DEL IDEAL Ny,

[ A@) g (o}

7,]7

)

(sup | z H)
J i=1

Il D24l

sup | ||z [| |
(2

REaN

I |

o0

Q.

/8’Lj

]

1

)H

loo

loo

Z > Bigis-
i=1 j=1

Veamos que A € L(E, lso{ls}). En efecto, si z € E

loo

Por lo tanto, A(x) € loc{lxo} v A es continua. Ademas,

1Al =
o<1

[l=]|<1

sup || A(z) < sup [z | <1

Probemos que A es lineal. En efecto, si z,y € E'y a, 3 € R se tiene que

A(ax + By)

53

(4.10)
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Probemos ahora que B € L({oo{loo}, (1{lr}). Sea (()\ij);-’il)fil € lo{l}, entonces,

IBUig) leageny (sl D521 s )20 ey

(ma (Mgl 1DF20))220) ey

_ ZHH((MH%;H)?;D
i1

S OV

=1

= ZHH((!M\H%H)%)

IN

S g ((sup gl 1)32)
i=1 J

= > Ta((l Mi)52 lew i 10520)
=1

= ) Ia(l i) e (l2510520)
=1

= 31 i) lew Ta (2 D50)

=1

Yosup | (i) llew Mar (g l)52y)]

<
=1 "
< Y U Q)52 e )2 s Tar (1052
i=1
= 1 Qi) New)i2n e D e (i 1)52)
i=1
= Qi) o) e D Tar((af)521)
i=1
< oo.

Por lo tanto B es continua y

B(((Xij))) € &r{lm}.



4.2. CARACTERIZACION DEL IDEAL Ny, 55

Mas atin,
1Bl = sup || B(((Aij))) |l
eIt
= sup 1 Xij) 52y w2 Nlew Y ma((2;))
il (000} <1 o ;
= sup | (Nig)) Nlewgey Y mu((Zi5))
O em ey <L z; ’
= > () sup 1 ((Ai)) e oo}
— i leon ey <1
< ZTFH((?«" i)
=1
Asi,

1Bl <Y ma((x;)- (4.11)
i=1

Veamos ahora que B es operador lineal. En efecto, si o, 6 € R, ((Ai5)), ((8ij)) € loo{loo}, entonces

Bla((Aij)) +6((8i5))) = B(((aAy)) + ((685)))
B(((aAij +60i5)))

(aXij +d6;) || «; ||)] 1im1
aXij || @i (| +6855 | 255 1)521)524
adij || xgj 521 + (6635 || «i; ||)] 121
ad; | % N7Z1)=1 + (6835 | % 521)i21
a((Nij Il 235 D720)521 + 008 1| 25 1)521)524
= aB((\ij)) + BB((8ij))-

((
((
((
((

De tal forma se tiene que B € L({oo{lsc}, L1{lu}).
Probemos ahora que C € L(¢1{¢x}, F). Sean ((8;;)) € ¢1{¢n}, entonces
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O By y)

i=1 j=1

sup Z Z ‘ ﬁzﬂ/ma

Il HF’<1 1=1 j=1

ICUB)r = Z Z ﬁm?/u

=1 j=1

= sup
'l 7 <1

Z Z ﬁmyzp

=1 j=1

sup ZZ ‘51] Yij, Y

vl <t 327 5=

sup ZWH (BN i vl

vl <1527

ZWH((ﬂij)) sup || ((ij> "))l E
=1

'l r <1

= sup
lly/ll pr <1

IN

IN

IN

= > mu((By))en((viy))

=1

> i ((8:)0mo(yi)
=1

IN

= > 7u((8y))
i=1

= Y 1Billen
=1

= Bl e
= 1B s gty

< oQ.

Luego C es continua y C(((8;5))) € F. Ademas,

Il = sup ICUBiII

1CBis D lley (o3 <1

- sup 1CBig) ey {2y
0B lley (o3 <1

< 1.

De lo anterior se tiene que

IC]l < 1. (4.12)

Veamos que C' es operador lineal.

En efecto, si o, € R y ((bij)),((aij)) € t1{ln} se tiene que
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C(a((bij)) + B((aiz))

y asi C € £(€1{£H},F)

Por otro lado, tenemos que dado x € £

CBA (x)

ypor [ (10 1T, [IZ

C(((abij)) + ((Baij)))
C(((abij + Baij)))

D> (abij + Baij)y;

=1 j=1
oo o0
Z Z(abi]’yij + Baijyij)
=1 j=1
o0 o0 oo (oo}
Z Z abijyij + Z Z Baijyi;
=1 j=1 =1 j=1
o o D o
a Z Z bijyi; + B Z Z a;ijYij
=1 j=1 =1 j=1

aC(((bi5))) + BC(((ai5)))

)
00 oo
x!.
’ K Jj=1/ i=1
) 00
<x§],x> /
’m',.
K Jj=1/ i=1

IAIIBIICH < ) ma ((2;)) < Nio(T) +e

o7

En resumen, tenemos que dado ¢ > 0, existe una factorizacion de T' de acuerdo a (2) que verifica,

Veamos ahora (2) = (1).

IAHIBIIC] < Nao (T) + €

(4.13)
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Sea T € L(E, F) que factoriza segin (2), probemos que T es Ho-nuclear.

Sea Pjj : loo{ls} — R definida como sigue:
Bij(((ew5)721)i21) = i

Probemos que Pj € (foo{loo})’. En efecto, si ((@ij)521)721 € Loo{loo} se tiene que

Entonces,
1P (((ij)j21)2)] = el
< sup|ayj
jJEN
< sup(supag;])
ieN jeN

[[((cij)7Z1)Z l
Lo cual significa que P;; es continua.

Ahora sean: ((@i;)321)72; »  ((8ij)521)21 € lofloo} v @, B € R. Entonces,

Pij(a(ij)j2r)i2s + B((Big)52)im1) = Pij(((eai;)521)i21 + ((BBij)521)521)

= Py(((cay; + 5@'3’)?‘5)?&)

= aag; + BBij

= aPy(((ei)521)Z1) + BP5(((8ij)721) 1)
Luego P;; es lineal y en consecuencia Pjj € ({oo{lsc})’.
Recordemos que A : E — loo{lso} y por tanto A : (loo{lx}) — E’. Denotaremos por
CUfgj = A'(P;j). Ademas, si z € E y A(z) = ((uw);";z)fiZ € loo{lo}, Como P € (loof{loo}),
entonces

Bij(A(x)) = Pij(((0i)72)7Z5) = i

lo cual implica que,
uij = (Pyj, A(x)) = (A'(Py), @) = (i, ).

17

Luego, para todo 4,5 € N w;; = <x;j,m>, por lo tanto ((u;)52,)72; = (((x;],x>);’°;z)°°

Es decir,
para todo z € E, A(z)= ((<x;],x>)j'il)f§z € loo{loo}

Por otro lado, por hipotesis, como B es el operador diagonal multiplicacién por una sucesion
positiva ((b;;)) € ¢1{¢n}, entonces

B(((Ai5))) = ((Aigbij)j=1)i2-
Ahora, sea U = ((\ij)) tal que para toda i,j € N, A\;; = 1. Luego,

BU) = ((Nijbij)521)21 = ((big)521)i24
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En consecuencia,

> Mbi D5l D i)l
i=1 =1

= > )2 llen
=1

= > i) lles|
=1

= [1(1(0ij)521 leg )21 llen
1((0ij)521) 21 erer

= BO)lleres
< [IBllvl
= Bl

Como H verifica la condicion Ay en 0 entonces £ es regular y por lo tanto, ¢1{¢y} también lo
es. Luego existe una base Schauder e;; para ¢1{{g}, con e;; := (0,0, ....0,¢€;,0, .....), donde
ej :=(0,0,....,0,1,0, ....) esta colocado en la i-ésima posicion.

Denotemos por y;; := C(es5) v sea ((8i5)) € t1{lr} luego se tiene que

((B)) = Z Z Bijeij

y como C es lineal y continua entonces,

CU(By) = C[DD Byei

i=1 j=1

= Z Z C(Bijeis)

i=1 j=1

= Z Z Bi;C(es5)

i=1 j=1

= > Biuij.

i=1 j=1

Ahora,

Sea x € E, entonces
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T(x) = (CBA)()
= (CB)(A(x)) .
= on(((eean))

= C (B <((<$;g7x>);‘;1)21>>
= C7<<(<$%7x>bw);il)zi1)

= > by {ai )y

i=1 j=1

= > (bl )y

i=1 j=1

Si llamamos w;; = b;;z}; tenemos que

es decir,

Falta probar que 372 mx ((w;;))0m+0((yi7)) < oo. En efecto, para cada i € N tenemos

Smo((yi5) = Om+o((Clei))
1Cl10m+0((ei5))
ICI1 (eij) ||z~
= ||C||

IN A
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En consecuencia se tiene que

S ()00 (3:5))

=1

IA

>l ma((w
i=1

= |IC| i?‘l’H ((w’

~ ||CHZ7TH
- ||0H27m
= ”C”Z”H((
= |0HZ7TH
IICH;WH((
- ||cr\§;m<<

IN

byl
Ibij3;11))
[bij[125;11) )

(( 1o 114" (P)IN))
i1 [ A[111P511))

105 1| AIIFi511))

= AICH Y mm (Cloill1P251))
i=1

= [l4] ”CHZ”PUHWH(( [bi51))

= [l4] HCHZ

i—1 I(( aw

i (((eig))lmwr (b))

= [l IICIIZ B 1 |evijlmer ((1bi51))

IN

IN

IA

< o0

i)

[I[All HCHZ sup laglm (b)) por 18

i=1 1% 1>

HAIICT Y 7w ((bisl))
=1

o
HAIICH D 1 (s 1)52, Il

< [[AlHIClBl
= [lABIIC]

61



62 CAPITULO 4. IDEAL MINIMAL DE OPERADORES Ny,

De manera que T' es Ho-nuclear y ademés

Nio(T) = inf{gpo(2): By, (2) =T}
gio(2) con g, (2)=T

<

= inf iWH((Zéj)?;l)5H*a((yij)}’il)rz:ii%j@yu
i=1 i=1 j=1

< iﬂH((wéj))sz*a((yz’j)?il)

i=1
< [[AllIBI ]
Luego,

Nio(T) < mf{[[A] | B[ IC1]} (4.14)

donde se ha tomado el infimo sobre todas las factorizaciones posibles segin las condiciones
establecidas en (2).

Ahora bien, por

mf{ A 1BIIC} < [AlIBIIC]
S NHO’(T) +€
y como € fué escogido en forma arbitraria,
f{[[A[ B |C]]} < Nuo(T) (4.15)

Finalmente, de y

N0 (T) = Wt {||C|l[| BI|[|All},

con lo cual termina la prueba. ]

Vale la pena destacar, que si en la expresion que define a la norma tensorial gg,(z), se toma el
infimo, no sobre las representaciones de z del tipo

z = E E Tij @ Yij,
i=1j=1
sino sobre representaciones del tipo

n
z = sz ®y17
=1

entonces el funcional gy, no necesariamente cumpliria la desigualdad triangular; seria una casi-
norma en cualquier producto tensorial £ ® F'. En tal caso, se podria hacer un teorema semejante
al anterior. La diferencia radica en que en ese caso, el diagrama de factorizacion seria el siguiente:
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T

loo 5 -l

En este caso, la demostracion seria totalmente analoga a la del teorema de caracterizacion (4.2.1))
probado en esta seccion.
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Capitulo 5
Ejemplos

En este capitulo se presentan dos ejemplos no triviales de operadores Ho-nucleares.

A partir de la caracterizacion de los operadores Ho-nucleares se consigue el siguiente resultado;
que presenta el primer ejemplo.

Proposicion 5.0.1. Sea (2,3, 1) un espacio de medida. Todo operador positivo

S Loo(p) — 1{lu}

es Ho-nuclear.

Demostracion. Como ¢1{lg} es reticulo de Banach orden completo entonces

sup{S(f) : [fllpe(u) <1} existe y es un elemento de /1{fn}

Esto es,

sup  S(f) = ((9i5)) € ba{lu}

Il ooy <1

Ademas es mayor que cero ya que .S es un operador positivo

Dada una funcién f € Loo(p) denotemos S(f) = ((f5;)) € £1{¢m} y consideremos las aplicaciones

A Loo(pt) = loo{loo}
Dy : lo{loc} — l1{lH}

I:0{ty} — 0{ln}

Definidas de la siguientes forma:

Para toda h € Loo(p),
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((G2) si g #0
A(h) =
0 si gij;=0
Para cada ((bij)) € loo{loo},
Dy (((bi5))) := ((bijgis))-

Para todo ((ai;)) € t1{lm},

1(((ai3))) = ((aij))

Veamos ahora que A € L(Loo (1), loc{loo})
En efecto

Si f € Loo(p) es tal que || f][1 () < 1 entonces

S = ((fij) e tltut vy ((F7) < sup S(f) = ((9i5))

I £1 Loo (1)

Por lo tanto, f;; < g;; para todo i, j € Ny asi
S,
Y <1 paratodo i,j€N.

gij

Luego,

4 = [((52))], ()
( <f3>>

= sup | sup (2

i i \9ij

< 1.
Ahora, para cada h € Loo(pt), con ||h]|f_ (4 # 0, como HﬁHL o = 1, entonces
oo (M
h
A1) <1
2| PRTSY

Ademas,
1 1 h

—||A(h =||—A(h = A<> <1
T 1A estecy = 1 ”‘gm{zw} H IR

loofloc}

y se sigue que

1A o gy < 11l < 00



Supongamos que ||h]| = 0, entonces h = 0 y por lo tanto A(h) = 0. De nuevo se cumple

[A(R) ]| = 0 < [[A]] < oo

Por consiguiente hemos probado asi que A esta bien definida y es continua.

Ademas,
(A= sup APttty < sup [|Bflogm) =1

12l oo () <1 12l oo (1) <1

y en consecuencia [|A| < 1.

Veamos que A es aplicacion lineal. Sean o, 5 € Ry f,w € Loo(pt). Entonces,

Alaf + pw) =

()
= aA(f) + fA(w)

Luego, A € £(Loo(i), oo {loc}).
Por otro lado, consideremos ((b;;)) € loo{loo}-

1Dg (i) ller (e} |((Gijgis)les ey
I

(b1 gij) 521l )i2alles

= ) lbigin)llen
=1

< le(supsgp{bz’j}gz‘j)llm
i=1 v

= > MU e oot i) e
i=1

= i) lew et D NGis) e

=1
= 1(Gis)lewe (o} 1) s 252}
<

Por lo tanto D, esta bien definida y es continua.

Ahora:
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1Dyl

Tenemos asi que

Veamos que D, es lineal

Sean o, 3 € R, ((aij)), ((bij)) € loc{loc}

Dy(a((aiz)) + B((bij))) =

Por lo tanto

Es evidente que

Veamos ahora que S = ID,A. En efecto,

Por tanto el operador S es H,-nuclear.

I IN

A

(IDgA)(f)
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1D (((bij)))ley {5y
(g e oo} 1CCgi ) ey geiy

1C(Bi) e e}

1((Bij))leco (oo y <1

[1((bii N eoo {2003 <1
H((gz‘j))Hel{eH}‘(( sup

(i) oo f200 y <1

1(Cgii ) |2 {erry

[1Dgll < llglle, gesry

Dy(((avai; + Bbi;)))

= (((aay; + Bbij)gis))
((aijgij + Bbijgij))
((@aiigi5)) + ((Bbijgi5))
a((aijgij)) + B((bijgij))

= aDgy(((aij))) + BDg(((bis)))

Dy € L(loo{loo}, 01{lr})

Ie LU6{lu}, 6{lu}

I(Dy(A(f)))

% ()

1
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Utilizando el ejemplo anterior, se puede obtener un resultado parecido en una clase algo distinta
de operadores positivos, como se expresa en el siguiente resultado.

Teorema 5.0.2. Sea G un espacio M -abstracto, y sea H una funcion de Orlicz con la propiedad
Ao en 0. Entonces todo homomorfismo de reticulos

T:G— 06{tgT;)}

es Ho-nuclear.

Demostracion. Recordamos primero que ¢1{{g(I;)} = (co{€r+(I;)})" isométricamente.

Consideremos T : G — ¢1{{g(T';)} un homomorfismo de reticulos, asi
T":G" — (6 {lu(T:)})" = (coflu-(T:)})"
también es un operador positivo por el teorema de Ando, ver teorema 1.4.19 de [10].

Ahora bien, el espacio (co{lp~(T;)}) = €1{€y(T;)} es complementado en (co{fm=(T;)})"”, asi
que existe un operador proyeccién positiva

P (co(lu(Ty))" — 61(4p (1)),

entonces

PT" . G" — 0,{ly(T:)}

de tal manera que si Jg denota la inclusiéon natural de G en G”, por lo que

PT"Js =T.

De otro lado, siendo G espacio M-abstracto, el espacio G’, por [15] teorema 8.5, es reticularmente
isométrico a Li(p) para algin espacio de medida (2,3, ). De lo cual G” es reticularmente
isométrico a Loo(u). Denotemos por

B:G" — Loo(p)
la correspondiente aplicacién isometria positiva y notemos que

PT"B 'BJs =T.

Ahora, el operador S definido por S := PT"B~! es positivo. Dado que T' = SBJg, que el ope-
rador BJg pertenece a L(G, Loo(11)) y que N, es un ideal de operadores, para probar que T es
Ho-nuclear bastara con que S sea Ho-nuclear.

Veremos que en general se verifica que, para todo operador positivo
S Loo(p) — G{lu (L)}

es Ho-nuclear.
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En efecto, como el sistema de vectores unitarios {e;; : g € I';,i € N} es una base en £y (I';), si
(o] o0
S(XQ) = Z Z WrsCi(r)g(s)s
r=1s=1

entonces {€;ryg(s) : 7,8 € N} es una base en el espacio imagen. De lo anterior, el enunciado
equivale a que cualquier operador positivo

sea Ho-nuclear, lo cual estd garantizado por resultado de la proposiciéon En consecuencia,
El operador T es Ho-nuclear. O



Conclusiones

De acuerdo a [7], dada una funcién de Orlicz H, con la propiedad As en cero, normalizada
(H(1) = 1), con funcién de Orlicz complementaria H* y dado un ntmero real 0 < o < 1, se
puede considerar una norma tensorial gg, definida como sigue: Para cada par de espacios de
Banach Ey F y paracadaz € EQF, gu,(z;E,F)=inf> " | 7y ((i;))0m+0((yi;)), tomando
el infimo sobre todas las representaciones de la forma z =y " | Zf;l x;j ®y; ; donde, para cada
sucesion (z;) en un espacio de Banach se define mg((x;)) = inf{p >0 : > 2, H(@) <1} y

Sro((x:)) = sup ||(| < @i, 2" > |*=7||2i]|°) ||, siendo || - ||z la norma de Orlicz en £.
z'€Bgy

Todo elemento z de E®g,, F admite una representacion de la forma

o0 o0 (o]

z = Z inj X Yij donde ZTFH ((Ct?ld);.c:)l) Of+o ((yl,]);i1> < 00 (1)
i=1 j=1 i=1

ademds, g, (2) = inf {Ei‘il TH ((xz‘,j)?’;) OH*o ((yi,j)j'il) }

tomando el infimo sobre todas las representaciones de z que cumplan la condicion (1).

Dados dos espacios de Banach E'y F'; un operador T € L(E, F') se dice que es Ho-absolutamente
sumante si existe un namero real C' > 0, tal que para toda sucesion (z;) de elementos de E , con
dro((2:)) < 00, se cumple que [|((T'(z:)))llg < Croue((x:i))

También se cuenta con un ideal normado de operadores Pp,, donde para cada par de espacios
de Banach E y F la respectiva componente del ideal es el espacio Py, (F, F'), de los operadores
Ho-absolutamente sumantes de £ en F', con norma definida para cada T' € Py, (E, F') por

PHO’ (T) = inf CT.

Ademas, para todo par de espacios de Banach E'y F, (E®y,,, F) = Pu+(F, E') isométricamente.

Lo anterior fué estudiado en [7] y el estudio se continu6 en el presente trabajo obteniendo los
resultados que se mencionan a continuacion.

El ideal minimal normado de operadores, asociado a la tensornorma gg, y denotado por N Ho,
admite la siguiente caracteriacion para los elementos de sus componentes.

Sean, F, F dos espacios de Banach, T' € L(E, F) y H una funcién de Orlicz con la propiedad
Ay en cero, tal que H(1) = 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es Ho-nuclear
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2) T factoriza segun el siguiente diagrama,

T
E - F

A C

donde A y C' son continuas, B es el operador diagonal multiplicacién por una sucesién positiva

((bij)) de £1{lp}.

Ademas, Ny, (T') = inf{||C|||| B||||A||}, tomando el infimo sobre todas las factorizaciones posibles
segin las condiciones establecidas en (2).

También se tienen los dos siguientes resultados, que plantean ejemplos no triviales de elementos
de componentes de Ny, .

1. Sea (€,%, 1) un espacio de medida. Todo operador positivo

S Loo(p) — 1{lu}

es Ho-nuclear.

2. Sea G un espacio M-abstracto, y sea H una funciéon de Orlicz con la propiedad As en 0.
Entonces todo homomorfismo de reticulos

es Ho-nuclear.
La introduccion de la norma tensorial gg, en [7] y con la caracterizacion, dada en el presente

trabajo, de Ny, dejan problemas que pueden ser objeto de futuros proyectos, como los que se
mencionan a continuacién en la seccién de problemas abiertos.



Problemas abiertos

Dada la norma tensorial gp., existen ciertos ideales normados de operadores asociados a ella
en el sentido de [I]. El conocimiento de las propiedades de las componentes de dichos ideales
son asunto de interés que enriquecen la teoria de normas tensoriales e ideales de operadores. En
este sentido, en [7] se caracterizo el ideal Py, y en el presente trabajo, el ideal minimal Ny,
asociado a la norma tensorial gr,. Queda por caracterizar un importante ideal de operadores;
el ideal maximal asociados a gp,. Al respecto, como problemas abiertos se pueden abordar los
siguientes:

1. caracterizar los elementos de las componentes del ideal maximal asociado a gg,. Las com-
ponentes de dicho ideal, se pueden denominar operadores Ho-integrales.

2. jqué condiciones se deben cumplir para que los operadores Ho-nucleares coincidan con los
operadores Ho-integrales?.

3. encontrar propiedades métricas y topologicas de gp..

Estos problemas pueden formularse incluso para un proyecto de tesis a nivel de Doctorado, ya que
este tipo de problemas generalmente implica dificultades considerables y la solucién ha requerido
del uso de técnicas de la teoria local de espacios de Banach, tales como ultraproductos de espacios
de Banach, representabilidad finita de espacios (reticulos) de Banach y estructura incondicional
local de espacios (reticulos) de Banach entre otras.
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