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INTRODUCCION

El estudio de las tensiones causadas por el contacto entre cuerpos elasticos es
importante en el disefio de vias de tren, rodamientos de bolas y rodillos, juntas de
expansion de estructuras de acero, etc. Debido a que las tensiones que se
desarrollan en el area de contacto pueden alcanzar el limite elastico del material,
provocando en la superficie grietas, picaduras, hendiduras que pueden terminar en

la fractura de la pieza o elemento de maquina.

A raiz de la presencia de estos fendmenos en las superficies de los elementos de
maquinas, Hertz en 1881 desarroll6 sobre la base de resultados experimentales la
teoria matematica sobre tensiones y deformaciones producidas por la presion
entre cuerpos curvos. De acuerdo con esta teoria la maxima tensién de
compresion ocurre en el centro de las superficies de contacto y la maxima tensién

cortante ocurre en el interior de los cuerpos a compresion.

La aplicacion del modelo matematico de Hertz, para conocer los esfuerzos
principales, esfuerzos cortantes y deflexion entre cuerpos en contacto, son de
gran importancia para el disefio y analisis de fallas en elementos de maquinas,
debido a la informacion que estos datos pueden suministrar al ingeniero o
disefiador de maquinaria, a fin de definir o reconsiderar la geometria, tipo de

material o carga aplicada a los cuerpos en contacto superficial.



1. ANTECEDENTES

En la actualidad es frecuente encontrar en el area de ingenieria, fallas en los
elementos de maquinas causados por la incidencia de los esfuerzos hertzianos
entre superficies en contacto, los cuales son dificiles de cuantificar rapidamente
por desconocimiento de las teorias hertzianas para superficies en contacto; y la
complicacion y tiempo requerido para hallar los esfuerzos y deflexiones sufridas

por los cuerpos cuando se aplica una carga.

Teniendo en cuenta las razones citadas, muchos autores han adaptado el
modelo matematico de hertz a casos especificos, como son el contacto entre
esferas (contacto en un punto) y contacto entre cilindros (contacto a lo largo de
una linea). La formulacion matematica para él calculo de esfuerzos y
deformaciones en estos dos casos, se encuentran en la mayoria de los libros de

Disefio de Maquinas que existen en la actualidad.

Sin embargo, algunos autores profundizan en el tema y proponen modelos de
calculo tendientes a encontrar los esfuerzos de contacto entre superficies, donde
pese a algunas diferencias en las ecuaciones empleadas, se llegan a resultados
aproximadamente iguales. Las diferencias de los métodos empleados en los
calculos, radican generalmente en el tipo de lenguaje de programacion utilizado
(visual Basic; Fortran, Hojas de calculo, Matlab) y las ecuaciones empleadas para

tal fin.



2. OBJETO DEL PROYECTO

El proyecto consiste en la elaboracion de un programa en Matlab, que permita
determinar de manera general la incidencia de los esfuerzos hertzianos en
elementos de maquinas que presenten contacto superficial, con base en los
modelos matematicos planteados en los textos de disefio de maquinas, a fin de
contar con una herramienta precisa, que permitan realizar un diagnostico
apropiado de las causas que originan las fallas de estos elementos y realizar las
labores correctivas correspondientes, con el fin de disminuir el desgaste, la

friccion, la adhesion, lubricacion y fractura de estos.

3. FORMULACION DEL PROBLEMA

La realizacion del proyecto parte de la necesidad de conocer y evaluar dentro de
altos rangos de precision, la repercusion de los esfuerzos hertzianos en las
superficies de algunos elementos de maquinas, provocados por las fuerzas de
contacto que actuan sobre estos, cuando se encuentran en interaccion dinamica o

estatica con otros elementos durante su normal funcionamiento.

El programa en Matlab, permite calcular la magnitud de los esfuerzos hertzianos y
las deformaciones que se presentan durante la interaccidon entre superficies en
contacto, permitiendo modificar la geometria, tipo de material e intensidad de la
carga aplicada, con el fin de reducir las consecuencias derivadas de estos, como

el desgaste, la friccion, la adhesion y la lubricacion.



4. JUSTIFICACION

Es frecuente en ingenieria encontrar fallas en las superficies de los elementos de
maquinas, tales como grietas, cuarteaduras, hendiduras o desprendimiento de
particulas'. Estos problemas son causados en su gran mayoria por esfuerzos de

contacto en la superficie y se evidencian generalmente en los siguientes casos:

i Contacto entre una rueda y un riel
i Contacto entre una leva y su seguidor o contra leva,
& Ajuste entre dientes de engranajes,

i Contacto entre bolas o agujas de rodamientos y sus carcasas.

Estos casos, derivan en dos planteamientos generales empleados para determinar

los esfuerzos de contacto en superficies, los cuales se conocen como:

& Contacto superficial en un punto,

i Contacto superficial a lo largo de una linea o generatriz.

En la actualidad la aplicacion de la teoria hertziana, no se limita solamente a
elementos de maquinas, sino que se extiende a otras aplicaciones o areas de la

ciencia, por ejemplo:

W Calculo de esfuerzos de contacto entre articulaciones humanas,

i Construccion de carreteras de acuerdo a los esfuerzos y deformaciones,

generadas por el contacto entre una llanta y el pavimento.

' SHIGLEY, J.E. y MISCHKE, L.D. Disefio en ingenieria mecanica. 5 ed. Espana. McGraw Hill,
1990. p. 145



Determinacion de los materiales para los empaques de frutas, con base en las
deformaciones causadas por las cargas estaticas presentes durante el

almacenamiento.

Estos casos, son una pequefia muestra de la infinidad de aplicaciones e

importancia de los esfuerzos de contacto en distintas areas del conocimiento.

Debido a lo expuesto anteriormente, se pretende elaborar un programa que
permita evaluar de manera rapida y con alto grado de precision los esfuerzo de
contacto en superficies, con el fin de facilitar los calculos y el analisis de ingenieria

tendientes a disminuir las fallas en dichos elementos.

5. OBJETIVO GENERAL

El proyecto consiste en la construccién de un algoritmo en Matlab, que permita
calcular la magnitud de los esfuerzos hertzianos en las superficies de elementos
de maquinas, que interactuen por medio de contacto dinamico o estatico con otros

elementos mecanicos.

6. OBJETIVOS ESPECIFICOS.

i Planteamiento analitico generalizado de las ecuaciones que permitan calcular
la magnitud de los esfuerzos hertzianos en elementos de maquinas sometidos

a contacto superficial.

& |dentificacion de elementos de maquinas en los cuales se pueda aplicar los

casos generalizados de contacto superficial.



i Elaboracion de algoritmo en Matlab, que permita calcular la magnitud de los
esfuerzos de contacto presentes en elementos de maquina, sometidos a
contacto dinamico o estético en la superficie.

& Proponer un procedimiento de modelacion en elementos finitos del caso en
estudio, con el fin de obtener una buena aproximacion de los efectos de los

esfuerzos de contacto entre las superficies de los elementos analizados.

7. MARCO TEORICO

7.1 EN EL AREA DE INGENIERIA.

Los esfuerzos de contacto o esfuerzos hertzianos, se presentan en la vecindad de
la superficie de dos objetos elasticos sometidos al efecto de una fuerza externa
que comprime la geometria de los cuerpos, permitiendo hacer contacto en un

punto o a lo largo de una linea, si fueran perfectamente rl'gidosz.

En estos casos, el contacto lineal o puntual cambia a un area de contacto,
desarrollandose esfuerzos tridimensionales en los dos cuerpos, los cuales

permiten.

El caso mas general de esfuerzo de contacto, se desarrolla cuando cada cuerpo
en contacto tiene un radio de curvatura doble, es decir cuando el radio de
curvatura en el plano de rodamiento es diferente del radio de curvatura en un

plano perpendicular, y ambos planos pasan por el eje de la fuerza de contacto®.

2 ORTHWEIN, William C. Disefio de componentes de Magquinas. México: Continental S. A, 1996, p.
111.
® SHIGLEY, Op. cit., p.145



7.2 CASOS PARTICULARES DE ESFUERZOS DE CONTACTO.

Los casos que frecuentemente se plantean en ingenieria son los equivalentes a
dos cilindros en contacto a lo largo de una generatriz, y los de dos esferas con

contacto en un punto.

Con el fin de plantear una formulacion general, se analizan estos dos casos
particulares de contacto superficial, buscando adecuarlos a un sin numero de
elementos de maquinas, que presenten caracteristicas similares a los dos casos

descritos a continuacion.

7.2.1 Esfuerzos de contacto entre dos esferas.

Los esfuerzos de contacto puntuales, se presentan cuando existe contacto

superficial entre dos cuerpos sdlidos esféricos.

Figura 1. Esfuerzos de contacto entre 2 esferas.

X
z

dl

j \ &4

Disefio en Ingenieria Mecanica Shigley, 1990



En el caso de dos cuerpos solidos esféricos que entran en contacto superficial,
con diametros d, y d,, que se presionan con una fuerza F , se obtiene un area de
contacto circular*. La presion ejercida por la fuerza F dentro de cada esfera
presenta una distribucion semi-eliptica, donde la presion maxima Pmax ocurre en

el centro del area de contacto y cuyo valor se puede calcular asi:

Pmax .3_172 Ec. 1
2=

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

Pmax : Presidon maxima sobre area de contacto [Pa]
F : Fuerza ejercida sobre las superficies en contacto [N]

a: Area circular de contacto entre las superficies [m]

Donde (a) se obtiene a partir de la siguiente ecuacion:

(1 &%) %1 Rv%)
a @, 3—F* El E2
8 LA
d, d,

Ec. 2

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

F : Fuerza ejercida sobre las esferas [Pa]

d, y d,: Didametro de esferas [m]
v,,v,: Modulo de poisson para cada esfera solida [ ]

E, y E,: Modulo de elasticidad de cada material de la esfera sdlida [Pa]

* SHIGLEY, Op. cit., p.145



Las ecuaciones anteriores también se pueden aplicar en superficies en contacto

con las siguientes caracteristicas:

Esfera sdlida y superficie plana, donde d, tiende a infinito®,

Esfera solida y superficie esférica interna, donde d, se expresa negativamente.

Los esfuerzos principales ( 2, 2, 2) correspondientes a los ejes coordenados y

que se encuentran a una distancia zde la superficie de contacto; pueden

calcularse mediante la siguiente ecuacion:

1% |
5a 4 @:
2e? QXPmaX% thanx1 _ Ec.3
Z .xp—mj'x Ec. 4
1 0k
a

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

Pmax : Presidbn maxima sobre area de contacto [Pa]

a : Area circular de contacto entre las superficies [m]

z : Distancia a superficie de contacto [m]

v,,v,: Mddulo de poisson para cada esfera sdlida [ ]

Donde el maximo esfuerzo de compresion se presenta en el eje z ° que

corresponde al valor del esfuerzo principal 2 (ver Ec. 4).

°z

® SHIGLEY, Op. cit., p.145

® Ibid., p. 145.



El calculo de los esfuerzos cortantes (... .5 ) generados por estos tipos de

superficies en contacto se expresa de la siguiente manera:

£y 0 dadoque 7 @2
Ec.5

2 e .ZXZ.ZXZ
= 2 2

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

?: Esfuerzo principal en el eje X [Pa]

2 . Esfuerzo principal en el eje Y [Pa]

? . Esfuerzo principal en el eje Z [Pa]

.
N

La opinion de muchos expertos, es que este esfuerzo constante maximo es
responsable de la fatiga superficial de los elementos en contacto, y la explicacién
consiste en que una grieta se origina en el punto del esfuerzo cortante maximo

debajo de la superficie y progresa paulatinamente hacia la superficie’.

7.2.2 Esfuerzos de contacto cilindricos.

Los esfuerzos hertzianos a lo largo de una linea de contacto, se presentan cuando

existe contacto superficial entre dos cuerpos sdlidos cilindricos.

En el caso de encontrarse dos cuerpos cilindricos de longitud L en contacto
superficial, con diametros d, y d,, que se presionan con una fuerza F , se obtiene
un area de contacto rectangular de ancho 25 y longitud L, donde la distribucion

de la presidén ejercida por la fuerza F es eliptica.

" SHIGLEY, Op. cit., p. 146.
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Figura 2. Esfuerzos de contacto entre 2 Cilindros.

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 147
La presién maxima que actua sobre los cilindros es:

P max 02—F Ec.6
&L

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

Pmax : Presidbn maxima sobre area de contacto [Pa]
F : Fuerza ejercida sobre las superficies cilindricas en contacto [N]
b : Ancho del area de contacto entre las superficies [m]

L : Longitud de contacto entre las superficies [m]

11



Donde b se obtiene a partir de la siguiente ecuacion:

(187 1 &%)
b e, 2F, & E,
=3 1 1
il v el
dl dZ

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

Ec. 7

F : Fuerza ejercida sobre las superficies cilindricas en contacto [Pa]

d, y d,: diametro de las superficies cilindricas [m]

‘ y ’ Modulo de poisson para cada superficie cilindrica [ ]

E, y E,: Mddulo de elasticidad de cada superficie cilindrica [Pa]

Las ecuaciones anteriores también se pueden aplicar en superficies en contacto

con las siguientes caracteristicas; superficie cilindrica y superficie plana (como un

riel), donde d, tiende a infinito, o en los casos en que el contacto es entre un

cilindro y una superficie cilindrica interna, d, que se expresa negativamente®.

Figura 3. Contacto entre superficies cilindricas.

dl

d2 e[”

b

;f%fff’/ﬁ

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 145

® SHIGLEY, Op. cit., p. 147.

12



Los esfuerzos principales ( 2, 2, 2) correspondientes a los ejes coordenados, se

.y) 'Z
presentan a una distancia z de la superficie de contacto; sus valores se pueden

calcular mediante las siguientes ecuaciones.

ﬁ 2 |
? o @ max jylﬂz—z X% | Ec. 8
R L

o ] !
g 1 _ : z "
I z !
7 @ fPmax 38 84— !/mz—z K2 | Ec. 9
% @“Zi—:; !
® b — o
7 o X1 Ec. 10
s

Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 146

Pmax : Presidbn maxima sobre area de contacto [Pa]
b : Area circular de contacto entre las superficies [m]
z : Distancia a superficie de contacto [m]

v,,v,: Modulo de poisson para cada esfera solida [ ]

El calculo de los esfuerzos cortantes (.. .£% ) generados por estos tipos de

superficies en contacto se expresa de la siguiente manera:

£ 80 dadoque 7 @2

Ec.11
2827

2 %5 o'*z

72
2
Disefio en Ingenieria Mecanica; Shigley, 1990, p 146

13



7.2.3 ESFUERZOS DE CONTACTO EN ENGRANAJE.

Una de las aplicaciones mas frecuentes en ingenieria, de los esfuerzos de
contacto en superficies se desarrolla en el disefio de engranajes, debido a que los
dientes de los engranajes, deben asegurarse contra fallas por fractura, y deben
ser capaces de operar durante su vida util sin que exista corrosion significativa de

la forma del diente®.

Se entiende por corrosion, el fendbmeno por el cual pequefias particulas se
desprenden de la superficie de los dientes, debido a altas fuerzas de contacto que

se presentan entre los dientes de engrane™.

A fin de obtener una formula para calcular el esfuerzo real de compresion que se
tiene en la superficie de los dientes de dos engranes, se utiliza la ecuacion de
hertz para calcular el esfuerzo en la superficie de los dos cilindros en contacto

rodante.

La AGMA especifica que el valor del esfuerzo calculado debera ser menor o igual
al esfuerzo por contacto admisible, con el fin de determinar si los engranajes son o

no adecuados en lo que a desgaste concierne.

Es importante resaltar que el esfuerzo de contacto admisible, es funcién de
factores como el material del piidn y del engranaje, el numero de ciclos de
aplicacion de la carga, el tamafo de los engranajes, temperatura y el tipo de

tratamiento térmico a los cuales han sido sujetos.

® MOTT, Robert L. Disefio de elementos de maquinas. 2 ed. México, Ed. Prentice Hall, 1992. p.
430.

% bid., p. 430.

14



Al aplicar la ecuacidn de hertz para el caso especifico de engranajes, se encuentra

la siguiente formula que permite calcular el esfuerzo de contacto 2:

o | 1 1

?C *[ = 2 Zon & Ec. 12
FOD, LA o A s Ben®
@ E, E, T mg

Disefio de elementos de maquinas; Mott, 1992, p 431

Donde, los términos definidos en la ecuacion son los siguientes:

RS

: Carga tangencial [N]

S

S|

: Diametro de paso del pifidon [m]
: Razdn de poisson para material del pifidn [ ]

: Razdn de poisson para material del engrane [ ]

b B

: Mddulo de elasticidad para material del pifidn [Pa]

<

& I

: Médulo de elasticidad para material del engrane [Pa]

Q

m,, : Relacion del engrane [ ]

F : Fuerza transmitida [N]

En general, el disefiador debe especificar un material que tenga un numero de
tensién debida al contacto permisible, Sac, mayor que la tension debida al

contacto que se calculo ?;estoes ? < Sac'.

" MOTT, Op. cit., p. 435
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7.3 COLISIONES

Durante un choque actua una fuerza relativamente grande sobre las particulas que
impactan, aunque solo lo hacen durante un intervalo de tiempo mas o menos
pequefio. Basicamente en una colision el movimiento de las particulas que chocan
( por lo menos, el de una de ellas) cambia en forma muy brusca y estableciendo
una separacion bastante definida entre los tiempos que transcurren "antes de la

colision" y los que lo hacen "después de ella".

En las colisiones se verifica el principio de accion y reaccién, en el caso de las
colisiones estas fuerzas actuan durante lapso de tiempo muy pequefio y se

denominan fuerzas instantaneas o impulsivas'?.

7.3.1 EL IMPULSO Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Figura 4. Fuerza vs. Tiempo durante colision.

F A

=
o

Fisica; Zemansky, 1979, p. 856

12 SEARS, Francis W y ZEMANSKY, Mark W. Fisica. Madrid: Aguilar S.A., 1979.
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La figura (4) muestra la magnitud de la fuerza ejercida sobre un cuerpo durante

una colisién, dicha fuerza tiene una direccidn constante.

La colisién comienza en el instante ¢, y termina en ¢,y la fuerza es nula antes y

después del choque. El cambio de la cantidad de movimiento o impetu g de un
cuerpo, en el intervalo de tiempo g4 durante el cual ha estado actuando una fuerza

F sobre él puede escribirse como:

i = F & Ec. 13

El cambio en la cantidad de movimiento del cuerpo durante una colision, se
obtiene integrando sobre el tiempo que dura dicha colision, es decir; la integral de
una fuerza sobre el intervalo de tiempo en que actua se llama impulso (/ )de la

fuerza. Por lo tanto el cambio de la cantidad de movimiento (p) de un cuerpo

movido por una fuerza impulsiva, es igual al impulso. Tanto el impulso como la
cantidad de movimiento son vectores y ambos tienen las mismas unidades y

dimensiones’>.

Para el impulso:
I=F*t Ec. 14
siendo:

I:Impulso[1]= [kg.m/s]

para la cantidad de movimiento:
p=m.uyN Ec. 15
siendo:

p : cantidad de movimiento [ p ] =[ kg.m/s ]

" SEARS, Francis W y ZEMANSKY, Mark W. Fisica. Madrid: Aguilar S.A., 1979. p. 181-184.
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7.3.2 CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO DURANTE LAS
COLISIONES

Considerando ahora una colision entre dos particulas, tales como las de la masa

m, y m, (figura 5), durante la breve colision, las particulas ejercen fuerzas internas
entre si. Donde F;, es la fuerza ejercida por la particula (2) sobre la particula (1) y
F,, es la fuerza ejercida por la particula (1) sobre la particula (2). Por la tercera ley

de Newton, estas fuerzas son, en cualquier instante, de igual magnitud pero de

sentido contrario (accion y reaccion).

Figura 5. Colision entre dos particulas.

Fiz
e +

Fisica; Zemansky, 1979, p. 857

El cambio de la cantidad de movimiento de la particula (1) como resultado del

choque es:

Iy
& ® of,dt OF, *pg Ec. 16

&, - Cambio de cantidad de movimientos de la particula (1) [ kg.m/s ]
F,,, - Valor medio de la fuerza durante el intervalo de tiempo [N]

g% = ¢, &, Intervalo de tiempo que dura la colision. [s]
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El cambio de la cantidad de movimiento de la particula (2) como resultado del

choque es:

ty
iy, ® . OF,, * i Ec. 17

g, : Cambio de cantidad de movimientos de la particula (2) [ kg.m/s ]
F,,.: Valor medio de la fuerza durante el intervalo de tiempo

24= ¢, &, Intervalo de tiempo que dura la colision. [s]

Si sobre las particulas no actuan otras fuerza, el cambio total en la cantidad de

movimiento de cada una de ellas es g Yy g4,. Se encuentra que en cada

instante, F,, =-F,,, de modo que F,, =-F,, VY, porlotanto:

iy = - iy, Ec. 18

&, - Cambio de cantidad de movimientos de la particula (1) [ kg.m/s ]

&, : Cambio de cantidad de movimientos de la particula (2) [ kg.m/s ]

Si se considera que las dos particulas forman un sistema aislado, la cantidad de

movimiento total del sistema es:
p=pl+p2 Ec. 19

p 1: Cantidad de movimientos de la particula (1) [ kg.m/s ]

p 2: Cantidad de movimientos de la particula (2) [ kg.m/s ]

19



Y el cambio total en la cantidad de movimiento del sistema provocado por la

colision es cero, o sea que:

o= pl1+p2=0 Ec. 20

p 1: Cantidad de movimientos de la particula (1) [ kg.m/s ]

p 2: Cantidad de movimientos de la particula (2) [ kg.m/s ]

Por lo tanto si no hay fuerzas externas, la colisibn no altera la cantidad de
movimiento total del sistema. Las fuerzas impulsivas que actuan durante la
colision son fuerzas internas que no producen ningun efecto sobre la cantidad de

movimiento total del sistema.

Se define un choque como una interaccidén que tiene lugar en un tiempo (g4 ) que

es despreciable comparado con el tiempo durante el cual se observa el sistema.

También se puede caracterizar a una colision como un suceso en el que las
fuerzas externas que pueden estar actuando sobre el sistema sean despreciables
comparadas con las fuerzas impulsivas de la colisién. Cuando un bate golpea a
una pelota de béisbol también actuan fuerzas externas sobre el sistema, por

ejemplo la gravedad o la fuerza rozamiento del aire. ™

Estas fuerzas externas pueden no ser las mismas para todos los cuerpos que
intervengan en la colisién ni tienen que ser necesariamente equilibradas por otras

fuerzas externas.

" RESNICK, Robert y HALLIDAY, David. Fisica para estudiantes de Ciencias e Ingenierias.
13 ed. Barcelona: C.E.C.S.A, 1969. p. 345
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Aun asi las fuerzas externas pueden ignorarse, sin mucho riesgo, durante la
colision y se puede suponer la validez de la conservacion de la cantidad de
movimiento, ya que, como sucede casi siempre, las fuerzas externas son
despreciables comparadas con las fuerzas impulsivas de la colision. De esto
resulta que durante una colision, el cambio en la cantidad de movimiento de una
particula, proveniente de una fuerza externa, es despreciable comparado con el
cambio en la cantidad de movimiento de dicha particula debido a la fuerza

impulsiva de la colision™.

Por ejemplo, cuando un bate golpea a una pelota de béisbol, la colision solo dura
una pequena fraccion de segundo. Como el cambio en la cantidad de movimiento
es grande y el tiempo de la colision es pequeno, resulta que la fuerza impulsiva

promedio (F,) es relativamente grande, comparada con ésta, la fuerza de la

gravedad es despreciable. Al determina el cambio del movimiento de la pelota,
durante la colisién, es posible ignorar, sin riesgo alguno, a esta fuerza externa.

Mientras menor sea la duracién del choque mejor sera el resultado obtenido®.

Por lo tanto, en la practica es posible aplicar el principio de la conservacién de la
cantidad de movimiento durante las colisiones, con tal de que el tiempo que dura
la colisién sea suficientemente pequefio, pudiendo establecer que la cantidad de
movimiento de un sistema de particulas justo antes de que choquen, es igual a la

cantidad de movimiento del sistema inmediatamente después de que ello ocurra.

> EISBERG, Robert y LERNER, Lawrence S. Fisica, Fundamentos y aplicaciones. Bogota: Mc.
Graw Hill, 1983. p.606.

'® RESNICK, Robert y HALLIDAY, David. Op. cit. p. 347.
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7.3.3 LAS COLISIONES EN UNA DIMENSION

Los movimientos de los cuerpos después de una colision pueden calcularse
siempre, a partir de sus movimientos anteriores a la misma, si se conoce la fuerza
que actua durante ella y si se pueden resolver las ecuaciones de movimiento. A
menudo estas fuerzas no se conocen. Sin embargo, el principio de la conservacién
de la cantidad de movimiento debe ser valido durante la colision. Se sabe que el
principio de la conservacion de la energia es valido, aunque no se conozcan los
detalles de la interaccion, en muchos casos se utiliza para predecir los resultados

de la colision.

Por lo comun, las colisiones se clasifican segun que se conserve o no la energia
cinética durante el choque. Cuando la energia cinética se conserva, se dice que la

colision es elastica, en caso contrario, se dice que la colisidn es inelastica.

Las colisiones entre las particulas atomicas, nucleares y fundamentales algunas
veces son elasticas (pero no siempre). En realidad, estas son las unicas colisiones
verdaderamente elasticas que se conocen. Las colisiones entre cuerpos grandes
siempre tienen algun grado de inelasticidad. Sin embargo a menudo se tratan
dichas colisiones como si fuesen aproximadamente elastica, como sucede, por
ejemplo, en las colisiones entre bolas de marfil o de vidrio. Cuando dos cuerpos se
adhieren juntandose después de una colision, se dice que tal colision es

completamente inelastica.
El término completamente inelastico no significa que se pierda toda la energia

cinética; mas bien significa que la pérdida de ella es tan grande como lo pueda

permitir el principio de conservacién de la cantidad de movimiento.
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Aun cuando se desconozcan las fuerzas de la colisién es posible encontrar los
movimientos de las particulas después de que ocurra, a partir de sus movimientos
antes de la misma, siempre que la colision sea completamente inelastica, o
cuando la colision sea elastica y en una dimension. En una colision
unidimensional, el movimiento relativo después de una colision esta sobre la

misma linea recta que el movimiento relativo antes de que ocurriera.

Considerando una colision elastica en una dimension, es posible imaginar a dos
esferas lisas que inicialmente se mueven sin girar a lo largo de la linea que une a
sus centros, después chocan frontalmente , pasando la colision, se mueven sin
girar sobre la misma linea recta (figura 6). Durante la colisidén, estos cuerpos
ejercen, uno sobre el otro, fuerzas que estan sobre la linea inicial del movimiento,

de manera que el movimiento final también ocurre sobre dicha linea.

Figura 6. Colision entre dos esferas.

Antes Después
L
— T ~ o —
Iy m;z My mgz
. V¥ . Wi . Wi . Vo
—— —i
Wi — Wz Vop — W

Fisica; Zemansky, 1979, p. 859

Sean (m, )y (m,) las masas de las esferas, (v,;) y (v,,;) las componentes de sus
velocidades (escalares) antes de la colision y (v,;) Y (v, ) las mismas después de

la colision.
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La direccidon positiva de la cantidad de movimiento y de la velocidad es hacia la
derecha, a no ser que se especifique de otra forma, las velocidades de las
particulas que chocan no son tan grandes como para requerir del uso de las
expresiones relativistas de la cantidad de movimiento y de la energia cinética.

Entonces, por la conservacion de la cantidad de movimiento:

* * = * %
m v+ m,*v, = m Fv+ om, vy, Ec. 21

m, . Masa de esfera (1) [kg.]

m,: Masa de esfera (2) [kg.]

v,;: Velocidad inicial de esfera (1) [m/s]
v,,;: Velocidad inicial de esfera (2) [m/s]
v,; . Velocidad final de esfera (1) [m/s]

v,; - Velocidad final de esfera (2) [m/s]

Como la colision es elastica, la energia cinética se conserva por definicién, de

modo que:

2
. v v
=m ety Ec. 22

Esta claro, desde luego, que si se conocen las masas y las velocidades iniciales,
se puede calcular las velocidades finales (v,;) y (v, ) a partir de estas dos
ecuaciones (Ec.21 y Ec. 22). Donde la ecuacién de la cantidad de movimiento

puede escribirse como:

my (Ve = V) = my( Vyes Vyy) Ec. 23
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Y la de la energia cinética se puede escribir como:

2 2 2 2
- —— ) - m2 _( -

m, .(——

Yie ) Ec.?24
2 2 2 2

Dividiendo (Ec. 24 ) entre (Ec. 23) se obtiene:

Vip F V= Ve T vy Ec. 25
después de un reajuste en (Ec. 25) se encuentra:

Vi

1

- Vo = Vo - Vi Ec. 26

Lo que indica que, en una colision elastica en una dimension, la velocidad relativa
de acercamiento antes de la colisidén es igual a la velocidad relativa de alejamiento

luego de la misma.

7.3.4 CASOS PARTICULARES DE COLISIONES

Hay varios casos de interés especifico.

Las particulas que chocan tienen la misma masa, es decir:

m, Ec. 27

m
Entonces resulta:
Vie= Vo Y V=V Ec. 28
v,;: Velocidad inicial de esfera (1) [m/s]
v,,;: Velocidad inicial de esfera (2) [m/s]
v,; . Velocidad final de esfera (1) [m/s]

v, : Velocidad final de esfera (2) [m/s]
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En una colisién elastica unidimensional de dos particulas de igual masa, las

particulas tan solo intercambian sus velocidades durante la colision.

Una de las particulas esta en reposo, por ejemplo:

v, =0 Ec. 29

v,,;: Velocidad inicial de esfera (2). [m/s]

Entonces resulta:

VieT Vo Y Vor T V5 Ec. 30
—_ Vl'
Vi = 1 Ec. 31
i = (my - my) m, %,
V..
=2. L Ec. 32
Yo " m, %hn,

m, : Masa de esfera (1) [kg.]

m, . Masa de esfera (2) [kg.]

v,;: Velocidad inicial de esfera (1) [m/s]
v,,;: Velocidad inicial de esfera (2) [m/s]
v,; . Velocidad final de esfera (1) [m/s]

v, : Velocidad final de esfera (2) [m/s]

Las particulas que chocan tienen la misma masa y una de ellas esta inicialmente
en reposo:

m, = m, Ec. 33

v, =0 Ec. 34
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Entonces resulta:

v; =0 vy Vo = V), Ec. 35

La primera particula se detiene mientras que la segunda inicia su trayectoria con la

misma velocidad que traia la primera. Es el caso de las bolas de billar.

Las particulas que chocan tienen masas muy distintas y una de ellas esta

inicialmente en reposo:

m, <<< m, Ec. 36
V, = Ec. 37
m, . Masa de esfera (1) [kg.]
m,: Masa de esfera (2) [kg.]

v,,;- Velocidad inicial de esfera (2) [m/s]

Se tiene que:
v ¥-v,y v, X0 Ec. 38

v,;: Velocidad inicial de esfera (1) [m/s]
v,,;: Velocidad inicial de esfera (2) [m/s]
v,; . Velocidad final de esfera (1) [m/s]

v, . Velocidad final de esfera (2) [m/s]
La velocidad de la particula ligera se invierte, aproximadamente, mientras que la

particula de mayor masa queda casi en reposo. Es el caso de una bola de billar

que rebota contra la banda.
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Las particulas que chocan tienen masas muy distintas y la mas liviana esta

inicialmente en reposo:

m, << m, Ec. 39
vy = Ec. 40
m, . Masa de esfera (1) [kg.]
m,: Masa de esfera (2) [kg.]

v,;: Velocidad inicial de esfera (1) [m/s]

Se tiene que :
vip v Y vy K2 vy, Ec. 41

La velocidad de la particula de mayor masa casi no es alterada por la colision con
la particula ligera, pero la particula ligera adquiere una velocidad

aproximadamente del doble de la particula pesada.

Si una colisién es inelastica, entonces, por definicion, no se conserva la energia
cinética. La energia cinética final puede tener un valor menor que el inicial , en
ultima instancia, la diferencia queda convertida, por ejemplo, en energia calorifica,
0 en energia potencial de la deformacion en la colision; también puede ocurrir que
el valor final de la energia cinética sea superior al valor inicial, como sucede

cuando se libera energia potencial en la colision.

En todo caso, la conservacion de la cantidad de movimiento sigue siendo valida,

asi como la conservacion de la energia total.
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Colision totalmente inelastica.

Las dos particulas se adhieren permaneciendo juntas después de la colisién, de
manera que habra una velocidad final comun v, :

Vig T Vo T Vg

Ec. 42

v,; . Velocidad final de esfera (1) [m/s]

v,; - Velocidad final de esfera (2) [m/s]

No es necesario restringir la discusion al movimiento en una dimension. Usando

solamente el principio de conservacion de la cantidad de movimiento se encuentra
que :

my vyt my vy = (my +omy). vy

Ec. 43

m, : Masa de esfera (1) [kg.]
m, . Masa de esfera (2) [kg.]
v,;: Velocidad inicial de esfera (1) [m/s]

v,,;: Velocidad inicial de esfera (2) [m/s]

Lo cual determina la velocidad final conociendo las velocidades iniciales.
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8. ALCANCES Y PRODUCTOS A ENTREGAR

El estudio de las tensiones causadas por el contacto entre cuerpos elasticos es
importante en el disefio de elementos de maquinas, debido a que las tensiones
que se desarrollan en el area de contacto pueden alcanzar el limite elastico del
material, dando como resultado problemas de desgaste, friccion, grietas,

cuarteaduras, hendiduras o desprendimiento de particulas.

Con el fin de contar con una herramienta que permita conocer de forma rapida y
altamente aproximada la magnitud y efectos de los esfuerzos hertzianos,
presentes en las superficies en contacto, se desarrollara un programa en Matlab
que facilite los calculos y una aplicaciéon en elementos finitos que permita modelar

los casos en estudio.

9. METODOLOGIA EMPLEADA.

E

Recoleccion de informacion acerca de esfuerzos hertzianos entre superficies

en contacto.

& Analisis de informacion y procesamiento de informacion recolectada.

i Planteamiento analitico de casos generales de esfuerzos de contacto.

& Desarrollo de programa en Matlab.

i Desarrollo en elementos finitos de herramienta que permita simular incidencia

de esfuerzos hertzianos de superficies en contacto.
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10. INVESTIGACION EN AREAS DE INGENIERIA MECANICA

El proyecto es de gran importancia dentro de la formacion profesional en
ingenieria mecanica, porque permite aplicar los conocimientos tedérico-practicos
obtenidos durante la carrera, especialmente los relacionados con las siguientes
areas:

Ecuaciones diferenciales

E E

Fisica

E

Programacién de computadores

Ciencia de los materiales

E

E

Estatica

E

Dinamica
Mecanica de Solidos
Disefio de maquinas

Disefio de maquinas 2

EE E E

Anteproyecto
Sistemas CAD-CAM

Elementos Finitos

E E

11. FUENTES DE INFORMACION

La elaboracion del siguiente proyecto, hace necesario la recopilacion y analisis de

informacion disponible en las siguientes fuentes:

i Consulta bibliografia existente acerca del tema esfuerzos hertzianos entre
superficies en contacto.
& Informaciéon de Internet, sobre herramientas en elementos finitos aplicados a

determinar esfuerzos de contacto en elementos de maquinas.

31



12. USUARIOS POTENCIALES

El siguiente proyecto pretende proporcionar una herramienta de analisis ingenieril,
en el tema de esfuerzos de contacto en elementos de maquinas, con el fin de

aplicarlo a casos especificos de contacto dinamico o estatico entre superficies.

i Teniendo en cuenta este enfoque el proyecto se dirige principalmente a:
i Estudiantes del area de ingenieria.

i Disefadores de maquinas o elementos de maquinas.

i Personal de encargado del mantenimiento de maquinaria.

& Fabricantes de maquinaria o elementos de maquinas.

13. ASPECTOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONTACTO

El calculo de los esfuerzos y deformaciones entre cuerpos en contacto, requiere
una analisis previo que permita recolectar informacién indispensable en el
planteamiento y desarrollo del modelo matematico de Hertz, con el fin de poder
obtener resultados acertados que permitan tomar decisiones tendientes a corregir
los efectos causados por la interaccion dinamica y estatica de los cuerpos en

contacto.

13.1 TIPO DE MATERIAL DE LOS CUERPOS EN CONTACTO

Uno de los aspectos importantes en calculo de los esfuerzos y deformaciones
producidas por la interaccion de dos cuerpos en contacto bajo una carga, es el tipo
de material con el que estan construidos, debido a la informacion que proporciona

sobre las propiedades mecanicas de cada material.
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La principal informacion consiste en conocer los moédulos elasticos y coeficientes
de poisson requeridos por el modelo de calculo planteado por hertz, y que

describen la homogeneidad, isotropia y elasticidad de los materiales empleados.

13.2 FORMA DE LAS SUPERFICIES ANALIZADAS

La aplicacion del modelo matematico de hertz, requiere que se defina
adecuadamente la geometria de las superficies analizadas, a fin hacer un uso

correcto de las ecuaciones descritas en su teoria.

El calculo de los esfuerzos hertzianos y las deformaciones de los cuerpos en
contacto, requieren un planteamiento separado de acuerdo a la forma geométrica

de cada cuerpo.

Cuando se consideran superficies curvas, Hertz lo analiza como "contacto en un
punto”, debido a que este se presenta en un plano tangente comun a las
superficies en un punto de contacto y la carga aplicada es normal al plano

tangente y en direccion del eje perpendicular a dicho plano (ver Figura. 7).

Figura 7. Esfuerzos de contacto entre superficies esféricas.

Flat plate
(Re=?)

X

" ME EN 7960 — Precision Machine Design — Spring n ME EN 7960 — Precision Machine Design — Spring 2004]

Precision Machine Desing
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El otro planteamiento propuesto por Hertz, es aplicado a superficies cilindricas,
donde el contacto se produce a lo largo de la linea de contacto entre los dos
cuerpos, recibiendo el nombre de "contacto lineal". En este caso es importante
tener en cuenta que la carga aplicada, se distribuye a lo largo de la linea de
contacto entre los dos cuerpos (ver Figura 8). Este planteamiento también es

aplicado al contacto entre una superficie cilindrica y una plana (ver Figura 8).

Figura 8. Esfuerzos de contacto entre superficies cilindricas.

Rectangular contact”
area with semi ,

elliptical pressureT arg

distribution

!
“ ME EN 7960 — Precision Machine Design — Spring

Precision Machine Design

13.3 AREA DE CONTACTO

Una de las caracteristicas importantes a tener en cuenta cuando se analizan los
esfuerzos de contacto entre cuerpos, es la region eliptica que se forma entre ellos

producto de la deformacion superficial bajo la accién de una carga.

Las dimensiones de esta area de contacto (ver Figura 9), es uno de los aspectos
importantes a determinar con el modelo de calculo, ya que sus dimensiones
dependen tanto del las propiedades mecanicas de los materiales de los cuerpos

en contacto, como de las dimensiones geométricas de los mismos.
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Estas dimensiones a su vez son determinantes en la cuantificacion de los
esfuerzos hertzianos, y participan activamente en las ecuaciones formuladas por

Hertz para calcular las deformaciones en cada una de las superficies.

Figura 9. Area de region de contacto eliptico.

F
SEMI EJE l
MENOR
I SEMI EJE A=25
MA&YOR :
ZOM& DE CONTACTO

Point and line contact between surfaces & Kinematics coupling design; Slocum Alexander. H; 1994

14. MODELO MATEMATICO DE ESFUERZOS DE CONTACTO

A continuaciéon se describe un planteamiento que permite obtener los esfuerzos y
deformaciones ocurridas entre dos cuerpos que se encuentran en contacto, bajo
la accién de una carga. Para esto se utiliza la teoria de hertz y los diferentes
planteamientos hechos por autores acerca del tema, con el fin de facilitar y

acelerar los métodos de calculo.
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14.1 ESFUERZOS DE CONTACTO EN SUPERFICIES CURVAS

En el caso de esfuerzos hertzianos entre cuerpos con superficies curvas, la teoria
de hertz plantea un modelo matematico que permite calcular los esfuerzos y

deformaciones derivados del contacto.

Este tipo de contacto entre superficies curvas, Hertz los denomina esfuerzos de
contacto en un "punto”, debido a que el contacto entre las superficies se presenta

un punto que esta sobre el plano tangente a los dos cuerpos'’.

Estos esfuerzos y deformaciones, son causados por la carga normal que actua en
la direccion del eje que pasa por el punto de contacto, dando como resultado una

region eliptica que representa el area de contacto entre las superficies.

En el caso de analizar el contacto en un punto, con el fin de conocer los esfuerzos,
y deformaciones que ocurren en la region en contacto es necesario contar los
datos de entrada, que estan supeditados al caso particular que se desea analizar
y que definen caracteristicas intrinsecas de los cuerpos en contacto. Los datos
iniciales requeridos para empezar el analisis contienen informacion de
propiedades mecanicas de los materiales, caracteristicas geométricas y cantidad

de carga aplicada (ver tabla 1).

1 ROARK, Raimond J y otros. Formulas for Stress and Strain. 5 ed. Mc Graw Hill Book

Company, 1982,
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Tabla 1. Datos de entrada para superficies curvas.

Datos de entrada Simbolo en Teoria | Simbolo en Matlab
Radio  Mayor de curvatura en|R, . R11
cuerpo 1

Radio  menor de curvatura en|R ... r11
cuerpo 1

Radio  Mayor de curvatura en|R,, .. R22
cuerpo 2

Radio  menor de curvatura en|R,, ., r22
cuerpo 2

Modulo de elasticidad de cuerpo 1 E, E1
Modulo de elasticidad de cuerpo 2 | E, E2
Modulo de Poisson para cuerpo 1 v, V1
Modulo de Poisson para cuerpo 2 v, V2
Angulo entre planos de curvatura| & fi
principal entre los dos cuerpos en

contacto

Carga aplicada sobre cuerpos en|F F
contacto

Una vez definidos los datos de entrada, que describen las caracteristicas de los
cuerpos en contacto, se maneja el contacto superficial como un conjunto, para lo

cual se calcula el radio equivalente del sistema Re (ver tabla 1).

Re &— 1 1 1 Ec. 44
L L

R R

R

1,mayor 1,menor 2,mayor 2,menor

Point and line contact between surfaces & Kinematics coupling design; Slocum Alexander. H ; 1994
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De manera similar, es necesario conocer el modulo elastico equivalente Ee del
sistema, teniendo en cuenta los mddulos elasticos y coeficientes de poisson de

cada material de los cuerpos en contacto (ver tabla 1).

1

Ee 0£ w

E, E,

Ec. 45

Point and line contact between surfaces & Kinematics coupling design; Slocum Alexander. H

Para continuar con el modelo de calculo, es necesario conocer un angulo auxiliar
#® planteado en la teoria de hertz, como el angulo entre los planos que contienen

la curvatura principal de los dos cuerpos en contacto (ver Figura 10).

Figura 10. Angulo entre planos de curvatura principal

LZOpa, DE COMTACTO

""‘“———il

Point and line contact between surfaces & Kinematics coupling design; Slocum Alexander. H

Una vez conocido el angulo # se procede a calcular el angulo auxiliar () que

permite unificar la geometria de los dos sistemas y es uno de los valores

fundamentales para hallar los demas parametros del planteamiento matematico.
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El calculo del angulo ¢ requiere algunos datos geométricos de los cuerpos en

contacto (ver tabla 1).

2 % P

1 1 4 < i !

8 = ~ -.

1,mayor 1,menor = 2,mayor 2 menor = " '

cos(() ®Re |
= 1 1‘ = 1 1 ! Ec.46

% ~ 30 R —* R = cos2 &1

& 1,mayor 1,menor = 2,mayor 2, menor = 'qﬂ_’

Bodies under Direct Bearing and Shear Stress; ROARK, Raymond J ; 1982

: Radio mayor de curvatura en cuerpo 1 [m]

1,mayor "

: Radio menor de curvatura en cuerpo 1 [m]

1,menor "

: Radio mayor de curvatura en cuerpo 2 [m]

2,mayor "

= w = X

: Radio menor de curvatura en cuerpo 2 [m]

2,menor "

2 Angulo entre planos de curvatura principal entre los dos cuerpos en contacto

Re: Radio equivalente del sistema [m]

El angulo auxiliar ¢) permite calcular los factores v, # <4indispensables para la

obtencion de las dimensiones de la superficie eliptica de contacto.

v ©1.939¢%2°“ 34 78¢ "‘-09‘%(% %221

6 @35.228e V77 £32.424¢ %7 vk 486 (IR2.634 Ec.47
+0 8.214¢ %977 0.179 (3 %#.555 (Hel).319

Point and line contact between surfaces & Kinematics coupling design; Slocum Alexander. H

Los factores v, asy 4 permiten calcular las dimensiones de los semi-ejes mayor

(c )y menor (d) de la regidn eliptica de contacto (ver Figura 11).
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Semi Reje mayor (c):

L B*F*Re
o=~
2*Ee

‘!‘\—-

Ec. 48
Semi Reje menor (d):

de
88 2+Ee

Point and line contact between surfaces & Kinematics coupling design; Slocum Alexander. H ; 1994

|1 &—

Re: Radio equivalente del sistema [m]
Ee: Modulo elastico equivalente del sistema [N/m?]

F : Carga aplicada sobre los cuerpos en contacto [N]

Estos dos datos, son de gran importancia por que permiten conocer las
dimensiones reales de la region eliptica de contacto entre los dos cuerpos, para
asi determinar el valor de la presidon maxima que actua en esta regién y que

incide en la deformacion total de los cuerpos en el punto de contacto.

Figura 11. Regién de maxima presion de contacto

General Solution for Hertz Contact Loading; X. Lu, D. Pugh, and J. Scheetz; 2000
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El célculo de la presion en la superficie de contacto ¢, se obtiene a partir de la
siguiente ecuacion.
3*F

q &————— Ec. 49
2*¥ gFe*d

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

F : Fuerza total aplicada sobre los cuerpos [N]

cy d: Dimensiones del area eliptica en el punto de contacto. [m]

Antes de proseguir con los célculos, es necesario definir las variables geométricas

K y k, que relaciona las dimensiones de la regidn eliptica de contacto; la cual se

determina de la siguiente manera:

K @cos(() oi
c

Ec. 50
k @sen(()

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

cy d : Dimensiones del area eliptica en el punto de contacto. [m]

¢ Angulo auxiliar (Ec. 46). [Rad.]

Los valores de K yk son necesarios para calcular las variables (M,n,gqQ, que
permiten evaluar las integrales de la elipse ( F(@Eak), HEsk), K(k), E(k)), cuyo
resultado permite calcular los esfuerzos principales de contacto ( 2., 2,2 )enla

oxx? eyyd ezz

direcciéon X, Y, Z, al igual que los esfuerzos cortante y octaédrico®.

'® ROARK, Raymond J y otros. Formulas for Stress and Strain. 5 ed.1982, Mc Graw Hill Book
Company, p 527,
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Para obtener los valores de (M,n, @), es necesario conocer las constantes
geométrica ( 4,B), que relaciona el radio de curvatura de los dos cuerpos en el

punto de contacto y el angulo entre los planos de curvatura principal ( §'°.

1 =) 1 =)
A 0—sen2€ér£: B .7COSZ€&£v Ec. 51
2Re ® - 2Re ® —

New Algorithms for Calculating Hertzian Stresses, Deformations, and Contact Zone Parameters.
DEEG Emil W.

Re: Radio equivalente del sistema [m]
¢ Angulo auxiliar (Ec. 46) [Rad.]

Con los valores de (4,B) y las variables K yk (ver Ec. 50), es posible obtener las
constantes:
2*K
o——
k** E(k)
2 2
K> 4 *%f
1 kK *%‘ Ec. 52

ne

o L 110 @

At S E,  E

9 =

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

E,y E,: Mddulo de elasticidad de cuerpo (1) y (2). [Pa]
@y @ \6dulo de poisson de cuerpo (1) y (2). [Pa]

b: Semi eje menor del area eliptica de contacto (ver Ec. 48). [m]

' BORES, Arthur P y otros. Advances Mechanics of Materials. 3 ed. New York: Jhon Wiley and
Sons, 1978. p. 589.
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Otras de las variables necesarias para calcular el valor de los esfuerzos

principales en los tres ejes coordenados son:

g -x@wgﬂﬁm RH(Zk)®

- ox—uﬂkz *H(ﬁk) RE( 'k)'):
<

Ec. 53

1 .1 n zﬂyﬁl |
b, R G R K W &1 (%K) RF (%K) i

omwmgv( &k) RH (k)M

y

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

Para evaluar las ecuaciones anteriores, es necesario conocer el valor de las
integrales de la elipse F(@gk), H@gEnk), K(k), E(k), las cuales son evaluadas a

través de un algoritmo en Matlab, empleado para la solucién aproximada de

integrales, por el método de la regla de Simpson compuesto.

Las integrales de la elipse, dependen del angulo auxiliar g obtenido de la relacién

geomeétrica mostrada por la siguiente ecuacion.

cot 4 ok*% u Ec. 54
CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.
k : variable de relacion de la region eliptica.

z : distancia con respecto al plano tangente comun a las dos superficies.

b : semi - eje menor del area de contacto.
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Cuando se realizan los calculos de los esfuerzos de contacto, por medio del
programa en Matlab, se recomiendo un valor de (z) cercano a cero pero no igual,
debido a que se puede presentar una division por cero en el procesamiento de los

datos, generando una inconsistencia o la suspension del programa.

Una vez calculado el angulo gij(ver Ec. 54), se procede a calcular el valor de las
integrales de la elipse, por el método numeérico de simpson compuesto.

= do

F(ggk) @
0 %1 Ri* * sen® €
w

H(gsk) ® ﬂl Rk* * sen” €d €
0

Ec. 55

?
K(k) ® e
o N1 Rk *sen €)

=

2
Ekk) @ ﬂl Rk* * sen” Qd €

0

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

Es de anotar, que la solucién de estas integrales, se encuentra tabulada en

Mathematical Handbook.

Los esfuerzos principales, se presentan en un punto sobre el eje Z, que se
encuentra a una distancia (z) del origen. Es de anotar que los esfuerzos
principales dependen de las variables A4,B,K,k,v,,v,,E,E,,b,z, (ver Tabla 1),
donde las primeras cuatro variables ( 4, B, K, k) son determinadas por la forma de

las superficies que interactuan en un punto.
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El otro grupo de variables ( v,,v,,E,, E,, b, z), depende de las propiedades fisicas

de los cuerpos en contacto y estan en funcion del tipo de material. (Ver Tabla 1).

Los esfuerzos principales 2,2 .2 toman los valores de las variables

exx> eyy> ezz
obtenidas en (Ec. 53) y (Ec. 55), y se calculan de acuerdo a las siguientes

ecuaciones:

2, OW*QX%@‘F;&%%

7, 091*® ufgr D Ec. 56

@
e B Y

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

m“b

Los esfuerzos principales (ver Ec. 39), permiten conocer los valores de maximo
esfuerzo cortantes y el valor del maximo esfuerzo octahedral, que se presenta en

el punto de contacto.

En teoria, el maximo esfuerzo cortante (&  se puede calcular de la siguiente

manera:

® max ® min

B .%Q? R2® Ec. 57

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

Se considera que el esfuerzo cortante maximo 2, _, es el responsable de la fatiga

superficial de los elementos en contacto. La explicacién consiste en que si una

grieta se origina en el punto donde ocurre el esfuerzo cortante maximo, debajo de
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la superficie y progresa hacia la superficie, la presién del lubricante afloja y
desprende las particulas® .

El ultimo de los esfuerzos a considerar es el esfuerzo cortante octahedral 2, , el

cual se presenta en un punto a lo largo del eje perpendicular a la superficie de
contacto y por debajo de esta. Este esfuerzo cortante se considera importante
para el analisis de fatiga debido a que a partir de este valor se inicia el punto de

cedencia del material®’.

Su valor es calculado con base en los esfuerzos principales (ver Ec. 56), con la

siguiente ecuacion:

1
N R LTI T I B

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

Por ultimo, se hallan los valores correspondientes a la deflexién ( @) en cada uno

de los cuerpos en contacto. Para el calculo de la deflexidbn es necesario conocer

algunas variables, propuestas por Hertz en su teoria.

2 SHIGLEY. Op. cit. p. 81.
I ROARK. Op. cit., p. 513
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Coeficientes de Hertz para cada cuerpo

i
0 o4*fﬁ-,

® T
Deflexion en cada cuerpo: Ec. 59

3*P

O . P&k

Deflexion total:

¥ owriy,

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

P: Carga aplicada a cuerpos en contacto y su valor es igual a F ,(ver Tabla 1).
¢ : Semi-eje mayor del area de contacto (ver Ec. 48)
F(glk) : Integral de la elipse (ver Ec. 55)

Es de anotar, que una vez culminados los calculos y analizados los resultados de
los esfuerzos principales y las deformaciones en cada uno de los cuerpos en
contacto, se pueden comparar dichos valores con los esfuerzos de contacto
permisibles para cada material. Si se desconocen estos valores, se puede
comparar con los valores del limite elastico de los materiales analizados, ya que
uno de los objetivos, es evitar que el material exceda su resistencia al impacto

como su limite elastico.

14.2 ESFUERZOS DE CONTACTO EN SUPERFICIES CILINDRICAS

Otro de los casos analizados por Hertz, en su teoria sobre esfuerzos de contacto
entre superficies, es el caso de superficies cilindricas, los cuales requieren una

serie de datos iniciales que conduzcan a determinar los esfuerzos principales y
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deformaciones en los cuerpos. La tabla (2) contiene los datos iniciales,

empleados en el modelo matematico.

Cuando se han determinado, las propiedades mecanicas y geométricas de las
superficies cilindricas en contacto contenidas en la tabla (2), que hacen referencia
a las condiciones iniciales del problema, se hace necesario establecer las
dimensiones del area eliptica de contacto (b) y la variable que relaciona
geométricamente los radios de curvatura de los cuerpos con las propiedades del
material (g&4. Estas dos variables son indispensables para iniciar el procedimiento
de calculo, tendiente a determinar los esfuerzos principales en los tres ejes
coordenados y las deformaciones que se causan en cada uno de los cuerpos en
contacto.

Tabla 2. Datos de entrada para superficies cilindricas.

Datos de entrada Simbolo  en|Simbolo en
Teoria Matlab
Radio del cuerpo cilindrico 1 R, R1
Radio del cuerpo cilindrico 2 R, R2
Modulo de elasticidad de cuerpo 1 E, E1
Médulo de elasticidad de cuerpo 2 E, E2
Modulo de Poisson para cuerpo 1 & VA1
Modulo de Poisson para cuerpo 2 yo! V2
Coeficiente de friccion entre los dos cuerpos &b Beta
Longitud de contacto entre superficies cilindricas | L L
Carga aplicada sobre cuerpos en contacto P P

Una vez conocidos los datos de las condiciones iniciales del problema, es preciso
conocer (gf,que relaciona geométricamente los radios de curvatura de los

cuerpos con las propiedades del material.
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(N 4I’ &,

Ec. 60

TR

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

Una vez conocido el valor de (g4, es necesario determinar la carga distribuida a lo
largo de la linea de contacto (w), para determinar el semi- eje menor del area de

contacto (b )%.

w @—
L Ec. 61

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

w: Carga distribuida a lo largo de linea de contacto [N/m]
P : Carga aplicada sobre cuerpos en contacto [N]

L : Longitud de contacto entre superficies cilindricas [m]

Ec. 62

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

b : Longitud de semi-eje menor del area de contacto. [m]
w: Carga distribuida a lo largo de linea de contacto [N/m]

£ Relacion geométrica de radios de curvatura. [m®/N]

Conocidos los valores de (g€ b), se calculan las variables de Hertz (M,N, & &),

necesarias para encontrar el valor de los esfuerzos principales.

# BORES, Op. cit., p 614.
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M ®|@ tkS Tk’
N o«/q; Rx @ %k’

&5 (M 24V
M*N*2% M * N %@x* %@z> {2b*

Ec. 63
£e

& (M &N)
M*N*2% M * N t@x* z> R2b*
CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

ge

Este grupo de ecuaciones auxiliares (ver Ec. 63), y los valores de (b)y (w), son

fundamentales en los calculos de los esfuerzos principales 2 _, 2 descritos a

oxx> ®yy2 ozzi

continuacion:

ggﬁmbmx *%’X— Bx%’ﬂ ®_
7, o ; @ Ec. 64
e ¢
o %zx R25° x322pgﬂ2_mq>2 R R %@
T *gx— XZx%ﬂ @
g © :
? o= ° Ec. 65
Yy g@s
W ARG ) R A i
D a oo a2
2 OE@&Q)M)@%@ | Ec. 66

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.
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Conocidos los esfuerzos principales, se procede a determinar los valores del

esfuerzo cortante maximo (&, ) y el esfuerzo octaédrico (g, ).

Ec. 67
. 00.30*5%;,

B, 00.27* b 4 Ec. 68

CONTAC STRESS, BORES, Arthur P.

Los valores de 0.30 en el esfuerzo cortante maximo y el de 0.27 en el esfuerzo
octaédrico, son constantes aproximadas correspondientes a rangos donde ocurren

los esfuerzos maximos?®

Los ultimos célculos, consisten en definir el desplazamiento o deflexion ( @) en las

superficies cilindricas en contacto, este valor se puede obtener, a partir de la

siguiente ecuacion.

,w@ R opan 3R d Ec. 69
S E b b = '

Precision Machine Desing;2004

E : es el modulo de elasticidad de cada uno de los materiales de los cuerpos en
contacto (ver Tabla 2). [Pa]
w: es la carga distribuida a lo largo de la linea de contacto. (ver Ec. 61) [N/m]

b : es la dimension del area de contacto (ver Ec. 62) [m]

% BORES. Op. cit., p. 615.
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15. ALGORITMO EN MATLAB PARA CALCULO DE ESFUERZOS DE
CONTACTO ENTRE SUPERFICIES.

El objetivo principal del proyecto, consiste en realizar un algoritmo en MATLAB,
que permita calcular los esfuerzos de contacto entre superficies, de forma rapida y

precisa.

A continuacién se presentara el algoritmo realizado, con le fin de facilitar los

calculos y poder emplearse como herramienta de trabajo.

%Programa principal para el calculo de esfuerzos de contacto "menu.m"

opcion=>5;

while opcion>4 | opcion<1

clc

clear all

disp(" ')

disp(' BIENVENIDO AL PROGRAMA DE CALCULO DE ESFUERZOS
HERTZIANOS ');

disp(" ');

disp('
")
' Version: 1.0 - 20\05\2004");
")

( Autor: Jairo Castro Guzman ');
disp(
disp(
disp(
disp('
disp(* ')
(
(
(
(
(

1.Propiedades mecanicas de algunos materiales Bk

disp(' 2.Calculo de esfuerzos de contacto en cuerpos esfericos  ');

disp(' ")

disp 3.Calculo de esfuerzos de contacto en superficies cilindricas');

disp(' ")
disp('
disp(* ')

opcion=input(' Escoja la opcion deseada: ');

4.Aspectos de interes para la utilizacion del programa');

end
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%Escogencia de procedimientos segun orbitas

if opcion==
materiales

end

if opcion==2
contac_esferico

end

if opcion==3
contac_cilindrico

end

if opcion==
teoria

end

% Lista de Propiedades mecanicas de materiales
clc

disp(' Propiedades mecanicas de algunos materiales, necesaria para los calculos del programa ')

fprintf("\n");

fprintf("\n");

disp('Material Modulo elasticidad----------- Coeficiente de poisson ')

fprintf(\n");

disp(' Gpa PSI "
disp('Acero (ASTM-A36) 200 2.90E+07 0.30 "
disp('Acero (ASTM-A242) 200 2.90E+07 0.30 "
disp('Acero (ASTM-A441) 200 2.90E+07 0.30 "
disp('Acero (ASTM-A572) 200 2.90E+07 0.30 "
disp('Acero (ASTM-A514) 200 2.90E+07 0.30 "
disp(‘Acero AlSI-302 Laminado en frio 190 2.80E+07 0.27 "
disp(‘Acero AlSI-302 Recosido 190 2.80E+07 0.27 "
disp('Fundicion Gris 4.5% C ASTM A-48 69 1.00E+07 0.23 "
disp('Hierro Fundido 2% C 1% Si ASTM A-47 165 2.40E+07 0.27 "
disp('Aluminio 1100-H14 (99% Al) 70 1.01E+07 0.35 "
disp('Aleacion Aluminio 2014-T6 75 1.09E+07 0.39 "
disp(‘Aleacion Aluminio 2024-T4 73 1.06E+07 0.35 "
disp('Aleacion Aluminio 5656-H116 72 1.04E+07 0.33 "
disp('Aleacion Aluminio 6061-T6 70 1.01E+07 0.35 "
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disp('Aleacion Aluminio 7075-T6 72 1.04E+07 0.29

(
disp('Cobre Recosido 120 1.70E+07 0.36
disp('Cobre Endurecido 120 1.70E+07 0.36
disp('Laton Amarillo (65%Cu-35%ZN) 105 1.50E+07 0.35
disp('Laton Amarillo Recosido 105 1.50E+07 0.35
disp('Laton Rojo (85%Cu-15%ZN) 120 1.70E+07 0.36
disp('Laton Rojo Recosido 120 1.70E+07 0.36

%
%Programa para calcular los esfuerzos de contacto entre dos superficies.
%

% Datos de entrada necesarios para funcionar el programa.

clc

vi=input(' Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 1:  ');
v2=input(' Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 2: ');
E1=input(' Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 1: ");
E2=input(' Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 2: ");
P=input (' Ingrese la carga aplicada a los cuerpos en contacto: ');
R1=input(' Ingrese el radio mayor para el cuerpo 1: ";
r1=input(’ Ingrese el radio menor para el cuerpo 1: ");
R2=input(’ Ingrese el radio mayor para el cuerpo 2: "
r2=input(’ Ingrese el radio menor para el cuerpo 2: %
fi=input(' Ingrese el angulo de desviacion con respecto a Y de los 2 cuerpos: ');

%
% Calculo de constantes A y B para ecuacion de elipse Z=AX"2+BY"2
Factor_1=(((1/R1)-(1/r1))+((1/R2)-(1/r2)))"2;

Factor 2=4*((1/R1)-(1/r1))*((1/R2)-(1/r2))*((sin(fi*pi/180))"2);
A=((1/4)*((1/R1)+(1/R2)+(1/r1)+(1/r2)))-((1/4)*sqrt(Factor_1-Factor_2));
B=((1/4)*((1/R1)+(1/R2)+(1/r1)+(1/r2)))+((1/4)*sqgrt(Factor_1-Factor_2));
%
% Calculo de coeficiente de hertz para cada cuerpo
h_1=4*(1-v1*2)/E1;

h_2=4*(1-v2"2)/E2;

%
%Calculo de Radio de curvatura equivalente para cada cuerpo
R_1=((1/R1)-(1/r1));

R_2=((1/R2)-(1/r2));
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R_12=((1/R1)+(1/r1)+(1/R2)+(1/r2));
%
%Calculo de Radio de curvatura equivalente para el sistema

R e=1/R_12;

% Calculo de modulo elastico equivalente de materiales en contacto
E_e=1/(((1-v122)/E1)+((1-v2/2)/E2));

%Calculo de angulo auxiliar
teta=acos((sqrt(R_122+R_2"2+2*R_1*R_2*(1-2*(sin(fi*pi/180))*2)))/R_12);
%
% Calculo de coeficientes de ajuste a curvas de contacto.
ang_alfa=0.99672+1.2786*cos(teta)-6.7201*(cos(teta)*2)+27.379*(cos(teta)*3)-
41.827*(cos(teta)"4)+23.472*(cos(teta)*5);
ang_beta=1-0.68865*cos(teta)+0.58909*(cos(teta)*2)-1.3277*(cos(teta)*3)+1.7706*(cos(teta)*4)-
0.99887*(cos(teta)*5);

ang_landa=0.75018-0.042126*cos(teta)+0.29526*(cos(teta)*2)-
1.7567*(cos(teta)*3)+2.6781*(cos(teta)*4)-1.5533*(cos(teta)*5);

%L a longitud [mm] del semi eje mayor del area de contacto es:

c=ang_alfa*(1.5*P*R_e/E_e)"(1/3); % semi-eje mayor

%L a longitud [mm] del semi eje menor del area de contacto es
d=ang_beta*(1.5*P*R_e/E_e)"(1/3); % semi-eje menor

%
%Calculo de presion en superficie de contacto

g=3*P/(2*pi*c*d);

% La deformacion de las dos superficies en el punto de contacto
Deflexion=ang_landa*(((2*P*2)/(3*R_e*E_e"2))*(1/3));

%

%Calculo de Relaciéon de semiejes de contacto

z=input(' Ingrese distancia a linea de contacto: ');
K=d/c;

k=sqrt(1-K*2);
delta=(1/(A+B))*(((1-v1.22)/[E1)+((1-v2.,2)/E2));
N=((KA2+KA2*(z/d)"2)/(1+K*2*(z/d)2))M(1/2);
ang=acot(k*z/d);

%
%Calculo de variables para calculo de esfuerzos
%
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%Programa para calcular integral
%Regla de simpson compuesta.
x=0:0.001:pi/2;
y=1./(sqrt(1-k.*2.*(sin(x).*2)));
a=0;
b=pi/2;
r=length(x);
M=r-1;
h=(b-a)/(M);
s1=0;
$2=0;
for w=1:M/2;

x=(2*w-1);

s1=s1+y(1,x);
end
for w=1:(M/2)

X=2*W;

s2=s2+y(1,x);
end
KK=h*(y(1,1)+y(1,r)+4*s1+2*s2)/3;
%

%Programa para calcular integral
%Regla de simpson compuesta.
x=0:0.001:ang;
y=1./(sqrt(1-k.*2.*(sin(x).A2)));
a=0;

b=ang;

r=length(x);

M=r-1;

h=(b-a)/(M);

s1=0;

§2=0;

for w=1:M/2;

x=(2*w-1);

s1=s1+y(1,x);

end
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for w=1:(M/2)

X=2*W;

82=82+y(1,X);

end
FF=h*(y(1,1)+y(1,r)+4*s1+2*s2)/3;
%

%Programa para calcular integral
%Regla de simpson compuesta.
x=0:0.001:pi/2;
y=(sqrt(1-k.*2.*(sin(x).*2)));
a=0;
b=pi/2;
r=length(x);
M=r-1;
h=(b-a)/(M);
s1=0;
$2=0;
for w=1:M/2;

x=(2*w-1);

s1=s1+y(1,x);
end
for w=1:(M/2)

X=2*W;

s2=s2+y(1,x);
end
EE=h*(y(1,1)+y(1,r)+4*s1+2*s2)/3;
%

%Programa para calcular integral
%Regla de simpson compuesta.
x=0:0.001:ang;
y=(sqrt(1-k.A2.*(sin(x).*2)));

a=0;

b=ang;

r=length(x);

M=r-1;

h=(b-a)/(M);
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s1=0;
$2=0;
for w=1:M/2;

x=(2*w-1);

s1=s1+y(1,x);
end
for w=1:(M/2)

X=2*w;

s§2=s2+y(1,X);
end
HH=h*(y(1,1)+y(1,r)+4*s1+2*s2)/3;
%
% Calculo de variables para calcular esfuerzos principales
%
MM=((2*K)/(EE*k"2));
epsilon_X=-((1-n)/2)+ (k*z/d)*(FF-HH);
epsilon_x=(-(n/K.*2)+1)+ (k*z/d)*((1/K"2)*HH-FF);
epsilon_Y=((1)/(2*n))+(1/2)-(n/K"2)+(k*z/d)*((1/K*2)*HH-FF);
epsilon_y=-1+n+(k*z/d)*(FF-HH);
%
% Calculo de esfuerzos principales
Ef_xx=(MM*(epsilon_X+epsilon_x*v1))*(d/delta);
Ef_yy=(MM*(epsilon_Y+epsilon_y*v1))*(d/delta);
Ef_zz=-((MM/2)*((1/n)-n))*(d/delta);
%
% Calculo de max esfuerzo cortante octaedrico.
T_oct=(1/3)*(sqrt(((Ef_xx-Ef_yy).*2)+((Ef_yy-Ef_zz).*2)+((Ef_zz-Ef_xx).*2)));
%
% Calculo de max deformacion.
def_max=((3*K*P*KK)/(2*pi))*((A+B)/(d/delta));
cortante=0.5*(Ef_zz-Ef_yy);
cortante_1=0.31*q;
%
def_1=(3*P*h_1*FF)/(8*pi*c);
def_2=(3*P*h_2*FF)/(8*pi*c);
def_total=def_1+def_2;
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%
% RESULTADOS OBTENIDOS:

fprintf("\n");

fprintf("\nLa longitud [mm] del semi eje mayor del area de contacto es [mm]: %g',c)
fprintf("\n");

fprintf(\nLa longitud [mm] del semi eje menor del area de contacto es [mm]: %g',d)
fprintf("\n");

fprintf("\nPresién en el area de contacto es [N]: %g',q)

fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo principal en direccion del eje X es [Mpa]: %g',Ef xx)
fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo principal en direccion del eje Y es [Mpa]: %g',Ef yy)
fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo principal en direccion del eje Z es [Mpa]: %g',Ef_zz)
fprintf("\n");

fprintf("\nEl maximo esfuerzo cortante es [Mpa]: %g',cortante_1)

fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo cortante octaedrico es [Mpa]: %g',T_oct)

fprintf("\n");

fprintf("\nLa deformacion maxima sufrida por el cuerpo 1 es [mm]: %g',def 1)
fprintf(\n");

fprintf("\nLa deformacion maxima sufrida por el cuerpo 2 [mm]: %g',def_2)
fprintf("\n");

fprintf("\nLa deformaciéon maxima sufrida por los cuerpos es [mm]: %g',def total)
fprintf("\n");

%
%Programa para calcular los esfuerzos de contacto entre dos superficies cilindricas.
%

% Datos de entradea necesarios para funcionar el programa.

clc

v1=input(' Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 1:  ');

v2=input(' Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 2:  ");

E1=input(' Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 1: ");
E2=input(' Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 2: ";
P=input (' Ingrese la carga aplicada a los cuerpos en contacto: ');
L=input (' Ingrese la longitud de los cilindros en contacto: ');
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R1=input(' Ingrese el radio para el cuerpo 1: ");

R2=input(' Ingrese el radio para el cuerpo 2: ";

beta=input(' Ingrese el coeficiente de friccion entre los cuerpos si hay F tangencial: ');
x=0.0001; z=0.0001;

%

%Calculo de carga por unidad de longitud

w=P/L;

%

%Calculo del delta
delta=(1/((1/(2*R1))+(1/(2*R2))))*(((1-v1./2)/[E1)+((1-v2.22)/E2));
%
%Calculo del ancho del area de contacto
b=sqrt((2*w*delta)./pi);

%
% Calculo de constantes de hertz
M=sqrt((b+x).A2+z.72);
N=sqrt((b-x).*2+z.22);

%
gamma_1=(pi*(M+N))/(M*N*sqrt(2*M*N+2*x.A2+2*2./2-2*b."2));
gamma_2=(pi*(M-N))/(M*N*sqrt(2*M*N+2*x.A2+2*z.A2-2*b."2));
%
% Calculo de esfuerzo en X
factor_1=(z*((((b.A2+2*x.A2+2*z.A2)*gamma_1)/b)-(2*pi/b)-(3*x*gamma_2)));

factor_2= beta*((gamma_2*(2*x.2-2*b.72-3*z.22))+(2*x*pi/b)+((2*x*gamma_1/b)*(b.*2-x./2-z.72)));
Exx=(-b/(pi*delta))*(factor_1+factor_2);

%
% Calculo de esfuerzoen Y
factor_1=(z*((((b.*2+x.A2+z.2)*gamma_1)/b)-(pi/b)-(2*x*gamma_2)));

factor_2= beta*((gamma_2*(x.A2-b.A2-z.A2))+(x*pi/b)+((x*gamma_1/b)*(b.*2-x.A2-z./2)));
Eyy=((-2*v1*b)/(pi*delta))*(factor_1+factor_2);

%
% Calculo de esfuerzo en Y

Ezz=(-b/(pi*delta))*(z*((b*gamma_1-x*gamma_2)+(beta*z.*2*gamma_2)));
%
% Calculo de maximo esfuerzo conrtante
tao_2=0.3*(b/delta);
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%
% Calculo de maximo esfuerzo octahedral
tao_oct=0.27*(b/delta);

%
E_xy=(-b/(pi*delta))*((gamma_2*z.A2)+(beta*(((b.A2+2*x.72+2*z.72)*(z*gamma_1/b))-(2*pi*z/b)-
(3*x*z*gamma_2))));

%
% Calculo de maximo deflexdn entre las supercicies cilindricas
Deflexion=((2*w*(1-v1.72))/(pi*E1))*((2/3)+(log(4*R1/b))+(log(4*R2/b)));
%
% RESULTADOS OBTENIDOS:

fprintf("\n");

fprintf(\nLa longitud [mm] del semi eje mayor del area de contacto es [mm]: %g',b)
fprintf("\n");

fprintf("\nPresién en el area de contacto es [mm]: %g',delta)

fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo principal en direccion del eje X es [Mpa]: %g',Exx)
fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo principal en direccion del eje Y es [Mpa]: %g',Eyy)
fprintf(\n");

fprintf("\nEl esfuerzo principal en direccion del eje Z es [Mpa]: %g',Ezz)
fprintf("\n");

fprintf("\nElI maximo esfuerzo en direccién XY es [Mpa]: %g'.E_xy);
fprintf("\n");

fprintf("\nEl maximo esfuerzo cortante es [Mpa)]: %g',taoc_2)
fprintf("\n");

fprintf("\nEl esfuerzo cortante octaedrico es [Mpa]: %g',tao_oct)
fprintf(\n");

fprintf("\nLa maxima deflexion en la linea de contacto es [mm]: %g',Deflexion)
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16. MODELACION EN ELMENTOS FINITOS DE CASOS PARTICULARES DE
CONTACTO ENTRE SUPERFICIES.

16.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA.

Se desean conocer las condiciones de contacto rueda-riel durante la marcha del

vagon de ferrocarril que se muestra en la figura.

—

777 yoed
El vagon tiene un peso de 400 Tm, cuando esta cargado de carbdn, y se apoya en

ocho ruedas cilindricas iguales de 1 m de diametro, y un espesor util (que apoya
sobre el riel) de 100 mm. Se fabricaron de un acero tratado térmicamente, con una
dureza Brinell de 148, y que presenta un diagrama de fatiga frente a presién
superficial que se hace horizontal (es decir, que alcanza la zona de vida infinita) en
108 ciclos. Tanto el rail como las ruedas son de acero, con modulo elastico de
21000 [Kg/mm?], y médulo de Poisson 1/4.

La carga soportada por las ocho ruedas es de 400 Ton, las cuales se deben

distribuir en él numero de ruedas del vagon.

Peso en cada rueda 0% 050000Kg

Fuerzaen cada rueda @50000Kgx 9.8 22 0490000 N
]
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Con los datos suministrados por el problema y el analisis anterior se procede a

modelar en cosmos una situacion aproximada del problema planteado.

16.2 DEFINICION DE GEOMETRIA

La definicion geométrica del problema, empieza con el dibujo de la rueda vy riel del
vagon por medio de puntos y curvas generadas por el programa cosmos. En el
caso de la rueda se utilizaron dos regiones para definir la geometria de la misma,
con el fin de ubicar los elementos de contacto en una pequena region con angulo

de 4° en la parte inferior de la rueda.

Especificacion del plano de trabajo.

Geometry>Grid>Plane
PLANE,Z,0,1

Especificacion de puntos para generar geometria de la rueda.

Geometry>Points>Define
PT,1,0,0,0
PT,2,0,0.5,0

Generacion de circulo por medio de curvas con angulos de 2°, 356° y 2° con

centro en P2(0,0.5,0) y extremos en puntos 1,3, 7 respectivamente.

Geometry>Curves>Circle in plane
CRPCIRCLE,1,2,1,0.5,2,1
CRPCIRCLE,2,2,3,0.5,356,4
CRPCIRCLE,6,2,7,0.5,2,1
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Generacion de curva para definir region de contacto.

Geometry>Curves>Line with 2 Points
CRLINE,7,2,7
CRLINE,8,2,3

Definicién de contornos de regiones que conforman la rueda.

Geometry> Contour> Define
CT,1,0,0.004,4,6,1,8,7,0
CT,2,0,0.04,6,2,3,4,5,7,8,0,2

Definicidn de regiones que componen la rueda del vagoén.

Geometry> Region> Define
RG,1,1,1,0
RG,2,1,2,0

La modelacion del riel se realizo por medio de puntos, curvas y se dividid la
geometria del riel en dos regiones a fin de facilitar el contacto entre los dos

elementos modelados.

Generacion de puntos para dibujar el riel.
Geometry>Points>Define

PT,8,0.5,0,0

PT,9,0.5,-0.1,0

PT,10,-0.5,-0.1,0

PT,11,-0.5,0,0

PT,12,0,-0.1,0
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Generacion de curvas que dan forma a la geometria del riel.

Geometry>Curves>Line with 2 Points
CRLINE,9,1,8

CRLINE,10,8,9

CRLINE,11,9,12

CRLINE,12,12,10

CRLINE,13,10,11

CRLINE,14,11,1

CRLINE,15,1,12

Definicidn de contornos de regiones que conforman el riel.

Geometry> Contour> Define
CT,3,0,0.04,4,15,9,10,11,0
CT,4,0,0.04,4,15,12,13,14,0,1

Definicién de regiones que componen el riel.

Geometry> Region> Define
RG,3,1,3,0
RG,4,1,4,0

Una vez modelado el problema se establecen las propiedades del material

empleado. Por tratarse de un analisis bidimensional se emplearon elementos

SHELLS3, cuyo espesor es 0.1m, y el material empleado es Acero.

PropSets> ElementGroup
EGROUP,1,SHELL3,0,0,0,0,0,0,0,0
PropSets>Real Constants
RCONST,1,1,1,6,0.1,0,0,0,0,0
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Propiedades del material

PropSets >Pick >Material Lib.
PICK_MAT,1,A_STEEL,SI

C* MATL:A_STEEL : ALLOY STEEL
C*EX 0.21E+12 Pascals
C*NUXY  0.28

C* GXY 0.79E+11 Pascals
C*ALPX 0.13E-04 /Kelvin
C*DENS 0.77E+04 Kgm/m**3

C* KX 50. W/m/K

C*C (Cp) 0.46E+03 J/kgm/K

Mallado de region 1y 2 correspondientes a la rueda.

Meshing> Auto_Mesh> Region
MA_RG,1,2,1,3,1,0

En el caso del riel se establecen las mismas propiedades del material, y se

procede a mallar las regiones de cada uno de los elementos.

PropSets >Pick >Material Lib.
PICK_MAT,2,A_STEEL,SI

C* MATL:A_STEEL : ALLOY STEEL
C*EX 0.21E+12 Pascals
C*NUXY 0.28

C* GXY 0.79E+11 Pascals
C*ALPX  0.13E-04 /Kelvin
C*DENS 0.77E+04 Kgm/m**3

C* KX 50. W/m/K
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Mallado de region 3 y 4 correspondientes a la rueda.

Meshing> Auto_Mesh> Region
MA_RG,3,4,1,3,1,0
SCALE,0

Eliminacion de nodos repetidos generados durante el mallado de las regiones.

Meshing> Nodes> Merge
NMERGE,1,2068,1,0.000001,0,1,0
NCOMPRESS,1,2068

Establecidas las propiedades de los elementos de analisis y el material, se
establecen las restricciones de frontera y se asigna la fuerza aplicada en el

problema.

Se ubican restricciones en la base del riel por encontrarse fijo al piso.

LoadsBC> Structural> Displacement> Define by curves
DCR,11,AL,0,12,1

Se aplica una carga de 490000 Newton en el punto 5 en direccion Y

LoadsBC> Structural> Force> Define by points
FPT,5,FY,-490000,5,1

Una vez definida la geometria, desplazamientos y fuerzas que actuan sobre los
cuerpos en contacto, se ubican los elementos Gap que permiten medir los
esfuerzos, deformaciones y fuerzas de contacto entre las superficies de los

cuerpos analizados.
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Seleccion de elementos GAP (nodo - linea) para problemas de contacto.

PropSets> ElementGroup
EGROUP,2,GAP,1,0,0,1,2,1,0,0

Asignacion de constante asociada a elementos GAP, donde la distancia relativa

entre nodos es cero.

PropSets>Real Constants
RCONST,2,2,1,1,0

Seleccion de lineas de contacto entre rueda vy riel.

Analisis> non lineal> contact > NL_GSAUTO
NL_GSAUTO,0,1,0,9,9,1,1
NL_GSAUTO,0,6,0,14,14,1,1

Asignacion de parametros para analisis no lineal.

ACTECLR,1,MP,1
TIMES,0,1,0.02
CURDEF,TIME,1,1,0,0,1,1
NL_PLOT,1,50,1,0

Para la ejecucién correcta del programa, es necesario eliminar el elemento que

coincide con el nodo de contacto entre las figuras analizadas y ejecutarlo.

Meshing> Element> Delete
EDELETE,3453,3453,
R_NONLINEAR
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16.3 SOLUCION DEL PROBLEMA

La solucion del problema, utilizando el programa COSMOS/M, muestra que solo
dos de los elementos GAP se cierran durante el procesamiento de los datos

introducidos en la modelacion del problema.

Figura 12. Solucién No lineal

Monlinear Analysiz Yersion 2.5 September 1999 - nin

COSMO5/M  NONLINEAER MODULE [(Version Z.5) Gep 1999
Customer Name: u|

Nonlinheat bl e el Lnalys=sisz

P Pl e e ek s T o I P L e T = 1705
Total number of elements . & v & & & = & & & = = u = 3270
Total number of equations . .+ « & &« « & = = = = 10230
Mawimum half batndwidth . . . . . . . . . . . . . . = &0
Total number of stiffness blocks . . . . . . . . . = 1

Out-0f-Core Solution 2
Total number of solution time steps . . .« = = « . = L0

Incremental solution : Force Control

Time walue at the current step . . .« « .« . . = 0. 5400E+00
SEOETNEITETY: & o can e oW e o own cww e WD s o mn ok = 27
Element stiffness matrix calculatinn,SIiEELl.j__Mme&L_s__ﬁEﬁD

Decompozition of the ztiffness matrix IIIIIIIIIIIIIIIIIIII

100% Completed

Total number of closed gaps o o v & v v & & = = = 2 f-==
Eoract LEeEatiariTuoas o mmn e e nse e e = 1
Programa COSMOS/M

El analisis no lineal estatico entrega los siguientes resultados de los esfuerzos en
la direccion (Y) que actuan sobre los nodos (5) y (7), que hacen parte de los

elementos GAP sobre la linea de contacto entre los dos cuerpos (rueda- riel).
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Figura 13. Grafica de esfuerzos en direccion (Y)

&l GeoStar 2.5 (64K Version): rin - [Main]
EEiha Edit Geometry Meshing PropSets LoadsEC Control Display  Analyzsiz Besults Windows  Help _|5|

X

ML1n STRESES Step:t@ =1

Sloma_Y

2.12TTUE+0DT
l—4 LAZOSE+AGT
-1 .03E3E+008

-—-1.BE17E+002

ﬁ—2 LZBESE+QOE

—-2.911ZE+002

—-3.53EZE+002
—-4.1610E+0D2
-4 .7258E+002

Programa COSMOS/M

Los resultados arrojados por el programa indican un esfuerzo en Y (Sigma Y) de
—2.808e008 [Pa] en el nodo (5) y de -4.786e008 [Pa] en el nodo (7).

Figura 14. Grafica de Tamano de malla

[ GeoStar 2.5 (64K Version ain]
) File Edt Geomety Meshing FiopSets LoasBC Conbiol Display Andbsis Hesulbs Windows Help - [8

|

Programa COSMOS/M
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Los resultados de los esfuerzos en los nodos pertenecientes a los elementos de

contacto (nodo-linea) entre los dos cuerpos es el siguiente:

Figura 15. Tabla de Esfuerzos

m STHLIST.%0.1.1.0.1.1.170%.1.0

St 50 Top Face 2
Hode SIG X SIG 7 TAU X¥ TAU ¥Z TAT _¥Z
1 -9.931e+006 7.800e+004 O0.000e+000 4. 692e+006 0.000=+000 O0.000e+000 -
2 -4 . 048e+006 1.523e+007 O0.000e+000 &5 .769=+006 0.000=+000 O0.000e+000
3 -3.010e+007 1.650e+006 O.000e+000 1.530=+007 0.000=+000 O0.000e+000
4 -1.03Be+008 -7 .543=+007 0.000e+000 G .60%9=+007 0.000=+000 O0.000e+000
g —-3.230e+008 -2 808=+008 O0.000e+000 1.03%=+008 0.000=+000 O0.000e+000
A —-2.734e+008 -3 .837e+008 O0.000e+000 1.713=+007 0.000=+000 O0.000e+000
7 —-3.223e+008 —4 . 786e+008 O0.000e+000 —-1.128=+008 0.000=+000 O0.000=+000
8 -1.123e+008 -8 . 854e+007 0.000e+000 =7 .903=e+007 0.000=+000 O0O.000e+000
9 —2.904+007 1.949=+007 0.000e+000 —1.988=+007 0.000=+000 O0.000=+000
10 -4 .195=+006 2.128=+007 0.000e+000 -1 .153=e+007 0.000=+000 0O.000e+000
11 —-b.722e+006 8 .979=+00&6 0.000e+000 -4 283=+006 0.000=+000 O0.000=e+000
1z -4 . 278e+007 9.019=+005 0.000e+000 -1.432e+007 0.000e+000 0.000e+000
13 -5 .458e+007 —-1.748=+007 0.000e+000 —-2.937=+007 0.000=+000 O0.000=+000
14 -5.14%9=+007 -3 .467e+007 0.000e+000 —4 . 043=+007 0.000=+000 0.000=+000
15 -4 . 4772+007 —4 554=+007 0.000e+000 -4 . 264=+007 0.000=+000 O0.000=+000
16 —-3.599=+007 -5 .617e+007 0.000e+000 -4 215=+007 0.000=+000 0.000e+000
17 —-2.707e+007 —6.031e+007 O0.000e+000 -3 .851e+007 0.000=+000 O0.000e+000
18 -1.953e+007 -6 . 244e+007 0.000e+000 -3 .360=+007 0.000=+000 O0.000e+000
19 -1.463e+007 -5 .867=e+007 O0.000=e+000 —-2.980=+007 0.000=+000 O0.000e+000
20 —8.9922+006 —6.016e+007 0.000e+000 -2 .521=+007 0.000=+000 0.000=+000 :jl

Programa COSMOS/M

La tabla anterior muestra que los nodos pertenecientes a los elementos GAP
(3271) y (3262) pertenecientes a las lineas de contacto entre los cuerpos,
contienen los nodos (5) y (7) respectivamente. Para conocer los esfuerzos que se
desarrollan en estos elementos de contacto se busca la informacion contenida en
los nodos que los conforman, obteniendo el estado de esfuerzos en cada uno de

los elementos generados por el método de contacto (nodo-linea). Ver Fig. (15)

Si se desean conocer las deformaciones causadas en los elementos de contacto
se puede observar la (Fig. 16) de desplazamientos en la direccion (Y). Y luego
observar la tabla que contiene los desplazamientos en cada uno de los nodos que

forman parte de los elementos de contacto. (Ver Fig. 17)
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Figura 16. Deformacion en direccion Y

I,jﬁenStar 2.5 [64K Verszion]: rin - [Main]

MLIn DISF Step:S@ =1

mfile Edit Geometry Meshing PropSets LoadsEC Control  Display  Analysiz Besults  Windows  Help _|5’

x|

Dl=p_Y
1.21030E-007

-2.1399E-885
-4 .23920E-085
--E.4440E-AR5
H_—El -SAEANE-AAS
-0.AER1A7420
-0 .01 29000
-0.A015A520

-0.G00172040
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Figura 17. Tabla de desplazamientos

[l DISLIST 50.1,1.1705,1.0
Hode X 1z K v
1 8 027e-006 —6_ B02e—005 0 000e+000 0O 000=+000 O 000=+000 —1 445=—004
2 8 328=-006 —F 4492-005 0 000=+000 0. 000=+000 0. 000e+000 2 5292004
3 8 3762-006 -5.993=-005 0.000=+000 0.000=+000 0.000e+000 6. 111e-004
4 8.2272-006 -5.310e-005 0.000=+000 0.000=+000 0.000e+000 1. 362e-003
5 b 262e-006 —4 067=—005 0 000e+000 0O 000=+000 0. 000e+000 1 352e-003
B 1 Bl6e-007 -3 031e-005 0 000e+000 0 000=+000 0. 000e+000 -5 113=-005
7 —L 3572006 —4.066=-005 0.000=+000 0.000e+000 0.000=+000 -3 5872003
8 —7.186e-006 —5.318=-005 0.000=+000 0.000e+000 0.000=+000 -3 5712003
3 —7 420e-00f -5 390e-005 0 000=+000 0 000e+000 0. 000e+000 —2 £43=—003
10 —7 365e-00f —f 448=-005 0 000=+000 0 000e+000 0 000e+000 —2 262e-003
11 —7.003e-006 —6.797=-005 0.000=+000 0.000e+000 0.000=+000 -1, 790003
12 —4.068e-006 —6.761=-005 0.000=+000 0.000e+000 0.000=+000 —1.8292-003
13 -1 613e-00f —6 735e-005 0 000=+000 0 000e+000 0 000e+000 —1 785e—003
14 —f 6072009 —6 744s-005 0 000e+000 0 000e+000 0. 000e+000 —1 £7he—003
15 9.240=-007 —£.783=-005 0.000=+000 0.000=+000 0.000e+000 —1 533=-003
16 1.409=-006 —£.8482-005 0.000=+000 0.000=+000 0.000e+000 -1 413=-003
17 1 f87e-006 —F 932e—005 0 000e+000 0. 000=+000 0. 000e+000 —1 315=-003
18 1 B14e-006 -7 026e-005 0 000e+000 0O 000=+000 0. 000e+000 —1 232e-003
19 1.900=-006 —7.126e-005 0.000=+000 0.000=+000 0.000e+000 -1, 172=-003
20 1.890=-006 —7.2292—-005 0 000=+000 0. 000e+000 0.000e+000 —1.129e-003 =]
Programa COSMOS/M
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Estas dos figuras (16 y 17), nos indican que la deformacion sufrida por la rueda,
cuando se aplica la carga es aproximadamente de —4.067e005 [m] en el nodo (5)
y (7) que hacen parte de los elementos GAP (3262) y (3271) respectivamente, que

se cierran o entran en contacto con el riel por causa de la fuerza aplicada.

Con el fin de encontrar una mejor aproximacién del problema, se redefine la malla
para generar un numero mayor de elementos de contacto, y asi determinar hacia

adonde converge la solucion. (Ver Fig. 18)
Figura 18. Malla refinada

[ GeoStar 2.5 (64K Version): riel - [Main] E =B
ﬁEiIe Edit Geomety Meshing PropSetz LoadsBC  Contral  Display  Analpzsiz Hesults Windows: Help _Iﬁ'l

Programa COSMOS/M

Al redefinir la malla, se encuentra que los elementos GAP, que se cierran cuando

los dos cuerpos entran en contacto son cuatro.
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Figura 19. Solucién con malla refinada

Monlinear Analysis Yersion 2.5 September 1999 - riel
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100% Completed
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Programa COSMOS/V

Este analisis proporciona una mayor cantidad de datos que permiten determinar la
convergencia de la soluciéon. Si se observa tanto la (Figura. 20), como la tabla que
contiene los nodos pertenecientes a los elementos GAP ubicados sobre la linea

de contacto.

Figura 20. Gréfica de esfuerzos en malla refinada.

[l GeoStar 2.5 (64K Yersion): riel - [Main]
mEiIe Edit Geometry Meshing PropSets LoadsEC  Control  Display  Analysiz - Besults Windows  Help _Iﬁll
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Hode : A S5IG. Y = ! T4 Z

1 -1.250=+006 3. 205e+00c 0.000=+000 7. 36le+00c 0.000=+000 0O.000e+000
2 —2.651e+006 1.491e+006 0.000=+000 3.852e+006 0.000e+000 O0O.000=+000
3 —-1.229=+007 3.877e+006 0.000=+000 3.532e+006 0.000=+000 0.000e+000
4 —-4.065=+007 &.202e+006 O0.000=+000 2.006e+007 0O.000e+000 O0O.000=+000
5 —-3.54%9=+008 -4 .044=+008 0.000=+000 8. 1l6d4e+007 0.000=+000 O0O.000=+000
g —3.613=+008 -4 .7%4e+008 0.000=+000 1. 382e+007 0.000=+000 0.000e+000
7 —-3.192e+008 -4 .116e+008 0.000=+000 -8 935=+007 0.000e+000 O0O.000=+000
] —-3.686=+007 1.692e+007 0.000=+000 -1.488e+007 0.000=+000 0.000e+000
9 -1.305=+007 6.59%+006 0.000=+000 -2.714e+006 0.000e+000 O0.000=+000
10 -1.299=+006 2.695e+006 0.000=+000 -2 .559=+006 0.000=+000 O0O.000=4+000 ;J

[EI5TRLIST.50.1.1.0.1.1.1806.1.0 H[=

Hode

TAU ¥Z

“4182+007

.125=+007 0.000=e+000 7.446e+007 0.000=+000 0.000e+000
1629 —-4.721=+008 -4 955=+008 0.000=4+000 &.271e+007 O0.000e+000 0.000=+000
1630 -3.121=+008 -5.062e+008 0.000=+000 1.115=+008 0.000=+000 0.000=e+000
1631 -9.116=4007 -2 .553=+008 0.000=+000 1.254=+008 O0.000e+000 0.000=+000
1632 =7.966e+007 -1.623=+008 O0.000=+000 1.051e+008 O0.000e+000 0.000=+000
1633 —6.885e+007 —1.156=+008 0.000=+000 8. 635=+007 0.000=+000 0.000e+000
1634 —6.054=+007 -9.154=+007 0.000=+000 7.031e+007 O0.000e+000 0.000=+000
1635% -2.818e+008 —-6.506e+008 0.000=+000 1.18%7=+007 0.000=+000 0.000=e+000
1636 —-1.359=+008 -4 . 245=+008 O0.000=+000 1.108=+008 O0.000=+000 0.000=+000
1637 —6.646e+007 -3.614=+008 0.000=e+000 &.771e+007 0.000e+000 0.000=+000
1638 -5.191=e+007 -1.663=+008 0.000=+000 9.048=+007 0.000=+000 0.000=+000
1639 -5 22024008 —&.683=+008 O0.000=4+000 —&.2875e+007 O0.000e+000 0.000=+000
1640 —2.750=+008 -5.414=+008 0.000=+000 —-9.257=+007 0.000e+000 0.000e+000

Se encuentra que los elementos GAP que entran en contacto son (3454), (3459),
(3468) y (3476). Estos a su vez estan compuestos por los nodos (7), (1639), (5) y
(1629) respectivamente. De igual forma es posible analizar la variacién en la
deformacion de cada uno de los elementos GAP, por medio de la grafica y tabla

de deformacién en direccion (Y).

i i
1 7.904=-006 —6 9375-005 0 000s+000 0 000=+000 0 000s+000 & 227s-006
2 8 300=-006 —6 588e-005 0 0004000 0 000000 0 000s+000 4 481=-004
3 8 145006 —6 141e-005 0 0004000 0 000S+000 0 000s+000 7 4125-004
1 8 517e-006 —5 479-005 0 0004000 0 000=+000 0 000=+000 1. 537=-003
5 7 063e-006 —4 0565-005 0 0004000 0 000000 0 000s+000 1 3625-003
6 1.792e-007 -3 018=-005 0 000=+000 0 000=+000 0 000=+000 -5 066=—-005
7 -6 216e-006 —4 054=—005 0. 0004000 0 0004000 0 000=+000 -3 3725-003
8 -7 610e-006 -5 485-005 0. 0004000 0 0004000 0 000s+000 -3 233=-003
9 —7.5885-006 —6 145-005 0.000=+000 0 0004000 0 D00=+000 -2 360s-003
10 -7 464e-006 —6 595e-005 0.000=+000 0 0004000 0 0004000 —2 150s-003 |
[ZIDISLIST 50.1.1.1806.1.0 Sl=lE3

i i

3.852e-006 .382e-005 O0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000 2.333e-003
1627 3.221e-007 -5.493=-005 0.000e+000 O0.000e+000 O.0002+000 4.511=—004
1628 4.0442-008 —6.202e-005 0.000e+000 0O.000e+000 0.000e+000 6 .828=-006
1629 4. 362e-006 -3 .537=-005 0.000e+000 O0.000e+000 O0O.000=+000 1.24%9=—003
1630 1.550e-006 -3.940=-005 0.000e+000 O0.000e+000 O.0002+000 1.360=—003
1631 -2 647e-007 -5.058e-005 O0.000=+000 O0.000=+000 0.000e+000 4. 136e-004
1632 -4 203e-007 -5.570e-005 O0.000e+000 O0.000e+000 0.000e+000 1.497=-004
1633 -4.064e-007 -5.941e-005 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000 -1.30%=-005%
1634 -3 .181e-007 —6.159=-005 O0.000=+000 0.000e+000 0.000e+000 -1.534e-005
1635 4.871e-007 -3 6242-005 0.000e+000 O0.000e+000 O.0002+000 6. 845=—004
1636 1.638=-007 -4 367=-005 0.000=+000 0O.000e+000 0.000e+000 7.447=-004
1637 -2 .019=-007 -4 .732e-005 O0.000=+000 0.000e+000 0.000e+000 3.104e-004
1638 -6.575e-007 -5.685e-005 O0.000e=+000 O0.000e+000 0.000e+000 -3.292e-005
1639 -3 .512e-006 -3.536e-005 O0.000=+000 O0.000e+000 0.000e+000 -3.3%6e-003
1640 -3 .453e-007 -3.892e-005 O0.000=+000 0.000=+000 0.000e+000 -1.451e-003
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Figura 21. Grafica de desplazamientos en malla refinada.
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Programa COSMOS/M

16.4 ANALISIS DE RESULTADOS.

Con el fin de analizar los resultados obtenidos en las dos soluciones, y determinar
hacia donde converge la solucion, se presentan los resultados en la siguiente

tabla. Una buena aproximacién para efectos de disefo, consiste en tomar el valor

mas grande de esfuerzos y deformaciones, con el fin de

seguridad mayor.

La tabla contiene la magnitud de los esfuerzos de contacto y desplazamientos en
cada uno de los elementos GAP ubicados sobre la superficie de la rueda;
Inicialmente se presentan los resultados de los 2 elementos GAP que entran en
contacto con la superficie del riel y en la segunda parte de la tabla se presentan
los resultados de cuatro elementos GAP ubicados sobre la superficie de la rueda y

que entran en contacto con la superficie del riel, una vez redefinida la malla.
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Solucién N° 1

Elemento GAP | Nodo que conforma | Esfuerzo en direccion (Y) | Deformacion en direccion

Que se cierra | elemento GAP [Pa] (Y) [m]
3262 7 -4.786e008 -4.066e-005
3271 5 -2.808e008 -4.067e-005

Solucién N° 2

Elemento GAP |Nodo que conforma | Esfuerzo en direccion (Y) | Deformacion en direccion

Que se cierra | elemento GAP [Pa] (Y) [m]

3454 7 -4.116e008 -4.054e-005
3459 1639 -6.683e008 -3.536e-005
3468 5 -4.044e008 -4.056e-005
3473 1629 -4.955e008 -3.537e-005

Para efectos de disefio, se aconseja tomar el valor mas critico, en este caso se
tomara el mayor valor de esfuerzos de contacto, con el fin de garantizar que si se
llegara a presentar un esfuerzo de esta magnitud en la rueda, esta resista la

deformacién causada.

Los datos obtenidos en COSMOS/M son verificados con los datos arrojados por el

programa Matlab, que permite conocer los esfuerzos de contacto entre superficies.

File Edit Window Help
De|sE=E = aiEe

Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 1: 8.28

Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 2: 8.28

Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 1: 218e9

Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 2: 218e9

Ingrese la carga aplicada a los cuerpos en contacto: 4900888

Ingrese la longitud de los cilindros en contacto: 8.1

Ingrese el radio para el cuerpo 1: 8.5

Ingrese el radio para el cuerpo 2: a8

Ingrese el coeficiente de friccidn entre los cuerpos si hay F tangencial: 8
a longitud [mm] del semi eje mayor del area de contacto es [mm]: 9.88523257

residn en el area de contacto es [mm]: 5.96158e+008

1 esfuerzo principal en direccidn del eje ¥ es [Hpa]: -3.33785e+088
1 esfuerzo principal en direccidn del eje ¥ es [Hpa]l: -5.9593e+008
1 esfuerzo principal en direccidn del eje Z es [Mpa]l: -5.96158e+0088

1 maximo esfuerzo cortante es [Mpal: 1.78847e+0088

1 esfuerzo cortante octaedrico es [Mpa]: 1.68963e+008

a maxima deflexion en la linea de contacto es [mm]: 3.72775e-865:
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Segun los datos obtenidos en Matlab, el maximo esfuerzo de contacto en la
direccion de la carga (Eje Z), es de —596.158 Mpa. Comparando los resultados
obtenidos en Matlab (-596.158 Mpa) y el maximo valor obtenido en COSMOS/M (-
668.3 Mpa) nos indica que la el programa en Matlab presenta una variacién del
10.79% con respecto a los datos obtenidos en COSMOS/M, lo que nos indica un

porcentaje de error relativamente bajo.

Para efectos de calculos, se observa que los resultados obtenidos con el
programa Matlab, son bastante aproximados teniendo en cuenta el tiempo
invertido en la modelacion y analisis de un problema de contacto en el software
COSMOS/M.

17. APLICACION DE TEORIA DE HERTZ A PROBLEMAS DE CONTACTO

17.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA.

En el disefio de un sistema de sujeciéon de tuberia de aluminio, similar al mostrado
en la foto, se selecciono un sistema neumatico que moviera los topes de sujecion

hacia la tuberia.

Cortadora de Banco EMMA Y CIA.
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Para evitar el aplastamiento de la misma se instalaron un compuesto de goma en

la superficie de los topes.

Tomando como referencia él catalogo de la Festo, se selecciona el cilindro
neumatico adecuado para la aplicacion requerida. En este caso es necesario
seleccionar un cilindro de doble efecto y amortiguado en el final de carrera, con el
fin de evitar que el accionamiento del mismo, maltrate o deforme el material

cuando lo sujeta contra la superficie de corte.

El cilindro escogido para esta aplicacion es el siguiente:
Tipo DNC-@32-250mm-PPV-K5
Roca en vastago M10 x 1.25

Se desea determinar los esfuerzos de contacto, que se presentan en la superficies
de la tuberia de aluminio, con el fin de conocer el grado de deformacién que este
sistema pueda causar sobre el material.

La presidon suministrada por en la planta es de 70 psi = 482633.01Pa

Con estos datos, calculamos la fuerza suministrada por el sistema:

o o F
P24 (& DY)s

.P*(Q*Dz) .482633.01Pa*(;é;*0.0322)
4 4

F @388.156 N

F : Fuerza suministrada por el sistema de sujecién [N]
A : Area del embolo del cilindro neumatico

P : Presiéon neumatica suministrada por la planta. [Pa]
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El tipo de tuberia escogida para el analisis en elementos finitos fue la que presenta

mayor diametro y menor espesor de pared, con el fin de evaluar la situacion mas

critica cuando esta sometida a la presion neumatica suministrada por el sistema.

Estos datos fueron obtenidos del catalogo de tuberia de aluminio de la empresa

Alumina S.A

¢ ™

I . . .

1 - Tubos circulares / Circular pipes
REFSRENCIA CAMEMEIDH & CIMEMEIDH B FEED | WEISET FERMETRD | FERMETER
REFEREMCE pig mm =T mm ipie tm L E] mm

32 13830 & 47 e axar 1e.E8 428 ED
L kit 1.0 o 440 215 A4t na. 23250
QWD 2740 K] A2 1380 M .08 250.ED
aTaY 17240 0158 gl ] 5230 AdE2E naa HLE
2THE 4730 05T T [P 2347 SET 14522
118 4000 T 400 02358 DEB an LI0
1.768 000 Lo} 250 04T 1o &7 137.90
1.9 4000 el 23 3 oms 453 12528
1822 4.0 R A AT 1.00% 210 12543
2T oa AT T0ED 1437 aen Eia neH
nre T el ] 1.1 T oz QEr .59
ox3 B0 [ele-0] 1.3 oo nors ose =Rk
2542 TLED e 2 1053 .87 5I3 25T
1M .3 R 1.7% Lk ) n¥ez Ak 13037
avad 13200 0336 L5 241 Bz EED ara
o i [l ] 1.1 ogs2 noez 1.2 -]
¥ -1} elin:] 200 ek L0 1.8z SIE 23582
1965 3000 ouaTe 200 Lok L oe? &8 13708
il TNED Lle g 230 an nad 258 wImr
2104 o 18 A 9% .82 bl 17507
A I 158 (e 2900 axs BD.E0 2300
&104 13673 1] A g1 12148 584 dRETD
0 1ie &z L ) sz m £5.72
DLy 1400 DLIET 4E 0247 L2 L= .58
13 40 o [1Ls] 0204 0L 4T3 1204
i 100 &0 (uDE 233 a2 1.503 2T w2
1.ESD 2700 82 &TE i an3 28 14723
1278 300 Bl oam 1.7 43 10558
1.1%: WA DET 20 ek ) nxaz ) Fam
1 2&0 E200 e A0 ik 1.7 17 13478
1 3 f-a | & [ ek ATTE 542 258
Rz {1} Baziumve S ribbigllioaicn - Pifr g =, i Thave 31 Bztee- Szom
(&} Cibndros numancos - Filumanical ol nois ) Mcicos Scackies - Sicpciin
L 3 IR DanCiNGD - PRnCHUTm _,jl
B

Catalogo de Alumina S.A

Una vez determinada la fuerza con la que el mecanismo de sujecion presiona la

superficie de la tuberia de aluminio se procede a realizar la modelaciéon en el

software COSMOS/M, para esto se presenta el archivo un archivo (*.txt) que

contiene las instrucciones necesarias para modelar el problema.
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17.2 DEFINICION DE GEOMETRIA

Definicién de propiedades de elementos

PropSets> ElementGroup
EGROUP,1,S0LID,0,1,0,0,0,0,0,0

Generacion de puntos para dibujar tubo de aluminio

Geometry>Points>Define
PT,1,0.06,0,-0.0508
PT,2,0.06,0.0508,-0.0508

Especificacion del plano de trabajo.

Geometry>Grid>Plane
PLANE,X,0,1

Generacion de circulo por medio de curvas con angulos de 268°, 4° y 88° con

centro en P2(0.06,0.0508,-0.0508) y extremos en puntos 1, 5, 6 respectivamente.

Geometry>Curves>Circle in plane
CRPCIRCLE,1,2,1,0.0508,268,3
CRPCIRCLE,4,2,5,0.0508,4,1
CRPCIRCLE,5,2,6,0.0508,88,1

Generacion de puntos para dibujar superficie interior del tubo de aluminio
Geometry>Points>Define
PT,7,0.06,0.00225,-0.0508
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Generacion de curvas para dibujar superficie interior del tubo de aluminio

Geometry>Curves>Circle in plane
CRPCIRCLE,6,2,7,0.04855,268,3
CRPCIRCLE,9,2,10,0.04855,4,1
CRPCIRCLE,10,2,11,0.04855,88,1

Generacion de superficies para extrusion de tubo de aluminio.

Geometry>Surface > Surface with 2 Curves
SF2CR,1,6,1,0
SF2CR,2,7,2,0
SF2CR,3,8,3,0
SF2CR,4,9,4,0
SF2CR,5,10,5,0

Generacion de Volumen por extrusiéon de superficies.
VLEXTR,1,5,1,X,-0.16

Generacion de puntos para dibujar sujetador de aluminio.
Geometry>Points>Define

PT,22,0.06,0,0.01

PT,23,-0.1,0,0.01

PT,24,-0.1,0,.04
PT,25,0.06,0,0.04
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Generacion de curva para definir superficie de extrusion de sujetador.

Geometry>Curves>Line with 2 Points
CRLINE,41,23,22
CRLINE,42,22,25
CRLINE,43,25,24
CRLINE,44,24,23

Generacion de superficies para extrusion de sujetador de aluminio.

Geometry>Surface > Surface with 4 Curves
SF4CR,26,41,42,43,44,0

Extrusion de superficie que define sujetador de aluminio.

VLEXTR,26,26,1,Y,0.1016

Generacion de puntos para dibujar la superficie de goma que recubre el sujetador

de aluminio.

Geometry>Points>Define
PT,30,0.06,0,0
PT,31,-0.1,0,0

Generacion de curvas que da forma a la geometria de superficie protectora.

Geometry>Curves>Line with 2 Points
CRLINE,53,23,31
CRLINE,54,31,30
CRLINE,55,30,22
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Generacion de superficie para extrusion de protector de goma.

Geometry>Surface > Surface with 4 Points
SF4PT,32,23,22,30,31,0

Extrusion de superficie de goma.

VLEXTR,32,32,1,Y,0.1016
SCALE,0

Asignacién de propiedades de Material y mallado de superficie de goma.

PICK_MAT,1,RUBBER,SI
M_VL,7,7,1,8,20,2,6,1,1,1

Asignacioén de propiedades de Material y mallado de sujetador y tubo de aluminio.

PICK_MAT,2,AL_6061,SI
M_VL,1,3,1,8,12,2,20,1,1,1
M_VL,5,5,1,8,12,2,20,1,1,1
M_VL,4,4,1,8,4,2,20,1,1,1
M_VL,6,6,1,8,20,3,6,1,1,1
ACTECLR,1,MP, 1

NMERGE, 1,4620,1,0.00001,0,1,0
NCOMPRESS, 1,4620

Asignacién de fuerza que actua sobre el sistema de sujecion.

FND,3938,FZ,-388.156,3938,1
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Asignacion de restricciones en desplazamientos.

DSF,26,UY,0,32,6,
DCR,23,UY,0,23,1,
DCR,22,UX,0,22,1,UZ,

Seleccion de elementos GAP (nodo - superficie) para problemas de contacto.

PropSets> ElementGroup
EGROUP,2,GAP,1,0,0,2,4,1,0,0

Asignacién de constante asociada a elementos GAP, donde la distancia relativa

entre nodos es cero.

PropSets>Real Constants
RCONST,2,2,1,1,0

Seleccion de superficies de contacto entre superficie de goma y tubo de aluminio.

Analisis> non lineal> contact > NL_GSAUTO
NL _GSAUTO,1,21,1,36,36,1,1

Asignacion de parametros para analisis no lineal.

CURDEF,TIME,1,1,0,0,10,10
TIMES,0,1,0.1
NL_PLOT,1,10,1,0
EDELETE,2681,2701,1

C* R_NONLINEAR
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17.3 SOLUCION DEL PROBLEMA

El analisis no lineal estatico, del problema modelado y resuelto en COSMOS/M,
proporciona una solucién con 21 elementos GAP, que se cierran durante la

ejecucion del problema, tal como se observa en la (Figura. 22).

Figura 22. Fuerza en elementos GAP en contacto superficial.
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Los resultados mostrados en la (Figura. 22), contienen el valor de la fuerza normal
que actua sobre cada uno de los elementos GAP que se cierran durante la
ejecucion del programa. Estos elementos estan compuestos por nodos, los cuales
contienen la informacién del estado de esfuerzos y deformaciones en cada uno de

los puntos de contacto.

La (Figura. 23), muestra los esfuerzos generados en le sistema, cuando la fuerza

suministrada por el cilindro neumatico presiona la superficie del tubo de aluminio.
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Figura 23. Estado de esfuerzos en sujetador neumatico en direccion (Z).
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Figura 24. Esfuerzos en sujetador neumatico.

m STRLIST.10.1.1.0.1,3535.3695.8.0

Hode =1 f T
3535 -6 —4 333=+007 -1 591e+006 -6 G53=+005 6
3543 -1 .091e+007 -3 . 989=+007 -1 147e+007 —6.234e+005 &
3551 -1.785e+007 —4 321e=e4007 -1 45824007 -4 .852=e4005 2.518e+005 -2 . 60%=+006
3559 -2 042=+007 —4 578=+007 -1 579%=+007 -2 790=+005 7 032e+004 -2 79%=+006
3567 —2.090e+007 —4 675=4007 -1 657e+007 -1.513=4005 1.392e+004 -2 936e+006
f
a
g
3
1

276=+005 1. 462e+004
104e+005 —1.908e+006

3575 —2.091=+007 —4 698=+007 -1.683=+007 —9.511=+004 6. 765=+003 -2 993=+006
3583 —2.096=+007 —4 707=+007 -1 699=+007 -5.896=+004 B8 704=+003 -3 026=+006
3591 —2.105e+007 —4.715e+007 —1.705e+007 —3.551e+004 6.1992+003 —3.042=+006
3593 —2.111=+007 —4.722=+007 -1.7082+007 —2.18%=+004 3. 790=+003 —3.047=+006
3607 —2.114e+007 —4.7252+007 -1.7089e+007 —1.02%+004 1. 398=+003 -3 050=+006
3615 —2.115e+007 —4.727=+007 —1.709e+007 —9.538+000 4. 301=+000 —3.049=+006
3623 —2.114=+007 —4 . 725=+007 -1.709=+007 1.027=+004 —1 394=+003 -3 050=+006
3631 —2.111e+007 —4.722e+007 -1.708e+007 2.183e+004 —3 79424003 —3.047=+006
3639 —2.1052+007 —4 . 715=+007 -1.705=+007 3.852e+004 —6 203=+003 —3.042=+006
3647 -2 .0962+007 —4 707=+007 -1 699=+007 5.896=+004 —8 704=+003 -3 026=+006
3655 —2.091e+007 —4.698e+007 —1.683e+007 9.510e+004 —6. 766=+003 —2.993=+006
3663 —2.090=+007 —4 675=+007 -1.657=+007 1.513=+005 —1.392=+004 -2 936=+006
3671 —2.042e+007 —4 .578=+007 -1 .578e+007 2.790e+005 —7 032=+004 -2 799=+006
3679 —1.785e+007 —4.321=+007 —1.458e+007 4.853e+005 —2 518=+005 —2. 609=+00%
3687 —1.091=+007 —3.989=+007 -1 .142e+007 6.234+005 -5 104=+005 -1 908=+006
3695 —6.068c+006 —4 333e+007 -1 .591e+006 6.5532+005 —6.2762+005 1. 465e+004

Programa COSMOS/M
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La (Figura. 24), muestra la lista de los esfuerzos en la direccién (Z), en cada uno
de los nodos sobre la curva de la tuberia que entra en contacto con el sujetador
neumatico, donde el maximo esfuerzo es de —17.09 Mpa. Es importante anotar
que cada uno de los nodos listados en la figura anterior hacen parte de los

elementos GAP, creados para el analisis de contacto entre las superficies.

Otro aspecto importante a conocer es la deformacion en direccion (Z), que se

presenta en los mismos nodos, los cuales se muestran en la (Figura. 25).

Figura 25. Deformacién en sujetador neumatico en direccion (Z).
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Los resultados mostrados en la (Figura. 24), son complementados con la lista de

desplazamientos en cada uno de los nodos que constituyen los elementos GAP en

la superficie de contacto. (Ver Figura. 26)
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Figura 26. Desplazamientos en sujetador neumatico.

2l DISLIST.10.1,3535,3695.8.0 =
Hode  UX Uy 2 RY RZ

3535 1.416=—-006 3.190=-005 —5.666e—004 0.000=+000 0.000=+000 0O.000=+000 <
3643 3.371e-007 2.1992-005 -5 6232004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3551 4.367e-008 3.203e-005 -5.625e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000
3EE9 £ 4782008 3.202e-005 —5.6342-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3567  B.052e-008 3.200e-005 -5.640e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3575 7.412e-00% 3.198e-005 -5.6432-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3583 5.136e-008 3.196e-005 -5 6442004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3591 3.430e-008 3.195e-005 -5.645e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000
3699 2.001e-008 32.1942-005 -5 6462004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3607 9.9292-009 3.193e-005 -5.647e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000
3615 —4.2182-011 3.1932-005 -5 £47e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3623 -1.001e-008 3.1932-005 -5 6472004 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000
3631 -2.009e-00% 3.194e-005 -5.646e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3639 -3.4382-008 3.1952-005 -5 6452004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3647 -5.1442-008 3.196e-005 -5.6442-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000
3EEL 7 4192008 32.1982-005 -5 6432004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3663 -0.060e-008 3.200e-005 -5.640e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000
3671 -5.4852-008 3.202e-005 —5.634e-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3679 -4.375e-008 3.2032-005 -5 625e-004 0.000=+000 0.000=+000 0.000=+000
3687 -3.371e-007 3.199e-005 -5.623=-004 0.000e+000 0.000e+000 0.000e+000
3695 -1 416=-006 3 190e—005 -5 666=—004 0 000=+000 0.000=+000 0. 000=+000 X

Programa COSMOS/M

Con base en los resultados mostrados en la Fig.(25 y 26), se puede concluir que el
maximo grado de deformacién en la direccion (Z) es de -0.0005647 m;

aproximadamente 0.5647mm.

Otro de los aspectos importantes a tener en cuenta en este analisis, es la
utilizacion de elementos GAP, en la superficie del tubo de aluminio, con el fin de
determinar los esfuerzos normales en la superficie generados cuando los cuerpos
entran en contacto. En este tipo de analisis con elementos GAP, es
indispensable borrar los elementos GAP que coinciden con los nodos de contacto

entre las superficies, ya que estos de por si ya estan en contacto.
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17.4 ANALISIS DE RESULTADOS.

Comparando los resultados obtenidos en el software COSMOS/M, donde el
maximo esfuerzo de contacto en la direccién (Z) es de —17.09 Mpa; y el maximo
grado de deformacién en la direccion (Z) es de -0.0005647 m; aproximadamente
0.5647mm.

Este resultado se compara con el maximo valor de esfuerzo de impacto permisible
para este tipo de colision, cuyo valor es de 237 Mpa, lo que nos indica que los
esfuerzos producidos en la tuberia esta 8.89 veces por debajo del maximo

esfuerzo de impacto permisible para la tuberia de aluminio.

17.5 ANALISIS EN PROGRAMA MATLAB

El analisis en Matlab, requiere determinar la fuerza de impacto suministrada por el
sistema neumatico al mecanismo de sujecién, la cual fue de 388.156 N. Para
continuar con el analisis, es necesario asumir el contacto entre dos superficies de
aluminio, teniendo en cuenta que los topes de sujecidon son fabricados en

aluminio, y estos son los que dan rigidez al sistema.

Con los datos anteriores, procedemos a ingresar los datos necesarios para
realizar el calculo de los esfuerzos de contacto en la superficie de la tuberia de

aluminio, cuyas propiedades mecanicas son:

C* MATL:AL_6061 : ALUMINUM 6061 ALLOY
C*EX 0.69E+11 Pascals
C*NUXY 0.33

Estas propiedades fueron tomadas de la libreria del programa COSMOS/M.
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El maximo esfuerzo de contacto en direccion (Z), arrojado por el programa Matlab
es de —23.503 Mpa, el cual comparado con el maximo esfuerzo de contacto en la
direccion (Z) obtenida  con el programa COSMOS/M de -17.09 Mpa, se

observa que el porcentaje de error es del 37.52%.

Figura 27. Solucion en Matlab.

—
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Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 1: 08.33
Ingrese el coeficiente de poisson para cuerpo 2: 0.33
Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 1: 69e9
Ingrese el modulo de elasticidad para cuerpo 2: 69e9
Ingrese la carga aplicada a los cuerpos en contacto: 388.156
Ingrese 1la longitud de los cilindros en contacto: 08.16
Ingrese el radio para el cuerpo 1: g.8588
Ingrese el radio para el cuerpo 2: [{]
Ingrese el coeficiente de friccidn entre los cuerpos si hay F tangencial: a
a longitud [mm] del semi eje mayor del area de contacto es [mm]: 6.36625e-0085

resién en el area de contacto es [mm]: 2._42595e+007

1 esfuerzo principal en direccidn del eje X es [Hpa]: -1.57598e+087
1 esfuerzo principal en direccidn del eje ¥ es [Mpa]: -2.35034e+007
1 esfuerzo principal en direccidn del eje 2 es [Hpa]: -2.42536e+0087

1 maximo esfuerzo cortante es [Mpa]: 7.27786e+0086
1 esfuerzo cortante octaedrico es [Hpa]: 6.55008e+886
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Programa COSMOS/M

El error relativo encontrado entre las dos soluciones, difiere en un 37.52%; sin
embargo hay que tener en cuenta que la solucién en Matlab, supone un contacto
directo entre dos piezas de aluminio, y no tiene en cuenta la cubierta de goma que

recubre el sujetador de aluminio con el fin de disminuir el impacto con el tubo.

Analizando los resultados obtenidos con los dos Software, se concluye que los
resultados en Matlab para piezas con mas de dos materiales involucrados, no son
muy precisos, pero permiten obtener de forma rapida un valor aproximado que de
los esfuerzos de contacto, sin la necesidad de emplear varias horas en el analisis

y modelacién de un problema en COSMOS/M.
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18. RECOMENDACIONES

El programa en Matlab entrega los resultados en el sistema de unidades (M.K.S),
lo que indica que los datos de entrada deben introducirse en este mismo sistema
de medida; sin embargo es posible emplear otro sistema de unidades siempre y
cuando guarde consistencia con las unidades de los datos de entrada, a fin de

asegurar una adecuada interpretacion de los datos arrojados por el programa.

El programa cuenta con un archivo que contiene un tutorial, que facilita la
manipulacion del programa e indica cada uno de los pasos a seguir una vez se

ingresa al menu inicial.

Un aspecto importante a tener en cuenta durante la modelacion del problema de
contacto es COSMOS/M, consiste en hacer coincidir nodo a nodo las superficies
de los cuerpos analizados, ya sea en un punto para el caso de superficies
esféricas o los nodos a lo largo de una linea de contacto para el caso de

superficies cilindricas.

Una vez verificada la coincidencia de los nodos, se procede a eliminar los nodos
repetidos con el fin de garantizar el contacto entre los dos cuerpos modelados y

asi evitar que el programa emita error durante la ejecucion.

El otro punto importante, hace referencia al tamafo del mallado de cada uno de
los cuerpos analizados, ya que de este dependen los resultados obtenidos al
ejecutar el programa. Si la malla es muy grande y la distancia entre nodos es
mayor con respecto a la deformaciéon de los cuerpos, estos nunca entraran en

contacto arrojando resultados nulos o erréneos.
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