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Introduccion

En el siglo pasado fueron muchos los avances que se dieron en las
ciencias bioldgicas, en particular, en la fisiologia humana con la utilizacion
de los modelos matematicos para acercarnos a la comprension de su
fenomenologia fisioldgica, en especial con las ecuaciones diferenciales tanto las
ordinarias como las parciales. S6lo por mencionar algunos de los principales
investigadores en este campo tenemos a Hodkin y Huxley en (1952),
[25, 26, 27, 29]; FitzHugh-Nagumo (1961), Hirota, Satsamo (1987), quienes
han colaborado con una serie de modelos matematicos de gran aplicabilidad
en la fisiologia humana, mostrando el acercamiento con otras disciplinas de
las ciencias exactas para la interpretacion y esclarecimiento del fenémeno
afrontado. Los avances en la computacion hace posible simulaciones en
tiempo real de los fenémenos y esclarecer los procesos 6ptimos que utiliza
la fisiologia para completar sus procesos funcionales [19].

Desde los siglos XVIII y XIX se ha utilizado la terapia eléctrica
para el tratamiento de diversas arritmias. Actualmente se considera el
tratamiento de descargas eléctricas para algunas de ellas, por ejemplo,
para la fibrilaciéon. Carl y colaboradores describieron la induccion de la
fibrilacion ventricular al aplicar corriente galvanica en corazones de perro
en 1850. Posteriormente, Jhon Mewilliam estudié que la electricidad podia
inducir fibrilacién ventricular en un modelo canino. Esta teoria fue utilizada
posteriormente por Batelli y Prevost para demostrar que no sélo se inducia
fibrilacién ventricular, sino que ademas, usando la misma corriente se podia
terminar esta arritmia. La teoria mas usada en el mecanismo de la fibrilacion



2 Introduccién

auricular es la propuesta por Moe, quien proponia que la perturbacién de la
fibrilacion auricular obedecia a multiples frentes de onda viajando a través
de la auricula.

Para tratar ciertos desérdenes cardiacos se utilizan corrientes eléctricas
externas como terapia, como es el caso de la fibrilacion o Taquicardia
Ventricular (TV) que se manifiesta como un ritmo acelerado y cadtico del
corazon, el cual impide el bombeo de la sangre al resto del organismo. En este
caso, la victima necesita una descarga eléctrica de desfibrilaciéon para corregir
el ritmo del corazén [11, 35, 40, 41, 67]. Este fenémeno ha permitido que se
estudien modelos matematicos para analizar la dinamica y el comportamiento
de estas descargas eléctricas, en particular, la ecuacion eléctrica del cable,
los principios de Kirchhoff y Coulomb, son la base para comprender el
fenémeno de la fibrilacién, entendida como una cardiopatia originada por
una produccién desordenada de potenciales eléctricos en diferentes puntos
del corazon [5, 20, 52, 53].

El objetivo del presente trabajo es conocer y describir el proceso
eléctrico en el tejido cardiaco como un fenémeno que puede ser modelado
matematicamente. Esta monografia se apoya en el Trabajo de Investigacion:
FEstudio del modelo matemdtico en la desfrilacion cardiaca de Walter Ciro
y Gustavo Guevara y los apuntes del profesor Jairo Villegas. El estudio del
modelo bidominio se basa en los articulos de Keener, [34, 35, 36, 37, 38, 39].
En ningin momento se pretende que el material expuesto en esta monografia
sea completamente original, nuestro aporte esta en presentar los desarrollos
matematicos, que por lo regular, en los articulos estudiados no se presentan, y
la implementacion computacional del modelo bidominio utilizando el método
de los elementos finitos.

El trabajo estd organizado en tres capitulos. En el primero se expone en
forma general el funcionamiento del corazén como una bomba que distribuye
a los diferentes organos la sangre rica en oxigeno y recoger la sangre
rica en didxido de carbono (véase, p.e., [21]). En el segundo se presentan
algunos modelos matematicos que caracterizan la actividad eléctrica del
tejido cardiaco, como el modelo de Hodkin y Huxley, FitzZHugh-Nagumo,
la ecuacion del cable y el modelo bidominio [25, 26, 27, 29, 22, 34, 35, 39]. En
el tercero se describe la actividad eléctrica del tejido cardiaco y se utiliza el
método de elementos finitos para resolver la ecuacién del modelo bidominio
[13, 50, 60, 67].



CAPITULO 1

Fisiologia del corazon

El corazéon es un organo muscular situado en la cavidad toracica
directamente detras del esternén. Sus paredes estan formadas por tejido
muscular cardiaco, reforzado por bandas de tejidos conectivo. Todo el érgano
esta recubierto de una bolsa fibrosa resistente, de tejido conectivo que se
llama pericardio. La superficie interna de este saco y la superficie externa del
corazon estan cubiertas de una capa lisa de células parecidas a las epiteliales,
sobre las que se extiende un liquido que reduce la friccién al minimo al latir
el corazon.

Tanto el corazén como todos los vasos estan revestidos de una capa de
células lisas y aplanadas, el endotelio, el cual evita que la sangre se coagule en
el interior del sistemas circulatorio. Toda enfermedad o lesion del endotelio
que provoque en el mismo una superficie rugosa, puede ser motivo de un
trombo en la cavidad.

El objetivo de este Capitulo es estudiar de manera breve la fisiologia del
corazon, con el propodsito de conocer algunas de las propiedades especiales del
musculo cardiaco y el funcionamiento del corazén en general. Para un estudio
profundo sobre la fisiologia del corazén, véase por ejemplo, [4, 16, 21, 33, 65].
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1.1. El sistema circulatorio

El corazon, los vasos sanguineos y la sangre en si misma son tres
componentes esenciales que requiere el cuerpo para sobrevivir. El sistema
circulatorio consiste en dos circuitos separados por los cuales viaja la sangre
(el pulmonar y el sistémico). El circuito pulmonar lleva la sangre a los
pulmones para ser oxigenada y la regresa al corazén. En los pulmones es
removido el didxido de carbono de la sangre y el oxigeno es tomado por
la hemoglobina en los globulos rojos. El circuito sistémico lleva la sangre a
través del cuerpo para distribuir el oxigeno y regresa la sangre desoxigenada
al corazon. La sangre sin oxigeno llega a la auricula derecha (AD) a través de
las venas cavas superior e inferior (VCS y VCI); de la auricula derecha pasa
al ventriculo derecho (VD) a través de la valvula tricuspide. El ventriculo
derecho se contrae y envia la sangre a la arteria pulmonar (AP) a través
de otra valvula (la pulmonar) que evita que la sangre retroceda hacia el
ventriculo. La arteria pulmonar se bifurca en dos arterias una para el pulmoén
derecho y otra para el izquierdo (en el esquema de la circulacién normal,
s6lo se presenta una arteria pulmonar). En el pulmén se oxigena la sangre
y regresa ya oxigenada a la auricula izquierda (Al) a través de las venas
pulmonares. De la auricula izquierda pasa al ventriculo izquierdo (VI) a
través de la vélvula mitral y del ventriculo izquierdo a la aorta (AO) a través
de otra véalvula (adrtica). De la aorta nacen innumerables ramas que llevan
la sangre a todos los 6rganos y tejidos. Las primeras de estas ramas son las
arterias coronarias que llevan sangre oxigenada al propio corazén, a la masa
muscular cardiaca o miocardio de la que extrae el oxigeno necesario para
seguir latiendo. Los deméas 6rganos también extraen el oxigeno. La sangre ya
sin oxigeno regresa al corazén, a la auricula derecha, a través de las venas
cavas (VCS y VCI), cerrandose el ciclo.

Siguiendo el diagrama mostrado en la Figura 1.1 podemos describir el
camino de la circulacién tanto en el corazén como en nuestro cuerpo. El
recorrido de la sangre se inicia en el ventriculo derecho (1) y se bombea la
sangre por la via (2), hacia las dos arterias pulmonares. Cuando la sangre
fluye a través de los capilares pulmonares (3), estos descargan COq y cargan
O, a la sangre. La sangre rica en oxigeno fluye hacia atras a la auricula
izquierda, por las venas pulmonares (4). La sangre rica en oxigeno fluye de
la auricula izquierda hacia el ventriculo izquierdo (5) (cuando el ventriculo
se abre, la auricula se contrae). La sangre del ventriculo izquierdo pasa a la
aorta (6), que lleva la sangre rica en oxigeno al sistema superior (7) y tiene
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también una ramificacién de arterias hacia abajo (8), que abastece los érganos
abdominales y a la parte més baja del cuerpo. Las arterias transportan la
sangre a través de las arteriolas, las cuales por turnos la transporta hacia los
capilares. Los capilares se retinen en vénulas que drenan e intercambian la
sangre rica en oxigeno por sangre pobre en él. La sangre pobre en oxigeno de la
parte superior del cuerpo es llevada por una vena grande, la cava superior(9).
Igualmente ocurre con la sangre pobre en oxigeno que es drenada y llevada
desde la parte inferior por medio de la vena cava inferior (10). Las dos venas
cavas llevan su sangre a la auricula derecha (11). Cuando el flujo de sangre
pasa de la auricula derecha, al ventriculo derecho se completa el recorrido de
la sangre por el cuerpo humano.

CGapilares
7] superiores del
Yena Cava superior Cuerpo
Arteria Pulmonar Arteria Pulmonar
Capilares

Lado Derecho

Yena Pulmonar
Atria Yena Pulmonar
Derecha ) Adria
Vena Cava —~ A lzquierdo
inferior / Aorta
. ' Capilares
Yentriculo g Interiores del
Derecho o Cuerpo
Yentriculo
Izquierdo

Figura 1.1. El sistema circulatorio.
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1.2. Fisiologia del corazoén

El corazén esta compuesto por tres tipos principales de musculo: el
auricular, el ventricular y las fibras musculares excitadoras y conductoras
especializadas. Los tipos de musculo auricular y ventricular se contraen muy
rapidamente, comparado con el musculo esquelético. Las fibras excitadoras
y conductoras especializadas se contraen soélo débilmente debido a que
contienen pocas fibrillas contractiles. El musculo cardiaco es una cavidad
de muchas células miocardicas, todas interconectadas, de tal forma que si
se excita una de estas células, el potencial de accién se extiende a todas
ellas. Para que la bomba funcione adecuadamente es necesario que las redes
de fibras (miocitos) que conforman el musculo auricular y ventricular se
contraigan uniforme y sincrénicamente, lo que dispone de una gran union
entre los miocitos dado por los discos intercalares, que es una membrana
que permite el flujo libre de iones, entre células, para permitir que el
estimulo eléctrico, potencial de accién, de un extremo se trasmita linealmente.
El corazon se compone en realidad de dos sincitios [50], el auricular que
constituye la pared de las dos auriculas y el ventricular que constituye las
paredes de los ventriculos. Las auriculas estan separadas de los ventriculos
por el tejido fibroso que rodea las aberturas valvulares existentes entre las
auriculas y los ventriculos. Los potenciales de accién pueden ser conducidos
de las auriculas a los ventriculos a través de un sistema especializado
de conduccién, el haz auriculoventricular (AV), de varios milimetros de
diametro. Esta masa muscular cardiaca en dos sincitios funcionales permite
que la auricula se contraiga un poco antes que los ventriculos, lo que hace
efectiva la bomba cardiaca.

0 g
,".,'f.* L T O paighy WS 3

. TS H'T.}.i

- [ o
|F . i s
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Figura 1.2. Naturaleza sincitial, entrelazada del misculo cardiaco
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La Figura 1.2 muestra un cuadro histologico tipico del miocardio, con fibras
cardiacas entrelazadas, con fibras que se dividen, se reldnen y se separan
nuevamente; por lo cual se ve que es un musculo estriado, con miofibrillas
tipicas que contienen filamentos de actina y miosina, estos filamentos se
interdigitan y se desplazan unos a lo largo de los otros. Las dreas oscuras
que atraviesan el musculo cardiaco se llaman discos intercalares. Ademas,
membranas celulares que separan entre si a las células musculares cardiacas.
Se deduce que las fibras musculares cardiacas estan compuestas por muchas
células individuales conectadas en serie entre si. Las membranas celulares
se fusionan unas con otras de manera que forman uniones permeables
(gap junctions). Los iones se mueven con facilidad a lo largo de los ejes
longitudinales de las fibras musculares cardiacas, por lo que los potenciales
de accién viajan de una célula cardiaca a otra, por intermedio de los discos
intercalares, con reducida resistencia.

La Figura 1.3 ilustra las estructuras de las diferentes clases de vasos
sanguineos y como se conectan estos vasos. Si se mira los capilares en su
centro, ahi se forma una capa de finas redes neuronales donde los materiales
son intercambiados entre la sangre y los tejidos celulares. Para cumplir con
este papel, los capilares tienen paredes muy delgadas formadas por una sola
capa de células epiteliales, las cuales también estan envueltas en una delgada
capa de’ '

Epitelio Hembrana

] J/ Interior
Epitelio Epitelio
— Misculo .
Husculo
Liso Liso

Arteriolo

Figura 1.3. Relacion de la estructura cardiaca



8 Fisiologia del corazon

1.3. Sistema de estimulacién y conduccién

Latir es una funcién propia del corazon, manifiesta muy pronto durante
el desarrollo embrionario y que contintia durante toda la vida. Todos los
tejidos necesitan suministro constante del oxigeno conducido por la sangre
circulante.

i | AtrioventricularAV)
ST ! Conducte do HIS

Atria
Derecha Ramas
. Conductaras
b A Deracha o Equierda
wreene i - Fibras de
Ventricula
kzquisrdo Purkinje

Figura 1.4. El nodo sinusal y el sistema de Purkinje del corazon.

En la Figura 1.4 se muestra el sistema especializado de estimulacion y
conduccién del corazon que controla las contracciones cardiacas. El nodo
sinusal, donde se genera el impulso ritmico normal. Las vias internodales que
conducen el impulso desde el nodo sinusal hasta el auriculoventricular (AV).
El nodo AV, en el cual el impulso procede de las auriculas se demora antes
de pasar a los ventriculos. El haz AV, conduce el impulso de las auriculas
a los ventriculos. Las ramas derecha e izquierda de las fibras de Purkinje,
conducen el estimulo cardiaco a todas las partes de los ventriculos. Las fibras
o tejido de Purkinje se localizan en las paredes internas ventriculares del
corazén, por debajo del endocardio. Estas fibras son fibras especializadas
miocardiales que conducen un estimulo o impulso eléctrico que interviene
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en el impulso nervioso del corazén haciendo que éste se contraiga de forma
coordinada. Los estimulos celulares se dan por potenciales de accion, que
no es mas que el cambio brusco de la polaridad de la membrana celular
(despolarizacién) originada por transferencia de iones, que ocasiona una senal
y cambios celulares, después de esto, la membrana vuelve a su potencial basal
o repolarizacién (véase p.e., [16, 21, 65]).

1.3.1. Tejido nodal

El latido del corazon es iniciado y regulado por el tejido nodal, formado
por fibras musculares especializadas, los tejidos de Purkinje. Los vertebrados
inferiores, como peces y ranas, presentan en el corazén una cavidad aparte, el
seno venoso, en el cual desembocan las venas y que sucesivamente encaminan
la sangre hacia la auricula derecha. En las especies mas evolucionadas esta
disposicion desaparece, excepto por un vestigio de tejido nodal que se llama
nodo sinusal o sinoauricular situado en el punto en que la vena cava superior
entra en la auricula derecha, véase la Figura 1.4.

Hay un segundo nodo, asentado entre las dos auriculas, inmediatamente
por encima de los ventriculos, el nodo auriculoventricular (AV). Desde este
ultimo desciende un haz de fibras que se van arborizando a lo largo de
los ventriculos. El nodo sinusal desencadena el latido cardiaco y regula la
frecuencia de contraccion. Por este motivo se llama marcapaso. A intervalos
regulares se propaga una onda contractil desde este nodo sinoauricular por
la musculatura auricular; al llegar al nodo auriculoventricular, el impulso
se propaga a los ventriculos por el haz de tejido nodal. No hay en
realidad conexién muscular entre auriculas y ventriculos; la correlacion
entre sus respectivas contracciones se logra unicamente por el tejido nodal
especializado, el cual propaga los impulsos con rapidez casi 10 veces mayor
que la del musculo ordinario.

La terminacién de las fibras del nodo sinusal se fusiona con las fibras
del musculo auricular de alrededor, y los potenciales de accién que se
originan en el nodo sinusal salen hacia estas fibras, diseminandose por la
masa muscular auricular y finalmente por el nodo AV. Aqui la velocidad es
més rapida 0.3 m/s, por la presencia de tres pequenos fasciculos de misculo
auricular: fasciculo interauricular anterior, medio y posterior, su velocidad
de transmision se debe a la presencia de fibras especializadas similares a las
de Purkinje.
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1.3.2. El sistema de conduccion

El sistema de conduccién esta organizado de tal forma que el estimulo
cardiaco no pase con demasiada rapidez; este retraso de 0.16 segundos da
tiempo para que las auriculas vacien el contenido a los ventriculos antes
de que comience la contraccién ventricular. Son el nodo AV y las fibras de
conduccién adyacentes las responsables de este atraso del estimulo cardiaco.
La causa inicial de la conduccion lenta se debe al tamano considerable,
respecto de las fibras musculares auriculares. La otra causa y tal vez la
més importante se debe a dos factores: (1) los potenciales de reposo de
la membrana son mucho menos negativos que el resto del miocardio, (2)
existen pocas uniones permeables laxas (gap junctions) entre las sucesivas
células musculares. Estos dos fendmenos aumentan la resistencia al flujo de
iones que estimulan a la célula siguiente.

Las fibras de Purkinje, las cuales se dirigen a los ventriculos desde el nodo
AV, excepto en su parte inicial, es decir, en la parte que atraviesa la barrera
fibrosa AV. Son fibras mayores que las musculares ventriculares y transmiten
el potencial de accién de 1.5 a 4 m/s. Velocidad seis veces mayor a la del
musculo cardiaco. Se cree que su rapidez de respuesta a los estimulos se debe
a las uniones permeables de las paredes de sus células (gap junctions).

Por ultimo, la caracteristica del haz AV es la capacidad de no permitir que
los potenciales de onda se devuelvan de los ventriculos a las auriculas por este
conducto. En algunos casos aparecen puentes anormales en la barrera fibrosa
en un lugar diferente al haz AV, permitiendo la devolucién del estimulo y
causando una grave arritmia.

1.3.3. Ritmo eléctrico de las fibras del nodo sinusal

Muchas fibras tienen la capacidad de autoexcitacion, proceso que puede
causar descargas y contracciones ritmicas automaticas. La porcion de este
sistema que muestra la mayor capacidad de autoexcitaciéon es la formada por
las fibras del nodo sinusal [13], [55]. La Figura 1.5 muestra los potenciales de
accion registrados de una fibra del nodo sinusal durante tres latidos y, a titulo
de comparacion, un potencial de accion de una fibra muscular ventricular. El
potencial de la fibra del nodo sinusal entre descargas tiene una negatividad
de tan solo -55 a -66 mV, comparada con los -85 a -90 mV, de la fibra
muscular ventricular. La causa de esta menor negatividad se debe a que las
membranas celulares del nodo sinusal son permeables al sodio. Hay tres tipos
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de canales i6nicos de las membranas que desempenan un papel importante
en los cambios de voltaje del potencial de accién [22], [68]. Se conocen como:
(1) los canales rapidos de sodio, (2) los canales lentos de calcio-sodio y (3)
los canales de potasio. La apertura de los canales rdapidos de sodio durante
unas pocas diez milésimas de segundo es responsable del rapido comienzo
del potencial de accién (en forma de punta) que se observa en el misculo
ventricular, debido a la rapida penetracion de iones positivos de sodio al
interior de la fibra.

ol Fibra del MNodo Siwsal B et Museulo Venkicudar

Lrnbeal de Descarnga

E .
=
E
£
- I IS i iy el ol
=
E Potencial de
= . |- Fepozo
] !\-—-’.‘ \-—"‘}
i 1 1 |
Sequndos

Figura 1.5. Descarga de una fibra del nodo sinusal.

La meseta del potencial de accién es causada por la apertura mas lenta de
los canales lentos de calcio y sodio que dura unas pocas décimas de segundo.
La apertura de los canales de potasio y la difusién de grandes cantidades de
iones positivos de potasio al exterior de las fibras devuelven el potencial de
la membrana al nivel de reposo. Existe una diferencia de estos canales en la
fibra nodo sinusal. Aqui la negatividad es mucho menor que el potencial de
reposo (solo -50 mV), y a este grado de negatividad, los canales rapidos de
sodio se han inactivado, lo que significa que se han bloqueado. Cuando el
potencial de la membrana es menos negativo que unos -60 mV durante unos
pocos milisegundos, las puertas de inactivacién del lado interno se cierran y
quedan asi. Por lo tanto, solo pueden abrirse los canales lentos de calcio y
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sodio y causar asi el potencial de accion. Como consecuencia, el potencial de
accion se desarrolla mas lentamente que el musculo ventricular y se recupera
con un descenso lento del potencial de accién, en vez de la recuperacién
brusca que ocurre en la fibra ventricular.

1.4. Ciclo cardiaco

Se conoce con el nombre de ciclo cardiaco a todos los fenémenos
que ocurren desde el inicio de la sistole hasta que empieza nuevamente
la otra sistole. El ciclo cardiaco estda formado por una etapa de sistole,
contraccion muscular, y otra etapa de didstole, relajacién muscular. Si el
nodo sinusal queda inutilizado por alguna lesiéon o enfermedad, el nodo
auriculoventricular toma su funcion como marcapaso. El ciclo cardiaco
empieza por la despolarizacion automatica que ocurre en el nodo sinusal
(marcapasos cardiaco, méas adelante se detallard), ubicado en la auricula
derecha cerca a la desembocadura de vena cava superior, el cual trasmite
el impulso por toda la auricula y por los haces internodales en busca de
despolarizar el nodo AV, el cual retarda el impulso alrededor de 0,1 ms para
luego enviar el impulso al ventriculo. Este retraso se hace para que primero se
contraiga la auricula que el ventriculo, bombeando sangre hacia el ventriculo
antes de que este haga su gran sistole. Es por esto ultimo que se conoce a las
auriculas como las bombas cebadoras.

Cada latido cardiaco consta de una contraccion o sistole, seguida de una
relajacion didstole. Al ritmo considerado normal de 70 latidos por minuto,
cada uno de ellos completo dura 0,85 de segundo. Las auriculas y ventriculos
no se contraen simultaneamente; la sistole auricular aparece primero, con
duracion aproximada de 0,15 de segundo, seguida de la sistole ventricular,
con duraciéon también aproximada de 0,30 de segundo. Durante la fraccién
restante de 0,40 de segundo, todas las cavidades descansaran en estado
de relajacién. De esta manera, la funcion impulsora de sangre del corazon
sigue una sucesién ciclica. Las fases sucesivas del ciclo, a partir de la sistole
auricular, son las siguientes:

a) Sistole auricular: a lo largo de la auricula se propaga la onda de
contraccion, estimulada por el nodo sinusal, con lo cual se obliga a
que la sangre llene los ventriculos. Estos estdn ya medio llenos, por el
hecho que la presiéon es més baja que en las auriculas, y las valvulas
trictispide y mitral estan abiertas. La conduccién del impulso por el
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nodo auriculoventricular es mas lenta que a lo largo de otras porciones
del tejido nodal, lo que explica la breve pausa después de la sistole
auricular y antes de que comience la sistole ventricular.

b) Comienzo de la sistole ventricular: se contrae el musculo de la pared
ventricular, estimulado por el impulso propagado por el haz de tejido
nodal y procedente del nodo auriculoventricular, con aumento rapido
de la presién en los ventriculos. Al instante se cierran las valvulas mitral
y trictspide, lo que contribuye al primer tono de los ruidos cardiacos.

c) El periodo de aumento de la presién: la presién en los ventriculos
aumenta rapidamente, pero hasta que se equilibra con la de las arterias,
las valvulas semilunares permanecen cerradas sin que entre ni salga
sangre de los primeros. En el momento en que la presién intraventricular
sobrepasa a la de las arterias, se abren las vélvulas semilunares y la
sangre brota en las arterias aorta y pulmonar.

d) Comienzo de la didstole ventricular: al entrar en reposo los ventriculos,
su presion interna desciende hasta ser menor a la de las arterias, motivo
de que las valvulas semilunares se cierren de golpe y se perciba el
segundo ruido cardiaco.

e) Periodo de descenso de la presion: después del cierre de las véalvulas
semilunares, las paredes ventriculares siguen relajandose, con paralelo
descenso de la presion. Las valvulas tricispide y mitral siguen cerradas
porque la presion ventricular, aun sigue siendo mayor que la auricular.
La relajacién de las paredes ventriculares da motivo a que al fin la
presion intraventricular sea inferior a la de las auriculas, lo que abre
las valvulas mitral y tricispide, con el consiguiente descenso de sangre
de aquéllas a los ventriculos.

1.5. Algunas afecciones cardiacas

Las alteraciones de cualquier parte del corazén, incluidas las auriculas, el
sistema de Purkinje, o los ventriculos, puede causar una descarga ritmica de
impulsos que se extienden a todas direcciones por la totalidad del corazén.
La causa mas frecuente esta en las vias de reentrada que actian como un
circuito localizado que se autoexcita repentinamente, imponiéndose como un
marcapaso del corazén.
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1.5.1. Infarto de miocardio

En la mayoria de los casos, el infarto de miocardio se debe a la
arteriosclerosis de las arterias coronarias. Otras causas pueden ser las
embolias y las anomalias congénitas. Los estrechamientos de la luz (estenosis)
de las arterias coronarias se forman a través de un proceso denominado
aterogénesis, que consiste en el depdsito de células, de tejido conectivo
y de lipidos, tanto intracelulares como extracelulares, compuestos por
colesterol, ésteres de colesterol, triglicéridos y fosfolipidos. Este depdsito se
realiza excéntricamente, formando la placa de ateroma que se calcifica con
frecuencia, o bien hemorragia de los pequenos vasos que crecen dentro de
la lesion. El aumento lento y progresivo de la placa va obstruyendo la luz
intraarterial, lo que impide el paso de la sangre o crea turbulencias del flujo.
De forma aguda, la obstruccién total puede deberse a la formaciéon de un
trombo en la superficie irregular de la placa ateromatosa, a la hemorragia
en su interior, al desprendimiento de una placa o al espasmo arterial en una
zona de por si comprometida, véase la Figura 1.6.

Blogueo del suministro de sangre

Arxteria
Coronaria
Obstruida

Miasculo cardiaco
dafiado

Figura 1.6. Region danada por infarto al miocdrdio.
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El infarto del miocardio es consecuencia de la trombosis coronaria. El infarto
subendocardico (infarto incompleto), casi siempre obedece a la oclusion
subtotal de una arteria coronaria (trombosis) y tiene buen prondstico
inmediato, pero tardiamente es causa de sindromes isquémicos agudos si no
se corrige la isquemia residual.

La enfermedad coronaria empieza cuando en estos pequenos vasos se
desarrollan las llamadas placas de ateroma, que son un cimulo de colesterol,
calcio y otras sustancias en las paredes de los vasos, véase la Figura 1.7.

Figura 1.7. Arteria obstruida.

Entonces se compromete en mayor o menor grado el flujo de oxigeno y
nutrientes al propio corazén, con efectos que varfan desde una angina
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de pecho o un infarto de miocardio, hasta una insuficiencia cardiaca. La
arteriosclerosis en los distintos vasos ocurre de forma irregular, en unos mucho
mas que en otros. La presencia en un vaso dado de placas de ateroma hace
que en dicho vaso existan estrechamientos y que en ellos se desarrolle mas
facilmente un trombo, un coagulo de plaquetas, proteinas de la coagulacion
y desechos celulares que acaba taponando el vaso. Una embolia es un trombo
que ha viajado por la sangre hasta llegar a un vaso pequeno donde se enclava
como un émbolo. Trombosis y embolia son, pues, términos equivalentes. Los
mismos factores que favorecen la arteriosclerosis son los factores que favorecen
el desarrollo de enfermedad coronaria.

1.5.2. Taquicardia ventricular

Otro tipo de afeccién es la taquicardia ventricular, consiste que el corazén
late demasiado réapido. Si el problema comienza en las camaras inferiores del
corazén, esto se llama taquicardia ventricular. Cuando el corazén hace una
taquicardia ventricular no bombea sangre tan bien. Como consecuencia, éste
bombea menos sangre hacia su cuerpo y hacia su cerebro. La victima puede
sentir que el corazén le late con fuerza o puede sentir vértigo o desmayarse.
Si la taquicardia ventricular no se trata apropiadamente puede causar la
muerte.

1.5.3. Fibrilacién

Cuando un impulso penetra desde la auricula se difunde hasta el final
del ventriculo en aproximadamente 0,06 segundos. El ventriculo queda en
estado refractario, y por tanto el impulso se interrumpe. En condiciones
anormales el impulso puede continuar dando vueltas alrededor del corazén
por largo tiempo, en un movimiento circular. En consecuencia, se suprime
la accién de bomba del corazén, pues el bombeo requiere que el musculo se
relaje y se contraiga. Durante un movimiento circular los musculos de todo
el corazon ni se relajan ni se contraen simultdneamente. Los movimientos
circulares alrededor de las auriculas causan el llamado aleteo auricular, con
las auriculas aleteando rapidamente, pero incapaces de impulsar sangre.
Sus movimientos circulares pueden pasar en formas irregulares alrededor
de la auricula provocando fibrilacion auricular, pequenos movimientos de
fibrilacién del musculo. Los movimientos circulares que se desarrollan en
el ventriculo produce fibrilacion wventricular, en la cual el musculo se
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contrae continuamente en movimientos fibrilantes finos ondulatorios. Tales
ventriculos no son capaces de impulsar la sangre, y la persona muere
rapidamente.

La fibrilacién ventricular puede iniciarse con un choque de corriente
alterna de 60 ciclos, haciendo que los impulsos vayan en muchas direcciones
al mismo tiempo en el corazén, y establece tipos irregulares de transmisién
del impulso. En la fibrilacion ventricular podemos decir que el corazén
simplemente tiembla y no bombea sangre hacia el cuerpo o hacia el cerebro. A
menos que se de tratamiento en cinco a diez minutos la fibrilacién ventricular
causa la muerte. Este tratamiento se realiza con un desfibrilador, que es un
dispositivo disenado para detectar rapidamente un ritmo cardiaco anormal y
potencialmente mortal, proveniente de la cdmara inferior del corazon.

En una descarga desfibrilatoria pasa un gran flujo de electrones a través
del corazén por un corto periodo de tiempo. El flujo de electrones se llama
corriente, la cual se mide en amperes. La presiéon de empuje del flujo de
electrones es denominada potencial eléctrico, y el potencial es medido en
voltios. Siempre existe una resistencia al flujo de los electrones, el cual es
denominado impedancia, y se mide en ohms. En otras palabras, una descarga
desfibrilatoria es el flujo de electrones con cierta presion durante cierto
periodo de tiempo (usualmente milisegundos) a través de una sustancia que
genera resistencia, la impedancia transtoracica. La desfibrilacion es realizada
por el pasaje de una suficiente cantidad de corriente eléctrica (amperes) a
través del corazén por breves periodos de tiempo. El flujo de corriente es
determinado por la energia elegida (joules) y la impedancia transtoracica
(ohms), o resistencia al flujo de la corriente.

En general, un desfibrilador consta de un mando que regula la intensidad
de la corriente eléctrica (100, 200, 300, 400 julios); unos cables, que se
colocan en el torax del paciente y recogen la actividad eléctrica cardiaca
(electrocardiograma o ECG); una pantalla donde puede observarse el registro
ECG; una pequena impresora de papel y dos paletas que administran la
descarga eléctrica sobre la pared toracica del paciente. Este choque pasa
por el corazén e interrumpe los latidos irregulares. Entonces el corazon
vuelve a latir de manera regular. El desfibrilador sélo es eficaz en caso
de fibrilacién ventricular, cualquier otra arritmia (taquicardia ventricular,
asistolia, disociacién AV, fibrilacién auricular, taponamiento cardiaco u otras
causas de sincope) no responde a este tipo de maniobra.






CAPITULO 2

La dindmica de las células excitables

Los trabajos desarrollados por Hodgkin y Huxley, en el estudio de las
corrientes i6nicas de Sodio (Na™) y Potasio (KT) en el axdén gigante de
la neurona de un calamar al ser estimulada con una corriente externa
[26, 27, 29], se puede aplicar en los modelos de células simples para simular
los mecanismos basicos de la actividad eléctrica en el tejido cardiaco. Los
modelos de células cardiacas se comenzaron a estudiar alrededor de 1960
con el trabajo de Noble que publico el primer modelo matematico de célula
cardiaca, en el que se describia el potencial de accion de las fibras de
Purkinje, a partir de la adaptaciéon de las ecuaciones del modelo de Hodgkin-
Huxley [51]. El principal objetivo de estos modelos es describir el proceso
de propagacion de los potenciales de accién en el tejido excitable, como
también describir el proceso de la despolarizacién del tejido cardiaco cuando
se le aplica una estimulacién externa [42]. Este tipo de modelo describe los
potenciales de accion de diferentes células cardiacas basados en los resultados
obtenidos experimentalmente a través de la técnica de fijacion de voltaje.

Mencionemos también que en el caso de las células cardiacas, los
capacitores usan como material aislante delgadas paredes de lipidos que
aislan el interior del exterior de cada célula. Este aislamiento se da por una
fina membrana de unos pocos micrones de espesor, pero el aislamiento no
es completo, debido a que la membrana tiene poros muy complejos que son
selectivos al tipo de iones y al potencial interior - exterior de la membrana.
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2.1. El modelo Hodgkin-Huxley

El modelo de Hodgkin y Huxley, que describe la dindmica del potencial de
membrana de una neurona ante la accion de una corriente aplicada, consta
de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales que reproducen
la mayoria de las propiedades electrofisiolégicas de la neurona. Sin embargo,
por su dimensién y su no linealidad dificulta su analisis cualitativo. Por lo
anterior, los estudios que se han realizado con el modelo se apoyan solamente
en simulaciones computacionales basadas en la solucién numérica, véase por
ejemplo, [7, 33]. La desigual concentracién iénica entre el interior y el exterior
de la membrana celular genera una diferencia de potencial eléctrico entre el
espacio intracelular y el espacio extracelular. Mas concretamente, el exterior
de la membrana contiene grandes cantidades de sodio (Nat) y en menor
medida cloro (C17), y un bajo contenido en potasio (K*). En el interior
sucede lo contrario, los iones de K se hallan en grandes cantidades mientras
que el C1~ y el Nat apenas tienen presencia. El resultado de esta distribucién
de cargas es una clara electronegatividad del medio interno con respecto
al externo, lo que se conoce como potencial de membrana y estd dado por
V = ¢; — ¢, donde ¢; y ¢ son los potenciales intracelular y extracelular,
respectivamente [7, 25, 33, 58, 59].

Si el voltaje no excede un valor particular denominado umbral (respuesta
a una estimulacién eléctrica de cierta magnitud minima), no se iniciard nin-
guna espiga (senal) y el potencial regresara a su nivel de reposo. Si el umbral
es excedido, la membrana realizard una trayectoria del voltaje que refleja
las propiedades de la membrana, pero no las del impulso. Por otro lado, al
aplicar sucesivamente estimulos breves que estén suficientemente espaciados
en el tiempo, la membrana responde cada vez produciendo idénticos poten-
ciales de accion. Si el intervalo de tiempo entre los estimulos se reduce, es
imposible excitar la membrana por segunda vez. Este lapso critico se llama
periodo refractario y se divide en periodo refractario absoluto y relativo. En
el primero, a pesar de la intensidad del estimulo, no es posible desencadenar
una senal, mientras que en el segundo se puede provocar una espiga de menor
tamafio con una despolarizacién mayor que la del umbral [7, 29, 33, 49, 58|.

El modelo Hodgkin-Huxley separa las corrientes iénicas en tres compo-
nentes. La corriente para el sodio, Iy,, potasio, Ik, y de fuga o escape, I, la
cual es transportada por otros iones no especificados [7, 25, 26, 28, 33, 59].
Por lo tanto,

Lion = In, + I + I1. (2.1.1)
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Ademas, cada corriente idénica se puede escribir como

INa = gn, (V — EN(L)
I, = g.(V—Eyp),

donde gn,, gx v g1, son las conductancias asociadas con el sodio, potasio y
escape, respectivamente, V' es el potencial de membrana, Ey, , Fx v £ son
los potenciales de equilibrio de sodio, potasio y de escape.

En el caso de un canal que sea permeable solamente por una especie
particular de iones, entonces el potencial de equilibrio es igual al potencial
de Nernst para cada ion, es decir, el potencial entre su interior y exterior
queda determinado por la temperatura 7'y la concentracion iénica tanto en
el exterior como en el interior de la célula y su valor estd dado por la ecuacion

de Nernst [7, 58, 59],
E, — RT ln(Lﬂem),
2. F [z]in,

donde E, es el potencial del ion x, R es la constante de los gases, T es la
temperatura, F' es la constante de Faraday, z, la valencia del ion, [z];, v
[z]e son las concentraciones interior y exterior de los iones. Por ejemplo,
el potencial de Nernst para el sodio es: Ey, = 70 mV, con R = 8,314 J
mol 'K~ T'=37°C, F = 96,485C mol™!, [N.f];, = 10 y [N, ].. = 140.

La direcciéon del flujo de corriente que cruza la membrana celular a través
de cada canal iénico, es gobernado por la diferencia de potenciales entre el
de la membrana y el de Nernst. En consecuencia, la corriente [, a través de
un canal arbitrario esta dada por la expresion

I, =g.(V - E,), (2.1.3)

donde F, es el potencial de equilibrio para el ion = y g, es la conductancia
del canal. Nétese que la conductancia es el inverso de la resistencia. Asi, si
la resistencia es R,, entonces g, = 1/R,. Desde el punto de vista eléctrico,
la membrana celular actiia como un capacitor en paralelo con una serie de
resistencias que representan los canales ionicos en la membrana, como se
muestra en la Figura 2.1 del circuito equivalente. Si consideramos que el
voltaje estd cambiando, habrd flujo de corriente a través de la rama capacitiva
del circuito equivalente. La capacitancia se debe al hecho de que la membrana
es un aislante, y estd rodeada a ambos lados por fluidos conductores, el
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citoplasma y el liquido intersticial (liquido contenido en el intersticio o espacio
entre las células). La ecuacién de estado para el capacitor es entonces

Q=-CvV, (2.1.4)

donde @ es la carga del capacitor, C' es la capacitancia y V es el voltaje.

Ge
.................. g
gN, gK ar
C—— > > >
Membrana 4[ o EKL i E,

Figura 2.1 Circuito equivalente.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la corriente I esta dada por I = dQ)/dt,
entonces al derivar a ambos miembros de (2.1.4) con respecto a t, se obtiene

av I G

V- E,
= e =V E) = (2.1.5)

donde 7 = C/g, = R,C es la constante del tiempo de la membrana (tiempo
en el cual se presenta el cambio de potencial de membrana en respuesta a
las variaciones de corriente). La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
(2.1.5) es (véase por ejemplo [17])

V(t)=E, — (B, — V(0))e "/,

2.1.1. Canales ionicos

El comportamiento de un sélo canal iénico se puede modelar con
ecuaciones de estados y funciones que describen la transicién entre éstos.
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En el caso mas simple supondremos dos estados, abierto y cerrado. La
formulacién de un mecanismo de este tipo, describe la probabilidad que
una “compuerta” se abra permitiendo el flujo de iones bajo condiciones
diferentes [7, 10, 23, 32]. Para un ion arbitrario x, la formulacién general
para la conductancia es g, = g,y, donde g, es la conductancia maximal de la
membrana celular para este ion y y es la variable del estado, cuya dependencia
del tiempo se describe por

% = oy (1 —y) = Byy, (2.1.6)
donde «, y 3, son funciones constantes positivas (en general dependen del
voltaje, pero son constantes para cualquier voltaje dado) que controlan la
transicién entre los estados cerrado y abierto. En otras palabras, el término
ay(1 —y) es la probabilidad de transicién de la particula del estado cerrado
al estado abierto, mientras que 3,y es la probabilidad de transicién de la
particula del estado abierto al estado cerrado. La ecuacién (2.1.6) se puede
reescribir de forma alterna como sigue

dy _ _ oy o Yo~ Y
= = (ay+ By = (ay + ) Ly ey y] = (2.1.7)

Ty
donde
y Qyy 1
oo ™ T 5 Ty = ——— -
ay + By Y ay + By

Aqui y. representa el comportamiento en estado estable de la compuerta
y 7, es la constante de tiempo asociada con la activacién o inactivacion del
proceso [7, 10, 23, 33, 58|.

2.1.2. Conductancias del sodio y potasio

Hodgkin-Huxley dedujeron que la conductancia del sodio involucra
dos compuertas que dependen del voltaje, una de activaciéon y otra de
inactivacién, mientras que la conductancia del potasio sélo contiene una
compuerta, la de activacién [7, 23, 33|. Si m es la variable de activacién y h
es la de inactivacion, para iones de sodio, entonces la conductancia esta dada
por

9gNa = gNamgh (218)
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donde gy, es la conductancia maximal del sodio (gn, = 120 mS/cm?). Esas
variables estan gobernadas por las siguientes ecuaciones diferenciales

dm
% - am(l - m) - /Bmm
% = ah(l — h) - th (219)

Recuerde que estas ecuaciones se pueden escribir de la forma (2.1.7), esto es,

dm _ ma—m
dt Tm
dh heo — h
- = = 2.1.1
dt Th ( 0)
donde
O, 1
mOO - 9 Tm - )

h ayp, 1
0o — s Th = .
an + By an + By

La funcién ho, = he(V) indica cuantos canales de sodio estan disponibles
para cada valor del potencial de la membrana y por tanto cuando V' — oo,
he — 0, de igual manera, la funcién me, = mq (V') dice cuantos canales de
sodio se abren para cada valor del potencial de la membrana y por tanto,
cuando V' — 00, my, — 1.

De otro lado, la conductancia a través del canal de potasio esta dada por

gx = Grn’ (2.1.11)

donde gx es la conductancia maximal del potasio y n es la variable de
activacion. La variacion con el tiempo estd gobernada por la ecuacién
diferencial
d
& (1= n) — Ban. (2.1.12)
dt
Los exponentes sobre m y n en las ecuaciones (2.1.8) y (2.1.11) son elegidos
para mejorar el ajuste de los datos experimentales [25, 26, 28].
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Agrupando estas ecuaciones obtenemos el sistema acoplado no lineal de
Hodgkin-Huxley de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias

dv 1
= = - [gNam?’h(v — Ex,) + gren(V — Ex)
+ iV = By) + Lal
‘;—T = am(l—m) — Bum (2.1.13)
dh
% = ah(l — h) — 6hh
dn
il an(l—n) — Bun

donde gy, = 120 mS/cm?; gx = 36 mS/cm?, g;, = 0,3 mS/cm? y Ey, = +115
mV, Ex = —12mV, E; = 10,6 mV, C = 1uF /cm?, los potenciales de Nernst
estan escritos respecto del potencial de reposo ~ 65 mV. I es la corriente
total de estimulo.

Las razones constantes que dependen del voltaje son:

0,1(V + 25)

= — 4pV/18 _ V/20
mT01(V425) _ 10 B = 4e ., ap =0,07e

1 ~0,02(V 4 10)

= 0A(Vi30) L1 - _ V/80
Bh = €01 (V+30) 1 1’ Op = OV — ] Bn = 0,125¢ .

2.2. Las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo

Es bien conocido que un pulso viajero es una onda que aparece
frecuentemente en la naturaleza y se caracteriza porque se desplaza en
el espacio a velocidad constante sin perder su forma. Desde el punto de
vista matematico corresponde a una soluciéon particular de una ecuacién de
reaccién y difusion, que cumple ciertas condiciones de frontera. La difusién es
un fenémeno por medio del cual un grupo de particulas se mueven como grupo
de acuerdo a la trayectoria irregular de cada una de las particulas. Asi los
movimientos particulares irregulares dan como resultado un movimiento
regular como grupo, a este fendémeno se le conoce como proceso de difusion
[8, 12, 45, 63]. En el proceso de reaccién las particulas pueden cambiar
su estado, debido por ejemplo a acciones de manera espontanea; en este
caso se esta hablando de reacciones quimicas o procesos biolégicos. Existen
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fundamentalmente en biologia dos tipos de ondas viajeras, una es la que
se estudia en epidemiologia, que se basa en la forma en que se transmiten
algunas enfermedades, y la otra es la que corresponde a los modelos de
conduccién nerviosa, respecto a esta, se sabe que una forma basica de
comunicacion entre las células del sistema nervioso es mediante senales
eléctricas [23, 59, 58]. Un proceso que permite la comprensién de un pulso
viajero es el andlisis que se realiza con las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo

v 0*v

A

ow

il e(v —~yw) (2.2.1)

donde f(v) =v(l —v)(v—a) = -+ (1+a)? —av, 0 <a < 1/2, €y
v parametros positivos. Este modelo no proporciona una descripcion muy
exacta de la realidad biofisica de las células nerviosas, mas bien proporciona
una idea matematica del mecanismo de excitabilidad de la neurona.

Para solucionar este sistema de ecuaciones en derivadas parciales se realiza
una reduccién a ecuaciones diferenciales ordinarias, mediante el siguiente
proceso: supongamos soluciones en forma de ondas viajeras o frentes de onda
v(€) vy w(§) donde & = z + ct, con ¢ la velocidad de la onda [33, 45, 63]. Al
aplicar la regla de la cadena obtenemos

vy = &y = cue
Uy = g€y = U
Wy = We& = cwe

entonces el sistema de (2.2.1) se transforma en

g = v+ f(v) —w
cwe = €(v—w).

Ahora bien, si hacemos u = dv/d¢ = ', dicho sistema se reduce a

v = cu—f(v)+w (2.2.2)
w = E(v—vw)

es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se resuelve
adecuadamente segin las condiciones iniciales dadas para cada situacion.
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Ademas, solo interesa soluciones que sean acotadas, puesto que éstas
representan frentes de onda en la ecuacion diferencial parcial con energia
finita. Las soluciones de interés son las orbitas periddicas y las orbitas
homoclinicas entre otras, es decir, soluciones que son doblemente asintéticas
al origen del sistema (2.2.2) cuando £ — 4oo. Estas ultimas representan
frentes de onda cuyo perfil decae exponencialmente a cero hacia adelante y
hacia atrés, véase la Figura 2.2.

Figura 2.2 Diagrama de un pulso viajero

2.3. Ecuaciones del cable y bidominio

Entre los modelos, uno de los mas estudiados, es el modelo bidominio
[10, 22, 23, 33], en donde el tejido cardiaco esta compuesto por dos medios
continuos separados, uno intracelular y otro extracelular. En este sistema
cuando se aplica una corriente eléctrica en el medio intracelular, parte de la
energia se emplea para descargar el condensador y fluye al medio extracelular,
mientras que otra parte se propaga a través de las uniones comunicantes
a las células vecinas que, a su vez, reparten de nuevo la energia con sus
células adyacentes. Con el propédsito de entender el mecanismo de la actividad
eléctrica del tejido cardiaco, el modelo de propagacién en una dimensién es
la ecuacién del cable, que se describira a continuacion.
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2.3.1. Ecuacion del cable

Las células cardiacas se pueden considerar como un cilindro cuyo eje
mide aproximadamente 0,1 mm y un radio de 10 a 30 um. Por otro lado,
la fibra de Purkinje es una fibra delgada que se puede mirar como un cilindro
circular recto y uniforme. Tales estructuras se pueden modelar por un cable
semi-infinito, con una superficie membranal que tiene propiedades resistivas,
capacitivas y una conductividad axial éhmica. También se conoce que el
potencial de la membrana, en general, no es el mismo en cada punto de la
estructura de la neurona, esto se debe a que las ramificaciones intrincadas
generan gradientes de diferente potencial en la membrana. La uniformidad en
el potencial se puede alcanzar experimentalmente introduciendo un alambre
de plata por el axén de una neurona como lo realizé6 Hodgkin y Huxley [29].

Para entender este fenémeno se utiliza el modelo de la ecuacién del cable.
Para tal efecto, se considera la célula como una pieza cilindrica larga con una
membrana que envuelve el citoplasma. Se supone que el potencial a lo largo
de su extension depende solamente de la variable de longitud, y no de las
variables radiales o angulares. Esto permite que el cable pueda ser analizado
en una sola dimensién, esta suposicion se conoce como hipétesis, de nicleo
de conduccion.

Vo ety (eax) Espacio

"Wy l.m-:l!_' %_% ilItM Sracellar
_Jr_-j:;.]ax Wembrana

Cmax3

1T
E
=5
*
L]
El
=3

A : Mﬁ.a——lnﬁﬁﬁﬁh

V.0x4+ AX)
I M, A% !

“Wy

Figura 2.3. Circuito para la ecuacion del cable.

Para la formulacion del modelo se divide el cable en un ntimero finito
de trozos cortos de longitud Az, todos de igual potencial. En cada seccién
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del cable se balancean todas las corrientes y sélo aparecen dos tipos de
corrientes, la corriente axial y la corriente a través de la membrana (corriente
transmembrana). La corriente axial tiene dos componentes, una intracelular
y otra extracelular, en ambos casos se consideran éhmicas.

Por la Ley de Ohm, véase la Figura 2.3, el voltaje estd dado por

donde r; es la resistencia intracelular del cable por unidad de longitud, I; y
V; son la corriente y el voltaje intracelular, respectivamente. Al dividir por
Ax y haciendo Ax — 0 se tiene

10V,

I, = . 2.3.1
r; Ox ( )

De igual manera se tiene para la corriente axial extracelular I,
Ve(z,t) — Ve(x + Az, t) = rel(z,t)Ax

donde r, es la resistencia extracelular por unidad de longitud y V, es el voltaje
extracelular, y asi, al dividir por Az y al hacer Az — 0 se tiene

C10v,

re Ox

I, = (2.3.2)

Como se mencioné mas arriba, la membrana tiene propiedades resistivas
y capacitivas por lo que puede representarse como un circuito compuesto de
una resistencia y un capacitor conectados en paralelo (véase la Figura 2.3),
por lo cual I,, la corriente axial, puede escribirse como

I,=1,+1, (2.3.3)

en un cable donde no hay fuentes de corrientes adicionales.

De otro lado, por la Ley de Kirchhoff, los cambios de corriente axial
extracelular o intracelular se deben a la corriente de transmembrana, en
consecuencia,

Li(x,t) — Li(z + Ax,t) = I,Azx = I.(x + Az, t) — L(x,1),

donde I, es la corriente transmembrana por unidad de longitud de la
membrana. En el limite cuando Az — 0 se llega nuevamente a
ol; 0l
or  Ox’

I = (2.3.4)
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Al reemplazar (3.4.7) y (2.3.2) en (2.3.3) se obtiene

=10V 10V (2.3.5)

r, Or 1. 0r

Ahora bien, si V = V; — V_, es el potencial de la membrana, entonces al
despejar V. y derivar respecto a x se tiene

av, 9V, OV
=Z_= 2.3.
ox Jdr Oz (2:36)
y reemplazando en (2.3.5) se tiene
Lo LoV 1ov 1ov
@ r, Or 1, 0r 1T, 0T
O Vi[L 1], 1oV
N or |ri T Te Ox
de donde
A lG_V ]
or  ri+r. |r. Ox “
o de manera equivalente
10V, 1 ov Te
— = — = 1,. 2.3.7
r; Ox {ri + TJ ox {ri + rj ( )

Pero de (2.3.4) y (3.4.7) se tiene

reemplazando (2.3.7) en esta tultima expresién se obtiene

ri+re O T+ Te

8{ 1 8V+ Te ]a]

Como 1, es constante, debido a que no hay variacién en el potencial, entonces

I

‘9[ L (W}. (2.3.8)

:8_1‘ Ti+7“€%
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Ahora bien, la corriente de transmembrana se puede expresar como la
suma de la corriente que circula por el capacitor y la corriente ionica. La
corriente que circula por el capacitor es

V oV
l,=—+Ch—
o, "ot’
donde r,, es la resistencia de la membrana y C,, es la capacitancia. Por
tanto, al igualar (2.3.8) con esta ultima expresién, y suponiendo que r; y 7
son constantes, se tiene

ov % 1 0%V
[ = - ) = -
" p(Cm ot Jrrm) r; + 1. 022’

donde p es el perimetro del axon.
La anterior ecuacién también se puede escribir como
oV rm OV

mCm_ m[ién = a 90
" ot r p(ri +re) 0x?

donde [, = V/ry,, es la corriente iénica. Ahora, haciendo 7,, = 7,C,, v

i
2 = —™ _ se tiene otra forma de la ecuacién del cable
p(ri+re)

o’V
Tm—F T rmlién - )\2

o R (2.3.9)

Notese que A, = ,/m tiene unidades de distancia, y se llama la

constante espacial del cable, mientras que 7, tiene unidades de tiempo y
se conoce como la constante de tiempo en la membrana.
Si se reescala la corriente iénica definiendo

e

[ion = - >
Tm

para alguna funcién f (en general, depende del voltaje y el tiempo y tiene
unidades de voltaje) e introduciendo las variables adimensionales
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entonces la ecuacion del cable (2.3.9) en las nuevas variables es

o v
or  0X?2

+ (V. T). (2.3.10)

Las condiciones de frontera para esta ecuacion pueden ser de Dirichlet, que
corresponden a un cable cortado, con V' = 0 en sus fronteras, o de Neumann,
que corresponden a un cable que termina con una membrana donde g—¥ =0
en las fronteras.

2.3.2. Ecuaciones de bidominio

El bidominio es una estructura que define un modelo del tejido cardiaco
consistiendo de dos dominios que se interpenetran representando las células
cardiacas y el espacio que las rodea [33, 34, 38, 50]. El dominio intracelular
representa las regiones dentro de las células y el dominio extracelular
representa el espacio entre las células. Una tercera regiéon (o coleccién de
regiones) que se puede incluir en el bidominio es la regién extramiocardial
(por ejemplo, los fluidos que banan al corazén). Los dominios intracelular
y extracelular ocupan el mismo espacio fisico. Bajo condiciones normales
la region extramiocardial atrae flujo de corriente desde la region cardiaca,
este flujo se puede revertir, por ejemplo, cuando se aplica una descarga de
desfibrilacién. El tejido cardiaco difiere de otros tejidos en su estructura
(véase la Figura 1.2). Cada célula se puede conectar con otras células. De esto
resulta que la geometria tridimensional para representar el tejido cardiaco es
bastante complicada. El espacio intracelular es continuo, en el sentido que
un ion puede viajar desde el interior de una célula al interior de otra a
través de las uniones vacias (gap junctions), sin tener que entrar al espacio
extracelular. Similarmente, un ion viajando extracelularmente no necesita
entrar a la célula. Los dos espacios tienen diferentes propiedades eléctricas,
por tanto se forma un medio anisétropo.

Las ecuaciones de bidominio se pueden deducir de varias maneras, segin
las variables dependientes que sean objeto de estudio. En este trabajo se
obtienen dos ecuaciones, la primera describe el potencial extracelular, y la
segunda, es una ecuacién reaccién difusion en términos del potencial de
transmembrana.

Para obtener estas ecuaciones se definen los potenciales de dominio
intracelular y extracelular como ¢; y ¢., respectivamente. El potencial de
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transmembrana, V, es la diferencia entre los dos potenciales a través de la
membrana

V=6 — ¢.. (2.3.11)

Por tanto, los potenciales intracelular ¢; y extracelular ¢., como también
el potencial transmembrana V', se definen siempre en el dominio cardiaco
H. Nétese también que la expresion (2.3.11) es idéntica a la utilizada en la
ecuacion del cable, excepto que ahora la membrana separa ¢; v ¢, en todos
los puntos del dominio cardiaco H.

Ahora, la ley de Ohm establece que

J= %E, (2.3.12)
donde E es la fuerza del campo eléctrico, J es la densidad de corriente y R es
la resistencia. Al suponer que el campo eléctrico es cuasi estatico, entonces
existe un campo escalar ¢ que es el potencial de E, es decir, E = —V¢.
Sustituyendo esta ecuacién en (2.3.12) y expresando la resistencia como una
conductividad (o = 1/R) se obtiene

J, = —0.Vo.. (2.3.14)

Si el dominio cardiaco se considera aislado, cualquier flujo de corriente
que salga de un dominio debe alcanzar el otro cruzando la membrana de
la célula. Ademas, el cambio en la densidad de corriente en cada dominio
también es igual al flujo de corriente a través de la membrana

V-3, =V-J, = AL, (2.3.15)

donde I, es la corriente transmembrana por unidad de area y A,, es la
razon entre el area de la superficie y el volumen de la célula. Combinando las
ecuaciones (2.3.13) y (2.3.14) con la ecuacién (2.3.15) se obtienen dos nuevas
ecuaciones

V- (0:Vé) = Al (2.3.16)
V- (0:Vde) = —ApIy. (2.3.17)

De donde
V- (O’lv¢1) =-V- (aquﬁe). (2318)
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Restando a ambos miembros V - (0;V¢,.) se tiene
V- (0iVhi) =V - (0iVee) = =V - (0.V) =V - (0:V ) (2.3.19)
y, usando (2.3.11) se obtiene
V- (o;VV) ==V [(0;+0.)V]. (2.3.20)

Esta ecuacion se conoce como la primera ecuacién de bidominio y se utiliza
para calcular el potencial extracelular dado una distribucién de potencial
transmembrana.

El flujo de corriente a través de la membrana, I,,, se puede describir por
la corriente de capacitancia y la corriente idnica, esto es,

ov

I = -
" Cmat

+ Lion (2.3.21)

donde (), es la capacitancia de la membrana por unidad de area e I, es la
corriente i6nica. Combinando las ecuaciones (2.3.16) y (2.3.21) se tiene

oV
V- (0:Vér) = A, (Cma n In> (2.3.22)
Esta ultima ecuacién se puede escribir de manera equivalente como
ov
V. (0:VV)+ V- (0:V.) = Ap (C’ma + Lion). (2.3.23)

basta sumar y restar V- (0; V¢, ). La ecuacién (2.3.23) es la segunda ecuacién
de bidominio y se usa para calcular el potencial transmembrana en cada paso
del tiempo.

Si el dominio extracelular es altamente conductivo (o, ~ 00) o los
dominios son igualmente anisétropos, es decir, o; = ao. para alguna
constante a, entonces el modelo bidominio se reduce a la ecuacién
monodominio

o ) (2.3.24)

V- (0VV) = A, (Cmg + Lign

Las condiciones de frontera para el bidominio, usualmente supone que
no hay flujo de corriente entre los dominios intracelular y extramiocardial,
mientras si se inyecta una corriente, ésta entra al tejido a través del dominio
extracelular [50]. Luego para el modelo bidominio, las condiciones de frontera
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homogéneas de Neumann reflejan el hecho que el tejido esta rodeado por un
aislante,

n-(c.Vé.) = 0, en O0H, (2.3.25)

donde n es el vector normal unitario exterior a la superficie miocardial. La
simulaciéon de la activacion en estructuras bidimensionales tiene anteceden-
tes en las aplicaciones de Moe efectuadas a mediados del pasado siglo para
estudiar los procesos fibrilatorios [47]. Recientemente, simulaciones bidimen-
sionales como las desarrolladas por Panfilov y Pertsov han proporcionado in-
formacién 1til sobre las caracteristicas de la activacién reentrante en medios
excitables y en modelos biofisicos del tejido cardiaco en situaciones normales
y patologicas [52, 53].






CAPITULO 3

La actividad eléctrica del tejido cardiaco

En los tltimos anos, los modelos y simulaciones mateméticas [61], junto
con los estudios experimentales y clinicos adecuados, son instrumentos
necesarios y complementarios para el estudio de este tipo de fenémenos. Los
conceptos de la teoria de propagacién de ondas en medios no lineales, han
cambiado de manera radical la vision global de la fibrilacién ventricular. Se
ha demostrado que la fibrilacion esta mediada por reentradas funcionales con
forma helicoidal que rotan siguiendo una dinamica determinada por su pivote
organizativo o rotor [68]. Winfree definié como “rotor” a la rotacién estable
de reaccion y difusién que rodea a un pivote. Estos pivotes o “singularidades
de fase” se crean tras la rotura de un frente de onda al encontrarse en
su propagacién con tejido refractario o un obstaculo anatémico. Estos
rotores se comportarian como el centro que genera los multiples frentes de
activacién eléctricos [48]. Los rotores, a su vez, estan condicionados por las
propiedades electrofisioldgicas del miocardio, determinadas por la dinamica
de las diferentes corrientes iénicas [20, 62].

Entre los trabajos pioneros con este enfoque se encuentran los de Hodgkin
y Huxley [26, 27, 29], ellos utilizaron sistemas de ecuaciones diferenciales
para cuantificar los flujos de corriente a través de la membrana. Describieron
el comportamiento de los canales iénicos de sodio y potasio en funcién del
potencial de membrana [14, 25, 62], se desarrollaron modelos celulares de
fibras de Purkinje y células musculares [33, 51]. Paralelamente al desarrollo



38 La actividad eléctrica del tejido cardiaco

de modelos matematicos, en los que se estudia la formacion del potencial de
accion de las células cardiacas, se ha planteado la descripcién del proceso de
propagacién de la activacion cardiaca en modelos multicelulares que permiten
aproximarse de una manera mas precisa a los fenémenos reales [13, 36, 61].

El modelo bidominio es esencialmente macroscopico. Esto no es de im-
portancia para la estructura celular discreta del tejido cardiaco. Matemati-
camente esto significa que el sistema (2.3.15) estd escrito en la escala espacial
macroscopica de 0,3 — Imm [50]. Pero el modelo bidominio cuando se genera-
liza, permite la descripcion de los eventos eléctricos a nivel microscopico. A
continuacion se describird la microestructura del tejido cardiaco con el fin de
entender el modelado y las propiedades eléctricas anisétropas de dicho tejido
mirado como una fibra. La generalizacion se obtiene a través de un proceso
de homogeneizacién descrito por Keener en [33].

3.1. Descripciéon de la microestructura

Dentro del modelo bidominio se tiene la capacidad de describir la
microestructura del miocardio a través del tensor de conductividad. Las
propiedades eléctricas anisétropas del miocardio se pueden definir asignando
valores diferentes de conductividad en las tres direcciones del modelo
microestructural. El tensor de conductividad entra al modelo como un
tensor diagonal que representa la conductividad del tejido en la fibra.
Cuando el modelo bidominio es homogéneo, las conductividades de una fibra
permanecen constantes.

En el caso de dos dimensiones, si las fibras son rectas los tensores de
conductividad se representan por las siguientes matrices diagonales

o a0 S of 0
(2 O O_;,— 9 e — 0 0.76_ )

donde los subindices | y 7 denotan las conductividades longitudinal y
transversal en la fibra respectivamente. El operador diferencial V - (cV f), se
puede escribir como

0 f 0 f

V- (oVf) =055 +0-

527 T (3.1.1)

donde o representa o;, 0. 0 0; + 0. v f puede ser ¢, o V.
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Si las fibras cambian su orientaciéon en el espacio, la conductividad global
en el tejido (con respecto a un sistema global de coordenadas fijo z;y,
Figura 3.1) cambia de punto a punto. Mientras que en un sistema local
de coordenadas &;n, asociado con cada punto del tejido, ésta permanece
invariante [33].

()

.

Figura 3.1 Sistema de coordenadas, global x;y y local £;7 en un tejido de
fibra curvada.

Para obtener la expresion que representa el tensor de conductividad en el
sistema global de coordenadas, se expresan los vectores unitarios del sistema
local en términos del sistema global de coordenadas

= jcosf+ jsend

!l ~

= —isenf + j’cos 6,

donde 0 es el angulo local entre la direccién de la fibra y el eje x. Ahora se

ot 0> en el sistema &;n, en las

escribird el tensor de conductividad o = ( 0 o
-

coordenadas x;y.

[(loy +70) + 7(10 + 7o,)
(cos O + jsen 0)(icos b + jsen 0oy
(—isen® + j cos0)(—isend + j cos0)o,

ii(0ycos? 0 + o-sen’0) + 1 j[(0, — o) cos O sen 0

g

+

jil(o) — o,) cosfsend] + j j(o1sen’ 6 + o, cos? §),

+
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luego o esta dada por la matriz

(am axy) B (O’l cos? 0 + o, sen?6 (07 — 0,) cos f sen (9)

~ \(0y—0,)cosfsen o;sen’f + o, cos? 0 (3.1.2)

Ozy Oyy

o de manera equivalente

Ove Oay ) _ p (7 0 Rl
Oy Oyy 0 o, ’

cosf@ —senf

es la matriz de rotacién. Observe que en (3.1.2)
sentl cos®

donde R = (

taby axby) para el producto externo
ayb, ayb,
0
0 1)°
El operador diferencial en el caso general de 6 = 0(z,y) esta dado por

se utilizé la notacion diddica @b = (

de cualquier par de vectores @ y b. Por ejemplo, i1+ j; =

o of  ofy o[ of _ of
V- oVi) = ox [Um ox 0oy 8y} + oy [ny Ox T o 8y}
an an an
= Ogzg +

E) Znym + Uyya—y2
[aam aaxy} of [8%9 &Iyy] of

+ Ox Oy 1 0x Ox oy 1oy’

Con el operador ya escrito en coordenadas x; y, se puede utilizar el método de
diferencias finitas para encontrar una aproximacién (véase p.e., [9, 64, 66]).
A continuaciéon se describird el método de diferencias finitas para una
fibra recta.
Sea Q;, = Q, U, Az = a/N, y Ay = b/Ny,

ﬁh:{(xi,yj):xi:iAa:, i=0...N,, yj =jAy, j=0...N,}

es la malla en (), cada célula se representa por un rectdngulo de tamano
Ax x Ay. El operador diferencial se aproxima por diferencias finitas en €2,.

(82f) _ fiv1; —2fi; + fic1
4,J

Ox? Ax? + O(Ax2)

+ O(Ay?)

az_f _ fig+1 — 2fij + fij—1
0y? i Ax?
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sobre €, aca f;; = f(xi,y;).
La aproximacion de las primeras derivadas involucra la condiciones de
frontera de Neumann

e@¢e . ea¢e .
%5 =0, o] 3y =0,
z=0,a y=0,b
OV OV
. =0 r—— = 0.
rr Ty
z=0,a y=0,b
En 09, se utiliza la férmula de diferencias finitas en tres puntos (Figura 3.2)
of Afivry = 3fig — fiva, 2y .
. = ’ : =+ 0(A =0,57=0...N
(ax)i,j IAL + ( T )v ? y J Y
of —4fi1;+3fij+ fia, o .
= = ’ : : A =N, j=0...N,
(ax>i,j 2AT +O( x )7 ? zy J 0 Y
of Afijv1 — 3fij — fij+e oy . .
— = ’ : : oA =0...N, j=0,
of —4fij1+3fi;+ fij—2 o .
- = ’ : : A =0...N, j=N,,
(3y>w 20y TOY), ¢ T

donde f = ¢. o V, respectivamente. Esto permite mantener una precisién de
segundo orden en la solucién tanto sobre la frontera como también dentro
del dominio.

(i,Ny—1
(iny*2)
(4,5+1)
o . L a2y |
D @D @) g (Va—tg )
(ij—1)
(i2)p
E(m)
0 (;70) a

Figura 3.2 Caja para diferencias finita.
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3.2. Modelo de la actividad eléctrica

Los modelos de la actividad cardiaca cominmente combina dos ingredien-
tes, un modelo de comportamiento celular con un modelo de acoplamiento
espacial. En Keener [34], el modelo de acoplamiento espacial es el bidominio,
pues éste tiene la ventaja que permite la simulacion del estimulo extracelular
de dos maneras diferentes. Primera, la cantidad de corriente que se inyecta
al espacio extracelular se hace introduciendo una densidad de corriente I en
la ecuacién (2.3.17), esto es,

V- (0.V¢e) = —1, — I, (3.2.1)

donde Iy es una funcion del espacio y el tiempo, que simula descargas de
distinta intensidad y duracién en cualquier parte del tejido. Con este método
se modela el punto fuente de estimulacién en el tejido a través de una varilla
o electrodo.

La segunda opcién consiste en cambiar la condicién de frontera (2.3.25)
para el potencial extracelular ¢, en la localizacion del electrodo estimulo. En
este caso, el valor de ¢, se pone igual al voltaje de la descarga en la parte de
la frontera que ocupa el electrodo. Este método conlleva a la simulacién de
un campo eléctrico uniforme.

Para entender como las corrientes aplicadas externamente afectan el tejido
cardiaco, recuérdese la descripcién del modelo bidominio que se presentd en
la Seccion 2.3.2.

En cada punto del dominio cardiaco H, existen los potenciales,
extracelular ¢., intracelular ¢; y el potencial transmenbrana V = ¢; — ¢..
Estos potenciales conducen corrientes

ie = —06V¢e, Zl = —U¢V¢i (322)

y una corriente transmembrana a través de la membrana celular que divide
las dos regiones. Las conductividades de los dos medios se representan por
los tensores de conductividad o; y o.. Las leyes de Kirchhoff implican que

oV
Am(OmE + In) =V (6:V) (3.2.3)
V- (0,V; + 0.V, = 0. (3.2.4)

La primera de estas dos ecuaciones implica que la corriente puede salir del
espacio intracelular, sélo como una corriente de transmembrana. De otro
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lado, la corriente de transmembrana tiene dos componentes, la corriente de
capacitancia C’m%—‘; y la corriente i6nica I;,,. La ecuacién (3.2.4) muestra
que las corrientes intracelular y extracelular se pueden redistribuir pero
conservando la carga, puesto que no hay fuentes de corriente intracardiaca.
En la ecuacién (3.2.3) C,, es la capacitancia de la membrana y A,, es la razén
entre el area de la superficie y el volumen de la célula.

Por ejemplo, durante una descarga de desfibrilacién los flujos de corriente
solo pueden pasar a través de la frontera del espacio extracelular, mientras
que por la frontera del espacio intracelular no hay ningin flujo de corriente
[67]. Esto significa que la corriente puede entrar al espacio intracelular a
través de la membrana de la célula, como una corriente transmembrana. Por
tanto, las condiciones de frontera para este modelo bidominio son

n-(c.Vo.) = I(t,x) sobre O0H, (3.2.5)

donde n es el vector normal unitario exterior a la frontera 0H. La corriente
que entra no necesita que sea la misma en todo punto de la frontera, pero el
flujo de corriente neta debe ser cero, esto es,

/ I(t,z)dS = 0.
OH

En otras palabras, no puede existir una acumulacion de carga porque
cualquier corriente que se inyecte debe salir en alguna parte.

Recuerde que el modelo bidominio es esencialmente macroscépico
(0,3 — Imm). No es apropiado para la estructura celular discreta (pequena
escala) del tejido cardiaco, pero cuando se utiliza el proceso de homogenei-
zacién descrito por Keener en [33], éste permite la descripcién de eventos
eléctricos a nivel microscopico. Por tanto, la inclusiéon de no homogeneidad
a pequena escala requiere de un modelo diferente [35].

Se tendrd una idea del comportamiento de este modelo, examinando el
modelo del cable unidimensional. En este caso, la ecuacion de conservacion
de flujo de corriente (3.2.4) se puede escribir como

o) a¢z agbe
o [Ji ox + e ox
Integrando con respecto a x se obtiene
] a¢l a(be

o; + o,

ox ¢ Ox

=0.

= G(1),
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donde G(t) es una funcién arbitraria. Al usar la condicién de frontera (3.2.5),
se llega a que G(t) = I(t), luego

a¢l a¢e -
O'Z‘% -+ 0-88_33 = I(t)
Esta ultima ecuacién se puede escribir como
8¢’L 8¢e
— =1(t) —0o—. 2.
' Ox (t) o ox (326)
Por otro lado, ¢. = ¢; —V y diferenciando parcialmente respecto a x, se tiene
a¢e a¢z 8‘/
= - 3.2.7
ox or O ( )
Reemplazando (3.2.7) en (3.2.6) se obtiene
0p; op; OV
S AN e AN
% o (t) = o [ Ox ax}
oV 0p;
= — — 00— +1
%or "oz + 1),

o de manera equivalente,

op; OV
(O’i -+ O'e)% = O¢ 8;5 -+ I(t)

De donde,

8@ O¢ ov 1
= I(t
e + (t)

o;+0.0r 0;+ 0.

de forma equivalente,

;00 _ o [(,@_V
‘Or  o;+o0.l “0x

+I(t)]

Al derivar con respecto a x esta ultima expresiéon se tiene
0 [ 6@} 0 [ 00, 6V+ o;

o0 \%00 ) = o

J(t)] .

o, +0.0r  0;+ 0.

Luego al reemplazar en la ecuacién (3.2.3) se obtiene

oV o | ov o;
A, ((Jma + 1n> = o [0% e Ue](t)} : (3.2.8)
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0,0 o
donde 0 = —~°—, con la condicién de frontera
o; + 0,
oV I
—=——, en z=0,0L,
ox O

donde L es la longitud del cable.

Para un cable homogéneo, la fuente de corriente solamente influye en las

fronteras, mientras que en el interior la fuente es idénticamente cero, esto es,
0 of
— —I(t)| =0
or |o; + o,

En el caso (no fisiolégico) que la corriente idnica sea lineal, es decir,
Lion = V/R y se aplique una corriente constante I, la ecuacién (3.2.8) se
transforma en una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes,

v AV
—_— = — 3.2.9
7 da? R ( )
La solucion general de esta ecuacion es
V(2) = cre™ + e, (3.2.10)

donde \? = ?—g. Utilizando las condiciones de frontera se llega al sistema de
ecuaciones

1

—Acp+ Ay = ——

Je

1

“Ace M p et = ——
Je

Al resolver dicho sistema se obtiene
I \1/esenh(AL/2)
)\aee senh(\L)
I _ypppsenh(AL/2)
27 N0C senh(AL)
Reemplazando estos valores en la soluciéon general (3.2.10) se obtiene
I senh(\L/2)
"~ “Xo. senh(\L)
I senh(AL/2)
= . Ssenh(AL/2) cosh (AL 2) A~ L/2)
I senh A\(x — L/2)
Ao, cosh(AL/2)

C1 =

Viz) =

senh A(z — L/2)
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donde \? = f—g. Para un dominio grande comparado con la constante de
espacio A, esta soluciéon muestra decaimiento exponencial a partir de cada
frontera, y es esencialmente cero en el interior del dominio. Esto corresponde
al hecho de que la respuesta a un estimulo es la despolarizacion cerca a una de
las fronteras e hiperpolarizacion cerca de la frontera opuesta, con un pequeno
efecto al interior del dominio

En el caso que 7 575- 1o es constante (no hay homogeneidad resistiva), la
no homogeneidad propor(nona fuentes adicionales y sumideros a la corriente
de transmembrana en puntos a través del interior del medio. Esta distribucién
de fuentes y sumideros es la responsable de la desfibrilacién.

En el primer renglén de la siguiente cadena de igualdades se suma y resta
la cantidad V - (0;V¢.) con el fin de obtener V - (¢;VV'), con dichos célculos
se generaliza el procedimiento anterior a dimensiones superiores.

V- (0:iV¢;) =V [oi(0; + 00) 0. VV] =V - [0,VV + 0:V ]
~V. [ai(ai + ae)—laevv}
—v. [aivv + 0,V — ai(o; + Je)_laeVV]
~V. [al- (1 (o + ae)*lae) vV + aiwe} . (I es la matriz identidad)
V. [ ( oi+ o) (or + 0.) " — (o7 + Ue)_lae> vV + Jngbe]
~-v. [al(al +00) o+ 00— 0)VV + Gdibe}
V. [Ui(ai 4 o) oV + UiV@]
=V o0y +0.)! [aiVV + aiV@] ~V. [ai(ai + ae)*lfT} ,
donde Iy = 0,VV + 3;V6, es la corriente total. Por tanto,
V- (0:V6:) = V- [oi(0i + 0.) 0 VV] + V- [i(0s + 0) i |

en consecuencia, la ecuacién (3.2.3) queda

ov

An(Cngy

+ Iwn> =V [oi(oi + 0c) 'o . VV] + V- [oi(ai + ae)’llT} .

De esto se tiene que si o;(0; + 0.)”' es no homogéneo en el espacio,

entonces cuando Ip es diferente de cero, existen fuentes y sumideros
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de corriente de transmembrana en el interior del tejido. Nétese que si
oi(0; + 0.)~! es proporcional a la matriz identidad, no hay dnodos y cdtodos
virtuales y la desfibrilacion es imposible. Sin embargo, esto ocurre solamente
si 0; = ao.(iguales proporciones anisétropas), y es conocido que esto no
ocurre para el tejido cardiaco [38, 67].

No hay ninguna duda que estos términos fuentes existen. En efecto,
los electrodos virtuales se han encontrado para ser inducidos aprovechando
la- anisotropia desigual de los espacios intracelular y extracelular [60], la
curvatura de la fibra del miocardio [67], la no homogeneidad espacial de la
fraccién de volumen intracelular y la discontinuidad asociada con las uniones
intercelulares [13, 67]. La no homogeneidad espacial se puede considerar del
efecto que produce una breve pero gran corriente cuando se aplica a un hilo
unidimensional no homogéneo de tejido cardiaco. La no homogeneidad viene
del hecho que muchas de las resistencias intracelulares se concentran en las
uniones vacias.

Una pregunta de interés en este andlisis es, cémo las diferentes
distribuciones espaciales de fuentes y sumideros afectan el resultado de la
descarga, este andlisis se hara en la préxima seccién utilizando modelos como
el bidominio o con los modelos tipo FitzZHugh-Nagumo en conjuncién con el
bidominio [38, 39].

3.3. Sistema Reaccion-difusion

Los sistemas Reaccion-difusiéon, también conocidos como ecuaciones
dindamicas excitables, estdn conformados por un sistema no lineal de
ecuaciones en derivadas parciales que describe la excitacién y propagacion
de procesos en medios excitables. Este sistema tiene la forma

a(;:flzfl(ulvaun)—i_v([)zvul)) izla"'an

donde wu; es la variable de estado, f; es el término de excitacién y D; es el
tensor de difusién. En el contexto de la propagacion de la excitacion cardiaca,
la variable de estado u; corresponde al status (estado o posicién de algo dentro
de un marco de referencia dado) celular, es decir, voltaje transmembrana,
conductividad de canales i6nicos y concentracién iénica [33, 46, 58]. El cambio
de variable de estado se determina por los términos de excitacion f; y el de

difusién V - (D;Vu;).
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Se pueden distinguir diferentes tipos de modelos, dependiendo de los
términos de excitacion, de difusién, como también de la dimension n del
sistema de ecuaciones. Entre éstos mencionemos el modelo de Métodos
Simplificados (FitzHugh-Nagumo) y combinaciones de modelos celulares
electrofisiologicos con los modelos de flujo de corriente eléctrica como el
modelo bidominio o monodominio con ecuacién de Poisson.

Entre los métodos simplificados se puede incluir el de FitzHugh-Nagumo
de dos estados

% = %(0—03/3—w)+DAv
ow
Frll e(v+ B —yw) (3.3.1)

con variables de estado, v para el potencial transmembrana, y w para la
recuperacion. El término difusion se formula para medios isotropicos con
coeficiente de difusién D un escalar. Acd los pardmetros son: 0 < |3 < v/3,
O<y<lye<x1l,Av=>3", % es el Laplaciano de v. El tensor de difusién
y los parametros son constantes en el tiempo, pero no necesariamente en la
variable espacial. Una formulacién alterna y mas general al sistema (3.3.1)
es la siguiente

% = V- (DVv)+cv(v—a)(l —v) —cw
ow
Frl b(v — cw) (3.3.2)

Notese que la propagacion pasiva de la corriente es gobernada por el término
difusivo de la primera ecuacién, mientras las corrientes idénicas son descritas
por la segunda ecuacién y los dos ultimos términos de la primera. El término
cibico se encarga de la activacién. Ahora bien, en este sistema (3.3.2) se
tienen tres puntos fijos, v =0, v =ay v = 1. Los puntos v =0y v =1
son estables y representan el estado en reposo y excitacion respectivamente,
mientras que el umbral de excitacién esta representado por el punto inestable
v = a (véase p.e., [7, 10, 14, 33]). Asi, un punto en el dominio tiende a v = 0,
excepto las fluctuaciones del potencial que excedan a a. En este caso, el
punto se excita y tiende a 1. La variable de recuperacion w trae el sistema
nuevamente al estado en reposo y previene la reexcitaciéon para cierto periodo
refractario. La presencia de v en la segunda ecuacién, hace que la recuperacion
sea dependiente del potencial de las regiones vecinas, mientras la dependencia
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lineal de w hace que la recuperacién en el tiempo sea de primer orden. Por
lo tanto, una eleccién adecuada de los parametros hace que el estado local
oscile entre el reposo, la excitacién y el estado refractario. Luego este sistema
parabolico de ecuaciones en derivadas parciales, admite una solucion del tipo
onda viajera [12, 31, 45, 63].

v
06 - , \

o4 =

(IR
——
e

-

RN [} !

Figura 3.3 Forma de onda para el sistema FHN modificado.

Una modificacion de las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo permite una
descripcion mas real de la propagacién de la accion cardiaca. Para tal fin,
se debe eliminar la hiperpolarizacién (Figura 3.3) que se presenta cuando la
onda solucion del sistema FitzHugh-Nagumo muestra una excursién negativa
de v durante la parte refractaria de la onda, cuando v estd préoximo a 0, pero
w es grande (Figura 3.4). Este modelo modificado es el de Rogers-McCulloch
[57] v estd dado por

v
ot
ow
ot

= v —a)(l—v)—cvw+ V- (DVv)

= b(v— cw) (3.3.3)
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con tensor de difusiéon D, y los parametros de membrana a, b, ¢y, co, c. Las
variables de estado v y w definidas como en las ecuaciones de FitzHugh-
Nagumo (3.3.1). En este modelo agregamos una condicién de frontera tipo
Neumann

ov

on
la cual permite definir la derivada del voltaje transmembrana en los bordes
con normal n.

0k |- . — . o
o | f "1

a4 | Ili ] :

I:; IIIJG -HI)."I . M) ﬁfliﬁ 1}
Figura 3.4 Forma de onda para el sistema FHN estandar.

Desde el punto de vista de los sistemas dindamicos, en ambos sistemas la
trayectoria a través del ciclo excitacién/recuperacién comienza en un punto
en la fase plana, en donde dv/dt y dw/dt son ambas positivas. La excitacién
v se incrementa rapidamente hasta que cruza su isoclina de crecimiento cero.
En este punto dv/dt es negativa, comienza la recuperacién y v disminuye
hasta que la trayectoria nuevamente cruza la isoclina de crecimiento cero de
v y empieza el trayecto final al origen (Figura 3.5). En el sistema FitzHugh-
Nagumo no modificado, la trayectoria encuentra la segunda rama de la
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isoclina de crecimiento cero en la mitad izquierda de la fase plana (véase
por ejemplo, [10, 14, 15, 19, 33]). La ubicacion de esta isoclina es responsable
de que v no alcance el valor deseado, sin embargo, en el sistema FitzHugh-
Nagumo modificado, existe una isoclina de crecimiento cero en v = 0 que
previene que v no alcance el valor deseado, véase [57, 58].

o 7 glv.w) =0
vw) =0 /
E i /——Dnda posterior
W = :“ CLLN
dwidt = G.(w) s ot = Galw)
. . ;
Wi . : - '
.11 l,"'l K Ilf
..;"'-----"' Frente de onda

[
o

v

Figura 3.5 Dinamica para el sistema FitzHugh-Nagumo.

3.4. Combinacion del modelo celular electro-
fisiol6gico con los de flujo de corriente

Un enfoque bien conocido en biofisica consiste en combinar modelos
electrofisiologicos de las células cardiacas con modelos de flujo de corriente
eléctrica a través del espacio intra y extracelular, asi como también por las
uniones vacfas (gap junctions). El modelo que describe la concentracién
y el flujo de iones, como la conductividad de las células y el voltaje
transmembrana, es determinado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
acopladas. Los dos principales representantes de estos modelos combinados
son los modelos bidominio y monodominio, recordemos estas ecuaciones

V- (0;VV) ==V - [(0; + 0.)V.] (3.4.1)
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V . (O'IVV) + v . (O'Z'ngse) - Am (C’m%—‘; -+ -[ion>u (342)
oV
V. (0VV) = A, (C’”E + ]n> (3.4.3)

las dos primeras ecuaciones son las del modelo bidominio y la tercera es la
del modelo monodominio.

Como se vio al final de la Seccién 3.1, el método de las diferencias finitas
es una técnica para resolver las ecuaciones de bidominio. Una alternativa
interesante con el mismo propdsito es el método de los elementos finitos
[1, 2, 6, 8, 30, 46, 56|, en virtud de que este método permite ser utilizado
en geometrias de deformacién irregular (véase p. e., [2, 8, 30, 56, 69]). A
continuacion se bosquejara la aproximacion de elementos finitos para luego
aplicarlo a las ecuaciones bidominio.

3.4.1. El método de los elementos finitos

Desde el punto de vista matematico, el Método de los Elementos
finitos (MEF) puede entenderse como un procedimiento para resolver
numéricamente problemas planteados mediante ecuaciones diferenciales con
condiciones de frontera o contorno. La filosofia del método se basa en
dividir el dominio o cuerpo sobre el que se trabaja en subdivisiones mas
pequenas (elementos), y formular el problema en cada uno de estos elementos
en términos de ecuaciones mas sencillas. Seguidamente se ensambla la
informaciéon proveniente de cada elemento, obteniéndose un sistema de
ecuaciones algebraicas cuya solucion proporciona la aproximacion buscada.

Una caracteristica importante de este método, consiste en reformular
la ecuacion diferencial parcial en una forma equivalente, conocida como
formulacién débil, es decir, el uso de derivadas débiles permite plantear las
ecuaciones diferenciales de una forma particular. Un estudio més completo
sobre derivadas débiles se encuentra en [2, 6, 12, 45].

Para realizar una explicacion mas ilustrativa del método se considera la
ecuacion de Poisson

—Au = f en €,
u = 0 sobre 0. (3.4.4)

Para obtener la formulacién débil de la ecuacion diferencial, multiplicamos
por una funcién arbitraria v de soporte compacto y de clase C*°, que ademés
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cumpla la condicién de frontera. Esta funcién se conoce como funcién de peso
o ponderacion. En consecuencia tenemos, —vAu = fo.

Ahora bien, usando la identidad V - (UVU) = Vv-Vu+vAu e integrando
en () se obtiene

/Q V- (vVu)dQ — /Q Vo - VudQ = /Q fodQ (3.4.5)

Al aplicar el teorema de Gauss y utilizando las condiciones de fronteras
obtenemos

—/VU~VudQ:/fde, (3.4.6)
Q Q

para cada v € C§°(Q).

Como se menciono mas arriba, al dividir el dominio €2 en pequenas partes
en las cuales se llevara a cabo la aproximacién, entonces podemos aproximar
u para toda la geometria de cualquier forma. El problema en el cual estamos
trabajando se encuentra en el plano, en la Figura 3.6, se muestra una malla
del dominio ) particionado en triangulos.

Figura 3.6 €) particionado en elementos triangulares finitos.
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El dominio es inicialmente discretizado en nodos, luego se realiza la
triangulacién entre nodos. También es posible utilizar elementos de cuatro
o mas nodos, sin embargo, los elementos triangulares pueden aproximar un
gran rango de geometrias. Los elementos cuadraticos tienen dificultades con
las esquinas.

Se definen funciones base para el dominio en R?, cada nodo tiene una
funcién base y estas se denotaran por ¢;(z,y) para el nodo i. Cada ¢;(x,y)
es no nula, sélo en los elementos que comparten el nodo i. Las Figuras 3.7 y
3.8 muestran dos funciones de este tipo, una completamente interna y otra
que tiene interface con la frontera.

Figura 3.7 Funcién ¢;, no nula en elementos que comparten este nodo.
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Figura 3.8 Funcién ¢;, no nula en elementos que comparten este nodo.

A partir de la formulacién débil se busca una funcién u(z, y) continuamen-
te diferenciable utilizando el método de Galerkin, por ejemplo, el cual consiste
que a partir del conocimiento de una base se construye una sucesién de es-
pacios funcionales {H,,} de dimensién finita generado por {¢1, ¢a, ..., dm}
de manera que H; C Ho C --- C H,y

lim d(v, H,,) =0,

m—r0o0

donde d(v, H,) es la distancia de v a H,,, para todo v € H. Esta sucesion
de espacios {H,,} permite construir la sucesiéon {v,,} siendo v,, la solucién
unica del problema variacional aproximado: hallar v,, € H,, tal que,

a(vy,,v) =1l(v) paratodo v € H. (3.4.7)

Esta es la esencia del método de Galerkin. Aca a(-,-) es una forma bilineal y
[ es un funcional lineal. Nétese que (3.4.7) no es mas que un sistema lineal
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de m ecuaciones algebraicas con m incognitas, y por tanto para determinar
vy, basta calcular ¢; € R tal que

a (zm: Cj®j ¢i> = o)

j=1

Za(¢j7¢i)cj = l<¢2)7 i:1727"'?m

Jj=1

cuyo sistema homogéneo asociado tiene como solucién tnica la trivial. Luego
existe y es tnica ¢; € R, como también lo es v,,, donde

m

Um = Z ngbj'

=1

La solucién aproximada v, es, en general, diferente de la soluciéon exacta
v. Al incrementar la precisién, es natural buscar la solucién aproximada en
un subespacio mas grande H,,. Por tanto, para una sucesién de subespacios
H, C Hy C --- C H, calculamos la correspondiente sucesién de soluciones
aproximadas v,, € H,,, m = 1,2,.... El procedimiento para encontrar esta
solucién, se conoce como método de Galerkin [1, 2, 6, 30, 31, 56].

Mencionemos también que bajo ciertas condiciones sobre la forma bilineal
a(+,+), y si ademés, H; C Hy C --- es una sucesién de subespacios de un
espacio de Hilbert H con la propiedad

| H.=H,
m>1

entonces el método de Galerkin converge
|lv = vm|lg — 0 cuando m — oo.

En consecuencia, el problema (3.4.7) se reduce a resolver el sistema de
ecuaciones lineales
Kc=F,

en donde K = (k;;) es la matriz de rigidez, siendo k;; = a(¢;, ¢;), el vector
[(¢:) se llama vector de carga y el vector de componentes c¢; es el vector de
desplazamientos nodales.
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Si llamamos
a(u,v) = / Vo-Vud) y Ilv) = / fodQ
Q Q

y reemplazamos en la formulacion débil se obtiene

ZU]Z a(¢i, o;)ci ZUJ (¢5)

Esto se puede escribir de forma mas compacta como v! K¢ = v'F = Kc=F
_ t _ t
donde v = [v1,vq,...,0,)" ¥y c=[c1,¢0, ..., )

a(¢17 ¢1) a(qbla sz) s a(¢1a ¢n)

K — a(¢2., ¢1) a(¢2’, $2) a(¢2‘, bn)

W(Gny81) UGy ®) - A(Sms )
= [l(¢1)7 l(¢2)7 R l(¢n)]t

3.4.2. Formulacién débil para la ecuacion de bidominio

La ecuacion de bidominio que se resolvera utilizando elementos finitos es
la ecuacién (3.4.2). Esto es, si §2 es el dominio solucién entonces la ecuacién
(3.4.2) se puede escribir como

ov

ot Im)}wda —0,

/Q [v (o VV)+ V- (0,V) — Am (c

donde w es una funcién peso escogida apropiadamente de clase C*°(2) y de
soporte compacto. Considerando el potencial extracelular ¢, y la suma de
corrientes idnicas en un tiempo ¢t como parametros conocidos, esta ultima
expresion se puede escribir como

ot

donde f =V - (0;V¢e) — Apnlion. Aplicando la primera identidad de Green
(véase p.e., [12, 45, 63])

—/wAudQ:/Vu YVwdS) — /—wdS
Q 0

/ [Amcma_v V. (aivvﬂwdﬁ - / FwdQ, (3.4.8)
Q Q
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a la ecuacion (3.4.8) al término Laplaciano (ver p. e., [2, 6, 30]), se obtiene

/AmCma—deQ—i-/(JiVV)'deQ—/(UiVV)'nwdS: / fwdQ), (3.4.9)
Q ot Q r Q

donde n es el vector unitario normal exterior a I'; la frontera de (2. Recuerde

U . . . . .
que - Vu-n es la derivada direccional de u en direccién del vector normal
n

unitario n.
De otro lado, el dominio soluciéon se divide en L elementos con
subdominios €; y fronteras I';. Asi, la ecuacién (3.4.9) se puede escribir como

Z / ApnCh o Srwdu + Z / o:VV) - Vwd, (3.4.10)
=

Z /F (:VV) - nwdSl—l—Z / fwd,.

El trabajo que sigue es entonces describir las funciones base, el célculo de las
integrales que aparecen en la ecuacién (3.4.10).
En efecto, podemos escribir la ecuacién (3.4.9) de la siguiente forma

ov oV ow OV ow
/QAmC’medQ + Aai(%%+@8_y)d9
/ fwdQ) — /(O’iVV) - nwdS.
Q r

Ahora bien, la funcién V' se puede escribir como

n+1

V('Tayvt) = Z]\G(%,y)%(t)

Jj=1

y haciendo w = NV;, se obtiene la formulacién débil

ON;ON;  ON; ON;
</A C NNdQ)V + /o—l<ax 5t oy ay)dmfj

/ FNQ — / (0;VV) - nN;dS (3.4.11)
Q r
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Realizando la discretizacion de V' en el tiempo en la ecuacién (3.4.11), por
medio del método 6 (véase p.e.,[56]), se obtiene

/ FNAQ — / (0;VV) - nN;dS
Q r

Vi 1%
= (/A C NNdQ>— (3.4.12)
o At

/ ON; ON; n ON; ON;
Or Ox Oy Oy

En éste método la derivada en el tiempo se reemplaza por la diferencia
& = V"+A1t—vn donde V" = V(x,t,) denota el valor de la variable en un
tiempo t = t,, At es el incremento del tiempo y t,1 = t, + At. En general,
se supone que V(z,t,) es conocida y se utiliza como una condicién inicial
para avanzar la solucién al nivel de tiempo ¢,,1, donde ain no se conoce.
Se introduce ahora un pardametro de relajacion 6 y se escribe la solucién
V en la forma V = V™" + (1 — 0)V" ¢, < t < t,y1. El pardmetro 6 es
especificado dentro del rango [0, 1] y es utilizado para controlar la exactitud
y la estabilidad del algoritmo. Al simplificar la ecuacion (3.4.12) se obtiene

ON; ON; ~ ON, ON;
A N;N;dS) A d L Q| vt
[ aucumaian o o [ o200 60N o]
ov

= At/deQ At o N;dS

ON; ON; ON,; ON;
_ A J ? J Q
a-oai fo (ax oy 5

+

)dQ SOV + (1—0)V))

- / AmC’mNjNidQ} v
Q

en el modelo bidominio se considera que el tejido esta rodeado por un aislante
y ésto conduce a que fr o, o V. N,;dS = 0. En consecuencia, la expresién anterior
se reduce a

ON; ON; 0N, ON, it
UQA C NNdQ+0At/ <8x 5t oy ay)dg]vj

ON;ON;  ON; ON;
_At/QfNidQ— [(1—0)At/ (ax 5w " 5 oy )dQ

- / AmCmNjNidQ] 1
Q
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3.5. Implementacion y resultados

Se utilizé el método de Elementos Finitos usando funciones bases del tipo
lineal para resolver el problema de la ecuacion Bi-Dominio para la region 2D
que comprenderia la seccién transversal del torso (Figura 3.9)

-8 1 1 1 L 1 L 1 1 1
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
X(cm)

Figura 3.9 Region en la cual se va aplicar el método de elementos Finitos

Se realiz6 una malla triangular usando el método “DistMesh” de Matlab
realizado por Per-Olof Persson y Gilbert Strang del departamento de
Matematicas del MIT (Figura 3.10).

VAV
éV’

Y(cm)

Figura 3.10 Malla triangular

3.5.1. Construccion de las matrices

Para poder construir las matrices necesarias para realizar el método de
elementos finitos, se deben resolver los siguientes tipos de integrales (véase
p. e, [30, 56] o [69]):
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/ N{N5dQ, (3.5.1)
Qe
/ ON{xON;x + ON{yON;ydSd, (3.5.2)
Qe
/ N, fd© (35.3)
Q

Si el vértice i y j no son adyacentes entonces (3.5.1), (3.5.2) y (3.5.3) son

0, en caso de serlo, procedemos para (3.5.1) de la siguiente manera:
Creamos un biyeccién del elemento triangular €2, con vertices en (x1, 1),
(x2,72) ¥ (x3,y3) hacia el tridngulo unitario €j,con vértices (0,0) , (1,0) y
(0,1), de tal manera que (0,0) — (z1,41),(1,0) = (22,y2) v (0,1) — (x3,y3)
tomando la siguiente forma:

/
o (bl e
Mo1  Ma2 Y by Y
Reemplazando la primera pareja de valores en 3.5.4
mi1 Mig 0 by X1
: +
Moy M2 0 ba n
by S
bo Y1
Reemplazando la segunda pareja de valores en (3.5.4)
e ) Lol ) -
Mol a2 0 n Y2
{mn} _ |27
ma1 Y2 — U
Reemplazando la tercera pareja de valores en (3.5.4)
et RHE IR
. + =
Yo — Y1 maa| |1 (7 Ys

mi2 _ r3 — T1
Moo Ys — 1
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Finalmente se obtiene

i B VIR R VN
Yo—Y1 Ys— U Y Y1 Y

Se puede ver que las funciones bases N{ en el nuevo sistema de referencia
toma la forma de:

NV = 1—-z—y
Ny = o (3.5.6)
NY = o

Usando el teorema de cambio de variable tenemos que
1 1—a’
e nre _ UatU ! g0
/Q NN, = /0 NN ay (3.5.7)

donde el determinante del Jacobiano |J| de transformacion, viene a ser dado
por:

Tog — X1 X3 — X1

=1, _ _

Y=Y Ys—U

Finalmente realizando los calculos manualmente, se obtiene:

1 pl—af 0 de otro modo;
/ / NYNY|J|da'dy = < 5;]J| sii#jy son adyacentes; (3.5.8)
o Jo S|J| sii=j.

Para la integral (3.5.2) sabiendo que Nf(z,y) = “t2etay donde A° es el
area del elemento, se puede ver que

1
VN{ = (ON;z,ONfy) = o (bi,c:)

Por lo tanto el producto punto de VN{ - VNY es igual a un valor constante

(45‘22) por lo tanto

K

e (3.5.9)

e e e e K
/Qe (9le8ij+8]\/'23/8]\7]de6 = M_EQ/g;e dQe =

Por dltimo para (3.5.3) se separa la integral sobre € en la sumatoria de
cada elemento triangular €).. Fuera de eso se puede interpolar linealmente
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a f sobre cada elemento usando de las funciones base de tal forma que
flz,y) = fENE + fSNS + fSNS donde ff es el valor de la funcién en cada
vértice del triangulo, de tal forma que:

/Q Nifd=">" /Q NffdQ. = Zi 5 /Q NEN£dQ, (3.5.10)

e g=1

La integral que queda en (3.5.10) se resuelve como se realizé con (3.5.1).

/w(aiV(be)-dF — /angzﬁvedQ— /Amfi,mwdﬂ (3.5.11)
Q

r Q

Para poder representar la corriente iénica, se usé el modelo de Hodgin-
Huxley (2.1.13), de tal manera que usando el método de Runge-Kutta de
orden 4, se aproximo el valor de m,h y n, en un tiempo ¢t + 1 a partir
de del potencial eléctrico y sus valores correspondiente en un tiempo ¢, y
posteriormente se reemplazaba para tener el valor de la corriente i6nica en
un tiempo ¢t + 1.

3.5.2. Resultados

A continuacién se muestra los diferentes resultados obtenidos al ejecutar
los cédigos realizados en Matlab.

En la Figura 3.11 se ven las imagenes de la simulaciéon cuando f = 0,
se realizé ésta para poder comprobar si los codigos se ejecutaban de forma
correcta, dado que el problema al ser muy similar a un problema de difusion
deberia comportarse como éste. A partir de las figuras se puede ver que
precisamente se cumple lo anteriormente dicho, dado que empezando con
una concentracion muy alta en una determinada zona, a través del tiempo
esta poco a poco se dispersa sobre el medio en el que esta.
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-10 -20 (b) -25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
20

15F

0
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
(c)
20

15f

Y =25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
(cm) X(cm) (d) X(cm)

Figura 3.11 Solucién al problema usando elementos finitos y siendo f igual
a 0; (a) t =0ms, (b) t =1ms, (¢c) t =3msy (d) t = 38ms

En la Figura 3.12 y la Tabla 3.1 se aprecia el comportamiento del problema
cuando f se modela a partir de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley. Como se
puede ver el modelo exhibe un comportamiento muy similar al modelo en
una dimension dado que iniciando en condiciones iniciales para que se llegue
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al umbral de excitacién del tejido neuronal, se llega a una excitacién que

genera un pico aproximadamente (40mV’) y posteriormente se relaja y queda

en su estado reposo (estacionario).

101

-10

X(cm)

10

-10

X(cm)

sk
s —
E § o
- =
sl
-10
(a)
101
sk
s -
E § o
> =
sl
-10
Y(cm) X(cm) (b)
101
sl
N =
E § o
> =
sl
-10
(c)
101
sl
5 o
5

Y(cm) X(cm) (d)

-20

-10

X(cm)

10

Figura 3.12 Solucién al problema usando elementos finitos y siendo f a la
corriente iénica representada por la ecuaciéon de Hodgkin-Huxley; (a)

t =0ms, (b) t =0,8ms, (¢c) t =1,6msy (d) t = 2,4ms
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V(mV)

X(cm) Y(cm) | t=0 t=0.8 t=1.6 t=2.4
21.287 -4.196 | 0O 1.11E-10 1.62E-09 -2.58E-09
20.298  -3.5235| O 2.76E-10 -3.46E-09 1.86E-09

-7.8766  -6.4217 | O 0.015473 -0.27779 -0.17443
2.6534 -3.2117 | O -0.013705 0.036806 -0.02276
1.4626 -3.3715| O 0.080648 -0.078286 -0.13026
3.8612 -0.97971 | O 0.0078515 0.032404 | -0.047191
4.3814 0.11552 | 0O -0.011786 0.021813 | -0.0014353

0.56013 1.9727 1 0 0.2271 6.8454 -0.80731

0.48972 41321 0O -0.26384 -0.84357 0.26137

-2.8509 49594 | 0 9.3774 2.2559 -12.297

-0.27478 5.1342 | 0 0.2578 -0.56323 -0.23688

-2.3472 6.0427 | 0O -0.70323 1.1377 2.03

-4.3975 6.8763 | O -1.0466 0.059181 1.0268

-14.777 6.4532 | 0 |-0.00035324 | 0.00023761 | 0.0013885
-13.63 6.7067 | 0O -0.0024943 | 0.0038974 | -0.0049106

-7.9616 -0.55313 | -10 17.948 -25.044 -74.819

-1.3724 3.0159 | 0 16.299 4.2471 -18.425

-5.7353  -0.26231 | -10 18.42 -24.857 -74.638
-5.809  0.73587 | -10 18.385 -24.813 -74.249

-6.8151 1.207 | -10 20.287 -23.36 -67.38

-5.2984 2.7151 | -10 21.911 -21.166 -59.794

-6.8193 -0.88399 | -10 17.246 -25.886 -79.08

-6.9138  0.14633 | -10 18.65 -24.722 -73.292

-6.1085 2.0038 | -10 18.033 -25.616 -76.371

Tabla 3.1 Resultados numéricos para ciertos puntos en la malla al problema
usando elemento finitos y siendo f a la corriente iénica representada por la

ecuacion de Hodgkin-Huxley.

3.5.3.

A continuacién se muestran los codigos con los que se hizo la simulacion
realizados en Matlab, para dar arranque al programa se ejecuta el script

Caddigos

“main.” que se muestra a continuacion.

%% Programa de Elemento Finitos para resolver el problema de
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la ecuacién de Bidominio
% Realizado por:
% Edgar Rodriguez
% Fabio Castellanos
% Asesorados por:
%  Andrus Giraldo

clc #%Limpia el Workspace
clear all %Limpia las Variables
load(’malla.mat’) %Carga el archivo que tiene los puntos que

conforman la malla

cant_coef=length(puntos); Mira cuantos coeficientes se deben sacar.
x=puntos(:,1); %Coordenada x de los puntos que conforman la malla.
y=puntos(:,2); %Coordenada y de los puntos que conforman la malla.
a_m=[100 100]; #%#Valor Am del problema la primera componente es por fuera

% la segunda es dentro del corazén
c_m=[1 1]; %Valor Cm del problema la primera componente es por fuera

% la segunda es dentro del corazén
sigma_i=[20 60]; %Valor Sigmal del problema la primera componente es por fuera

% la segunda es dentro del corazén

theta=1/2; %Valor theta para el paso método.
f=0(x,y,V,W) funcién F( x,y,V,W); YFuncién de carga
delta_t=0.01; %Ancho del paso del Tiempo

phi=zeros(cant_coef,1/delta_t); %Matriz que va almacenar los coeficientes a
través del tiempo

DT = DelaunayTri(puntos); %Realiza la triangulacién a la Malla

tri = DT(:,:);

for i=1:cant_coef
if (x(1)+4)"2+y(i)~2<16
phi(i,1)=-70;
end
end

% Valores iniciales y pardmetros del modelo de Hodgin-Huxley
W=ones (cant_coef,3); W(:,1)=0.3553; W(:,2)=0.4824; W(:,3)=0.3787;

eNa=b5; eK=-82; eL=-59; gNabar=70.7; gKbar=24.34; glL=0.3; vR=-70;
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cM=0.1;

% Funciones de las derivadas con respecto al tiempo de m,h y n

% respectivamente del modelo de Hodgin-Huxley

h1=e(V,W)

((0.1%(25-(V-vR)) ./ (exp(0.1%(25-(V-vR)))-1)) . ¥ (1-W(:,1) ) -4*exp(-(V-vR) /18) .*W(:,1));
h2=@(V,W)

(-1x(1./(exp(0.1%(30-(V-vR)))+1)) .*W(:,2)+0.07*exp(-0.05%(V-vR) ) . *(1-W(:,2)));
h3=e(V,W)

(€0.01%(10-(V-vR)) ./ (exp(1-0.1%(V-vR))-1)) .*(1-W(:,3))-0.125.*exp(-(V-vR) /80) .*W(:,3));

M1 = createM1( x,y,DT,cant_coef,a_m,c_m ); %Crea las matrices y vectores
para el método.

M2 = createM2( x,y,DT,cant_coef,sigma_i ); F = createF(

x,y,DT,cant_coef,f,phi(:,1),W);

M=M1+thetaxdelta_t*M2; N=M1-(1-theta)*delta_t*M2;

view(90, 90); Frames = moviein(1l/delta_t);
trisurf(tri,x,y,phi(:,1)); axis([-26 26 -10 10 -100 100 -100 100])
Frames(:,1)=getframe; for i=2:1/delta_t*1000

% Soluciona iterativamente el problema usando el método del

% gradiente bi-conjugado

[phi(:,i) flag] = bicgstabl(M,N*phi(:,i-1)+delta_t*F);

% Se realiza el método de Runge-Kutta de 4 orden, para actualizar los
% valores de m,h y n en la proxima iteracidn
FiW(:,1)=delta_t*h1(phi(:,i),W);

F1W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,i),W);

F1W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,i),W);

auxW(:,1)=W(:,1)+0.5%F1W(:,1);
auxW(:,2)=W(:,2)+0.5%F1W(:,2);
auxW(:,3)=W(:,3)+0.5%F1W(:,3);

F2W(:,1)=delta_t*h1(phi(:,1i),auxW);
F2W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,1),auxW);
F2W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,1i),auxW);

auxW(:,1)=W(:,1)+0.5%F2W(:,1);
auxW(:,2)=W(:,2)+0.5%F2W(:,2);
auxW(:,3)=W(:,3)+0.5%F2W(:,3);
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F3W(:,1)=delta_t*h1(phi(:,i),auxW);
F3W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,1i),auxW);
F3W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,i),auxW);

auxW(:,1)=W(:,1)+F3W(:,1);
auxW(:,2)=W(:,2)+F3W(:,2);
auxW(:,3)=W(:,3)+F3W(:,3);

F4AWw(:,1)=delta_t*h1(phi(:,1),auxW);
F4aw(:,2)=delta_t*h2(phi(:,1),auxW);
FAW(:,3)=delta_t*h3(phi(:,1i),auxW);

W=W+ (F1W+2*F2W+2*F3W+F4W) /6 ;

%Actualizo el valor del vector de carga F
F = createF( x,y,DT,cant_coef,f,phi(:,i),W);

%#Va graficando y guarda en frames para después ejecutar la animacién
trisurf (tri,x,y,phi(:,1));

axis([-26 26 -10 10 -100 100 -100 1001)

shading interp

Frames(:,i)=getframe;

disp(i*delta_t)

Los siguientes cédigos muestran las construcciones de las matrices y las
diferentes funciones que usaran para la realizacién de éstas.

function [ M1 ] = createMi( x,y,DT,cant_coef,am,cm )

%CREATEM1 Crea la matriz M1 (Mira Tesis para mayor informacién)
% M1l: Matriz a calcular

% x: Componente x de los puntos que conforman la malla

% y: Componente y de los puntos que conforman la malla

% DT: Triangulacién

% cant_coef: Cantidad de Coeficientes a calcular

% am: Pardmetro del modelo

% cm: Pardmetro del modelo

[m n]=size(DT.Triangulation); Ml=zeros(cant_coef); for
i=l:cant_coef
for j=1:m
[ pos, esta ] = findPos( DT.Triangulation(j,:), i );
aux_pos=zeros(3,1);
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if esta==

for

end

k=1:3
aux_pos (k)=DT.Triangulation(j,k);
if ((x(aux_pos(k))+4) ~2+(y(aux_pos(k)))~2)<16
am_trab=am(2) ;
cm_trab=cm(2) ;
else
am_trab=am(1);
cm_trab=cm(1);
end

deter=(x(aux_pos(2))-x(aux_pos(1)))*(y(aux_pos(3))-y(aux_pos(1)))-...

for

end

(y(aux_pos(2))-y(aux_pos(1)))*(x(aux_pos(3))-x(aux_pos(1)));

k=1:3

if (k==pos)
M1(i,aux_pos(k))=M1(i,aux_pos(k))+1/12*deter*am_trab*cm_trab;

else
M1(i,aux_pos(k))=M1(i,aux_pos(k))+1/24*deter*am_trab*cm_trab;

end

function [ M2
%CREATEM2 Crea la matriz M2 (Mira Tesis para mayor informaciémn)
% M2: Matriz a calcular

% x: Componente x de los puntos que conforman la malla

% y: Componente y de los puntos que conforman la malla

% DT: Triangulacién

% cant_coef: Cantidad de Coeficientes a calcular

%  sigmam: Parametro del modelo

= createM2( x,y,DT,cant_coef,sigmam )

[m n]=size(DT.Triangulation); M2=zeros(cant_coef); for
i=1:cant_coef

for j=1:

m

[ pos, esta ] = findPos( DT.Triangulation(j,:), i );
diff_N=zeros(3,2);

aux_pos=zeros(3,1);

if esta==

for

k=1:3
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aux_pos (k)=DT.Triangulation(j,k) ;
if ((x(aux_pos(k))+4) ~2+(y(aux_pos(k))) ~"2)<16
sigmam_trab=sigmam(2);
else
sigmam_trab=sigmam(1);
end
end
diff_N(1,:)=[y(aux_pos(2))-y(aux_pos(3)) x(aux_pos(3))-x(aux_pos(2))];
diff_N(2,:)=[y(aux_pos(3))-y(aux_pos(1)) x(aux_pos(1))-x(aux_pos(3))];
diff_N(3,:)=[y(aux_pos(1))-y(aux_pos(2)) x(aux_pos(2))-x(aux_pos(1))];
area=((x(aux_pos(1))*y(aux_pos(2)))-(x(aux_pos(2))*y(aux_pos(1)))+...
(x(aux_pos (3)) *y (aux_pos(1))) - (x(aux_pos (1)) *y(aux_pos(3)))+. ..
(x(aux_pos(2))*y(aux_pos(3)))-(x(aux_pos(3)) *y(aux_pos(2))))/2;

for k=1:3
M2(i,aux_pos(k))=M2(i,aux_pos(k))+1/(4*area)*dot(diff_N(k,:),diff_N(pos,:))*
sigmam_trab;
end
end
end

function [ pos, esta ] = findPos( vec, enc )
%FINDPOS Encuentra en un vector si se encuentra un valor y retorna su
%posicidn
% pos: Posicién donde se encuentra el valor encontrado dentro del vector
% esta: 1 si logro encontrar el valor, O si no lo hizo
esta=0; pos=0; for i=1:length(vec)
if (vec(i)==enc)
esta=1;
pos=i;
break
end

function F = createF( x,y,DT,cant_coef,f,phi,W)

%CREATEF Crea el vector F (Mira Tesis para mayor informacién)
% F: Vector a calcular

% x: Componente x de los puntos que conforman la malla
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% y: Componente y de los puntos que conforman la malla
% DT: Triangulacién
% cant_coef: Cantidad de Coeficientes a calcular
% f: Funcién que calcula la corriente iénica a partir del modelo de
% Hodgin-Huxley
% phi: Vector con el potencial (coeficientes) en cada punto de la malla
% W: Vector con los pardmetros m,n y h de cada punto de la malla
F=zeros(cant_coef,1); for i=1:cant_coef
aux_pos=zeros(3,1);
for k=1:3
aux_pos (k)=DT.Triangulation(i,k);
end
deter=(x(aux_pos(2))-x(aux_pos(1)))*(y(aux_pos(3))-...
y(aux_pos(1)))-(y(aux_pos(2))-y(aux_pos (1)) ) *(x(aux_pos(3))-x(aux_pos(1)));

for g=1:3
for k=1:3
if (k==q)
F(aux_pos(q))=F(aux_pos(q))+1/12*. ..
deterx*f (x (aux_pos(k)) ,y(aux_pos(k)) ,phi(aux_pos(k)) ,W(aux_pos(k),:));
else
F(aux_pos(q))=F(aux_pos(q))+1/24x*. ..
deter*f (x(aux_pos(k)),y(aux_pos(k)) ,phi(aux_pos(k)) ,W(aux_pos(k),:));
end

function [ val ] = funcionF( x,y,V,W)
%FUNCIONF Funcién que cdcula la corriente iénica en un determinado momento
% segin el modelo de Hudgey-Huxley
% x: Componente x del punto a evaluar
% y: Componente y del punto a evaluar
% V: Potencial en el punto
% W: Vector que posee los valores de m,n y h en el punto a evaluar
val=0; eNa=55; eK=-82; elL=-59; gNabar=70.7; gKbar=24.34; gL=0.3;
vR=-70; cM=0.1; if ((x+4)~2+(y) ~2<16)
val=-100* (gNabar*W (1) ~3*W(2) * (V-eNa) +gKbar*W(3) "4 (V-eK) +gL* (V-eL)) /cM;
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3.6. Conclusiones y futuros trabajos

Se termina este Capitulo presentando algunas conclusiones que recogen
aspectos importantes de esta monografia; como también unos comentarios
sobre futuros trabajos en esta direccién de la biomedicina o bioingenieria.

3.6.1. Conclusiones

= La actividad eléctrica en el tejido cardiaco es un fenoémeno bastante
complicado y como tal, en este trabajo, sélo se dio un primer paso en
el estudio del mencionado fenémeno, utilizando para ello el método de
los elementos finitos y analizado la ecuacién de bidominio para tal fin.

» Fn las Figuras 3.11 y 3.12 y en la Tabla 3.1 se muestran los resultados
que se obtuvieron de las distintas simulaciones que se realizaron
utilizando el programa Matlab. Claramente que estos resultados son
susceptibles de mejorar considerando otras condiciones de frontera y/o
datos iniciales.

» Todas las corrientes que estimulan el corazén muestran cambios en
el potencial eléctrico de éste. Ademas, el sistema eléctrico que rige el
corazon es muy variable, ya que depende de las corrientes externas que
influyen sobre dicho sistema.

3.6.2. Futuro trabajo

s Es de interés estudiar como las diferentes distribuciones espaciales
de fuentes y sumideros afectan el resultado de la descarga eléctrica,
utilizando modelos diferentes al bidominio o el mismo bidominio en
conjuncién con los modelos tipo FitzHugh - Nagumo [38, 39] o través
de los sistemas dindmicos que permitan explicar y analizar cualitativa
o cuantitativamente dicho fenémeno.

= La no homogeneidad del tejido cardiaco hace necesario que el modelo de
difusion tenga una caracterizacion especial que implica un andlisis desde
la visién de FitzHugh-Nagumo modificado, por ejemplo, este estudio
requiere de andlisis numérico avanzado o sistemas dinamicos.
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