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Resumen

A partir de una medida de probabilidad dada p, sobre el espacio 9, de densidades estric-
tamente positivas, se construye una variedad topoldgica a través de modelos exponenciales

k
uer,k(u)
€k

k-deformados que conectan a densidades p,q € 9, mediante ¢ = p, donde:

0 < |k <1, é es la k-diferencia segiin G. Kaniadakis y K, ;. es una k-deformacion del
mapeo acumulante definido para una variable aleatoria u por K,(u) = In(E,[e"]) (siendo
E, el valor esperado respecto a la medida con densidad p). El sentido de las k-deformaciones
implica que cuando k£ — 0, se recuperan tanto los modelos exponenciales como la variedad
de informacion de Pistone y Sempi presentada en 1995. Los espacios modeladores son es-
pacios de funciones de Orlicz L (p- ), donde ¢y (-) = coshy(-) — 1, los cuales son espacios
de Banach infinito-dimensionales; a pesar que la variedad construida sea topoldgica, se es-
tudia la analiticidad del mapeo K, ; usando teorfa de convergencia de series de potencias
entre espacios de Banach. La variedad construida es diferente a la presentada por Pistone
(K-exponential models from the geometrical viewpoint en 2009), que se basa en k-divergencias

kP q) = Ng |\ 4o y modelos k-exponenciales de la forma ¢ = ¢, p, donde
(Duw Il 9) = By g (2)]) y modelos & les de la f 5D, Jond

u € L(l)/ k (p- ). En el capitulo 3 se amplian las demostraciones de la variedad estandar de

Pistone y Sempi.
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Capitulo 1

Propuesta

1.1. Introduccion

En andlisis funcional, la teoria de espacios de funciones de Orlicz |27, 31| es una genera-
lizacién natural de los espacios de Lebesgue, que ha tenido diversas e importantes apli-
caciones [26]|. Particularmente, los espacios de funciones de Orlicz junto a la geometria
diferencial, han fundamentado aplicaciones relacionadas con la estadistica y la teoria de la
informacion. El desarrollo comenzo en 1945 con C.R. Rao [25] y H. Jeffeys [11], quienes in-
terpretaron modelos de teoria de la informacién como modelos estadisticos parametrizados,
usaron la geometria Riemanianna. Para las familias de funciones de densidad de probabi-
lidad parametrizadas se establece una estructura de variedad y desde 1985 algunas impor-
tantes aplicaciones han sido estudiadas, por ejemplo en los trabajos de Amari |1, 2].

En el articulo publicado en 1995 y titulado An infinite-dimensional geometric structure on
the space of all the probability measures equivalent to a given one [22|, G. Pistone y C. Sempi
introducen una variedad de Banach (modelada sobre espacios de funciones de Orlicz) sobre
las funciones de densidad de probabilidad no parametrizadas, la cual permite interpretar la
entropia clasica relativa a dos funciones de densidad de probabilidad que estén conectadas
por un modelo exponencial. La variedad construida es conocida como variedad de informa-
cion estadistica de Pistone y Sempi, y trabajos posteriores [29, 12| han permitido avances
en el estudio de los estados fisicos de sistemas clasicos y cuénticos. En teoria estadistica
clasica, el trabajo de Pistone y Sempi desarrolld una teoria de los mejores estimadores (de
minima varianza) entre todos los estimadores localmente insesgados para la estimacién no
paramétrica.

El estudio y aplicacion de la variedad de informacion estadistica se han realizado en di-
versos trabajos (por ejemplo |21, 5]) y ademaés, el mismo G. Pistone, en el articulo titu-
lado k-exponential models from the geometrical viewpoint [23], presenté en el ano 2009
una nueva variedad de Banach que contiene, como limite, a la variedad construida por él
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en 1995. La variedad introducida en dicho trabajo depende de un parametro real k (con
0 < |k| < 1) correspondiente al parametro k de la mecénica estadistica segtn el formalismo
de G. Kaniadakis [14] y se basa en las k-divergencias dadas para densidades positivas p

y g por Di(p || q) = E, [lnk <§)} ver |23, 14| y en modelos k-exponenciales de la forma

q= ez_D’“ (p ”q)p (donde u € Lé/ k(p - 1)). Esta variedad recupera a la variedad de Pistone y
Sempi cuando k tiende a cero y se construye con metodologia diferente a la empleada en
el articulo de Pistone y Sempi [22], donde las divergencias no son la base de la construccion.

En el trabajo del afio 2009 [23], G. Pistone propone, ademés, una discusion sobre posibles
estructuras que permitan interpretaciones geométricas de aspectos relacionados con la infor-
maciéon en el contexto del formalismo de la mecanica estadistica segin
G. Kaniadakis; que se trata de una generalizacion de la mecénica estadistica de Boltzman
Gibbs [14, 15]. Una estructura geométrica alli propuesta, que atin no aparece desarrollada
en la literatura, es una k-deformacion de la variedad de informacion estadistica, mediante
otra k-deformacion de los modelos exponenciales. Es ese caso, se proponen modelos que

k
k
conectan a densidades positivas p y ¢ mediante ¢ = eze\p(u)p, donde: & es la k-diferencia

segin G. Kaniadakis y ¥(u) es alguna funcion de la variable aleatoria u.

En este trabajo se desarrolla dicha propuesta de G. Pistone y se establece que W(u)
es una k-deformacion del mapeo acumulante definido para una variable aleatoria w por
K,(u) = In(E,[e"]), siendo E, el valor esperado respecto a la medida con densidad p; pre-
cisamente, en el dltimo capitulo se vera que ¥(u) := K, (u).

Ademas de ampliar la discusion sobre k-deformaciones para la variedad de Pistone y Sempi,
esta memoria de tesis también presenta la divulgacién de aspectos importantes sobre varie-
dades de informacion; ampliando los detalles de pruebas que aparecen en articulos y presen-
tando las pruebas que son omitidas. Por ello, el capitulo 2 presenta preliminares necesarios
sobre elementos de teoria de medida, espacios de funciones de Orlicz, analiticidad entre
espacios de Banach y k-Deformaciones. En el capitulo 3 se presenta la construccion de la
variedad de informacion de Pistone y Sempi [22, 21, 6, 5] y el capitulo 4 presenta la variedad
k-deformada construida por Pistone [23]. En el capitulo 5 se presenta el desarrollo de una
nueva forma de construir una k-deformacion para la variedad de Pistone y Sempi, acorde
con la conjetura hecha en [23] y probando en detalle los nuevos resultados. Finalmente, se
presentan secciones de conclusiones y problemas abiertos.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

A partir del parametro k segin la mecénica estadistica de G. Kaniadakis y un tipo de
k-deformacién para los modelos exponenciales, construir una variedad topologica
(k-deformacion de la variedad de informacion de Pistone y Sempi) sobre las densidades
de probabilidad estrictamente positivas y, ademas, divulgar algunos aspectos relevantes de
las variedades de informacion estadistica.

1.2.2. Objetivos Especificos

1. Mostrar detalles relevantes de la variedad de la informacion estadistica de Pistone y
Sempi.

2. Presentar el estudio como espacio de Hilbert del conjunto de variables aleatorias
centradas respecto de la norma inducida por el producto interno.

3. Dar una interpretacion geométrica en el espacio de variables aleatorias centradas, de
conceptos estadisticos como son: la varianza, la covarianza, la desviacion tipica y el
coeficiente de correlacion.

4. Presentar la construccion de la variedad k-deformada segin Pistone, a partir de las
k-divergencias y un tipo de k-deformacion de los modelos exponenciales.

5. Introducir y presentar el estudio de otra k-deformaciéon de modelos exponenciales, que
permita construir una k-deformacion de la variedad de Pistone y Sempi diferente a la
ya construida por Pistone y acorde con su propuesta.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos necesarios para el desarrollo del trabajo. Se pre-
sentan en primera instancia conceptos y propiedades relativos a la teoria de la medida y
aspectos de la teoria de la probabilidad, cuyo sustento teérico se encuentra en Royden y
Liliana Blanco |28, 3|. Se continua con aspectos de la teoria de espacios de funciones Orlicz,
segin los libros de Rao y Ren [26, 27| y de la tesis doctoral de Pablo Gregori [10]; en este
caso se presentan algunas pruebas para contextualizar mejor la teoria. Posteriormente, se
contintia con aspectos de analiticidad entre espacios de Banach, desde la teoria de conver-
gencia de series en espacios de Banach, tomados del libro de Kadets and Kadets [13]. Por
ultimo, se presenta la teoria de k-deformaciones segiin Kaniadakis en [14] y las tesis de
maestria de Ruben Borja y de Dora Deossa, respectivamente [4, 7].

2.1. Aspectos sobre teoria de la medida y probabilidad

Con la idea de establecer notacion y recordar algunos resultados, que se usaran en pruebas
o resaltan la validez de algunas definiciones, en esta seccién se presentan algunos aspectos
sobre teoria de la medida y probabilidad, tomando como referencia los libros Real Analysis
y Teoria avanzada de probabibilidad |28, 3|. Para ello se tendra presente que en este trabajo
se hace referencia a variables aleatorias realvaluadas, esto es, funciones A-Borel medibles
de ©Q en R, donde (2,.4, 1) es un espacio de probabilidad. De ahora en adelante se dira
funcion medible en lugar de A-Borel medible.

En primer lugar, se recuerda que dado un espacio de medida (€2, A, 1) y una funcion A-Borel
medible X : 2 — R, se obtiene otra medida v en (€2, .A) llamada medida con densidad X,
que es dada para cada F € A por v(E) := fE Xdp; en tal caso se denota v := X - u, para
indicar que la nueva medida depende de la anterior y de X . Bajo una versién particular de lo
anterior, se puede escribir la siguiente definicién; que da sentido a la definicién de la medida
y notaciéon empleadas para la definicion de los espacios modeladores de las variedades en
los proximos capitulos.
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Definiciéon 2.1. Sean (2, A, ) un espacio de probabilidad y p una funcion de densidad de
probabilidad. Se denota por p- i, a la medida de probabilidad con densidad p, que es dada
para cada A € A por

(b u)(4) = /A pds

Un resultado que permite caracterizar las funciones medibles bajo la medida p-u en términos
de la medida p es el siguiente: una funciéon f es p - pu medible, si y s6lo si, fp es p medible,
en cuyo caso se presenta la igualdad

/Afd(p-u)z/Afp dp. (2.1)

Una funcion f es convexa si, para cada x,y € Ry A tal que 0 < A < 1, se tiene
J(A =Xz +Ay) < (1= A)f(z) + Af () -

La convexidad de una funcién medible permite definir propiedades importantes. Sean,
(€, A, ;) un espacio de probabilidad, una funciéon f convexa sobre R y ¢ una funcion
p-integrable entonces, se presenta la conocida desigualdad de Jensen:

/ [ / ¢<t>dt} < [ stotaar. (2.2)

A manera de ejemplo, se puede resaltar que en este trabajo se usara en varias ocasiones la
desigualdad elr dWdn < fR e®@dy | donde ¢ es una funcion p-integrable y claramente la
funcién exponencial es convexa en todos los reales.

La antesala del teorema de la convergencia mondtona es el lema de Fatou, que reviste
una gran importancia en el estudio de la integral de Lebesgue porque permite establecer
condiciones para intercambiar el orden del limite de una sucesion de funciones medibles y la
integral de Lebesgue. El lema de Fatou se usa en algunas pruebas méas adelante y se enuncia
como sigue. Sea { f,, } una sucesion de funciones medibles no-negativas tal que f,,(z) — f(z)
casi en todas partes de un conjunto A entonces,

fdu Sh’minf/ fndp = lim /fnd,u.

El teorema de la convergencia mondtona establece que si {f,} es una sucesion creciente de
funciones medibles no-negativas tal que f = lim f,, entonces
n—oo

/fdu:/ (h’m fn>du: h’m/fnd,u.
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: . . . :
De tal forma, si la sucesion creciente f, converge a f casi en todas paartes, entonces se
permite el intercambio entre el limite y la integral; situacién similar sucede entre la serie y
la integral.

Considérese ahora {f,}, una sucesion de funciones medibles. Se dice que {f,} converge a
f en medida si: dado € > 0, existe N € N, tal que para todo n > N se tiene que

p{z:|f(@) = fu(@)] = €}) <e€.

Tanto el lema de Fatou como el teorema de la convergencia monoétona son validos si la
convergencia es en medida.

Dado un espacio de probabilidad (2,4, i), la esperanza matemdtica o valor esperado de
una variable aleatoria u : @ — R, es el namero real dado por Eu] = fQ udp, siempre que
la integral sea finita. Si p es una funciéon de densidad de probabilidad entonces, en términos
de la medida de probabilidad p - u, la esperanza se denotaré por

Ep[u] :Z/Qud(p-u)z/ﬂupdu-

A continuacion se ilustran algunas de las propiedades del valor esperado.

1. Si u, v son variables aleatorias cuya esperanza existe v «a,3 € R entonces,
E,lau+ pv] = aE,u] + BE[v].

2. Si las variables aleatorias u y v son tales que u < v entonces, Ep[u] < Ep[v]. En
particular se tiene para cualquier variable aleatoria que |Ej[u]| < Ep[|ul].

Asociado a una variable aleatoria u, se encuentra el n-ésimo momento de u alrededor del
cero, el cual se denota como pul, = E,[u"] siempre y cuando dicho valor esperado existe.
En este sentido aparece el momento central alrededor de la media E,[u], dado por p, =
E,[(u—E,[u])"]. El segundo momento central alrededor del cero recibe el nombre de varianza
de la variable aleatoria u y estd expresada como vary[u] = E,[(u — E,[u])?]. La desviaciéon
tipica denotada o, (u) es la raiz cuadrada positiva de la varianza, esto es, o,(u) = \/vary|u].
Algunas propiedades de la varianza son

1. Para una variable aleatoria u se satisface var,[u] = E,[u®] — (Ep[u])?.

2. Si u es una variable aleatoria cuya esperanza existe entonces, varyu] > 0; la igualdad
ocurre en el caso en que u sea constante.

2

3. Para una constante , se verifica vary[au] = a*vary|u].

4. Si [ es una constante entonces, las variables aleatorias v y w + 3 tienen la misma
varianza, vary[u + f] = vary[ul.
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En general, la varianza es una medida de la dispersiéon respecto de la media o esperanza.
Sea u variable aleatoria; en caso que E,[e"!] < oo para t en algin intervalo I = (—a, «)
entonces, la funcion i,(t) = E,[e"!] recibe el nombre de funcidn generadora de momentos.
Si para una variable aleatoria w, la funciéon generadora de momentos existe entonces, se
garantiza la existencia de todos los momentos centrales alrededor del cero, es decir, E,[u"]
existe para todo n € N.

Sean u y v dos variables aleatorias para las cuales los segundos momentos centrales alrededor
del cero existan E,[u?] < oo y Ep[v?] < co. La covarianza entre ambas variables aleatorias
estda dada por cov,|u,v] = Ep[(u — Eplu])(v — Ep[v])]. Lo anterior se puede presentar como
covp|u,v] = Epluv] — Ep[u]E,v]. Con base en ambas igualdades se tienen las propiedades:

1. La covarianza es simétrica, covy|u, v] = covp[v, ul.

2. La covarianza de una variable con si misma es la varianza de dicha variable covp[u, u| =
vary[ul.

3. Para a,b reales se verifica que covplau + b, v] = a covp[u, v].

4. Si la covarianza existe entre dos variables u y v entonces, se cumple la desigualdad
de Cauchy-Schwarz: |E,[uv]|? < E,[u?]E,[v?].

5. Para variables aleatorias u y v, resulta la igualdad vary,[u + v] = vary,[u] 4+ varp[v] +
2covp[u, v].

Ahora, el coeficiente de correlacion entre las variables aleatorias u, v es el ntimero

COUp|U, V
pp(U,U) _ p[ ]

- varyl]\foar, o]’

siempre que la varianza de una y otra variable aleatoria sean nimeros reales positivos.
Finalmente, el coeficiente de correlacion satisface lo siguiente.

1. El coeficiente de correlacion es simétrico p,(u,v) = pp(v,u).

\)

oy )] < 1.

w

- ppluw) = 1y pylu,—u) = —1.

4. Para a,b reales, con a > 0, se satisface p,(au + b,v) = pp(u,v).

Finalmente, es pertinente aclarar la notacion respecto a espacios de Lebesgue. Consideran-
do un espacio de probabilidad (£2,.4, u), una funcién de densidad de probabilidad p y un
ndmero real a > 1, los espacios definidos a continuacion (espacios de Lebesgue) se presentan
respecto a la medida de probabilidad p - u.
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Como es usual, se denotara por L*(p - u) al espacio de Lebesgue constituido por todas
aquellas funciones medibles f sobre Q (identificando las que son iguales casi en todas partes
de Q) para las cuales

E,lIf] = /Q @)% dyt < o0 |

o= ([ 1 pas) " = 0P

Para a = 1, el espacio de Lebesgue L'(p - 1) estd conformado por aquellas funciones para
las cuales el valor absoluto es integrable, dotado la norma dada por

o= ([ 1) = B0 1)

que también es un espacio de Banach.

dotado de la norma

=

Varias propiedades importantes de los espacios de Lebesgue se pueden escribir en términos
del valor esperado, por ejemplo, la desigualdad de Holder se puede enunciar como sigue.
Sean r y s exponentes conjugados, es decir, % + % =1.SifelLl(p-u)ygel(p p
entonces, fg € L'(p- ) y se presenta la desigualdad

1 1
™ S

Epllfgll < (Epllf"]) (Epllgl*])

2.2. Espacios de Funciones de Orlicz

Los espacios de funciones de Orlicz son generalizaciones naturales de los espacios de Lebesgue.
Esta seccion presenta algunos aspectos basicos sobre la teoria de espacios de funciones de

Orlicz, tomados del libro Theory of Orlicz Spaces [27|, que seran ttiles para la presentacion

de este trabajo. Se expondra una version para una medida finita y, una densidad de proba-

bilidad p y correspondiente a la medida p - p; tomando (2,.A,p - 1) como espacio de proba-

bilidad. También es oportuno citar el libro Aplication of Orlicz spaces [26] y de la tesis

doctoral de Pablo Gregori [10].

Definicién 2.2. Una funcion de Young ¢ : R — R es una funcion conveza tal que ¢(0) = 0,

¥(z) = d(=a) y lim d(a) = oc.

Como consecuencia de la definiciéon de una funciéon de Young se tiene que

¢(z) >0 VeelR. (2.3)



10 Preliminares

Para ver esto, razonando por método indirecto, supongase que existe un intervalo I = [0, 2]
donde ¢(z) < 0, para todo x € I. Por ser la funcion par, se tiene que ¢(z) < 0 para
x € —1 = [—x0,0]. De lo anterior se sigue un absurdo, precisamente que ¢ no puede ser
funciéon convexa; ya que tomando x1 € —I y w9 € I entonces, el segmento de linea que
contiene a x1 y x2 es tal que existe un punto x € [z1, z2] para el cual ¢p(z) > (1 —\)p(x1) +
Ap(x2), con 0 < A < 1. A continuacion se presenta un grafico que ilustra la situacion

—X0 —I T I Zg

T

Por un razonamiento anélogo al expuesto anteriormente, se tiene que una funciéon de Young
¢ es creciente en el intervalo [0, 00) y por ser par se tiene que ¢ es decreciente para (—oo, 0];
lo cual implica el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean « y (§ reales positivos con a < 3. Si ¢ es una funcion de Young entonces
d(ax) < ¢(Bz) para todo x € R.

Demostracion

Debido a que x es un ntmero real entonces, por tricotomia se presenta una y solo una de
las posibilidades: x =0, x < 0 0 > 0. Analicemos cada uno de los casos.

i. Si x = 0 entonces, ¢(ax) = ¢(Bx) = 0 por ser ¢(0) = 0.

ii. Si z > 0 entonces, ax < Gz debido a que @ < . Como la funcién de Young es
creciente en el intervalo [0, 00) entonces, ¢(ax) < ¢(fz) y se concluye este caso.

iii. En el caso z < 0, se sigue que ax > Sz donde ambos nimeros ax y S son negativos.
Al ser ¢ decreciente en el intervalo (—oo, 0] entonces, ¢(ax) < ¢(fx), lo cual concluye
la demostracién.

Las funciones de Young se pueden escribir en términos de integrales como

||
o) = /0 p(t)dt (2.4)
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donde ¢ es una funcién no-negativa, con dominio R* U {0}, no-decreciente, continua, la
cual satisface las condiciones ¢(0) = 0y lim ¢(x) = oo. Se define ahora la funcién com-
Tr— 00

plementaria de una funcién de Young.

Definicion 2.3. Sea ¢ una funcion de Young. La funcion ¢* que es llamada complementaria
de ¢, es la funcion definida para cada, nimero real y, por

o*(y) = sup{zy — ¢(z) : x € R} .

En tal caso se cumple

zy < ¢(x) +¢"(y) - (2.5)

En efecto, de acuerdo con la definicion de supremo se tiene que ¢*(y) > zy — ¢(x)
para todo z € R, si fijamos xg en los reales entonces, ¢*(y) > zoy — ¢(x); de donde
o*(y) + é(z9) > xoy. Como xq es arbitrario se sigue ¢*(y) + ¢(z) > xy para todo = e y en
los reales. La desigualdad (2.5) es conocida como la desigualdad de Young.

En términos de integracion, si ¢ es una funciéon de Young que se puede escribir como
o(x) = O‘w‘ ©(t)dt entonces, la funcién complementaria es dada por

[yl
b (y) = /0 b(t)dt . (2.6)

donde 0(t) es la funcién inversa de o(t).

Teorema 2.1. Sea ¢ una funcion de Young entonces, la funcion complementaria ¢* es una
funcion de Young.

Demostracion

Para la funcion ¢* se probaran las tres condiciones definidas en (2.2), esto es, ¢*(0) = 0,
o*(—y) = ¢*(y) y lim ¢*(y) = oo. Por la definicion de la funcion complementaria (2.3) se
y—00

tiene

¢*(0) =sup{z -0 — ¢(z) : v € R} =sup{—¢(z) : 2 € R}.
Puesto que ¢ es una funciéon de Young entonces ¢(x) > 0 para todo x € R, asi —¢(z) <0
y por tanto sup{—¢(z) : € R} = 0. En consecuencia ¢*(0) = 0.

Se demuestra ahora que la funcién complementaria es par. Con base en la definicién para
¢* se escribe

¢*(—y) = sup{z(—y) — #(z) : © € R} =sup{(—2)y — ¢(z) : € R} .
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Como ¢ es par entonces ¢*(—y) = sup{(—z)y — ¢(—z) : x € R}, al hacer el cambio de
variable z = —z resulta ¢*(—y) = sup{zy — ¢(z) : z € R}, y por tanto ¢*(—y) = ¢*(y).

Con base en la desigualdad de Young resulta la desigualdad
Jm ay < lm (6(z) +¢"(y)) = é(x) + lm &7 (y) .
Para z fijo, lim xy = oo, entonces por ser las funciones de Young definidas en los reales
y—00

extendidos se tiene oo < lim ¢*(y) < oo, es decir, lim ¢*(y) = oo. Se concluye con esto
Y—00 Yy—00

que si ¢ es una funcion de Young entonces su funciéon complementaria también lo es.

Teorema 2.2. Sea ¢ una funcion de Young, se verifica que ¢** = ¢.

La funcion de Young ¢ induce un funcional denotado por i4 (ver [10]) y definido para cada
u € LY(p - p) como

io() = | (wpd. (2.7

Dicho funcional no es lineal y conlleva a las definiciones de Clase de Orlicz y espacio de
funciones de Orlicz que se precisan a continuacion.

Definicion 2.4. Sea ¢ una funcion de Young. La clase de Orlicz asociada a la funcion ¢
es el conjunto definido por

Lop-p):={ue L' (p-p):iglu) < oo} = {u eL'(p-p): /Qtﬁ(U)pdu < OO} . (28)

Claramente £%(p-pu) C L'(p- ). La clase de Orlicz no es en si mismo un espacio vectorial
real (ver la tesis doctoral de Gregori [10] pagina 98), sin embargo es un conjunto convexo
como se indica en el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea ¢ una funcion de Young entonces L"z’(p - ) es un conjunto convexo.

Demostraciéon

Sean u y v en L%(p - u), se sigue de acuerdo con la definicion (2.4) que iy(u) < oo y
ip(v) < 00. Sea 0 < A < 1; puesto que ¢ es una funcién convexa entonces ¢((1—N)u+Av) <
(1 = XN)p(u) + Ap(v). Aplicando el operador integral a ambos lados y algunas propiedades
de este operador resulta,

/ H((1 = \u+ \o)pdy < / (1 = N () + Ab(v)] pi
Q Q
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<= [ otwpdn+x [ oo

En términos del operador i4 se escribe i((1 — A)u + Av) < (1 — N)ig(u) + Nig(v), como
ig(u) y ig(v) son finitas, entonces iy((1 — A)u+ Av) < co. Asi (1 —A)u+ Av es un elemento
de £¢(p - ), lo cual permite concluir la convexidad de dicho conjunto. g

Definicion 2.5. Sea ¢ una funcion de Young. El espacio de funciones de Orlicz asociado
a ¢ es el conjunto

L(p-p):={uc L' (p-p) :iglau) < oo para alguna a > 0}

= {u eL'(p-p): / ¢(au)pdp < oo para alguna o > 0} .
Q

En el siguiente teorema se demuestra que el espacio de funciones de Orlicz es convexo, al
igual que la clase de Orlicz y ademés posee la estructura de espacio lineal.

Teorema 2.4. Sea ¢ una funcion de Young, entonces L‘z’(p-,u) es un espacio lineal convero.

Demostracion

Sean u y v en L?(p - u), existen escalares aj y ag positivos tales que ip(iu) < ooy
ig(av) < 0o. Sea A un escalar tal que 0 < A < 1y tomemos a = min{ay, a2} en cuyo
caso a < a1 y a < ag, aplicando el lema (2.1) se sigue ¢(au) < dp(aqu) y d(av) < ¢(azv).
Debido a que ¢ es una funcién convexa, se tiene

¢ (a((1 = Nu+ Av)) = ¢((1 — A)(au) + A(av))
ANo(au) + Ap(av)

(1-
(1 =Ng(a1u) + Ap(azv) .

IN A

Al aplicar el operador integral a ambos lados y hacer uso del funcional iy, resulta

i¢(04((1 — )\)u + )\’U)) < (1 — )\)i¢(a1u) + )\i¢(a2v) .

Como iy(aju) y ig(apu) son finitas, conduce a ig(((1—N)u+ Av)) < oo; asi (1 —X)u+ v
es un elemento de L?(p - p); por tanto L?(p - 1) es un conjunto convexo.

Sea (3 > 0 se demuestra que Bu es un elemento en el espacio del Orlicz, si o/ = % entonces
o B =ay y por tanto ¢(o/(fu)) = ¢(aiu), al integrar se tiene iy(a/(Bu)) = ig(aiu) < oo,
por lo que existe &’ > 0 tal que [ ¢(a/(Bu))pdp < oo para concluir que Su es un elemento
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en L?(p - p1). Consideremos ahora v € L®(p - 1), se demuestra que u + v también es un
elemento en el espacio de Orlicz. Por propiedades algebraicas y de la convexidad de ¢, se
tiene

d(a(u+v)) =p(au + av) = ¢ <%(2u) + %(22}))

<56(2u) + 56(20) .

Como 2u y 2v son elementos en el espacio de Orlicz se concluye con esto que existe
a = min{oag,az} > 0 tal que ig(a(u 4+ v)) < oo, y por tanto u + v es un elemento del
espacio de Orlicz, asi L¢(p - p) es un espacio lineal convexo.

Sea ¢ una funcién de Young, de acuerdo con la definiciéon de clase de Orlicz y de espacio
de funciones de Orlicz se sigue que L?(p - ) C L?(p - pu). En efecto, si u € L?(p - p) en-
tonces iy(u) < 0o, si se hace v = 1 entonces iy(au) < oo y por lo tanto u € L?(p - p). Sin
embargo, la inclusiéon contraria no siempre se presenta, es decir, no es cierto para toda ¢
que L®(p- ) € L?(p - ). Esta inclusion es cierta cuando la funcién de Young ¢ satisface
la siguiente condicién.

Definicion 2.6. Una funcion de Young ¢ satisface la condicion Ag (se escribe ¢ € Ag) sii

¢(2z) < K¢(z) ,

para x > xo > 0 y una constante K > 0.

Si hacemos que ¢ cumpla la condicién Ay entonces, existe un K > 0 tal que ¢(2u) < Ko(u)
para x > xo > 0. Al escribir ¢(u) = ¢ (2%) resulta ¢(u) < K(b(%u), esto por la condicion
As. En términos del operador i4 se tiene la desigualdad

io(u) < Kig <%u> .

Si @ = 3 entonces iy(u) < Kig(au) y si u es una variable aleatoria en L?(p - p) en-
tonces, ig(au) < 0oy asf ig(u) < oo, es decir, u € L?(p - ). Se concluye con esto que
L?(p-p) C L?(p-p) para las funciones que verifican la condicion Ay y asi L (p-p) = L% (p-p).

Al espacio de funciones de Orlicz se le asocia una norma, la cual se conoce como la norma
de Luxemburgo, definida para u € L¢(p - @) por

lullgp = inf{kz > 0:ig (%) < 1} = inf{k‘ >0: /ng <%) pdu < 1} . (2.9)

En este caso se hace uso del término p para indicar la dependencia de la norma de la medida
p - p1; en términos de la medida p se escribe [Ju/|4. La norma de Luxemburgo caracteriza el
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espacio de funciones de Orlicz como
Lp-p)={ue L'(p-p): lulsp < oo} .

Por el teorema de la convergencia mondtona se sigue que si v es una variable aleatoria no
nula (u # 0)

ig <L> <1 es equivalente a / 1) <L> pdp < 1. (2.10)
l[ullg,p o \lullsp

En el siguiente teorema se demuestra que ||-|/4, es precisamente una norma sobre el espacio
de funciones L?(p - ).

Teorema 2.5. Sea ¢ una funcion de Young, entonces el espacio de funciones de Orlicz
L?(p - p) es normado.

Demostraciéon

Si u = 0 casi en todas partes de {1 entonces, ig (%) = 0 y asi el infimo respecto de k£ debe
ser cero, lo cual escribimos ||u||4, = 0. Consideremos ahora que ||u||y, = 0, razonando por
el absurdo, supongamos que u no es cero casi en todas partes de () entonces, para algin
€0 > 0, el conjunto A = {x € Q : |u(z)| > €} tiene medida positiva y se escribe pug = p(A).
Como i (%) < 1, y por las propiedades de la integral de Lebesgue (se hace % = n) resulta

1 >ig(nu) = /Q(b(nu)pd,u > /Aqﬁ(nu)pdu = pop(nu) ,

sin — oo entonces ¢(nu) — oo lo cual contradice la desigualdad anterior, por lo que u =0
casi en todas partes de €.

Sean u, v variables aleatorias no nulas en L?(p - u), por la convexidad de la funcién ¢ se
tiene

] < u+v > / ¢< u—+v > g
| —m——————— | = T o | bap
? \lullgp + ollop o \Ulullgp + [vllgp

A
a \lullep+lvller  lullsp+llvlep

llullpp u Vg, v
/Q lullgp + Vllgp Nullep  Nullsp +vllep  [vllep

[Jwllgp / ( u > [Jwllg,p v
< 2 g (ot ) pd 2 [ 6 () p
[ullgp + l0llop Jo = \lullgp [ullgp + llvllop Jo o \lvllgp
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ullgp + [1Vllgp = \llullgsp lullgp + [1Vllgp = \lvllgp

Para u y v se satisface la expresion (2.10), donde i4 (W) < 1yig < v ) < 1, por
P

lvllg,p
i¢>< u+v ) - [Jwllg,p N [v]l4,p _
lullgp + Ivllep /) = llullpp + vl Nullop + llvllgsp

tanto

Se logra con esto que ||u 4 vl|4, es finita. Si en (2.9) se hace k = |jul/4, + ||v]|¢,p ¥ se toma
infimo resulta la desigualdad

llullg.p ]| 6.,p
u+vllgp < —— Pl s + 0,
PP = Tullpp + 1ollop 07 Tallgp + [Vllgp "7
a2, oIz, lul3, + 0l3,

n HUH¢>,p + ”U”fb,p ”UHQMD + ”U”fb,p B ”UHQMD + ”U”fb,p
(lullgp + l0llgp)*
lullgp + llvllgp

< HUH¢>,p + ”U”fb,p

lo cual prueba la desigualdad triangular y la aplicacion ||- ||, es una norma sobre el espacio
L(p-p). o

La completitud del espacio de funciones de Orlicz se puede ver en [10] pagina 98, por lo
que L?(p - 1) es un espacio lineal normado y completo, por tanto un espacio de Banach.

Definicion 2.7. Dos funciones de Young ¢ y 1 se dice que son equivalentes y se escribe
¢ = si existen constantes C1 y Co positivas, tales que C1 < Cy y

P(Crz) < Y(z) < ¢(Cax) ,

para x > xqg > 0.

De la definicién 2.7 se sigue que: si ¢ y ¥ son funciones equivalentes entonces los espacios
de funciones Orlicz asociados a cada funcién son iguales L?(p - u) = L¥(p - it). Ademas se
presenta la equivalencia entre las normas y de las funciones complementarias ¢* = ¢™*.

Teorema 2.6. Sean ¢ y ¥ funciones de Young equivalentes entonces, ¢* = ¢* y
Lo(p-p) = LY(p- p).

Demostraciéon
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Supongamos que ¢ y v son funciones de Young equivalentes, existen constantes positivas
Cy y Cs tales que ¢(Crz) < ¢(z) < ¢(Cox) con z > 29 > 0y C1 < Co. Multiplicando por
—1 y sumando el término C1Csezy resulta la desigualdad

(C2)(Cry) — ¢(Caz) < 2(C1Cay) — (z) < (Cr2)(Coy) — ¢(Crz) .

Por las propiedades del supremo y la definicion de la funcion de Young complementaria (2.3)
resulta la desigualdad ¢*(Cry) < ¢*(C1C2y) < ¢*(Cay), si se hace el cambio de variable

C1Coy = 1/ entonces
Y / Y

expresion equivalente a ¢*(Cly') < ¢¥*(y') < ¢*(Chy’) donde C| = C% y C) = C% Como
Cy < Cy entonces Cf < Cf y asi las funciones de Young ¢* y ¥* son equivalentes y se
escribe ¢* = .

Veamos ahora que L?(p - pu) = LY(p - ). Si u € L®(p - p), existe una constante positiva
a tal que ig(au) < oo. Como ¢ y 1 son equivalentes entonces, existen constantes posi-
tivas C1 y Cy para las que ¢(Cru) < ¥(u) < ¢(Cou). Si se sustituye u por au resulta
d(Cr(ou)) < P(au) < ¢(Ca(au)), en términos del funcional iy se puede escribir como

i5(C1 (o) < iy(on) < ig(Calow)) . (1)

Como i4(Cy(au)) < oo en (1) se sigue que iy(au) < oo, luego u € L¥(p - p), por lo que
L?(p-u) C L¥Y(p- p). Reciprocamente, si u € L¥(p- 1) entonces existe una constante 3 > 0
tal que iy (Bu) < oo, para 3 se tiene la desigualdad ¢(C16u) < ¥(Bu) < ¢(Cefu) que es
equivalente a i4(C1Bu) < iy(Bu), y por tanto iy((C10)u) < oo. Si @ = C1 3 entonces 6 > 0
v iy(0u) < 00, lo que permite concluir que u € L®(p-pu) y L¥(p-p) C L?(p- p). Obteniendo
asi la igualdad de los espacios.

Como consecuencia de la igualdad de los espacios de Orlicz, se tiene que las normas son
equivalentes. Sea ¢ una funcion de Young y ¢* su funciéon complementaria, se verifica la
siguiente version de la desigualdad de Holder presentada en (2.7) para los espacios de
Lebesgue.

Teorema 2.7. Sea ¢ una funcion de Young. Siu € L?(p-p) yv € LY (p- p) entonces
w e LYp-p)y

/Q fuolpdp < 2l plo]lge p -

Demostraciéon
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En el caso en que u = v = 0 entonces |[ul|4, = [|v]|¢,, = 0 y se presenta la igualdad. Si u, v
son variables aleatorias no nulas entonces por la desigualdad de Young presentada en (2.5)

se tiene
U ) U v
H.H§¢<H>+¢*<H>‘
lullgp  vllep l[wllgp l[v]l¢*

Integrando en ambos lados y haciendo uso de las propiedades de la integral de Lebesgue se

tiene
/&pdugi(b(ﬂ)—%%*( [v >§1+1§2.
a lullgpllvllsp l[wllg.p l[v]l¢*

Ya que |[ul|gp||v]/4-p €s una constante positiva (respecto de medida p - ;1) se obtiene que

/Q fuolpdys < 2o plollorp

Por lo que uv es un elemento en L*(p- u). ¢

La desigualdad de Holder presentada en (2.7) implica la existencia del ntiimero

Ngp(u) = sup {/Q luvlpdp :v € LY (p- u),/QQS*(v)pdu < 1} o)
2.11

N p(u) = sup {/Q lwvlpdp s v € LY (p - ), ige (v) < 1} '

La condicion que ig«(v) < 1 implica que ||v||g+, < 1, es decir, v es un elemento en la bola
unitaria cerrada del espacio de funciones de Orlicz asociado a la funcion de Young comple-
mentaria. La funcién Ny, recibe el nombre de Norma de Orlicz y se relaciona con la norma
de Luxemburgo mediante la desigualdad ||ul|s, < Ngp(u) < 2||ul|gp, lo cual garantiza la
equivalencia de las normas; y por tanto inducen la misma topologia sobre el espacio de
funciones de Orlicz L?(p - ).

A manera de ilustracion consideremos las funciones de Young ¢ y ¢o definidas como
d1(x) =cosh(z) =1 y ¢o(z) =€ —|z| — 1. (2.12)

Se afirma que la funcion ¢- es equivalente a ¢1, por lo que se debe encontrar constantes
positivas Cy < Cy para las cuales ¢2(C1x) < ¢1(x) < ¢2(Cox). Como la funcion ¢o(z) =
el*l —|z| — 1 es de Young, por (2.4) se puede escribir de la forma,

||
¢a () =/0 (¢ —1)dt =e' —tfyy! =€l — [a| — 1.

w(t)
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Para determinar la funcién complementaria de ¢9, se requiere hallar la inversa de ¢(t).
Haciendo y = €' — 1 y despejando ¢ en funciéon de y se logra t = In (1 +y), por lo que
O(t) =1n (14 t); por (2.6) se tiene que la funcion complementaria es

lyl
5(y) = /0 (14 £)dt = (14 I+ ) — (1O = (11 [y (L + Jg]) — [y

Si se denota a ¢3 por ¢3 es claro que ¢5(x) = ¢3(x) y ¢5(x) = Ppa(x) (ver teorema 2.2).

— ¢1(z) =coshz — 1
~= b(e) = el [a] -1
— ¢3(2) = (L + [z]) In (1 + |z[) — ||

Por su parte, la funcion ¢3 satisface la condicion Ay expuesta en la definicion 2.6, al de-
mostrar la desigualdad ¢3(2x) < 4¢s3(x) se sigue que K = 4. Para = > 0, la derivada de
¢3(x) es Ph(x) = In(1 + x), mientras que la derivada de ¢3(2z) es ¢4(2x) = 21In(1 + 2z).

Consideremos la funcion f(x) = d;”g(f;), la derivada de f(z) es

In(1 + 22)In(1 + 2) — 22 ln (1+2x>

1+z
¢3(x)

fl(a) =

Como In(1 + 2z)In(1 + z) < 2zln (1112;3) para todo # > —3 entonces, f'(z) < 0y por

tanto f es una funcién decreciente. La funcién f no esta definida en cero, sin embargo es
posible hallar h’m0 f(z), por la regla de L’Hopital se tiene,
T —

lim f(z) = lim (1+22)In(1+22) — 22 lim 2In(1 + 2z) — lim 4(x+1)
—0 =0 (1+z)ln(l+2x)—=x a—0 In(1+ z) e—0 142z

Se redefine f de tal forma que f(0) = 4. Como f es decreciente entonces, para = > 0 se

sigue que f(0) > f(z), esto es dg,g(?;) < 4 para concluir que ¢3(2z) < 4¢3(x).
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2.3. Analiticidad entre espacios de Banach

Sean E y F espacios de Banach. Se denota por L(E;F) el espacio de todos los mapeos
lineales y continuos (acotados) de E en F'; que con la norma uniforme (del supremo) tiene
estructura de espacio de Banach. Por L (E; F) al espacio de todos los mapeos multilineales
y continuos de E™ a F', donde n € Ny E" := ExX E x ... x E y la multilinealidad es

n—uveces

la linealidad por cada una de las componentes. Y L7 (E;F) C L™(E;F) es el operador
de todos los operadores lineales, continuos y simétricos, donde se entiende por simetria el
intercambio del orden de las componentes sin alterar el resultado de la aplicacion. En el
caso en que F' = R, se denotan los conjuntos anteriores como L(E), L"(E) y LI(E).

Un operador multilineal A es acotado si y solo si existe & > 0 tal que
IA(v1,v2,...,00)||lF < k|lvi]|E ... ||vnl|E, para todo vy, ve, ... v, € E™.

Definicion 2.8. Una funcion \: E — F entre espacios de Banach es llamado un polinomio
n-homogéneo continuo, si existe un A € LT (E; F) tal que A(z) = A" para todo x € E.

Se denota por P"(E; F') al espacio de todos los polinomios continuos n— homogéneos de E
en F. En caso que n =0 se asume PY(E; F) := F. Notese que la linealidad del operador A
no la hereda el operador .

El operador simétrico multilineal A estd determinado de forma tnica por el operador 5\,
en efecto, si se aplica el operador diferencial n-veces a A (en la definicion 2.8) resulta la
denominada forma polar de A, esto es, D"A(x) = D" Az"™ = nlA.

Sobre P"(E; F) se define la norma
P,

=sup————— = sup
Proaz0 1ZlE jale=1

A

de donde resulta H S\HP < IAllz» y procediendo de forma inductiva se obtiene la desigualdad

Pl < e <5 14 219

pn’

que establece la equivalencia entre las normas de P" y L.

Definiciéon 2.9. Sea {5\”} una sucesion con \, € P"(E; F) entonces,

neN
9]
> A
n=0
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es llamada serie de potencias de E en F. El radio de convergencia p de la serie es definido

como
[ee]

) = € [0, : ‘ "< )

P Sup{r [0, 00) nZ:;) on " oo}

El radio de convergencia restringido p de la serie de potencias estd definido como

p = sup {r €10,00) : ZH)\nHUm” < oo} .

n=0

A

Un resultado importante es la ecuaciéon de Cauchy-Hadamard dada por

1
n

A
P

.
— = limsup ‘
P n—oo

1 , 1
y — =limsup || An]|fn - (2.14)
P n—oo

Si cada miembro de la desigualdad presentada en (2.13) se eleva a la potencia % para n fijo,
resulta

1 1 nn % R

" aE < (™ H 5

< I < (%)

se sigue que sus limites superiores conservan la desigualdad, por lo que

n

2

)

PTL

1
n

lim sup Hj\

1 1 n"\ n
" <limsup||Al|%, < limsup | — .
n—o0o P n—>oop H HE B n—>oop < n! > P

1

ny L

L ) " = e resulta la
n:

Haciendo uso de la igualdad presentada en (2.14) y el hecho que lim (

n—oo
desigualdad % < % < £ que es equivalente a

€
p

[l R

<p<p. (2.15)

Esta desigualdad muestra la equivalencia entre los radios de convergencia de la serie de

SN R ~ SN

potencias ) A,. La desigualdad ||\, (z)||r < [|[An]lpn|lz||% implica que Y A, (z) converge
n=0 n=0

absolutamente y uniformemente en la bola cerrada B(0,7), para cada r < p. Ademas, el

radio de convergencia de dicha serie se puede escribir como

[e.e]
p = sup {r : Z An(z)  converge uniformemente para  ||z||p < 7‘} .
n=0
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Definicion 2.10. Sean E y F espacios de Banach y U C E un conjunto abierto. Un
mapeo [ : U — F es llamado analitico si para cada xog € U existe una serie de potencias

o0 ~

convergente Yy A, con radio de convergencia positivo tal que, para cada x en una vecindad
n=0

de xg

F@)=> Az —z0) .
n=0

0 ~

La serie de potencias Y, A,(x) es una funcion analitica en la bola B(0,p), es decir, es
n=0

analitica una vecindad abierta del cero con radio de convergencia p. De acuerdo con la

definicion de la funcion polinomial n-homogénea continua dada en (2.8), la funcion f de la
definicion 2.10 se puede escribir como

f(z) = Z An(z — o)™ .
n=0

Una funcion que es analitica es infinitamente diferenciable sobre la vecindad de xy dada en
la definicion 2.10, donde f es tal que D f(xq) = k!\, y DFf tiene la siguiente expansion
como serie de potencia

o0

D) =3 EE oy

n=0

Teorema 2.8. Sean E y F espacios de Banach, U C E un conjunto abiertoy f : U — F
una funcion suave. Si existe una constante M tal que para todo x € B(xg,r) C U

Mn!

Tn

1D f(@)] gn <

entonces, f tiene una representacion en serie de Taylor centrada en xg como

oo

fla) =3 D" flao)a — w0)"
n=0

y ademds f es analitica en B(xq,T).

El siguiente teorema seré tutil méas adelante.

Teorema 2.9. Sean E,F y G espacios de Banach, U C E y 'V C F conjuntos abiertos.
Sif:U—Fyg:V — G son funciones analiticas tales que f(U) C V entonces go f es
analitica.
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2.4. k-Deformaciones

Sin hacer una exposiciéon detallada, esta seccion presenta algunos aspectos de las matemati-
cas k-deformadas segun Kaniadakis, como aparecen en los articulos [14, 15]. Para ampliar
detalles, se puede consultar la tesis de Dora Deossa [7].

Considérese un pardmetro real k, con —1 < k < 1. Para cada nimero real z, se define x;,
1
y 2%} por: Ty = Earcsenh(k‘m) sik #0, 2 = =, ikt = %senh(k‘m) sik#0 vy

1% = 2. Lo anterior, define funciones inversas y por tanto (:E{k}){k} = (x{k}){k} =zx. La
k—suma se define por

k 1
rDy = (v + y{k}){k} =7 senh|arcsenh(kz) + arcsenh(ky)]

y dota al conjunto de ntmeros reales de estructura de grupo abeliano, donde el elemen-

to neutro es cero y el inverso de un real w es es —w. La k-suma se reduce a la suma
0

usual cuando k — 0, esto es, x & y = = + y. Resulta muy tutil expresar la k-suma por

k
( © Y) ey = Tgry + Yqiy de la siguiente forma

k
T ®y=azv1+ k22 +yv1+ k222 (2.16)

k
Como es de esperar, la k—diferencia (denotada con &) es definida por
k k
x ©y=2a @ (—y). También se introduce el k-producto mediante la ley de composi-
k k 0
cion ®, definida por z ® y = (:E{k} -y{k}){k} y, como antes, x ® y = xy. La estructura

k k
algebraica (R,®,®) es un campo, isomorfo al usual en los reales, en el cual: el elemento
neutro multiplicativo (k-multiplicativo) es 11#} = 2 senh(k), el elemento inverso multiplica-
tivo (k-multiplicativo) para cada real y # 0 es y = (1/ y{k}){k} y, desde luego, la k—division

k . k koo 1k}
@ esté definida por x @ y = x (%> .

De otro lado, la funcién exponencial k-deformada se puede introducir mediante una modi-
ficacion del concepto de derivada (a derivada k-deformada), de manera que la funciéon
exponencial k-deformada quede invariante bajo dicha derivada y se puedan extender con
facilidad algunas propiedades de la exponencial natural. La modificacion de la derivada
propuesta por Kaniadakis se puede expresar como sigue: la k-derivada una de una funcion
real de variable real f, que sea derivable, es dada por

4 (@) =V 1+ k222 M . (2.17)




24 Preliminares

El k-diferencial se define por dgyz = V1 + k2x2dx. Es claro que la k—derivada es regida
por las mismas reglas de la derivada usual y que nuevamente, se obtiene la deivada usual
cuando k — 0. Ahora, se define la funcién exponencial k-deformada o k-exponencial,
cuando k = 0 por expy(z) = exp(x) y cuando k # 0 por

Eall

expy, () 1= exp(z(ry) = (V1 + k22?4 ka)*. (2.18)

Esta funcion tiene gran similitud con la exponencial natural; ambas se definen de los
reales en los reales positivos, son de clase C°(R), estrictamente crecientes, convexas,

lim exp(z) =0y lim exp,(z) = cc.
r——0Q Tr—00

En el siguiente grafico se hace un esbozo de algunas funciones exponenciales deformadas
obtenidas. La funcién punteada hace alusion a la exponencial usual, nétese que a medida
que k — 0 entonces la exponencial deformada tiene a la exponencial usual.

k=03
k=05
k=0,7

12 1

10+

Segun la k-derivada y la derivada usual se cumple

expy(x) = expy(z) y 4 expy(z) = V1 + k222 expy(x). (2.19)

La funcion k-exponencial cumple las siguiente propiedades.

L exp(0) =1 y expy_p(z) = expy(x).

2. expy(x) expy(—z) =1y (expy(x))" = expyypy (ra), (r #0).
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k
3. expy(z) expy(y) = expp(z D y).

4. expy(x)/ expy(y) = expy(x & Y)-

La funcion k—logaritmo, denotada por Ing(-), es definida como la funcion inversa del
k—exponencial. Precisamente, es funcion de los reales positivos en los reales y esta dada:
cuando k = 0 por Inggy (z) := Inz y cuando k # 0 por

k_o—k
Ing(z) = (Inz)® =L "2~ (2.20)
2k
Esta funcion es: de clase C°°(R™), estrictamente creciente, concava, lim Ing(z) = —ocoy

xz—0+t
lim Ing(z) = oo.
Tr— 00

En el siguiente grafico, se ilustran algunas de las funciones logaritmicas deformadas, de
abajo hacia arriba los valores de la deformacion son k = 0,9, £ = 0,7 y k£ = 0,5 donde la
linea punteada representa la funciéon logaritmica usual.

Ademas, se cumplen las siguientes propiedades.

L Ing(1) =0 y Ing_py(z) = Ing(2).
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2. Ing (L) = —Ing(z) v Ing(a") = ringp(z), (r € R).
3. Ing(zy) = Ing(x) é Ing (y).
4. Ing(a/y) = Ing(z) © g (y).

Para extender la k-exponencial a los niimeros complejos, se puede usar la expansion es serie
de Taylor para exp;(+) en torno a 2y = 0, la cual esta dada por:

expy(a) = Y anlk) =, Ka® <1,
n=0 :

donde los coeficientes a, son definidos por ag(k) = 1, ai1(k) = 1,
m—1 m
asm(k) = TI 11— (25)%k%] v agmi1(k) = ][l — (2 — 1)%k?]. La k—exponencial de
j=0 J=1
0 - \n
un namero imaginario iz se define por: expy(ix) = ) an(k‘)% y ademas se prueba que
n=0
0 2n o0 2n+1
x x
) =S (=1)agn (k) —— +i > (=1)" S
expk(zx) Z( ) a’2n( )(271)' +1 Z( ) A2n+1(k) (27’L + 1)|
n=0 n=0
Las series de la expresion anterior, convergen absolutamente cuando |x| < |k|~1. Si se deno-
[ee] o0
ta cosg(x) = (—1)na2n(k‘)% y sing(z) = > (—1)na2n+1(k)%, se tiene una version
n=0 n=0

de la formula de Euler, es decir, exp;(+iz) = cz)sk(aj) + ising(x).

Muchos desarrollos pueden ser considerados si se cambian las funciones exponencial y loga-
ritmica naturales por las correspondientes k-deformadas. Por ejemplo, la trigonometria cir-
cular k-deformada se puede definir a partir de la trigonometria hiperbolica k-deformada, la
cual se inicia con las definiciones de k—seno y k—coseno hiperbdlicos como
sinhgy (7) = T (expy,(z) — expy(—2)) ¥y cosh gy (7) = 2 (expy,(z) + expy(—z). Se obtienen
versiones de las formulas de Euler y Moivre, y en general, muchas identidades que son
k-deformaciones de las conocidas.



Capitulo 3

Variedad de Informacion

3.1. Introduccién

En este capitulo se presenta la construccion de la variedad de informaciéon de G. Pistone
y C. Sempi [22|. Sea (12, A, 1) un espacio de probabilidad. Considérese el conjunto 9,
constituido por todas las densidades de probabilidad positivas casi en todas partes de €2, es
decir,

Emu:{p:Q—ﬂR:p>0 c.t.p y/pduzl}.
Q

Precisamente, se construye una variedad en 9,, modelada sobre espacios de Banach tales
que para cada p € 9,, son subespacios cerrados del correspondiente espacio de Orlicz
L% (p - ). Bs por ello que se requiere obtener las propiedades de los espacios de Orlicz
L (p-p), para luego demostrar la analiticidad de los mapeos M, y K, (denominados fun-
cion generadora de momentos y funcién acumulante respectivamente); mediante los cuales
definen posteriormente los mapeos transicion para la variedad. La analiticidad de dichos
mapeos, implicarda que la variedad construida sea de clase C'*°. Lo anterior establece el or-
den a seguir en la presentacion de este capitulo, cuyo contenido corresponde a los trabajos
de: Pistone-Sempi, Pistone-Rogantin y la tesis doctoral de Alberto Cena, respectivamente

22, 21, 5).

3.2. Generalidades sobre el espacio L% (p - 1)

El conjunto 9, no tiene la estructura de espacio lineal, ya que si p y ¢ estan en 91, no
se cumple (p + ¢) € M, ya que fQ(p + q)dp = 2. Sin embargo, siempre se cumple que
%(p +q) € M,. A pesar de no ser un espacio lineal, se cuenta con el siguiente resultado.

Teorema 3.1. El conjunto M, es convexo.
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Demostraciéon

Sean p; y p2 densidades en 9, asi fQ prdp =1y fQ podp = 1. Sea A un escalar tal que
0 < A <1 entonces, se tiene

/(/\P1+(1—/\)p2)d,u:A/pld,u+(1—/\)/p2d,u:)\—1—(1—)\):1.
Q Q Q

De lo anterior, Ap1 4+ (1 —X)p2 € M, y asi se concluye que M, es un conjunto convexo. [

Sip € M, p es una densidad de probabilidad y por tanto determina una medida dada por
p - i como se presento en los preliminares (ver 2.1).

Consideremos ahora la funciéon ¢;(-) : R — R definida por ¢1(x) = coshz — 1, la cual es
una funciéon de Young. Por tanto ¢ determina a la clase de Orlicz

L% (p-p) ={u € L'(p- ) : Epler(w)] < oo}
y al espacio de funciones de Orlicz

Lop-p) ={u € L'(p- p) : Ey[¢1(au)] < oo para alguna a > 0},

dotado de la norma de Luxemburgo:
ullgy p = fnf{r >0: 5, [¢1 (%)] < 1} .

En este trabajo, dicha norma se escribird como |ulls,, = ||ullg,- En consecuencia,
L% (p- ) es un espacio de Banach (subespacio cerrado de L'(p- 1)), que puede ser descrito
por L (p-pu) = {u € LY(p- ) : ||lul|y, < 0o} o también por

Lo p-p) = {u € L'(p- p) : Eplcosh(au) — 1] < oo para alguna o > 0}

y la norma de Luxemburgo sera
U =infqr >0:E, |cosh ) 1] <1l
H ”dn,p D r

Ahora bien, se denotara por By, (0,1) (o simplemente By, ) a la bola unitaria abierta (cen-
trada en cero) en el espacio L' (p - ). Asi, si u € By, (0,1) entonces, ||lul/4, , < 1y por lo
tanto existe un o > 1 tal que Ep[cosh (au) — 1] < 1, o equivalentemente Ep[cosh (au)] < 2.

Por Sy, (0,1) (o simplemente Sg,) se denotara la esfera unitaria sobre el espacio de fun-
ciones de Orlicz L' (p - 1), es decir, u € Sy, si y solo si |lullg, , = 1.
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Siu,ven L (p-p) y e > 0 entonces, |[u— |4 p < €siy solosiexiste un b > 2 tal que
E,[¢1(h(u —v))] < 1; que en términos del operador integral se escribe

/ o1 (h(u — v))pdy < 1
Q

Si consideramos ahora una sucesién {u,} de variables aleatorias en L?'(p - u) entonces,
Uy — u siy solo si para todo h > 1 se cumple que E,[¢1(h(u, —u))] <1, es decir,

/ cosh (h(u, —u))pdp < 2.
Q

El siguiente lema seré de gran utilidad méas adelante.

Lema 3.1. Sea p € M,. Para u € L* (p - u) se satisface que ||ully,, < 1 si y sdlo si
E,[coshu] < 2.

Demostracion

Si u = 0 entonces |lul/g,, < 1y Ep[coshu| = E,[1] =1 < 2y por tanto la propiedad se
cumple para este caso. Tomemos ahora u # 0 y definamos la funcién real valuada

al-): (0,00) — R

b o= 5o (2)]

esto para u € L (p-p). Veamos que la funcién a es decreciente, para ello sean ky, ko reales
positivos tales que ki < ko.

Siu > 0 entonces, 0 < kl < £~. Como ¢; es una funcion creciente en el intervalo [0, 00),

k1
se sigue que ¢q ( 2) <ki> y como la integral de Lebesgue es mono6tona se obtiene

E, [gbl <kﬂ2)] [ ( ) . Asi, en términos de la funcion « se tiene que a(ks) < a(kq),

por lo que « es decreciente.

En el caso en que u < 0 resulta 0 > ki > ,% como ¢, es decreciente en el intervalo

(=00, 0] entonces ¢, (%) < @1 ( > que procediendo como en el caso anterior se obtiene

a(ks) < a(ky). En ambos casos se concluye que « es una funcion decreciente.

Como ||ul|g, p < 1y la funcion a es decreciente resulta

a([[ullg p) = (1) (3.1)
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Ya que (1) = E,[¢1(u)] = Eplcoshu — 1] = Ej[coshu] — 1. De acuerdo a (2.10) aplicada a
la funcion de Young ¢q, se tiene

U u
o (lullor ) = By [‘“ (Wﬂ B /Q‘“ <W> -

Por transitividad con la desigualdad (3.1) se obtiene (1) < 1y asi Ep[coshu] —1 <1, esto
es, Eplcoshu] <2. g

3.3. Funcional Acumulante

Se presenta ahora el estudio del funcional acumulante K, introducido en trabajos de
Pistone [21, 5], a través del funcional generador de momentos M,. Las pruebas de
algunos resultados se consiguen en forma anéloga a las de los resultados que se probarin
en el capitulo 5; por tal motivo, se omitiran dichas pruebas en esta secciéon y se referencia
la respectiva fuente bibliogréfica.

Definicién 3.1. Sea p € M,,. Para cada a > 1, n € N yu € By, se define Ao pn(u) por

Aan(@)() s L%(p-p)x...x L%(p-p) — L(p-p)
w1 Wy
(wyy...,wy) +— —...—ea.

a a

En la definicion 3.1 el operador A, ,(u) depende de tres pardmetros fijos como son: a que
genera el espacio de Lebesgue L*(p - ), u que es una variable aleatoria en la bola unidad
del espacio de funciones de Orlicz y n que indica la cantidad de componentes que se asumen
en el dominio.

Teorema 3.2. La funcion A\, n(u) es continua, simétrica y n-multilineal, es decir,
Aan(u) € L (Ld’l (p-p), L(p- u)) :

La demostracion de este teorema se encuentra en la tesis de Cena, [5], donde se presenta la

desigualdad
4

rna )

/Q fwrws . wnet 'p da < o |8, -l (3.2)

donde cada w; es una variable aleatoria en L?'(p-p), u € By y r = %>0.
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u
a

Qg

e

Il
o

Consideremos ahora u € By, , por las propiedades de la funciéon exponencial como

apduz/ﬂ(e%>apdu=/96“pdu

< / e“'pdu§2/ coshu pdu .
Q Q

y e < elul < 2cosh u se tiene

J

u
ea

Como u € By, (0,1) entonces |lul|g, , < 1, lo cual garantiza que se puede utilizar el lema
3.1 para tener que E,[coshu] < 2. Por tanto, de la desigualdad anterior se sigue que

J

en términos de la norma en el espacio de Lebesgue L*(p - i), se tiene

L=

; < o0 y por tanto ea € L%(p - ) siempre que u € By, .

u |
ea| pdu <4.

u |@ % 1
ea pdu) <4a < 0.

»
€a

En consecuencia, ‘

Definicién 3.2. Sea p € M,, a > 1 y u € By, (0,1) fijos. Se define el operador A, o(u)
como Ao(u) = e

Una consecuencia directa del teorema 3.2 es que si se hace a = 1 entonces el mapeo
(w1, wa ..., wy) — Eplwiws ... wpe"] es continuo. Si hacemos a =1 en (3.2) resulta
u u 4
wiws ... wpe pdp| < [ |lwiws .. wpe | pdp < Hw1H¢...HwnH¢1r—n )
Q Q

Del acotamiento del operador se sigue su continuidad. En el caso en que cada w; sea la
misma variable aleatoria v entonces el mapeo v — E,[v"e"] es continuo.

Con base en la definicion 3.1 se tiene que Ay p(u)(wi, ..., w,) = %L ... %e% donde n € N,

a>1,u€ By, yw; € L% (p-p) parai=1,2,...,n. Sien la definicién 3.1 se toma w; = v
para todo 7 = 1,2,...,n entonces,
VN w
@
a

donde v"™ = (v,v,...,v) es la notacion para el lado izquierdo de la anterior ecuacion. A
continuacion se define la funciéon continua polinomial n-homogénea como

Aan(@)(): LPp-p) —  Lp-p)

voo— Aan(u)(©) = Mg ()™

alg

Aan (W0 = A (W) (v, ..., 0) = — ... ge

(3.3)
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En términos de la igualdad anterior y de la definicion 3.2 se sigue que

Ran()(v) “Aan(w)e” = (2)" e

()

Por el teorema 3.2 se concluye que Ay, (u) € P" (Lo (p- p), L%p - p)). Al diferenciar res-
pecto de v se determina la forma polar para Xan(u) por medio de

D" \gn (1) (v) =D"Agp(u)v" = D" [(3>" e%]

a
1\" u
=n! <—> ea =nllgn(u)(l)
a
Ademas si se hacemos u = 0 entonces,
~ n E n
Aan(0)(®) = Ao (O) = (£)" . (3.4)

Teorema 3.3. Sean p € M, y a > 1. La serie

a0 =35 (2)'

n=0

es una serie de potencias de L (p - p) en L*(p - ), con radio de convergencia p > 1.

Definicion 3.3. Para cada a > 1 yp € M, la funcion exponencial exp,, , estd definido
por

€XPpa + B¢1 - La(p ’ /L)
=1 su\n
v exp,,(v) :Zﬁ <a> .
n=0

El teorema 3.3 garantiza que la funcion exp,, , (definida en 3.3) esté bien definida entre la
bola unidad By, y el espacio de Lebesgue L*(p - ).

[e.e] [ee]
k v k v
Sea v € By,. Puntualmente se sabe que Y. 4 ()" converge a ea, estoes, > % (2)" = ea.

Puesto que p - p es una medida finita entonces, se da la Converg_encia absoluta

>k (g)k — ea. Por el teorema 3.3 se sigue que exp, ,(+) converge en norma || - |[za, ¥
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o0

como esta convergencia implica convergencia en medida entonces, % (%) — expy, 4(v)
k=0 ’

en p - 1 medida. Por unicidad se concluye que

exp,, ,(v) = ea. (3.5)

Equivalentemente exp,, ,(v) = Aq0(v), siempre que v sea una variable aleatoria en el con-
junto By, .

Teorema 3.4. La funcion exponencial exp, o(-) satisface las siguientes propiedades

i. exp,,(0) = 1.
iM. exp, ,(u+v) = exp, ,(u) - exp, ,(v) donde u,v € By, son tales que (u+v) € By,.

iti. Para cada w € By, , exp, ,(u) tiene una inversa (exp,, ,(u))~" en L*(p - p) dada por
(expy, o(u) ™ = expy, o(—u).

Demostraciéon

0

i. Por la igualdad (3.5), exp,, ,(0) = e« = 1.

ii. Por la definicién 3.3 y propiedades de las series resulta

1 fu+ov\” 1 ju v\
exppaluto) =3 () =X (G4 7)
n=

z () oy ')
S (e 6 6))
S ()6

En la igualdad anterior se hace ¢ = n — k para tener
= 1 uni ok 1 sund 1 sun\k
ot =33 g () (2) = (Z%a(a)) (;y(a) ) '

Por la definicién (3.3) se concluye que exp,, ,(u + v) = exp,, ,(u) - exp, ,(v).
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iii. Como u + (—u) = 0 entonces aplicando la funcion exp,, ,(-) se sigue que
expp@(u + (—U)) = expp@(o) =1

Puesto que u + (—u) es un elemento de By, entonces, se utiliza el literal ii. de este
mismo teorema para tener exp, ,(u) - exp, ,(—u) = 1; asi exp, ,(—u) es el inverso
multiplicativo de exp, ,(u), lo cual se escribe como (exp,, ,(u))™! = exp, ,(—u). 0

Teorema 3.5. Sean p € M, y a > 1. El mapeo exp,, , es analitico. En una vecindad de
cada ug € By, se puede expandir en una serie de Taylor como

[ee]
1 jo\? wo
expy, o(uo +v) = Z ] <a> ea .

Siv € By, y en el teorema 3.5 se hace ug + v = u, se logra demuestrar que u € V(up), con
esta sutitucién la serie del teorema 3.5 se escribe

o) =3 (M52) ¢ = 32 S0 o

| |
" n: a "0 n:
00 1.
- Z m)\a,n(UO)(v - U()),
n=0

que representa la serie de potencias de L?'(p - i) en L%(p - p), la cual esta centrada en
Uy € B¢1.
Definicién 3.4. Sea p € M,,, el funcional generador de momentos es el mapeo

My(): L%(p-p) — RF
u = My(u) = Eple"].

En el caso en que M, se restrinja a By, entonces, My(u) coincide con Ep[exp, ;(u)]. El
teorema siguiente presenta las propiedades del funcional generador de momentos.

Teorema 3.6. El funcional generador de momentos M, satisface las siguientes propiedades

i. Mp(0) =1y My(u) > 1, siu##0 es una variable aleatoria centrada.
1. M), es conveza.

wi. M, es continuo inferiormente.
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iv. By, C dom(My), donde dom(M,) representa el dominio del funcional generador de
momentos.

v. Es infinitamente Gatteaux diferenciable en el interior de su propio dominio. La
n-ésima derivada en u € dom®M,, en la direccion de v € L% (p- 1) es

mn

oMy (4 t0) g = Byfee"]

vi. Es infinitamente Fréchet-diferenciable y analitica sobre By, . La n-ésima derivada en
u € By, evaluada en (vi,...,v,) € L9 (p-p) X ... x L® (p- ) es
D" My (u)(v1,...,v,) = Eplvr ... vpe"] .

En particular DMp(u)(-) = Ep[] .

La demostracion del teorema 3.6 se puede encontrar en [5, 22| y en el capitulo 5 se genera-
liza el teorema anterior (ver teorema 5.5).

La funciéon generadora de momentos de una variable aleatoria v € L' (p - ) es el mapeo

tip(-) : R — R dado por
iy(t) = Eple™] = /Qet“pdu .

La clase de Cramer en p, denotada C,, es el conjunto de variables aleatorias u € Lo (p- p)
tales que u,(t) < oo, para t en una vecindad de cero, es decir, la clase de Cramer la
constituyen las variables aleatorias cuya funcién generadora de momentos es finita y se
escribe

Cp={u€ L% (p-p):a,(t) <oo parate I con I una vecindad del cero} . (3.6)

De acuerdo con la definiciéon de la clase de Cramer en p se siguen dos teoremas, sobre su
estructura lineal y la igualdad (conjuntista) con el espacio de funciones de Orlicz L9 (p- ).

Teorema 3.7. Sea p € M,,. La clase de Cramer en p es un espacio lineal convero.

Demostraciéon

Sea u € C, entonces, Uy(t) < oo para todo t € I, donde I es un abierto que contiene
al cero. Sea a en los reales, se demuestra que au € C,. Si a # 0 entonces el conjunto
I' = {% : t € I} es abierto y contiene al cero. Sea t' € I', por la definicion de la clase
de Cramer du,(t') = E,[e!'(®W], como t' € I' entonces existe t € I tal que t' = L luego
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duy,(t') = E,[e"] < co. En particular, si u € C, entonces 2u € Cp.

Sean u,v € Cp. Existen intervalos I; y Iy tales que 4,(t) < co para t € I1 y 0y(t) < oo para
t € I5. Sea I = I; N Iy entonces, I es abierto y contiene a cero. Se probara que (u+v) € Cp.
sea t € I, por la definicion de la clase de Cramer

~

(1 v), (1) = Bple)] = ), |3t +31(20)

De la convexidad de la funciéon exponencial, resulta

(u )y (1) < 55, [0 + 5, [¢)] = (@), () + 5(30), (1)

Como 2u,2v € C, entonces, (u T v),(t) < oo para todo ¢ € I. Se concluye asf que la clase
de Cramer es un espacio lineal.

Para la convexidad, sean 0 < XA < 1; u,v en C, y t € I = I1 N I. Por la convexidad de la
funcién exponencial resulta

E, [et((l_’\)wm} < (1= N)ay(t) + Aop(t)

de donde E, [et((l_)‘)“+)‘”)} < ooy asi (1 — A)u+ Av esta en Cp, para cualquier 0 < A < 1.
La clase de Cramer C, es un espacio lineal convexo.

El siguiente teorema establece que la clase de Cramer C, es conjuntistamente igual al es-
pacio de Orlicz L (p - p), demostracion que se encuentra en [21] y que en el capitulo 5 se
presenta para el espacio L% (p - ).

Teorema 3.8. Para p € M, se verifica que Cp, = L9 (p-p) conjuntistamente.

Si la funcién generadora de momentos existe entonces, los momentos de todos los érdenes
existen, por lo que si 4, (t) < co entonces, el primer momento o esperanza existe. Asi, en la
clase de Cramer de p se distingue el subconjunto de variables aleatorias cuya esperanza es
cero, se denota por B, esto es,

By :={ucCy:Eyul =0y ={ucL?(p-pu): Epu] =0} . (3.7)

A dicho conjunto se le llama clase de Cramer centrada en L®(p- ). En el siguiente teorema
se demuestra que el espacio de variables aleatorias centradas es cerrado en L% (p-p).
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Teorema 3.9. Ll espacio By, es un subespacio convexo y cerrado de L (p-p).

Demostraciéon

Sean u,v en By, y «, 3 reales. Debido a que Ej[u] = E,[v] = 0 entonces

Eylau+ fv] = aEplu] + BE,v] =0,

por lo que au + fv € B, y asi B, es un subespacio de L (p - ). By es un subespacio
convexo, ya que si 0 < A < 1 entonces, E,[(1 — ANu+ Av] = (1 — N)Ep[u] + AEp[v] = 0.
Veamos ahora que B, es cerrado, para ello tomemos una sucesion {u, nen en By, esto es,
E,u,] = 0 para todo n € N. Supongamos ahora que dicha sucesion converge en medida p- p
a la variable aleatoria u, escribimos w,, — u, y se debe concluir que v € B,. Supongamos
que u > 0, por lo que Ej[u] > 0y en consecuencia existe una subsucesion u,, de u, tal que
Up, — . Por el lema de Fatou

E,lul = E, [h’m unk} < h'kn_l)icgf E,lun,] ,

k—o0

asi E,[u] <0,y por antisimetria en los reales se tiene E,[u] =0. g

De acuerdo con el teorema 3.9 se sigue que B, es un subespacio cerrado del espacio de
Banach L?!(p - i) por lo que en si mismo B, tiene la estructura de un espacio de Banach.
En éste se denotaré la bola unitaria por V,, es decir,

Vp={u € By :[lullg, p <1} .

Por la definicion de V), se sigue que éste es un conjunto abierto y se presentan las inclusiones
conjuntistas V, C B, C C, = L% (p- ) C LY(p - ).

Definicion 3.5. Dado p € M,,, se dice que f es un modelo exponencial unidimensional si
existe u € Cp, y una funcion real valuada ¢ tal que para todo t € I con I un abierto que

contiene al cero, se cumple
f(t) =e=op.

En tal caso se dice que f es un modelo exponencial paramétrico con parametro ¢, y ademas

se escribe f(-) : I — M.

Definicion 3.6. Se dice que dos densidades de probabilidad p y z en I, estdan relacionadas
por un modelo exponencial unidimensional si existen v € M, u € Cp, una funcion ¢ real
valuada y X > 0 tal que Vt € (=X, \) la funcion

f(t)=e"=0r,
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cumple que existen ty y t; en (=X, N) tales que f(to) =p y f(t1) = z.

Dados p y z en 9, se dice que p estd relacionado con z, se escribe p ~ z si y sélo si p
y z estan conectados por un modelo exponencial paramétrico, de acuerdo con la definicion
3.6. La relacion ~ es de equivalencia y por tanto particiona a 91, en clases de equivalencia,
donde dos densidades estan en la misma clase si estan conectados por un modelo exponen-
cial.

Teorema 3.10. Sean p y z dos densidades de probabilidad en 9, relacionadas por un
modelo exponencial entonces, L®*(p - u) = L (2 - ).

En “Geometric Structures on the non-parametric statistical manifold” [5] se demuestra que
ademas de ser iguales conjuntistamente, los espacios L?(p-) y L?(z-t) (con p y z conectados
exponencialmente), el mapeo identidad

Id: (L% (p- )| lorp) = (L7 (2 ), 1] llg,2)

es un homeomorfismo.

Teorema 3.11. Seanp € M, y q= ﬁiu]p conu € Vp.

1. La variable aleatoria e* es p - p integrable.
2. q €M,.

3. L% (p-p) = L(q- ).

Demostracion

1. Por hipotesis u € V, entonces, |[ull4, , < 1y existe & > 1 tal que Ep[cosh (au)] <
equivalente a E,[e* 4+ e~*"] < 4. De lo anterior se desprende que E,[e*"] < 4
E,le”*] < 4.

Si u > 0 entonces, al ser a > 1, se sigue que au > wu y al ser la funciéon expo-
nencial creciente entonces, e** > e". Por ser el operador E,[-] monbtono entonces,
E,le*] > E,le"], dado que E,[e"] < 4 se tiene E,[e"] < 4. Por lo tanto e" es p - p
integrable.



3.3 Funcional Acumulante 39

Si por el contrario suponemos que u < 0 entonces, —u > 0y asi —au > —u > 0 > u.
Analogamente con el caso anterior Eyle” "] > E,le"] y asi Eyle"] < 4 ya que
E,le”*"] < 4. Luego, €" es integrable para u < 0. Con esto se concluye que e* es
p - it integrable para todo u € V.

2. Ahora bien, debido a que ¢ = ﬁiﬂp entonces por el literal anterior el término E,[e"]

esta bien definido y es finito. Ya que Ep[e"] es una constante respecto de la medida
P b, asi

el 1
qdp = / —opdp = 0 / e“pdp
/Q Q Ep[e“] Ep[e“] Q
1

—mEp[e“] =1.

Como ademéas g > 0, por ser p > 0, entonces se concluye ¢ € 9, es decir, ¢ es una

densidad de probabilidad.

3. Puesto que E,[e*] > 0 entonces, la expresion E,[e?] = e Frle"] esta bien definida, asf

u u

q9= Ep[eu]p - elnEp[e“]p =€

u—lnEp[u]p 7 (38)

lo que garantiza que ¢ y p estan conectados por un modelo exponencial unidimensio-
nal no paramétrico. Y por el teorema 3.10 se sigue que L (p-p) = L% (¢-p). O

De acuerdo con el teorema 3.11 se tiene que si ¢ = e~ (Eple"])y yu€e€V,C L9 (p-p)
entonces u también es una variable aleatoria en L?!(q - u). El argumento u — In (Ep[e%])
de la funcién exponencial definida en la expresion 3.8 permite definir las cartas que sirven
para modelar la variedad en 90,.

Definicion 3.7. Sea p € M, se define el mapeo acumulante como
K,(): B, — R*%
u = Ky(w) = In (My(w) = n(B,[e"]) .

De acuerdo con la definiciéon 3.7 se tiene que

dom(K,) = B, Ndom(M,) . (3.9)

Por otro lado, Kp(u) es un nimero real y al aplicar el funcional E,[-] a dicha funcion, resulta
E,[K,(u)] = K,(u). En el siguiente teorema se ilustran las propiedades del funcional acu-
mulante (para las demostraciones ver [21]), algunas de las cuales se heredan de la funcion
generadora de momentos.
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Teorema 3.12. El funcional acumulante K, satisface:

i. Vp C dom(Ky).

ii. Kp(0) =0y Kp(u) >0 si u##0 es centrada.
itn. K, es analitico en B, N By, .
w. K, es convezo.

v. es infinitamente Fréchet-diferenciable sobre V.

vi. para todo w € V,, q¢ = e FKrWy es una densidad de probabilidad en M,,. El valor de

la n-ésima derivada en u en la direccion v € B), de K, es

dTL
D"K,(u) - v" = prm In (Eq [€"]) [i=0 -

Como un caso particular del teorema tenemos el siguiente corolario el cual caracteriza el
diferencial del acumulante en términos de v € B,,.

Corolario 3.1. Siv € B, y ¢ = ¢ 5 p entonces DK,(u) - v = E,[v].

Demostraciéon

Para p € 9, consideremos q = e~ KpWy De acuerdo con la definicion 3.3 se escribe
o0
etV = Ltkyk v al aplicar el operador E,|-], con t constante respecto de la medida p -y,
2 q
k=0
tv] _ - Eq[”k} k : :
resulta E,e™] = > =4—t". Al derivar respecto de ¢ se tiene
k=0
d tv 2 Eg[v®] 5 | Eglv'] 5 - Eg[v"]
7 Bale"] = Bylv] + Bglo)t + =0 =17 + ==t +..._Z(k_1)!t ,
k=1

evaluando en ¢ = 0 resulta % Fy[e']|i—o = Ey[v]. De acuerdo con el teorema 3.12 tenemos

dn
D"Kp(u) - v" = pT In (E, [€™]) li=o -

Para n = 1, resulta

DEK,(u) -v :% In (E,[e™])]i=0 = <Eq[16t”] %Eq[etv]>
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1 E,[v]
= — E = —q .
Bl =0 B B
Como Eg[1] = 1 entonces se concluye que DKp(u) -v = Ey[v]. g

Seap e M, siqg= "~ Kp(Wp entonces L (p- p) = L (¢ - ), por lo tanto si u € L (p- p)

entonces u € L? (¢ - i1). De acuerdo con la eleccién de ¢ se puede escribir como g = Me—(u)p,
p
asi para v € B), se tiene

E,v] = /qud,u = /Q ]\;:(uu)pdu = mEp[ve“] .

Debido a que DK, (u) -v = E[v] y DM,(u) - v = E,[ve"] entonces en la expresion anterior
se sigue que

DEy(u) v = % . (3.10)

3.4. Variedad de Informacion

De acuerdo con la definicion 3.7 es posible escribir la igualdad (3.8) en términos de la fun-
cion acumulante como g = e% Xr(Wp siempre que u € B,. Esto permite definir el siguiente
mapeo que induce las cartas sobre el espacio 9,,.

Definiciéon 3.8. Sea p € M, se define el mapeo

ep(): V, — M,
v - =g
u—Kp(u)

dado por g =ep(u) =e p.

En la definicion 3.8 se tiene que u € V, lo cual garantiza E,[u] = 0 y que se satisfaga
el teorema 3.11 y asi ¢ € 9M,,. Se denotara la imagen de V, respecto a e,(-) como U, es
decir, U, = e,(V,) con lo que ey(-) : V, — Uy,. Si tomamos u = 0 casi en todas partes de
Q entonces u € V, v K,(0) = In(E,[e"]) = 0 por lo que e,(0) = "#O)p = p_de alli que
p € Uy,. Luego p y ¢ estan conectados por un modelo exponencial no-paramétrico.

Teorema 3.13. Sea p € M,,. El mapeo ey(-) es inyectivo.
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Demostraciéon

Sean uj y ug variables aleatorias en V, tales que e,(u1) = ep(u2) y probemos que u; = us.
Debido a que V, C B, se tiene que E,[u1] = Ep[uz] = 0, como e,(u1) = ey(ug), por la

definicién 3.8 se tiene
eul_KP(ul)p — eu2_KP(u2)p .

u1—Kp(u1) uz—Kp(uz)

Como p > 0 por estar en 9, de la anterior igualdad se obtiene que e
debido a que la funcion exponencial es inyectiva entonces

=€

uy — Kp(ul) = Uug — Kp(UQ) .

Aplicando E,[-] resulta E,[ui] — E,[Kp(u1)] = Ep[ua] — Ep[Kp(usz)], como el acumulante es
constante respecto de la medida p- p y Ep[u1] = Ep[ug| = 0 entonces K,(u1) = Kp(ug). Ya
que u; — Kp(u1) = ug — Kp(u2) y Kp(u1) = Kp(ug) entonces u; = ug. El mapeo e,(-) es
inyectivo. [

Sea p € M, existe ¢ € U, tal que ¢ = ey(u) con u € V,. Procedamos ahora a despejar
u en funcién de ¢. De acuerdo con la definicién del mapeo e,(-) dado en (3.8) tenemos

q = " ErWy puesto que p > 0 y ¢ > 0 entonces In (%) esta bien definido y esta dado por

u— Ky(u) = In <€> . (3.11)
p

Como u € V, C L% (p- p) y Kp(u) es un ntimero real entonces (u — Kp(u)) € L (p - ),

por tanto In < ) € L% (p- ), es decir, el logaritmo de % es p - i integrable. Puesto que p

y q estan conectados por un modelo exponencial unidimensional no paramétrico entonces

L% (p-p) = L?(q- p) por el teorema 3.10 y asi In (%) es también ¢ - i integrable. Ahora

bien, aplicando el operador integral Ep[] en (3.11) se tiene

Byl By {56, 0) = B, [ (£)]

p

Como K, es constante respecto de la medida p - p y E,[u] = 0 entonces, —Kp(u) =
E, [ln (%)} . Al sustituir en (3.11) se tiene

W—Tn <%> B, {m (%)] | (3.12)

Debido a que u € V, entonces por la igualdad (3.12) resulta

(o) -5
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con base en esta misma expresion el mapeo s, definido a continuacion esté bien definido.

Definiciéon 3.9. Sea p € M, se define el mapeo

sp(): U — V)
qg = u=sy(q)

dado por s,(q) = In (%) - E, [ln (%)} .

El mapeo e, (-) es inyectivo de acuerdo con el teorema 3.13, ademas e,(V,) = U,, entonces

~1(-). Se demuestra en el siguiente

ep es sobreyectivo y y por tanto posee una inversa, €p

1_
teorema que e, " = sp.

Teorema 3.14. Sea p € M,,. El mapeo sp(-) es el inverso del mapeo ep(-)

Demostraciéon

Sea p € M,,. Para lograr el objetivo de la demostracion debe garantizarse que (spoep)(u) = u
y (eposp)(q) = q para g € U, y u € V,. Por la definicion de la funcion compuesta y por la
definicion del mapeo s, en (3.9), resulta

(500 €5) (1) = syep) = tn (40 ) [ (20|

u—Kp(u)

py p > 0 entonces epz()“) = " (W y por tanto In (el’(“)) =

Como ep(u) = e )

u — Kp(u). Ya que Ep[u] =0 por ser u € V,

(spoep)(u) =u— Kp(u) — Eplu — Kp(u)]
=u — Kp(u) — Eplu] + Ep[K;(u)]
=u— K,(u) + Kp(u) = u.

Veamos ahora que si ¢ € U, entonces (e, 0 5,)(q) = ¢q. Como ¢q € U, entonces q € M,,, por
lo que E,[1] =1y se verifica

EPM Z/gpduz/qdﬂzl-
p Qb Q

Ahora, de acuerdo con la definicién de la funciéon sp(-) aplicada a ¢ tenemos

en@) = (3) B[ (3)] _ n(3) -m[m(3)] - 2 __
pe [ (3)]
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Por la definicion de la funcion acumulante K, (u) = In(Ep[e"]) aplicada a la s,(q) resulta

Kysn(a) =tn (B [e0)]) =t (5, [ e ()21 ()
(B, [t ] ) < (], 1))

p

q

En este tltimo paso se hizo uso de que e [m(l’)] es un namero real y por lo tanto

es una constante respecto del operador Ep[-]. Ya que E, [%} = 1, la ecuacién anterior

es equivalente a Kp(sp(¢q)) = In <6_E” [m (7’)]>, que aplicando el operador exponencial a

ambos lados resulta

~In ((EP[I“(

SIS
~—
—
N———
I
—_

1 mhk(y)]

e_KP(SP(q)) =e

Con base en la definicion de la funcién compuesta se escribe (e, o s,)(q) = ep(sp(q)), que
de acuerdo con la definicién 3.8 respecto de la funcion e, resulta

(ep @) Sp)(q) :esp(q)_Kp(sP(q))p — esp(q)e_KP(sP(q))p

—(eposp)la) = — e () — g
v ()] e

De acuerdo con los resultados encontrados (e,05,)(¢) = qy (spoep)(u) = u puede concluirse

: : -1 _ |
que s;, es el mapeo inverso del mapeo e, lo cual se escribe como s," =e, 05, =¢,". U

Por el teorema 3.14, la familia de pares (U, sp) con p € M, es una carta en M, ya que la
unién de los conjuntos U, cubre a M, en efecto, sig € |J U, entonces ¢ pertenece a alguno
peEM,,
de los conjuntos U, por lo que ¢ = e py asi por el teorema 3.11 ¢ € 9M,, presentandose
la inclusion  |J U, C M,,. En el caso en que g € M), entonces ¢ € Uy C |J U,, de donde
pEIM, pEM,,
M, C U U,y se presenta la igualdad M, = |J U; es decir, los conjuntos U, cubren
pEIM, pEM,,
a 9M,,. A continuacion se hace una ilustracion de la situacion

u—Kp(u)
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Consideremos ahora dos densidades de probabilidad en 91, denotados por p; y p2 donde
Uy, NUy,, # ¢. En el siguiente gréfico se ilustran los mapeos transiciéon o cambios de coor-
denadas, donde ¢ € (U, NU,y,) es otra densidad de probabilidad.

En este caso, el cambio de coordenadas es la composicion sp, o e,, v su inversa s,, o €p,.
Sea u € Vp, tal que ey, (u) = qy u € V), tal que sp,(q) =7 asi (sp, 0 €p, )(u) = w. Como
(Spsy © €py ) (1) = Sp,(ep, (w)) entonces, por las definiciones de las funciones s, y e, dadas en
(3.9) v (3.8), se tiene

(595 © €p1) (1) =8pa(epy () = In (ﬂ> B, {m (ﬂ)}

P2 P2

u—Kp, (u) u—Kp, (u)
=In <671pl> —E,, |In <u>]
p2 p2
=In (" Kn®) 4 1n (IE) - E [ln et K (W) 4 n <Zﬂ>}
( > P2 P2 < > D2

—u— K,, (u) +In <]ﬁ> — B, [u — K, (u) +In <Zﬁ>] .

b2 P2

Como el acumulante es constante respecto de la medida p - 1 se sigue que

(Spy © €p,)(u) = u + In <ﬁ> — B, {u +1n <Zﬂ>] . (3.13)

P2 P2
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’s €py N
L(z)l (pl X /j,) // // p1 P2 " \\ L¢1 (p2 ) M)

De acuerdo con la expresion (3.13) es posible definir los mapeos transiciones como

(sz O €p, )() : Spy (upl N upz) - Spa (upl N up2)

u ﬂ:u—i-ln(&)—EpQ{u—Hn(&)].
D2 D2

Por (3.13), los mapeos transicion son funciones afines, es decir, difieren de una funcion lineal
en una constante dada por In (%) — B, [u +In <§—;>] y es por ello que dichos mapeos son

continuos y de clase C*°. El siguiente teorema tomado del articulo de [9] presenta la con-

tinuidad de los espacios s, (Up, NU,,) con i = 1,2 a través de las propiedades topologicas
inducidas por la norma de Luxemburgo.

Teorema 3.15. Sean pi, pa densidades en IM,,. El conjunto sp,(Uy, NU,,) es abierto en la
topologia de By, .

Demostraciéon

Sea q € (Uy, NU,,), de alli que ¢ € U,, luego existe una variable aleatoria u € V,, tal que
q = ep,(u) = " KWy, Sea T = s,,(q) = sp,(ep, (1)) que de acuerdo con (3.13) se sigue

$py(q) = u+In (%) — B, {u—i— In <z—;>] . Q)
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Como @ es un elemento en V,, entonces la norma en el espacio de funciones de Orlicz
L% (pg - p1) es menor que 1, |[Ulg,p, < 1 (2). Consideremos ahora una bola de radio r
entorno de la variable aleatoria u € s, (Uy, NUp,) C V), en la topologia de B, , asi

Ap = {U € Bpl : Hu - UH¢1,p1 < T} : (3)

Con base en la construccién, A, es un conjunto abierto en la topologia de B, . Se hace r
lo suficientemente pequefio para que A, C V,,. Sean v € A, y § = ep, (v) = ¥ En @p,.
Bajo la consideracion de que r sea lo suficientemente pequeno se tiene ¢ € (Uy,, NUp, ), por
lo que sp,(G) existe; con base en la composicion de funciones sy, (§) = sp,(ep, (v)) vy por el

mapeo transicion
Spo(§) =v+1n (IE) - B, [v +1In <ﬂ>} . (4)
P2 P2

Sumando y restando los términos u y E,, [u +In <§—;>} en el lado derecho de la igualdad

(4) y asociando adecuadamente se tienen las igualdades

$py (@) =v + In <£_:> B, [U+ln <%>] +(u— )+ (Em [uﬂn <2—:>] — B, [u—l—ln(

—(v—u) + [u—l—ln (72) ~ B, [u—l—ln <ﬂ>” + Epyu— ]

p2 b2
=(v—u)+u+ Ep,ju—1].

Ya que sp,(§) es un elemento en L% (ps - 1) entonces, de acuerdo con la desigualdad trian-
gular, respecto de la norma de Luxemburgo, resulta

1892 (D102 < 10 = tllgypp + [Tlg1po + [[Epa [ = V]l - (5)

Como Ej, [u—v] es una constante entonces || Ep, [u—v]|¢, po = |Epy [t — V]| - || 1|4, po- Como
|Epy [u — v]| < Ep,[Jlu — v|] resulta la desigualdad || Ep, [u — v]||¢, py < K Ep,[|u — v|] donde
K = |[1]|¢, po- El nimero E,,[|u — v|] es precisamente la norma de u — v en el espacio de
funciones de Lebesgue L' bajo la medida de densidad py - j, asi

[Epau = 0lllgr po < Ko = wllLipypy - (6)

Debido que L®(py - ) C L'(py - p), existe una constante C; positiva tal que
I 21 oy < C1ll - [lg1,po; POT lo que en la desigualdad (6) se escribe

HEpz[U_U]”¢1,p2 < KCl”U_u”fbhpz : (7)

Puesto que g € U,, entonces ¢ estd conectado con p; por un modelo exponencial, por lo
que se presenta la igualdad entre los espacios de Orlicz (ver (3.10)) asociados L% (py - p) =
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L% (q - p1); por un razonamiento similar L9 (py - 1) = L?'(q - p) por lo que se presenta la
igualdad entre los espacios L9 (py - ) = L% (pa - i) y por ende la equivalencia entre las
normas, es decir, existe una constante positiva Cy tal que || - [|4; po < Ca|| - |[¢1,p1, con base
en esto y en la desigualdad (7), en la expresion (5) se tiene

||SP2(Q~)||¢1,P2 < C2||U - u||¢17p1 + HEH%,ID + KCIHU - u||¢17p2
< Collv — u”(i)lﬁﬂl + Hﬂuqﬁl,m + KC1Cal|v — u”fbhm
< Co(1+ KC)|lv = ullgy py + [[l] g1, -

Como v € A, entonces |[v — ullg, p, < 7. Por lo tanto, en la desigualdad anterior
[$p2 (@D llgr,p2 < Co2(L + KC1)r + [l gy o5 Para que [[sp,(7)[lgy,p, < 1 es necesario que r
cumpla la desigualdad

1- HEH¢1J72 (8)

TS G(ILKCy)

Por lo tanto, en el caso de que r satisfaga la desigualdad 8, ||sp,(q)/¢,p, < 1. De alli que
Sp,(q) es un elemento en sy, (U, NUp,) C Vp,, debido a que los mapeos de transicién son
continuos entonces el conjunto s,, (U, NU,,) es abierto en la topologia inducida por la
norma de Luxemburgo en B,,. O

A continuaciéon se define la convergencia exponencial que servird para demostrar que los
conjuntos sp, (Up, NU,,) con i = 1,2 son abiertos también por medio de la topologia que
induce la convergencia.

Definicién 3.10. La sucesion {gn }nen en M, converge exponencialmente (o es e-convergente)

ag €M, si{gntnem tiende a g en p probabilidad y ademds {%} Y {g%} son eventual-

mente convergentes en el siguiente sentido:
gn '\’ 9\’
liminf F, [(—") ] <oo y liminfE, K—) } < 00,
n—00 g n—00 dn

para todo p > 1.

La e-convergencia de {g,} a g en M, es equivalente a la convergencia

con respecto a todas las seminormas f — Ey[|f|"] para todo h > 1, esto es

In

E
Pl g

h
]—)1 y B,

h
J ] 1, (3.14)

n
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que es equivalente a

(ol ] )

Por la expresion (3.14) se concluye que la e-convergecia de g, a g es equivalente a

el

El siguiente teorema permitira demostrar que los mapeos e, y s, son continuos en el
sentido que preservan la convergencia de las sucesiones, s6lo que esta convergencia es la
e-convergencia definida en (3.10).

h
+

h
In

9

9

9n

gn

+ E,

9
n

h

9n I

g

g

9n

Teorema 3.16. Sea {gy, }nen una sucesion e-convergente a g y supongamos que g € U,. La
sucesion {gn }nen estd eventualmente en U, y la sucesion u, = sp(gn) converge a u = sp(g)
en Vp.

Demostraciéon

Debe demostrarse que existe una sucesion u, € V, tal que g, = e,(uy,) esta eventualmente
en U, y u, — u converge en p - u probabilidad en la bola unidad V,. Como u = sy(g)
entonces g = e,p(u) = e KrWp. Consideremos ahora la sucesion {wy, }neny € L (p - p1)

dada por

gn — ew”l _KP (u)

D .
De la e-convergencia de g, a g se tiene que

BET D

Utilizando la definicion de la sucesion g, y de la densidad g obtenemos

h
1
)l

=E, [% (eh(“’”_“) + e_h(w"_“))} -1.

h

In 4

9

9

9n

h h

_|_

wa—Kp() || gu—Kp(u)

e
eu—Kp(u)

9

9n

g ewn—Kp(“)
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Puesto que ¢1(x) = coshx — 1 entonces, la expresion anterior se puede escribir como

1
2 (E

Por (3.15) se sigue que Ep[¢1(h(wy, —u))] — 0 para todo h > 1. Asi

h

9n 4

9

9

9n

h
D 1 = Byfeosh (h(w, — ) — 1] = Ey[é1(h(w, — )] .

lim sup By g1 (h(w, —w))] < 1,

n—oo

Y por lo tanto w, — w, donde u € V,. Tomemos ahora u, = w, — Ep[wy,], luego Ey[u,] =
E,lw, — Eplwy]] = Ep|wy,] — Eplwy,] = 0, por lo que para cada n € N, uw,, € B,. Veamos
ahora quien es Kj(uy). Por la definicion de la funcion acumulante

Ky (um) =10 (Byle®]) = In (B, [evrteo]] ) = In <Lp[€””1)

eEp [wn]

=t (Ey[e"]) — n (e51]) = 1n (B, [e]) — Epfw,] .

En términos del acumulante se sigue que K, (uy) = Kp(wy,) — Ep[wy] y por tanto

up, — Kp(un) = (wn — Eplwy]) — (Kp(wn) — wy) = wp — Kp(wy) -

Como w,, converge a u y el operador integral es continuo, entonces w, — Ep[wy] converge
a u — Ep[u]. Ademas u € B, por lo que E,[u] = 0y asi (w, — Eplwy]) — u y por tanto
Up — U. O

En la demostraciéon, w, y u, son dos sucesiones que convergen a u, pero difieren en una
constante dada por Epw,], es decir, se hace una traslacion de todo el espacio L (p-p)
al subespacio abierto V,. Ademaés, se estd demostrando que el mapeo s, es continuo, asi
como e, ya que se preserva la e-convergencia de las sucesiones g, en 9,. También, como
sp : Uy — V), es continua y V), es un subconjunto abierto en L% (p - ) por la construccion,
entonces U, es abierto también en 9,. Por lo que, dadas dos densidades p1 y p2 en 9,
los conjuntos U,, y U,, son abiertos y por ende U, NU,, también lo es.

Teorema 3.17. Para las densidades p1 y p2 en M, la funcion sy, o ey, es un homeomor-
fismo.

Demostracion

Como los mapeos e,, y sp, son continuos entonces sy, © €, es otro mapeo continuo. Ya

-1 _ -1 -1 _ . 2
que (Sp, 0 €p, )+ = €y, © Sy, = Spy © €p, entonces por un razonamiento analogo, el mapeo
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1

(Sp, 0 €p, )"+ es continuo. Por lo que el mapeo s,, 0 e,, y su inversa son continuos, esto es,

Sp, O €p, €s un homeomorfismo.

En el teorema 3.17 se ha probado que los mapeos transiciéon son continuos, en el siguiente
teorema se caracteriza la derivada de dicho mapeo en la direccion de v € V).

Teorema 3.18. La derivada del mapeo transicion

(SPQ O €py ) () : Sp1 (upl N upz) - Spa (upl N UPQ)

u u+ln<ﬂ>—Ep2[u+ln<ﬂ>}
D2 b2

en la direccion de v € V), es D(sp, 0 €p,)(u) - v =v — Ep,[v].

Demostracion

Haciendo uso de la definicion del operador diferencial, se sigue que para el mapeo s, o e,

en la direccion de v se tiene (donde 7(u — v) es tal que 11)13% T(WJIU) =0y r(u)=0)

D(Sm © epl)(u) v :(8102 © epl)(u + U) - (8102 © epl)(u) + T(u - U)

=u+v+In <ﬂ> — B, [u—i—v—kln (ﬂﬂ —u—1In <ﬂ>+
P2 p2 D2

E,, [u—i— In <ﬂ>] +r(u—v)

D2
=v — Ep,[v] +7(u—0v).

Asi que la derivada del mapeo transicion, en la direccion de v, es v — Ep,[v] . O

Teorema 3.19. La coleccion de pares {(Uy,sp)}peom, es una atlas de clase C° modelado
sobre M.

Demostraciéon

Debido a que p € U,, entonces U,, cubre a M, esto es, |J U, = M,,; ademéas cada U, es
pEM,,

abierto y s, es una biyeccion con lo que (Up, sp) es una carta. Como los mapeos transicion

son afines, entonces se sigue que s, o e,, es un mapeo de clase C*°, por lo que la coleccién

{Uyp, 5p) }pesm, es una atlas de clase .
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De acuerdo con el teorema 3.19 se ha construido una variedad de Banach de clase C'*° para
el espacio M,

Definicion 3.11. La variedad exponencial estadistica es la variedad definida por el atlas
en el teorema 3.19.

Definiciéon 3.12. Para una densidad p € M, el modelo exponencial marimal en p estd
definido por la familia de densidades

&y = {ev KWy .y € dom K} .

Se presenta las inclusiones conjuntistas V, C &, € 9M,,. La demostracién del siguiente teo-
rema se puede ver en [22].

Teorema 3.20. El modelo exponencial mazximal es la componente conexa que contiene a p
en la variedad IM,,.

3.5. Entropia Relativa

Definicion 3.13. Sean p,q € M,,. Si % In (%) es p-p integrable entonces la entropia relativa
de Kullback-Leibler de q con respecto a p es el nimero

o= fin(3)]-

En la definicion, si la expresion % In (%) es p- i integrable entonces In (%) es ¢ - i integrable

y la entropia relativa se puede escribir como

K(qlp) = E, L% In <%>] ~E, [m (%)] . (3.16)

En efecto, de acuerdo con la definicion del funcional E,[-] se tiene

= fin(3)] - 20 (- [ (- o (2)]-

Debido a que la funcién — In(-) es convexa entonces por la desigualdad de Jensen

—ln</]—9qdu>§/—ln<£>qdu,
04q Q q



3.5 Entropia Relativa 53

como E, [%] = Ep[1] =1 entonces 0 < E, [ <%>} y por (3.16) se concluye
K(qlp) = 0 (3.17)

En el caso en que p = ¢ casi en todas partes de © (lo que implica que u = 0), entonces
K (q|p) = Ep[In1] = 0. De manera reciproca, si K(p|q) = 0 se tiene que p = q.

u—Kp(u)

Sean u € V, y p € M, de tal manera que ¢ = e p, por lo que g es una densidad de

probabilidad y ademés In <%) =u — K,(u). Debido a que u — K,(u) € L?*(p - 1) entonces
u—Kpy(u) € L (p-p) C LY (p- ), es decir, u — K,(u) es p- u integrable y por tanto In <%>

es p - u integrable e implica la existencia de la entropia relativa K(g|p) < oo.

Integrando la igualdad In (%) = u — K,(u) respecto de la medida ¢ - p se tiene

E, [m (g)] = B,u] — By [K,(u)] = Eg[u] — K,(u) (3.18)

donde la funciéon acumulante es un ndamero real y por tanto es constante respecto de la
medida ¢-p. Como la entropia relativa de ¢ respecto de p esta dada por K (q|p) = Ey [ln (%)]
entonces, por transitividad con la igualdad 3.18 se tiene

K(glp) = Eqlu] = Kp(u) (3.19)

En el corolario 3.1 se demostré que DKp(u) - v = Ey[v] con v € V,, si u = v entonces
DKp(u) - u = Ey[ul; al sustituir en la igualdad 3.19 se obtiene

K(qlp) = DEp(u) - u — Kp(u) . (3.20)

Esta expresion muestra la relacion directa entre la entropia relativa de ¢ con respecto a p,
el funcional acumulante y la variable aleatoria u, la cual es un elemento de la bola unitaria
de B,. Ademas, la entropia relativa es un namero real (K (g|p) < co). Este anélisis motiva
que este bien definida la siguiente funciéon

V, — R

u e K(gp) = DEy(u) - u— Kyfu) (320

De acuerdo con (3.21) podemos hallar la derivada de la entropia relativa de ¢ con respecto
a p en la direccion de v € V), la cual esta dada por

K(qlp) - v = D*K,(u)(u,v) — DK,(u) -v . (3.22)
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En el caso particular en que v = u se tiene DK (q|p) - u = D?K,(u)(u,u) — DK,(u) - u.
El siguiente teorema relaciona la entropia relativa de ¢ con respecto a p y el funcional acu-
mulante, garantizando que la entropia es una extension del funcional acumulante.

Teorema 3.21. Seapc M, yq = e KWy Siu e V, entonces K (plq) = Kp(u).

Demostraciéon

u—Kp(u) p

p, donde ¢ € M, ¢ > 0, luego 7= ¢

In (%) = —u + K, (u). Por definicion, la entropia relativa de p con respecto a ¢ es

won-n o (2)] -5 b ()]

Ya que In (%) = —u+ K,(u) se obtiene K(p|q) = Ep[—u+ Kp(u)], ya que u es una variable
aleatoria centrada respecto de p - u y el acumulante es constante respecto de esta medida,
se concluye K(p|q) = Ep[—u| + Ep[Kp(u)] = Kp(u). 0

—u+Kp(u)

Por hipoétesis ¢ = e 0 equivalente a

Si se combinan los resultados del teorema 3.21 con la igualdad dada en 3.21 se tiene que
para cada u € V),

Eylu] = DK(u) - u = K(q|p) + K(plq) - (3.23)

3.6. B, como un espacio de Hilbert

El conjunto B, tiene la estructura de espacio lineal convexo y cerrado, que es un espacio
de Banach con la norma de Luxemburgo inducida por el espacio de Orlicz L' (p - p). Al
espacio B, se le dotara de la estructura de espacio de Hilbert con la norma inducida por el
producto interno y (Bp, |||/4, ») se identifica con un subespacio del espacio lineal (By, |||/, ).

Teorema 3.22. Se verifica la inclusion continua B, & L"(p - ) con n € N.

Demostracion

Sea u € B),. Como B, es un subespacio de la clase de Cramer entonces u € C,, por lo que la
funcién generadora de momentos existe, ,(t) < co para ¢ en una vecindad de cero. Como
Up(t) < oo entonces existen los momentos de todos los 6rdenes, esto es, E,[u"] < oo, por lo
que u € L"(p- p) para n € N. Y se cumple que B, C L"(p - ), donde el mapeo continuo
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entre dichos espacios es u — Ep[u"] por ser el operador integral continuo.

De acuerdo con el teorema se sigue que B, es un subespacio de L?(p- ), donde L?(p- 1) es
un espacio de Hilbert. Como B, es completo, se requiere definir un producto interno sobre
B, para concluir asi mismo que éste es un espacio de Hilbert.

Definicién 3.14. Sobre B, x B, se define el operador

(w)p: BpyxB, — R

(w,v) = (wv)p = Eplw].

Debido a que la integral es un operador lineal continuo entonces el operador (-, -), también
es continuo. Sean u y v variables aleatorias en B, (Ep[u| = E,[v] = 0), el operador definido
en (3.14) se puede escribir como

(u,v)p = Epluv] — Ep[u] Ey[v] .

En probabilidad, la covarianza relativa a la medida p - ¢ de las variables aleatorias u y v
estd dada por,
covplu, v] = Ep[(u — Eplu])(v — Ep[v])] = Epluv] — Eplu]Eplv] . (3.24)

En el caso en que las variables aleatorias sean centradas, la covarianza se escribe como
covp|u,v] = Epluv] y asi el operador de la definicion (3.14) se puede escribir como

(u,v)p = covplu,v] . (3.25)
Por definicion, la varianza de la variable aleatoria u respecto de la medida de probabilidad
p - p esta dada por var,(u) = E,[(u — Ep[u])?]. Si u es una variable aleatoria centrada

en L9 (p - u) entonces, la varianza se escribe como var,[u] = E,[u?], es decir, el segundo
momento central alrededor del cero. En el caso en que u = v en la definicion (3.14) se tiene

(u,u)p, = E, [u2] = varp[u] . (3.26)

La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza. Para la variable aleatoria

u, bajo la medida p - i, se tiene
op(u) = y/varplu] . (3.27)

En el siguiente teorema se demuestra que el operador (-, -), es un producto escalar sobre el
espacio de Banach B,.
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Teorema 3.23. El operador (-,-), es un producto escalar en B,.

Demostracion

Se deben demostrar las cuatro condiciones para que (-, -), sea un producto escalar sobre B,

i. Sean u,v,w en By, de acuerdo con la definicién 3.14 se tiene

(u+v,w)y = Ep[(u + v)w] = Epluw + vw] = Ep[uw] + Eplvw] = (u, w)p + (v, w)p -

De igual forma se demuestra que (u,v 4+ w), = (u,v), + (u, w), para concluir asi que
dicho operador es bilineal.

ii. Sea u € B, veamos que (u,u), > 0. De acuerdo con (3.26) se tiene (u,u), = var,[ul,
ya que por la definicién de la varianza vary[u] > 0 entonces se sigue que (u,u), > 0
para todo u € B,,.

ili. Sean wy v en B,. Por definicién tenemos que (u, v), = covp|u, v, ya que la covarianza
es conmutativa se sigue que (u, v), = cov,[v,u] = covplu, v] = (v, u)p.

iv Sea u € B, veamos que (u,u), = 0 si y soélo si v = 0. Supongamos que (u,u), = 0,
en términos de la varianza resulta var,[u] = 0, por lo que la variable aleatoria u es
constante, es decir, u = a con «a € R, igualdad que es equivalente a Ep[u] = Ep[a/,
como Ep[u] =0y «a es constante entonces o = 0 y por tanto u = 0. Si u = 0 entonces
(u, u)y = Ep[u®] = Ep[0] = 0.

Con estas cuatro propiedades se concluye que el operador (-,-), definido sobre B, es un
producto escalar real.

Ahora bien, como B, es completo y esta definido sobre éste el producto escalar (-,-), se
concluye que B), es en si un espacio de Hilbert contenido en L?(p - p). El producto escalar
induce una norma sobre By, la cual denotaremos como || - B, la cual estd dada por

I, : By — R
(3.28)
u = ulls, =/ (u,u)y

En este caso se hizo alusion a la palabra norma para hacer alusion a [ - [|5,, en el corolario
3.2 se demostrard que efectivamente cumple las propiedades de la norma, ademés que se
demostrara la equivalencia con la norma de Luxemburgo || - [|4, , definida sobre el espacio

de Orlicz L' (p - p).
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Si u es una variable aleatoria en B,,, entonces la norma bajo B, se puede escribir en términos
de la varianza como
2 _ 21 _
ull, = (u,u)p = Ep[u”] = vary[u] . (3.29)

Esto permite concluir que la desviacion tipica o, es la norma bajo B, de la variable aleato-
ria u es decir, op(u) = ||ul|p,. Segin el teorema 3.22, si u € B, entonces E,[u?] < oo, es
decir, el segundo momento central siempre existe por lo que la varianza esta definida para to-
dos los elementos de B), asi para cada u € B, la norma ||ul|p, siempre existe (||ul|p, < o).

Los siguientes teoremas son las propiedades clésicas de los espacios de Hilbert, los cuales
se cumpliran para B, en términos de la norma B,. Entre estos teoremas se encuentra la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular.

En el siguiente teorema se escribe (p - p)(au + fv = 0) = 1 lo cual indica que la medida
bajo p- p del evento au + fv = 0 es 1, es decir, es un evento seguro; ya que (2, A,p- 1) es
un espacio de probabilidad.

Teorema 3.24. Desigualdad de Cauchy-Schwarz Sean u yv elementos en B, entonces
w € LY (p-p) y
|(u, v)p|* < [lullB, Iv]l5, -

Donde la igualdad ocurre si y sdlo si existen constantes o y B no ambas nulas tales que
(pp)(ou + Bv =0) = 1.

Demostracion

Considere la funcion real valuada

f: R — R

t = f(t) = Bpl(u+tv)?], (3:30)

que es no-negativa (f(t) > 0) para todo t en R. Como t es constante respecto a la medida
p - p entonces

f(t) =Ep[(u+ tv)?] = Ep[u? + 2uvt + v*t?
=Ep[u?] + 2E,[uwv]t + Ep[v*)t? .

Luego f es un polinomio cuadrético no negativo, por lo que el discriminante A = B? —4AC
(con la igualdad f(t) = At? + Bt + C) es no-positivo A < 0, asi

A(Bp[uwv])® — 4B, [u?] Eplv?] <0,
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equivalente a (Ep[uv])? < Ep[u?|Ep[v?] como E,[u?] y Ep[v?] son finitos entonces Ejuv] es
finito y asi uv € L'(p- p) y ademas

| Bplu]? = (Epluv))? < Ep[u?)Ep[v?] .

En términos de la norma B, y del producto escalar se tiene
[, v)p? < [l 01/,

de donde [(u,v),| < [|ulg,||v||B,. Expresion que se puede escribir como

|covp|u, v]| < \/varp[u] \/varp[v] .

“=" Consideremos que au + Bv = 0 con probabilidad igual 1 respecto de p - i, de donde
au = —fv. Sia # 0y v # 0 casi en todas partes de © entonces o?u? = %02 y asi
a?E,[u?] = B2E,[v?] y por tanto

Como «a # 0 entonces u = —gv, lo cual, junto con la expresion (1), se obtienen las igualdades
5 ’ g1\
sy 2 =)y = (Bylun))? = (B | (~L0) o] ) = (B, |-22])
ﬁQ E 2
S = B = Bl

En términos de la norma y el producto escalar se satisface que |{u,v),|* = HquBp HszBp, asi
|(u,v)p| = ||ul|B, ||v]|B, siempre que au + Bv = 0 tiene probabilidad 1 respecto de p - p.

“«<” Supongamos que |{u,v),|? = [Jul% HUH2B,, (2). Probemos que au + v = 0 con proba-
bilidad 1 bajo p-u. La expresion (2) se puede escribir como (Ep[uv])? — E,[u?]E,[v?] = 0 (3).

Si a = Ey[v?] y 8 = —Ep[uv] entonces a > 0, de donde o > 0 ya que si o = 0 entonces
v = 0 casi en todas partes de 2 y asi = 0 por lo que au + Sv = 0 casi en todas partes de
2. Supongamos que a > 0, por las propiedades del operador E,[-] se tiene

Ep[(au + pv)’] =a?Epu’] + 205y luv] + 57 Eplv?]
=(Ep[v])* Ep[u®] — 2(Ep[uv])* Bp[v®] + (Ep[uv])* Ep[v’]

( p[V* )2 Eplu’] — (Epluv])® Eplv?]

Ep[v*)(Ep[v| Ep[u®] — (Bpluv])?) -
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Por (3) se concluye que Ep[(au + fv)?] = 0, equivalente a varylau + Bv] = 0; luego la
variable aleatoria es constante, llamese r, au + Sv = r, como u y v son variables aleatorias
centradas entonces r = 0y asi au+ v = 0 con probabilidad 1 respecto de la medida p-p.

Teorema 3.25. Sean u y v elementos en B, entonces ||u + v||p, < o0y

lu+vlE, = lullf, + 2(u,v)y + oll3, -

Demostracion

Con base en la definicion de la norma B), se tiene

lu + 0|5, = Bpl(u+0)*] = Bp[u’] + 2By uv] + Ep[v°] .

Por el teorema 3.24 se tiene que uv € L' (p- ), es decir, E,[uv] < oo, luego |[u+v| 5, < oo
debido a que E,[u?] y E,[v?] son finitas al igual que Ej[uv]. Ahora bien, en términos de la
norma B, y el producto escalar se concluye |ju + UH2B,, = Hu||QBp + 2(u, v)p + HUH2BP' 0

Teorema 3.26. Desigualdad Triangular Sean u y v en B, entonces
lu+2lB, < llulls, + vz, -
Demostracion

Por el teorema 3.25 se tiene que |[u +v||p, < ooy

lu+ B, = llulll, +2(uv)y + ol

Como la imagen del producto escalar es un namero real entonces, (u,v), < |[(u,v),|. Por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta (u,v), < ||u||B,[|v|B,. Por tanto

lu+ %, < lulll, + 2lulls,lvlls, + vlE, < (lulls, +lvlz,)? .
Para concluir que [|u +v||g, < |lull, + ||[v| B,, para todo u,v en B,. ¢

El siguiente teorema permite demostrar que la norma B, es, en efecto, una norma sobre B,,.

Corolario 3.2. La aplicacion || - ||, es una norma en B,,.
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Demostraciéon

Por el teorema 3.26 se sabe que ||- || g, satisface la desigualdad triangular. Ademas, si u € B,

entonces |lullp, > 0 ya que HquBp = varp[u] > 0 para cada u € B,. Ahora bien, por las
propiedades de la varianza se tiene que para o € R, HozuHQBp = varp[au] = o?var,[u] =
a2|]quBp, con lo cual se puede concluir que |laul|g, = |af||ul|p,. En el caso en que u = 0

resulta Hu||QBp = Oy asi varp[u] = 0, de alli que la variable aleatoria u sea constante, llamese
r, asi u = r, pero al ser u centrada resulta que » = 0 y por tanto u = 0. Se concluye que la
aplicacion || - ||, es una norma sobre los elementos de B,. ¢

La norma B, no es invariante por traslacion; ya que si u € B), y b es una constante entonces
E,lu+0b] =by asi u+bno es un elemento de B, por lo que no esta definida la norma B,,.

La ecuacion (3.29) se puede escribir como

lulls, =y/varplu] = \/ Eylu?

1/2
= /uzpd,u: </ u2pd,u> .
Q Q

Por medio de la norma definida sobre el espacio de Banach L?(p - u1) se tiene que la norma
B, se puede escribir como

lull, = llullL2 - (3.31)
El siguiente teorema permite establecer que el espacio (Bp, || - |l¢,,p) se identifica con un
subespacio del espacio lineal (B, || - |5, )

Teorema 3.27. Para u € B, se verifica

ulls, < kllullg, p -
Demostracion

La funcién coseno hiperbélico se puede escribir en términos de series de potencias como

< o9p 2 4
T T T
cosha;:;:o@n)! :1+E+I+...

Por lo que la serie de potencias de la funcion ¢1(x) se puede escribir como

AOEDD

n=1

.1'2" 2 4 6

z? 2t
(2n)!

TR TEE
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con base en esta serie de potencias, resulta la desigualdad ¢;(x) > %2 Si ¢p(z) = 22

entonces 2¢;(x) > ¢p(x) esto se verifica para todo z € R. Para una variable aleatoria
u € By y un r > 0 se tiene la desigualdad 2¢; (%) > ¢p (%) y al aplicar el operador E,|[]

resulta
o5 o ()] 5 s ()] 0

Consideremos los conjuntos A = {7“ >0:E, [gbp (%)] < 1} y B = {7“ >0:2E, [gbl (%)] < 1},
por lo tanto si r1 € B entonces 2F), [gbl (%)} <1, por (1) se sigue que E, [gbp (% <1
de donde r; € A y se logra la inclusiéon conjuntista B C A, para la cual los infimos se
relacionan como inf A < inf B en este caso inf A representa la norma de Luxemburgo del
espacio de funciones de Orlicz generado por ¢,(z) = 22 el cual es equivalente a L?(p- ), es
decir, inf A = ||u||;2; mientras que el inf B = kl|u||¢, ,, por lo tanto se obtiene la desigualdad
llull 2 < kllullg, p v por 3.31 se concluye |u|, < kllullg, p- O

La siguiente definicién permite extender el concepto de ortogonalidad entre vectores a varia-
bles aleatorias centradas.

Definiciéon 3.15. Sean u y v en B),. Se dice que u y v son ortogonales en B, si y sdlo si
(u,v)p, =0 y se escribe u L, v.

Corolario 3.3. Teorema de Pitdgoras Siu y v en B, son ortogonales entonces

lu + vl = luli, +Ilvl, -

Demostracion

Sean u y v en B, variables aleatorias ortogonales luego (u,v), = 0. Haciendo uso del teo-
rema 3.25 se tiene la igualdad ||u + 21||2Bp = Hu||QBp + 2(u,v)p + ||U||2Bp. Al sustituir el valor

del producto escalar se concluye que |lu + szBp = HquBp + HUHQBP. O

El coeficiente de correlacion p ayuda a predecir los resultados posibles de una variable
aleatoria u en términos de otra variable aleatoria v. Este coeficiente se escribe en términos
de la covarianza y la varianza, bajo la medida p - i, como

covp[u, v]

~ vary il yoary 0]

pp(u,v)

En la siguiente definicién escribimos dicho coeficiente de correlacién en términos del pro-
ducto escalar y la norma B,,.
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Definicion 3.16. Sean u y v variables aleatorias en B, —{0}. El coeficiente de correlacion
es una funcion de (B, — {0}) x (B, —{0}) en R denotado por p, y dado por

ppi (Bp—{0}) x (B, —{0}) — R

(o) —  ppluv) = Al

Nl llvlls,

Diremos que dos variables aleatorias v y v estan en la misma direccion si existe un escalar
« tal que u = aw, esto es, si u es un multiplo escalar de v, también se dira que las variables
aleatorias w y v son linealmente dependientes.

Teorema 3.28. Sean u y v variables aleatorias en B, — {0} entonces

i pp(u’v) = pp(U,’LL).

1. iU y v son variables aleatorias de norma 1 en la direccion de u y v respectivamente,
entonces el coeficiente de correlacion no cambia

pp(t, 0) = pp(u,v) .
iii. |pp(u,v)| < 1.
iv. pp(u,u) = 1.
v. pp(u, —u) = —1.

vi. Sia € R entonces pp(au,v) = |%:“‘,z);,,(u,v),

Demostracion

i. Como el producto escalar es conmutativo resulta

_ <u,v>p _ <U7U>p
lullg,llvllB,  lvlB,lluls,

pp(u,’l)) = pp(?},’u,) :

ii. Sean u y v en B, — {0}, asi |lullg, # 0y [[v||B, # 0. Consideremos las variables
1 ] — —— H = —1 9 3 4 0l =
aleatorias 4 = ”u”Bpu y O T, v. Tanto 4 como ¥ estan en B, ya que Ep[u]
WEP[U] = 0, de forma anéloga E,[0] = 0. Veamos ahora que ||@||p, = 1y [0, =
1, por definiciéon de la norma B, se tiene

1015, = Ep[o*] = E,

1 2 1 2 1 2
o 0?| = e By = —— o}, = 1,
ol ] Toll, P = Tl B
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iii.

iv.

vi.

luego |0/, = 1, de igual forma se procede para concluir ||i||p, = 1. Se encontraron
asi dos variables aleatorias @ y ¥ de norma 1 bajo B, y que estan en la misma direccién
de las variables u y v. Como ||4||p, = 1 = [|0||B, entonces p, (i, ) = (i, 0),. Con base
en la definicion del producto escalar en B, resulta

(i 0l =Eplit] = £ [(W“) (Hvim )]

1
= Ep[uwv] = _{wv)p .
[ullB, 0], [ullB, 0],

Como pp(u,v) = (u,0), se concluye que pp(t,v) = pp(u,v).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3.24) se obtiene que

ul|g, |lv
o (1, 0)| = [{u, V)| < [ullB,|lv]|B, 1
HUHBPHUHBP HUHBPHU”BP

Para v € B, — {0} se tiene por la ecuacion dada en (3.29) que

2

(u, u)p [ullg,

pp(u; u) = = =
e lull, lwlls, — llulg,

. Sea u € By, por las propiedades de la norma y el producto escalar,

2 2
pol—) = — =W () el el
lulls, |l = ulls, — lullp,ll —ulls, — lulls,luls, — [ullf,

Sean a € Ry u € B, — {0}. Por las propiedades de la norma y el producto escalar

resulta ( > ()
au,v), a U, v)p a
pplau, v) = e = e = — (U, V) .
e laulls, vz, — lallullz, vz, — la™

Si a es un real positivo entonces p,(au,v) = pp(u,v) y si a sea un real negativo en-
tonces pp(au,v) = —p(u,v). 0O

El teorema 3.28 permite vislumbrar una correspondencia geométrica con el coeficiente de
correlacion, para ello consideremos dos vectores x,y en R™ con m € N, si 0 es el angulo
comprendido entre estos vectores entonces

cos = —2— .
(¥l

Donde la norma de la igualdad anterior equivale a la norma euclidea en R™. En el teorema
3.28 se tiene que la funciéon coseno esta bien definido ya que su rango es el intervalo [—1, 1]
(lpp(u,v)] < 1). Esto motiva la siguiente definicion.
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Definicion 3.17. Sean u y v en B, —{0}. Denotamos por 8, el dngulo comprendido entre
las variables aleatorias u y v y para la cual se cumple

<U’U>p
6, = — _\WUp
0 bp = ol 0) = ol

3.7. Gradiente del funcional Acumulante

La funcion ¢3(z) = (1+|z|) In(1+4|z|) — || forma un par conjugado con ¢y (z) = el —|z|—1.
Ademas, la funcion ¢ cumple la condicion As (ver preliminares). Sobre el espacio de Orlicz
L% (p - u) se define el espacio *B, = {u € L%(p- u) : Ep[u] = 0}, el cual es cerrado y por
tanto un espacio Banach. Se relacionan los espacios By y *Bj,, como *B), C B}, es decir, el
espacio *B), esta contenido en el dual algebraico de B, (ver [21]).

Por la relacion *B,, C B}, el operador (-, ), ,, que se define a continuacion, tiene la estruc-
tura de un producto escalar, sin embargo no lo es ya que esté definido sobre espacios de
Banach distintos.

Definicion 3.18. Se denotard por (-,-)., la forma bilineal entre los espacios de Banach
By y su espacio dual By, donde
(5 )ept By x By R

(W u) o~ (U Uy =u"(u) .

Se dice que u* € By es ortogonal a u € By, si (u*,u)spy = 0.

En los espacios de Hilbert se satisface que si (u,v) = (u1,v) para todo v entonces u = uq,
donde (-,-) es el producto escalar definido sobre dicho espacio. El siguiente lema muestra
como esta propiedad se satisface sobre B, a pesar que el operador (-, )., no es un producto
escalar.

Lema 3.2. Sean u* y v* funcionales tales que (u*,u)y, = (v*,u)sp para todo u € By
entonces u* = v*.

Demostracion

Sea u € By, por hipotesis (u*,u)s, = (V*, u)« p, luego

(U*, u)sp — (V) p =0,
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por la linealidad respecto de la primera componente se tiene (u* —v*,u),, = 0; con base

en la definicion 3.18 se tiene (u* — v*)(u) = 0 de donde u*(u) = v*(u). Como u € B, es
arbitrario entonces se cumple que u* = v* para todo v € B,. .

u—Kp(u)

Teorema 3.29. Sea v € V), tal que g =e p. Si vy Yy ve estan en B, entonces

D?K,(u)(v1,v2) = covg[vy, va] -

Demostracion

Sea u € dom(K),) tal que ¢ = e“"5»(")p. Para v; € B, se hace uso de (3.10) para obtener
DM,(u) - v
DKp(u) vy = —2—~— . (1

La diferencial de orden 2 (D?) se escribe como

DK, (u)(v1,v2) = D(DKp(u) - v1) -vg . (2)

Combinando (1) y (2) resulta

D2Kp(u)(’[)1,’[)2) =D [%} sV . (3)

Como DM, (u)-v; = E4[vie"] entonces DMy, (u)-v; es una funcion real y asi en la expresion
(3) se puede derivar como un cociente para tener

[D(DMp(u) - v1) - va] - Mp(u) — [DMp(u) - v1][DMy(u) - vo]
M (u)
[D? My (w) (v1, v2)] - My (u) — [DMy(u) - v1][DMy(u) - va] '

M (u)

D?Kp(u)(vi,v2) =

Debido a que D?M,,(u)(v1,v2) = E,[v1v9e"] (ver teorema 3.6) y DMy (u)-v; = My(u)E,[v;]
para i = 1,2 entonces, la igualdad anterior se puede escribir como
Eplvivae" | My(u) — M (u) Eq[vi] Eylvo] n

My (u) '

D*Kp(u)(vy,v2) =

u—Kp(u)

Puesto que g = ¢ p entonces e'p = Mp(u)q. Asi

E,vivge"] = /

vivgetpdp = / v1ve My (u)qdp = Mp(u)/ v1v2qdp = My(u)Eqlviva]
Q Q )
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sustituyendo en (4) se obtiene

Eg[vrva] M7 (u) — M (u) Eylv1] Eq[vs]
M2 (u)

DK (u)(v1, v9) = = Eqlv1va] — Eq[v1] Eqlva] -

Haciendo uso de la igualdad 3.24 se puede concluir que D?Kj,(u)(v1, v2) = covgvr,va]. O

El siguiente teorema permite deducir el gradiente del funcional acumulante, el cual se de-
notard VIK,(u); por definicion dicho funcional es lineal y ademéas satisface que D f(u)v =
Vf(u) - v, en términos del operador (-, ),

DKy(u) -v=(VEKy(u),v)sp , (3.32)
donde v € B, y VK, es un elemento Bj; por lo que el operador (-, )., esta bien definido.

u—Kp(u)

Teorema 3.30. Para todou €V, yqg=e p se tiene que

DK,(u)-v=E, [(% - 1> v] .

En otras palabras, el diferencial de K, en u, DKy(u) estd en B} identificado con un ele-
mento de *B,, denotado por VK,(u) y dado por

VEKp(u) = % — 1= 1,

Demostracion

Sea u € V,, por hipotesis ¢ = e~ Kr()

*B,. Por las propiedades de la integral resulta

E, [(% - 1) v} _ B, [gv} B = /Q Lopdp = /qudu — B,

Como DKp(u) - v = E4[v] entonces por transitividad con la expresion antes encontrada se
tiene

p. En [5] se demuestra que % — 1 es un elemento de

DK, (u) v =E, [(% - 1> ’U} . Q)

Ya que <1 — 1) € *B, C B} entonces la igualdad (1) se puede escribir como

p

DKp(u)-v:<g—1,v> .
p *,D

).
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Por transitividad con la igualdad dada en (3.32) se tiene

(VI (1), v),p = <% - 1,v>*p .

)

Debido a que v € By, es arbitrario entonces, por el lema 3.2 se tiene que VK, (u) = % —1=
et Kp(uw) _ 1, 0O
Como consecuencia del teorema 3.30 tenemos la igualdad

DKp(u) -v = E,[VEKp(u)v] . (3.33)

El siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra en [21], indica que el gradiente del
funcional acumulante es uno a uno, se obtiene también la derivada del gradiente, deducciéon
que se encuentra en la misma referencia bibliografica.

Teorema 3.31. El operador gradiente

VKy(): B, — By
u o VEKy(u) = e K _q

€S uno a uno.

Es posible derivar el gradiente del funcional acumulante en la direccion w € By,
D(VK,(u)) - w, esta derivada es uno a uno también.

Teorema 3.32. La deriada del mapeo gradiente aplicado en w € B, estd dado por

Dcmam»wzgw—@mb.

Teorema 3.33. El diferencial de VK,(u) es uno a uno.

Demostracion

Sean u € dom(Kp) y w,w; en B, tales que D(VK,(u)) - w = D(VKy(u)) - wy; por el

teorema 3.32 se escriben ambos diferenciales como

gw—@mbzgm—Emmm
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de donde w — wy = Egw] — Eylwi], como la diferencia del lado derecho de la igualdad
anterior es constante, escribimos w — wy = r, aplicando el operador E,[-| a ambos lados
se tiene E,[w| — E,[wi] = E,[r]; ya que r es constante respecto de la medida p - p y
E,w] = Ep[w1] = 0 entonces r = 0. Como w — w; = r entonces w = w;. El diferencial de
VKp(u) es un mapeo uno a uno.

3.8. Espacio Tangente

Sean p € M, y p(t) una curva a través de p que es diferenciable en 9, esto es, un mode-
lo estadistico unidimensional paramétrico p(t), para t € I donde I es un abierto en R
y p(tg) = p. Cada curva tiene un modelo tangente de la forma exponencial etu—Kp(tu)p,
Esto identifica el espacio tangente con el conjunto de modelos exponenciales unidimen-
sionales.

Si (Uy, sq) es una carta para p, entonces

)

donde u(t) = s4(p(t)). Con respecto a esta carta, el vector tangente a la curva en p es (o).
En una carta diferente (Uy,, sq,), €l vector tangente es u;(t). Por el mapeo transicion, las
variables u(t) y u1(t) en By y By, respectivamente (donde u(ty) = sq(p) y ui(to) = sq¢.(p)),
estan relacionadas a través de la expresion (sq, o eq)(u(tp)) = wi(t), y al derivar resulta
(8g1 0 €q)'((to)) = w1 (to) que determina una relacion de equivalencia.

La coleccion de los vectores tangentes en p, a través de la relaciéon de equivalencia
(8q, © €9)'(0(to)) = w1 (to), es llamado el espacio tangente en p de la variedad 9, que
se denota T),(91,). El espacio tangente es un espacio vectorial, la definicion no depende de
la escogencia de las cartas.

Considere una familia parametrizada de funciones de densidad de probabilidad y la apli-
caciéon

x> fz]0)

donde 6 es el vector de parametros y x los observables. Si se fijan los observables x entonces
la funcién de verosimilitud es

0 f(z]0),

denotada, generalmente, como [(0), [(§) = f(z | #). La funciéon soporte es el logaritmo,
usualmente natural, de la funcién de verosimilitud, se escribe L(#) = In ({(#)). La funciéon
score es el gradiente de la funcién soporte, denotada V,

0 0 0

V= g5L(0) = 55 n(U0)) = 55 In (f(z ] 6))
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Teorema 3.34. Espacio tangente Sea p(t) una curva regular en M, con p(ty) =p y sea

u(t) € By su representacion en una carta sq, donde t € {t : u(t) € (dom(K,))°}. Entonces
p(t) = ev—Kq(u®) g

1. La relacion entre u(ty), el espacio tangente a u(t) en ty y la funcion score de p(t) con
respecto a la densidad p es

%@(@QL%ZMW—%WWL

p

Si p = q, es decir, sila carta estd centrada en el mismo punto donde es calculada la

log-probabilidad entonces
t
d [m <fﬂ>] —ilty)
dt P t=to

2. La curva

estd en * By, y su derivada en ty es u(to).

3. La funcion score de cualquier modelo exponencial unidimensional a través de p, es
decir,
tu—Kp(tu)

€ p,

en t = tg, es u. Y reciprocamente, cualquier u € B, tiene una correspondencia con
un modelo exponencial.

Demostracion

1. Por hipotesis p(t) = et()=Kq(u®)) g Como p(to) = p entonces p = eulto)=Kq(u(to)) ¢ - de

donde ()~ Ky (u(t))
p(t) _ VTR —ulte)— Ky (u()+Kq (u(to))
p culto)—Kq(u(to) )

lo cual implica

P _ —u(ty) — Kq(u u
i () =t - utto) - Ky u(0) + Koulto)) . (1)

Como t es fijo entonces u(ty) y Kq(u(to)) son constante respecto a la derivada de t.
Ademas, %Kq(u(t)) = DK, (u(t)) - u(t). Al derivar la expresion (1) y evaluar en to,
se tiene

% [m (%)Lm :%[u(t) — ulto) — Ky (u(t)) + Kq(u(to))i=io
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. En el teorema 3.30 se concluyd que si ¢ = e

=[u(t) = DEq(u(t)) - i(t)]i=t, = i(to) — DEq(ulto)) - ulto) -

En el corolario 3.1 se demostr6 que si ¢ = ep(u) entonces DKp(u)v = E4[v] donde
v € By, en esta situacion se tiene que p = p(to) = eq(u(to)) por lo que DK (u(ty)) -
u(ty) = Ep[u(to)]. Se concluye que

il <]%>L = i(to) — Byfi(to)]

€ B, entonces E [u(t)] = 0,
0, en partlcular para t = o,
(t

0)] = Eglu(to)] = 0y por lo

donde 4(t) € B,. Veamos que u(t) € By, como u(t)
por la regla de Leibnitz se concluye que Eg[u(t)] =
E4[u(to)] = 0. En el caso en que ¢ = p entonces E,[t

tanto
()], o

“_Kp(u)p entonces % — 1 es un elemento en

*B,, que se identifica con el VK, (u) que es un elemento en B,. De manera anéloga,
% — 1 se identifica con VKp(u(t)), se escribe I% — 1 = VK,(u(t)). La derivada

respecto de t en tg es
d t .
o (@ _ 1> = DV EK,(u(t)) - (t) 1=t -
t=to

Por el teorema 3.32 resulta

u <1% - 1>t:to — [1?(@(15) By [u(t)])} = 200) (4 4) — By 1]

t=to p

Como p(tg) =py Epli(ty)] = 0 entonces

. Derivando respecto de t la expresion tu — Kp(tu) resulta

%(tu—Kp(tu))t:to = [u - %Kp(tu)} - = [u— DKp(tu) - u],_, = u—DKp(tou)-u

Por el corolario 3.1 se llega a & (tu — K (tu))i—yy = u — Eglu] =u. [

Como consecuencia del literal 3 del teorema 3.34, el espacio tangente del modelo exponen-
cial unidimensional es otra representacion del espacio tangente 7),(9,,).

El espacio tangente hereda la estructura de espacio vectorial y la topologia desde B,,. Como
el producto escalar estd definido en B, por la definicion 3.14, estd definido el producto
escalar en T),(9,,) junto con la ortogonalidad.



Capitulo 4

Modelos k-exponenciales segiin G.
Pistone

4.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los resultados expuestos por Giovanny Pistone en el articulo
“k-exponential models from the geometrical viewpoint” 23], en el cual se construye una

estructura de variedad diferenciable para 91, donde los modelos k-exponenciales son de la
forma q = ez_Dk (qu)p, siendo Dy (p || q) la k-divergencia entre las densidades p y ¢ segun
la teoria de G. Kaniadakis [14, 15]. La construccion presentada por Pistone se hace a través

de espacios de Lebesgue de la forma LYk donde 0 < k < 1.

4.2. Cartas

Sea 0 < k < 1 fijo. Con el fin de construir las cartas del atlas, se construyen biyecciones desde
el conjunto de densidades estrictamente positivas 91, a algtin espacio vectorial modelador;
cada carta serd asociada a una densidad p € 90,. Tal densidad p se utiliza como referencia
para cualquier otra densidad ¢ de un subconjunto adecuado de 9,. La teoria no esté res-
tringida a espacios de dimension finita.

Primero se define una k-divergencia. Si p,q € 9, satisfacen la condicién

() () <o, .

entonces la k-divergencia de p respecto de g, esté definida como

Di(p |l q) = Ep {lnk (g)] : (4.2)
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Por la definicion del logaritmo k-deformado, la divergencia se escribe como

Di(p |l q) = %Ep [(g)k - (%)k] . (4.3)

La segunda de las dos condiciones en (4.1) siempre se cumple; en efecto, la funcion z* es

concava para x > 0y 0 < k < 1, ya que si f(z) = ¥ entonces f"(x) = k(k — 1)z¥2 < 0
puesto que k — 1 < 0. De la concavidad de la funcion z* se sigue que —z* es convexa, por
lo que la desigualdad de Jensen se verifica y asi

() = () e

Al multiplicar por —1, resulta

J (0 e ([ 2) = (o) =1

k k
asi E, [(%) } < 00 y por tanto (%) € L'(p- p). La primer condicién no es trivial, por

que se debe asumir que

Ly

)L e ffrmes

Cuando tal condicion no se satisface, el valor esperado en (4.3) es infinito, que no es el
interés. Ahora bien, por la convexidad de la funcién — Ing(+) y por la desigualdad de Jensen,

se sigue que
—1Iny </ gpdu) < / —Iny, <€>de,
Qb Q p

equivalente a —1Ing(1) < E, [lnk (%)] Por la definicion de la k-divergencia en (4.2), se
tiene Dg(p || ¢) > 0, donde la igualdad ocurre si y solo si p = q.

La variedad se define a través de espacios de Lebesgue centrados de la forma (% —p)-

integrable, donde una variable aleatoria pertenece a L(l)/ k (p) siy solo si

1. E, [|v|1/k] = f |v|1/kpd,u < 0,

2. Byl =0.
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Para cada densidad p hay un espacio modelador diferente, de modo que debe proporcionarse
un isomorfismo para dos densidades en 9,. La mas simple identificacion isométrica entre

LY (py - ) y LY*(ps - ) es
LY prp) = LY¥(py - p)
<p1>k (4.5)
u — | u,
D2

donde p; y p2 son dos densidades de probabilidad en 9,. Veamos que el mapeo estd
bien definido, consideremos una variable aleatoria u en L'/* (p1 - i), lo cual implica que
E,, Uu!l/k] < 00. Por la definicion del mapeo (4.5) resulta

1/k

(B) [ L)()

:/Q |U|1/k101d,u = Ep, [|u|1/k] )

1/k

D1
Ep, p2du=/ 2 Jul Y E pady
Q P2

] < o0, y asi la variable aleatoria (%) -4 es un elemento

yan k
(5) v

en LY*¥(py - p); y asi el mapeo (4.5) esta bien definido. El mapeo inverso de (4.5) esta dado
por

Se concluye que E,,

Ll/k(mﬂ) - Ll/k(pl'ﬂ)

Por la definicién de la norma en los espacios de Lebesgue, resulta la expresion

k k

<p1> B / <p1>
— ] u = — ] u
H P2 Q| \P2
k

= ([ W) = g

Q P1

De la igualdad anterior entre las normas, se sigue que la identificacion definida en (4.5) es
isométrica.

1/k k
p2dp

1/k
L)

Se hara una variacion del formalismo usado en el caso exponencial usual [22]. La nueva
variedad serd llamada La variedad k-estadistica. Se define el subconjunto &, de 91, por

5p={q€9ﬁu: <%>k,<§>k€Ll/k(p-u)} : (4.7)
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k k
Las condiciones (%) , (%) € LY*(p - 1) son equivalentes a %,% € L'(p - p), en efecto, si

consideramos que <%> e LV k(p- 1) entonces, por la definicion de los espacios de Lebesgue

DINEAO)

e o= ]
QD p
q

lo que implica que s € L'(p - p), situacion analoga para % € L'(p- ). Con base en estos

resultados, el conjunto &, definido en 4.7 se representa también como

se escribe
1/k 1/k

1o

)

5p:{q€9ﬁuz

Q3

ELl(p-u)} :

4
p

La expresion % € LY(p - p) siempre es cierta ya que E, [%] = E4[1] =1 < oo entonces el

conjunto &, puede restringirse a

5p:{q€9ﬁu:§6L1(p-u)}.

Luego, una densidad ¢ estd en &, siempre que FE, [%] < 00, esto es, si

E, H :/Qp;du < o0. (4.8)

La condicion (4.8) es méas fuerte que la condicion (4.4); por la desigualdad de Jensen se

tiene que
p g p g
()] =0
q q

esto debido a la convexidad de la funcion —z*. Por propiedades algebraicas, la desigualdad

anterior se escribe como
pk+1 »? k
Q 4q Q q

Zld,u < o0; por lo que la condiciéon (4.8) implica la

1o

2 k
Luego, si f%d,u < oo entonces qu

condicion (4.4) y por ello que sea mas fuerte, ademas que esta condicion (4.8) no depende
de k. Por lo tanto

Ep:{qeimuzgeLl(p.u)} ) (4.9)

es independiente de k. De hecho, se esta asumiendo que la k-divergencia Dy (p || ¢) exista.
Cada uno de los subconjuntos &,, para p € 9M,,, va a ser el dominio de una carta, y éstas



4.2 Cartas 75

definiran un atlas de cartas debido al cubrimiento 91, = J &,, una componente conexa
peEM,,
de la variedad sera la uniéon de superposiciones de conjuntos &,.

Sea q € &,, entonces ¢ es positiva casi en todas partes de €2 y puede ser escrita como

q=expyy(v)p=epp. (4.10)

()5 [G) ()]

k k
Como ¢ € &, entonces <%> y <§) son elementos en LY*(p - 1) por (4.7), esto implica

Despejando v resulta

que Iny, (%) es también un elemento en L'Y*(p- 1) y, por la igualdad (4.11), v € LY*(p- ).

El valor esperado de v en p es

Eyv] = E, [hlk (gﬂ =B, [hlk <§>] .

En términos de la k-divergencia E,[v] = —Dg(p || ¢); de modo que la variable aleatoria
u="v+ Dy(p| ¢) es un elemento en L'/*(p - 1) y es centrada debido a que

Eylu] =Ep[v+ Dy(p || q)] = Ep[v] + Di(p |l @)
=—Di(p|lg) +Dr(plq) =0.

Luego, v =u — Dg(p || q), y por tanto en (4.10) se tiene la igualdad
q= eZ—Dk(p”‘I)p , (412)

donde u es un elemento definido de forma tnica en el conjunto de variables aleatorias

centradas L(l)/ k (p- p). Ademés, v equivale a v = Ing (%), de donde
w=1n (g) s (4.13)

Como el valor esperado de v es igual a —Dy(p || q) entonces, Di(p || q) = —Ep[v] =
—-E, [lnk (%)], luego la expresion (4.13) se escribe como

u = Iny <%> —E, [mk <%>] , (4.14)

que permite definir los mapeos inversos entre 9, y el espacio modelador que tiene la
estructura L'/%. En esta situaciéon se ha logrado hacer una identificacion de una densidad



76 Modelos k-exponenciales segin G. Pistone

1/k

q € &, con una variable aleatoria centrada w € L) "(p - p), por medio de la expresion
q= ez_Dk (lia) p. Se considera ahora el caso contrario. Sea u una variable aleatoria centrada;
la funcion real valuada

Y+ E, {eg‘ﬂ , (4.15)

es continua por ser la composicion de funciones continuas, ademaés es decreciente, ya que si
11 < 19 entonces, —y < —1p1 por lo que u —1ho < u — 1y y al ser la funcion k-exponencial

creciente y la integral de Lebesgue mondtona resulta £, [ez_w] < E, [ez_wl]. Luego, el

mapeo (4.15) es decreciente y es continuo, por lo que es uno a uno. Asi, existe un dnico
valor de 9, llamese ¢y, ,(u), tal que

E, [eZ‘w’W(“)} —1. (4.16)

Si se elige
qg= ez—lﬁk,p(u)p , (417)

entonces [ gdp = 1; de allf que ¢ es una densidad de probabilidad, g € £, C 901,. El mapeo
uno a uno

& — L*p-w

q = u

(4.18)

es una carta para 97,. Por comparacién entre las expresiones 4.12 y 4.17 se obtiene que

Yrp(u) = Di(p || ¢), el dominio de la funcién 1y, es todo el espacio de las variables

aleatorias centradas, dom(vy,) = L(l]/k(p - ). Donde u es la imagen de ¢ en la carta

definida para p. La divergencia Dy (q || p) de ¢ con respecto a p resulta
q
Do ) = B, [ (£) ] = By = bupl] = Bful = vyl

Al ser ¢y, ,(u) = Di(p || q), se obtiene la expresion

Di(p I 9) + Dr(q || p) = Eq[u] - (4.19)

El funcional v, ,, es de mucha importancia cuando k = 0 donde es el funcional acumulante
K,(u) de la variable aleatoria u y esta dado por

Up(u) = Kp(u) = In(Ep[e"]) .

En el caso en que £ = 0 se logra que 1y, = v, en efecto, cuando k = 0 la exponencial
k-deformada es una exponencial usual, en (4.17) resulta ¢ = e“~%o.r(Wp: como ¢ es una
densidad de probabilidad entonces Ep[e“_d’o’l’(“)] =1, que es equivalente a

e B Eple']
B Lwo,p(w} =1 ° Gem
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Por lo que e¥0»(®) = F,[e"] y al aplicar logaritmo usual se concluye v, (u) = In(E,[e"]),
que es el acumulante usual g ,(u) = V¥p(u) = Ky(u).

u_wk,p (u)

Consideremos que e, ;(u) = €, p es el mapeo de Lé/k(

p- i) en &y, mientras que su

mapeo inveso estd representado como s ;(q) = Iny, (%) - E, [lnk (%)] Para el cambio de

cartas se asume que u € L(l]/k(pl W)y U E L(l]/k (p2 - p) donde, p1 y pa son dos densidades
en M, ademés &, NEy, # ¢. Sea q € &, N Ep,, el mapeo transicion se expresa como

Ly (pa - )

)

L (1) = & NEp

—
u = q —

<

donde T = (sp, i © €p, k)(u). Por las propiedades del logaritmo k-deformado se logra

_— (epl,mu)) L [mk <k<u>>]
P2 p2
u_wk,pl (u) u_wk,pl (u)
. (u) 5, |, (M)]
b2 P2

u—pppy () p1 u=tppy (u)) K Py | .
=1Iny <ek e >€Blnk <p—2>—Ep2 [lnk (ek *ip1 )@lnk <p_2>} :

con esto se concluye que el mapeo transicion es

T = (1 — gy ()  Iny, <§_;> _E, [(u G () & I (ﬁﬂ . (4.20)

P2
En el caso que k = 0, el logaritmo k-deformado, asi como la suma k-deformada se transfor-

man en logaritmo y suma usuales, ademas que g, equivale al funcional acumulante, por
lo que

7 =u— Kp(u) +In (%) — B, [u — K,(u) +1In (ﬂﬂ

P2
=u + In <]£> - E,, [U—Hn <ﬂ>} ;
P2 P2

que son los mapeos transicion en la variedad de Pistone usual, los cuales son de clase C*°
por ser mapeos afines.

Para hallar la derivada del mapeo transicion obtenido en (4.20), se recuerda que

0 k k2x1x2
— (21 ® 32) = /1 + k222 + —— .
83:1( 1© o) 20T+ k22
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Ademas, la derivada de u — 1)y, ,(u) en la direccién de una variable aleatoria centrada v es
D(u— vy p(u))v = v — Dy, p(u)v. En efecto, por la definicion de la derivada de Fréchet, se
tiene

D(u = p(u)v =(u+v = Pppu+v)) = (u—Yppu)) + Ru—v)
=0 = (Yrp(u+v) = Ypp(u) — R(u—v))
=v — Dy p(u)v .

Con base en estos resultados es posible derivar (v — 9y, ,(u)) @y, Iny <ﬂ> en la direccion de

P2
v (variable aleatoria centrada) para tener

k K2 () (u = g () (0 — D p(w)0)
4.21

La expresion del lado derecho en (4.21) se denotard como A. Haciendo uso de la regla de
Leibnitz se halla la derivada del mapeo transicion definido en (4.20) como

D(S;l?z,k © epl,k)(u)v =A- Ep, [A] : (4-22)

Recordemos en este punto que la derivada de la exponencial k-deformada es

d X 1 X
. _u—g p(u) u—Ypp(u)] .
Sea ¢ una densidad expresada como ¢ = e, p, de donde E, |e, = 1; al
1/k

diferenciar esta expresion en la direccion de v € Ly " (p - ) y hacer uso de la regla de
Leibnitz resulta

u_wk,p(u)
€y - _
B TP Dwkm(“)”)]

En términos de la integral, resulta la expresion equivalente

eu_wk,p(u)
- (v — Dy p(u)v) pdp = 0.
o /14 E (u— g p(u))? v
Debido a que ¢ = ez_wk”’ (u)p, entonces la integral anterior se escribe en términos de ¢ como

v — Dy, p(u)v
V14 k2 (u— ¢ p(u))?

—0. (4.24)

q
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Para v = 0 se tiene que vy ,(0) = 0, por lo que en la igualdad (4.24) resulta que
[D¢kp( Jv] = 0; como Dy, ,(0)v es constante respecto de la medida ¢ -y entonces

| =
DT/%,;;( ) 0.

Con base en la ecuacion (4.23) se escribe

e — Y, p(u \/1—|—k2 U—¢k,p( )2 <% e Ui p( )> .

El lado izquierdo equivale a %, ademas Iny, ( %) = u—1y p(u). La igualdad anterior se escribe

1+k2In? 4 d eu U, p ()
du '

d u— . u
<% el kol )> p= d . (4.25)
14 k21n? (%)

'@»Q

de donde

Para efectos de notacion se escribird F,[)] de acuerdo con las expresiones siguientes, las

cuales se basan en el resultado hallado en la ecuacion (4.25)

d u— u
o[ (e ot
1+ k21

A la densidad ¢|p se le llamara probabilidad score, la igualdad (4.24) se escribe a través de
la probabilidad score como E,,[v — Dy, »(u)] = 0 que es equivalente

alp
Dy, p(u)v = Egp[v] - (4.27)

(4.26)

En el caso en que k£ = 0 la derivada de la funcion exponencial es ella misma, por lo que la
probabilidad score para una variable aleatoria u es

Eqppv] = /QU e o p dy

Como q = e ¥YrWp vy ademés vy ,(u) = K,(u) entonces en la igualdad anterior se llega

Eyplv] = [qv qdu = Eg[v] y por tanto en (4.27) se obtiene la igualdad Do ,(u)v =
DK »(u ) = E,[v] que es el resultado obtenido en la variedad de Pistone usual, por lo que
la probabilidad score para el caso usual es la derivada del acumulante en la direccion de
una variable aleatoria centrada v.
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La segunda derivada del mapeo
u —s el (4.28)

en las direcciones de v y w (variables aleatorias centradas) es la primer derivada del mapeo

d u- ke,p (U
U — (@ e Vi )> (v — DYy p(u)v) , (4.29)

que es la derivada en la direccion de v del mapeo definido en (4.28), ahora para derivar
el mapeo (4.29) se tiene en cuenta la regla del producto para derivadas en R, ademas
que D(v — Dy, p(u)v)w = —D(Dyy, p(u)v)w (ya que v es una variable aleatoria constante
respecto de la variable u sobre la que se deriva) esta expresion se escribe como una derivada
de orden superior de la forma D(v— Dy, ,(u)v)w = —D*y, ,(u)(v, w), con estas situaciones
la primer derivada del mapeo (4.29) es

du2 "k du k

2
w— (4 47 ) 0= Diny()o-Diny o) 5o 677 ) Do)

Como u es una variable aleatoria centrada, entonces su valor esperado es cero, de alli que

2
E, [(% e:—wk,p(u)> (w — Dy, p(w)w) (v — Dy p(uw)v) — (% ez_wk,p(u)> Dzwk,p(u)(%w)] =0.

Por las propiedades de la integral de Lebesgue, esta igualdad equivale a

du? "k du *

5| ( - ) (= D) v~ Diy(u)]| = Douiy(adlovw) By |20~

despejando D2ty ,(u) (v, w) se logra la expresion

By [(& e ™) (w = Dy p(wpw) (v — Dy p(u)o)]

BlEd ]

Dy () (v, w) =

(4.30)

Si w = v # 0 entonces la igualdad (4.30) se escribe

&2 u—typ(u) 2
2 2 2 Ep [(du? “k ) (v — Dy p(u)v) ]
DY p(v,v) = Dty p(u)v” =
? ) E d e“_wk,p(u)
P |du “k
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Como las expresiones dd—; ez_wk'p(u), (v — Dby p(u)v)? y % ez_wk'p(u) son todas positivos

entonces D2wk,p(v, v) > 0y asi la funcion vy ,(u) es estrictamente convexa para cualquier
variable aleatoria centrada u. En el caso en que u = 0 se tiene que 9y, ,(0) = 0y Dy, ,(0)v =
0 para cualquier variable aleatoria centrada, en (4.30) se logra que

D21/1k7p(0)(v,w) = E,Jvw] .

Debido que v y w son variables aleatorias en L(l)/ ¥ (p- p) entonces Ep[v] = 0 = Ep[w], por lo

que la igualdad anterior implica

D2¢k7p(0)(v,w) = Ep[vw] — Epv|Ep|w] = covyv, w] (4.31)

siempre que u = 0.

4.3. Espacio Tangente

Se estudia ahora el espacio tangente. Sea py, con 6 € (—1,1). Una curva en &, esta definida
como

po = ey’ VEmlp, (4.32)
donde pg es una densidad en M, y ug = 0 para 6 = 0. En la carta para p, el vector velocidad
estd dado por

g € Ly/*(p- 1) (4.33)

Se identifica el espacio tangente en pg con el espacio de variable aleatorias . En general,

el espacio tangente de p € 9, esta identificado por T}, = Lé/ k(p - ). Derivando la curva py
definido en 4.32, respecto de 6 se tiene

w9 =k, po (uo) . .
. e 0 . . Po (g — Dy o (ug)tig)
Po = (g — Dy o (ug)tg) = ’ ,
V14 E2(ug — . py (ug))? " V14 E2(ug — P p, (ug))?

de donde resulta la expresion

Po _ __lg— Dibppo(ug)iy (4.34)

Po T+ k2 (ug — Vg po(Ug))?

Para 6 = 0, up = 0 asi como ¥y, ,(0) = 0y Dy ,(0) = 0, en la ecuacion (4.34) se tiene
Po

= . En general, si u = up y v = 1y entonces, por la expresion (4.24) se tiene

Do
E — | =F
Do |:p€ :| Po

Uy — D, p, (ug) g

V1R (ug = i po ()

~0. (4.35)
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Por la definicion de la curva pg se sigue que u — ¢y, p, (u) = Ing <£—g); y por la ecuacion

(4.27), Z—Z se escribe como

) ug — B U
?: 0 1179‘170[ 9] ’ (436)
6
14 k21n? (Z_z)
de donde
w9 — B U
E,, | — wlpol®e]l | _ (4.37)

212 (Pe
1+ mk(pg)

Se define el transporte paralelo UI]fJ—J mapeando desde el espacio tangente en p, es decir,

T, = L(l]/k(p - 1), sobre el espacio tangente en p, T = L(l]/k(]_o - 1) como sigue.

L w-p) - L*®-w

v o w4 Bl 7 (4.38)

1+ k2 In? (g)

se escribe u = U;f’ﬁ. El mapeo esta bien definido y en forma anéloga a la expresion (4.37)
se tiene que

u — Epplu]

Byl = Ey
plu P 1+ k2 In2 @)

=0.

Donde p y p se conectan a través de la isometria definida en (4.6). Ahora bien, por la

desigualdad
! - ! <2 <B>k
Jrerm? (B) 1R (2) P

1/k

J1+ k21n? ()

p
<oV/kp, [Wﬂﬂ — 2%, [jul/¥] .

se tiene

Ep |[Uf5()["*]




4.3 Espacio Tangente 83

Como u € L(l]/k(p - 1) entonces F,[|u|'/*] < oo y por tanto Ej [|U;f7ﬁ(u)|1/k] < 00. Luego,
el mapeo (4.38) esta bien definido.

Por la igualdad presentada en (4.34) y la definicion del transporte paralelo en (4.38), se

sigue que )
Py .

p_6 = U;ll)f(),pg (ue) ’ (439)

es decir, el vector velocidad en 0, transporta a el espacio tangente en pg. En este sentido,
se puede definir los modelos k-exponenciales no-paramétricos como

q= ez_wk,p(u)p

. uev, (4.40)

donde V es un subespacio lineal de L(l)/ i (p-p). Cada v € V es llamado una variable canonica

del modelo k-exponencial. La representacion implicita del modelo exponencial definido en
(4.40) es

E, [mk <%> v] —0, vevt, (4.41)

donde V* es un subconjunto del espacio dual de L/k (p - u) y representa el complemento

ortogonal de V', como L/k (p- ) es un espacio de Lebesgue entonces su dual es L(l)_l/k (p-p),

asi V+ C Lé_l/k(p ).
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Capitulo 5

Variedad de informacion k-deformada

En la discusion propuesta por G. Pistone [23|, sobre posibles estructuras que permitan
interpretaciones geométricas de aspectos relacionados con la informacién en el contexto
del formalismo de la mecénica estadistica segun G. Kaniadakis, aparece una propuesta que
plantea otro tipo de k-deformacion para los modelos exponenciales. Precisamente propone la

k k
consideracion de modelos tipo ¢ = eze\p(u) p, donde © es la k-diferencia segiin G. Kaniadakis

y ¥U(u) es alguna funcion de una variable aleatoria u. En el presente capitulo se desarrolla
dicha propuesta y, como se vera, se establece que W(u) es una k-deformacion del mapeo
acumulante definido para una variable aleatoria u por K, y se denotara ¥(u) := K, j(u),
donde K, ;. se definird posteriormente. Es por esto que en la seccién 5.1 se presentan defini-
ciones y propiedades sobre el espacio de Orlicz L% (p - w), las secciones 5.2 y 5.3 estan
dedicadas a establecer la analiticidad del mapeo K, y a definir una k-deformacion de los
modelos exponenciales y en la seccion 5.4 se definen los mapeos que determinan una nueva
variedad topologica sobre 91,. En el trascurso del capitulo se estudia la diferenciabilidad y
propiedades de algunas de las funciones definidas, esto se hace con miras a la continuidad
del trabajo (problemas abiertos), no para la construccién de una variedad diferenciable.

5.1. Generalidades sobre el espacio L% (p - )

En el capitulo 2 se demostr6 que la funcion exponencial k deformada

1
exppy(7) = [\/ 1+ k222 + kx] " opara k| <1yk#0 y expyoy (z) = exp(z),

es par respecto de la deformacion, es decir, expgy(z) = expy_py (). Es por ello que el
analisis en este capitulo se hara para 0 < k < 1 y por ende las propiedades se cumplen para
todo —1 <k <1 con k # 0. Por efectos de notacion se escribira expyyy (z) = ef.

Sea 0 < k < 1, se define la funcion ¢y (z) = coshi(z) — 1, la cual es una funcién de Young
para cada k y representa una k-deformacion de la funcion de Young ¢q(x) = coshz — 1
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definida en 2.12, recuperandola cuando k tiende a cero. En los preliminares se enunciaron
algunas propiedades de la aaplicacion ¢1(-).

Para una densidad p € 9, la funcién de Young ¢;, determina el espacio de funciones de
Orlicz dado por

L%(p-p) = {ue L' (p- pn): Ey[¢r(au)] < oo para alguna a > 0}

5.1
= {u eL(p-p): /(coshk(ozu) — D)pdp < oo para alguna o > 0} , (5:1)
Q
donde la norma de Luxemburgo se presenta como
) U
lulloep =inf {r >0 B, |6 (;)] <1}
(5.2)

:fnf{r>0:/ﬂ<coshk (%) —1)pd,u§1} )

caracterizando el espacio de Orlicz como
L%(p-p) ={u€ L'(p- p) : |luflg,p < 00}.

Con la norma de luxemburgo, el espacio L% (p - 1) es un espacio de Banach convexo. Por
By, (0,1) o simplemente By, se denotard la bola unitaria en el espacio de Orlicz L% (p - u),
donde u € By, siy solo si |lullg,p < 1. La esfera unitaria Sy, es el conjunto de variables
aleatorias u para las cuales [ju||g, p, = 1.

Debido a que ¢ (z) < ¢1(x) para todo x € R y 0 < k < 1 entonces, se tiene que

L (p-p) C L% (p-p) C L'(p- p).

En efecto, si u € L (p - pu), existe a > 0 tal que Ep[¢1(au)] < co. Ya que ¢p(x) < ¢1()
entonces, ¢p(au) < ¢1(au), de donde E,[¢r(au)] < Ep[pr(au)], asi Ey[¢r(cu)] < oo para
alguna o > 0 y por tanto L?' (p - ) C L% (p - p); la segunda inclusion es inmediata.

Por la anterior inclusién conjuntista resultard que la variedad que se construya para 91, a
traves de Lo (p- 1), es una extension para la variedad construida a través L (p- @) por
Pistone, como se presentd en el capitulo 3.

Ahora, si u € L (p - p) entonces, se satisface la desigualdad ||ul|, p < |[ulls, p» Por lo que
si u € By, (0,1) se sigue que ||ul|g, » < 1. En consecuencia, se presenta la inclusion

By, (0,1) C By, (0,1), (5.3)

es decir, la bola unitaria del espacio de Banach L% (p- ) esta contenida en la bola unitaria
del espacio de Banach L% (p - ).
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5.2. Analiticidad

Sean k tal que 0 < k < 1y p € M,. Consideremos 1 < a < %, por lo que el espacio de
Lebesgue L(p - ) esta bien definido.

Sea p € IM,. El espacio de funciones de Orlicz L (p - ) es localmente convexo como
consecuencia del teorema 2.4, por lo que existe una vecindad convexa O del cero tal que
O C By, (0,1) y por tanto se presentan, de acuerdo con (5.3), las inclusiones

O C B¢1 C B¢k . (5.4)

Sean u € Oy v; € O parai=1,2,...,n. Por (5.4) u y cada v; se encuentran en las bolas
unitarias By, y Bg,. Con base en esto, las normas de Luxemburgo son tales que [ju||¢, , < 1

. - 1-
v |lullg,p < 1. Si se hace que R = Lollele, y R = % entonces R > 0y R; > 0.

n
Procediendo en forma analoga que en la demostracion del teorema 3.2 se sigue que

(U"‘RZ‘%‘) €§¢1 y <u+Rlz]v,]> EEd)k . (5.5)

i=1 i=1

En el caso en que r = min{R, Ry}, esto es, r < Ry r < Ry, entonces las dos inclusiones
n _ n _

de (5.5) se verifican para r, es decir, <u +ry ]v,]) € By v (u +r) \M) € By, , esto
i=1 i=1

siempre y cuando v € O y v; € O. Por la condicién de ser v € O C By, implica que

lullg, p < 1y por ende se satisface el lema 3.1. El siguiente lema relaciona las funciones

polinémicas del tipo x® para a > 1 con la exponencial k-deformada.

Lema 5.1. Sean 0 <k <lyl<a< % entonces, para u € L% (p - 1) se sigue que

krul|®

a

|rul
iy ek )

siendo r un numero real arbitrario.

Demostraciéon

Para todo ntimero real z se verifica que |z| < V1 + 22 de alli que

\kru| < /14 (kru)? < /1 + (kru)? + |krul
1+ k2|rul? + E|rul .
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Por la eleccion de a se tiene que 1 < a, equivalente a 0 < é < 1, y por lo tanto al multiplicar

por |kru| resulta “%“' < |krul; resulta ast

kru| _ |krul -

1+ k2|rul® + k|ru] .
a

Debido a que a < % entonces en la expresion anterior se tiene

< (VI+®raf + k!ru\) el |

k:ru

lo cual era el objetivo de la demostracion, donde r es un valor arbitrario.

1 u
En la siguiente definicion se escribe (e}!)« para diferenciarlo del término e que por las
propiedades de la funcion exponencial k deformada son diferentes ( (ej)* = e?/‘a).

Definicién 5.1. Sean p € M, 0 <k <1,1<a < + yu € O C By, (0,1). Se define el
operador Ag k(1) como

M@ () s L¥(p-p)x ... x L%(p-p)  —  L%p-p)

w1k wpk
(wi,...,wp) +— —— ...
a a

(ef)a .

Para este operador que depende de cuatro parametros (a, n, k' y u), el siguiente teorema es-
tablece que dicho operador es multilineal, simétrico y continuo, es decir,
Nank(w) € LT(L%(p - ), L%p - p)). La demostracion se asemeja en cuanto a estructura a
la demostracion del teorema 3.2.

Teorema 5.1. El operador Ag 1 (u) es multilineal, simétrico y continuo.

Demostracion

La multilinealidad se demuestra sobre la i-ésima componente y dejando fijas las n — 1
componentes restantes. El operador es simétrico ya que al cambiar cualquier componente
de la n-tupla (wq,ws. ..., wy), el valor del operador A, ,, x(u) no cambia. Veamos ahora que
es continuo. Debido a que u € O entonces se satisface las expresiones 5.5, por lo que si se
hace r = min{R, Ry} entonces

<u +ry |vi|> € By, (0,1), (1),

=1
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donde los v; para ¢ = 1,2,...,n son elementos en la vecindad convexa O. De acuerdo con
las propiedades de la integral de Lebesgue resulta

J i |
Q Q

En la igualdad (2) se hara uso del lema 5.1 donde se sabe que para cualquier 0 < k < 1 se
presenta la desigualdad ej < e* para x > 0. Haciendo uso de estos dos hechos se tiene

J

a

krv u
: eppdp . (2)

krvy krv, 1
. e a

(ex)

“ ‘ krvy,

a a

kruvq krvy, (ez)%
a

a
pdu < / egvl‘egvz‘...egv"le};pdu < / erlvlerlval - erlonleup gy,
Q Q

wtr 35 ol Z"
< / e =1 pdu < 2/ cosh [ u+1r lvi| | pdpe .
Q Q

1=1

a

De (1) y el lema 3.1, la desigualdad anterior se expresa como

a

1 kruvq krv 1 4
a _ n, u\t:
/Q!Aa,n,k(u)(m,---,vz)\ pdp = Jna /Q‘ e T a (ex)e| pdp < Tna
Con esto se concluye que Aq j, (1) (v1, ..., v,) s un elemento en L*(p- i), cuya norma esta

dada por

1

1 1
o a 4 a 4a
a1 ol = ([ Pamstonccomioan)” < (7)< 55

o
Se sigue que para wy,wa, ..., w, en L% (p- u)
[ Passtinons oo = [ |25 )2y < ol -l -
Asi Mg p(u)(wi, ..., wy) € L*(p- p) y ademas
[Aa,n.k(u)]| = sup Paonewn, - wn)lee i : (5.6)
w0 willgy - lwnllg, 7’"

por lo que el operador A, x(u) es acotado y por tanto continuo, asi como multilineal y
simétrico, lo cual permite concluir que g p k(v) € L2(LP* (p-p), L%p-p)). Notese que dicho
acotamiento no depende de la variable aleatoria u y de la k-deformacion. g

Como gy k(u) es un operador multilineal y simétrico, entonces, por la desigualdad (5.6)
se escribe como )
4a
/r‘_n .

”)‘a,n,k(u)”ﬁg < (5.7)
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Sea u € O C By, (0,1) entonces, por el lema 3.1 se sigue que

| Jewe]

donde cosh (Ju|) = coshu por la simetria de esta funcién. La desigualdad anterior impli-

pdp =/ || pdp < /ek“'pdu < / el“lpdp < 2/ cosh (|ul)pdu < 4,
Q Q Q

1
ca que H(e};)% ; <4a y asi (e}f)e € L%(p- ). Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicion 5.2. Seanp € M,, 0 <k <1yl <a< % fijos, para u € O C By, (0,1) se
define el operador Ao (w) como g p(u) = (e%)%

Sea p € M, si hacemos que w; = v € L% (p - ) para cada i = 1,2,...,n en la definicion
5.1 se tiene que

kv kv, .1
)\ank( )(U,'U, , U :a . _( )a
kv 1 kv\"
(%) et = () o
Debido a que (v,v,...,v) = v™ entonces la igualdad anterior se puede escribir como

Ev\"
Ao k(00" = <;> a0,k () -

Se define ahora la funcion polinomial continua n-homogénea como

a0 = dama(” = ()" et = (£2) duontw. 65)

Por lo qu Aa ank() + L (p - p) — L%p - p). En el caso en que u = 0 se tiene que
)\a,nk (jv)n

En los preeliminares se expuso que la serie de Taylor para la funcién exponencial
k-deformada esté dada por

1

j=0 J



5.2 Analiticidad 91

Cada uno de los coeficientes cumple a, (k) = a,(—k) es decir, son pares respecto a la de-
formacion k para —1 < k < 1, esto se debe a que en cada caso se presenta el cuadrado de
la deformacion k, de alli que el siguiente lema se demuestre para 0 < k < 1. En el caso en
que k = 0 resulta que a2m(0) =1y agm+1(0) =1, por lo que la serie de potencia para e“’{"o}

se escribe como Z - que es la serie para la exponencial usual.
n=0

Lema 5.2. Para todo n € N se satisface que a,(k) <1, donde 0 < k < 1.

Demostracion

Demostremos la propiedad para los coeficientes con indice par, es decir, as, (k) < 1 para todo
n € N. Para n = 1 se obtiene ag(k) = 1 y por tanto la propiedad se cumple. Supongamos
ahora que la propiedad se cumple para m, es decir,

m—

H [1—(25)%k?] = aoam(k) <1 Hipotesis Inductiva .

Demostremos que la propiedad se cumple para m + 1, es decir, ag(m+1)(/<;) < 1. Por la
definicion de los coeficientes con indice par en (5.9) resulta

m+1—1

asminy®) = [ 11~ H
Jj=0 J=0
— ni‘[ 2B | [L = (2m)2k?] = agm (k) [1 — 4m?k?] .

Haciendo uso de la hipétesis inductiva resulta la desigualdad ag(y,11y(k) < (1 - 4m2k?) (x).
Debido a que 0 < k < 1 entonces 0 < k? < 1 de donde —1 < —k? < 0 que al multiplicar
por 4m? > 0 resulta —4m? < —4m?k? < 0 sumando 1 se logra 1 —4m? < 1 — 4m?k? < 1
y asi por transitividad con la expresion (x) se tiene ag(m+1)(/<;) < 1 y con esto concluir que
aon (k) < 1 para todo n par. Procediendo de igual forma se demuestra que para n impar la
propiedad se cumple y asi a,, (k) < 1 para todon € N. g

Teorema 5.2. Seanpe€M,, 0<k<lyl<a< % fijos. El mapeo A estd definido como
AC) s L%(p-p) —  Lp-n)
=1 AL
A@) =Y —an(k) (£
v AR =3 Seb) (3)

Entonces A(v) es una serie de potencia con radio de convergencia p >k > 0.
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Demostraciéon

De acuerdo con la definicion de A(v) y de la funcion polinomial (5.8) resulta que

Av) = i %an(ls) (Z)n = g Cj;gz) (%;)n

= Z an(k) )\n,a,k(o)vn = Z a"(k) ;\n,a,k(o)v :
n=0

nlkm nlkn
n=0

S ~
Con base en la definicion 2.9 se sigue que A(v) = ) iﬁ—gfl))\a,mk(())v es una serie de potencia
n=0
de L (p - p) en L%p - ). Se determina ahora cual es su radio de convergencia, para ello
sea u € O C By, (0,1), es decir, |lulls, < 1. Por el lema 5.2 tenemos que a, (k) < 1 para

todo n € N, como n! > 1 entonces % < 1 por lo que el cociente a"n—(,k) no excede el 1. Por el

lema 5.1 resulta ) [k
an v\"* 1 ™\ 1 [v]
_ < < — .
nlkm < a>  kan ( > — kn <ek >

Como 0 < k < 1 entonces |kv| = k|v| < |v|. Debido a que la funcién exponencial es creciente
se sigue que elkvl < el por transitividad con la expresion (1) resulta que

(2

Haciendo uso de la definicién de la norma en los espacios de Lebesgue y del lema 3.1 se

kv
a

“ 1
< Welvl (2)

tiene
1
an (k) ¢ B an(k) (ko\"|" a
i ank (O] = [/Q alkn \ o ) | PR
1 1 1
< [/ Wevpdu} < [/Q e”pdu]
1
1 a 1 1
< T [2/ cosh |v|pd,u] < ﬁ4a ,
asi iﬁ—gﬁ)j\ank(O)‘ > < kinél% que por el criterio de Cauchy-Hadamard 2.14 resulta
1 (k) 0 1\ 1 !
Ry an, N n , 1\" , 11w
5 = hglj;l}p‘ W)‘a,nvk(o) o < 111I1Il_)Solcl>p <k_"4a> < Ehglsogp [4«1} .
Por tanto % < % para obtener que p >k > 0. g
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Teorema 5.3. Sean p e M,, 0 <k <1lyl<a< % Siu e O C By, (0,1) entonces la

serie
<1 V\ "M
z;—»}%;aan0ﬂ<a)
n—

es analitica.

Demostracion

Haciendo uso de la desigualdad presentada en (5.7) y por el hecho que a, (k) > 0 para todo
n e Ny —1 <k <1 entonces

an (k)

nlkm

an (k) 4a

nlkn rn

an (k)

nlkm

1
Ly

)‘a,n,k(o) ”)‘a,n,k(o)”ﬁ’; < > (1)

— 1- . .
donde r = R = % or=R; = %, siempre que u € O. Trabajemos con r = R;
(de igual forma se hace el analisis para r = R) debido a que u = 0 entonces |lul|4, = 0 por
lo que r = % y en la desigualdad presentada en (1) se sigue que

an (k)

nlkn

1 1
an(k)dan™  4dan®
Ln o n'k‘” - nlkn ’

)\a,n,k(o)

en este caso también se aplico el lema 5.2. Haciendo uso del criterio de Cauchy-Hadamard
para el radio de convergencia restringido ver (2.14) se sigue

1 1 1
an (k) n ) dapm\" 1 dapn )"
<limsup | —— = — limsup ,
dedondeiggyasipz k

nlkn
; 2, por medio de la desigualdad presentada en (2.15) sobre la
equivalencia de los radios de convergencia se tiene que p > p > £ > 0; de acuerdo con esto

)\a,n,k(o)

;= |
— = limsup
1% n—o00

S A~
Lan(k) (8)" = an",—](gkn)/\am,k(O)(v) es una serie de potencia con radio de convergencia
n=0 n=0

positivo por lo que es analitica en una vecindad del cero.

L—luol|g,
n

Supongamos ahora que uy € O por lo que ug € By, (0,1) y asi r = , haciendo uso

de nuevo la desigualdad (5.7) centrada en ug resulta que

an (k)
nlkm

1
4an™

< .
co kML= [luollg, )"

/\a,n,k (UO)

Y por tanto el radio de convergencia restringido estd dado por

1 1
an (k) n 1 ) 4dan™\"
< hm su —_— .
|mw o B Jluolls) nose \ 7

/\a,n,k (UO)

|
— = limsup
P n—oo
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k(1— ~ i
% > 0, por lo tanto la serie de potencia

l PPN
Se sigue que 5 < Tl IIUOll S yasip >p>

[e.e]
k)
> CZZ,,(W ank(uo)(v) tiene radio de convergencia positivo y por tanto es analitica en una
n=0

vecindad de ug. 0

Con base en el teorema 5.3 se sigue que la serie de potencia ej es analitica, la cual de forma

puntual se tiene que
v XN an(k) o\
er = — | =
k Z n! (a) ’
n=0

convergencia que se cumple también en medida p - p, en términos del operador A, i se
puede escribir como

v nan(k) (k)" o= an(k) .
‘% = Z:O nlkn <?> = Z:O gk Aa,n,k(o)v : (510)

Veamos ahora que la funcion ej! es integrable para u € O.

Teorema 5.4. Seanp € M,, 0 <k <1lyuec O. Siqg= #}iu}p entonces la variable
k
aleatoria e} es p - p integrable y q € M,,.

Demostracion

Ya que u € O entonces por las inclusiones presentadas en (5.4) resulta v € By, (0,1), por
lo que |lull4,p < 1, siguiendo la demostracion del teorema 3.11 tenemos que Epe"] <

ya que ef < e para todo x € RT U {0} y 0 < k < 1 entonces Eple}] < Eple “]
Ep,[e"] < 4 se sigue que E,le}t] < 4 para u € O y asi e}l es p- u integrable.

7
Como

Por hipotesis g = Bl P de acuerdo con las propiedades de la integral se tiene

E[e

1 1
qdp = / pu——u/e“pduz—uE ep] =1,
/ E Ep[ek] Q F Ep[ek] Pk

esto permite concluir que ¢ € M,. o

Respecto de las propiedades de la exponencial k£ deformada, #Zeu] se puede escribir como
k

R  ublng (Byle))
BT T e T P
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k
asi ¢ = ezelnk (Er [e’“})p es una densidad de probabilidad siempre que p sea una densidad de

probabilidad. La integrabilidad respecto a la medida p - i de la variable aleatoria ej para
u € O, 0 <k <1 permite definir la siguiente funcion.

Definicion 5.3. FEl funcional generador de momentos k-deformado es el mapeo

Myp(): L%(p-p) — [0,00]
u = M,p(u) = Epleg]

con 0 < k < 1.

Si en la igualdad 5.10 se hace a = 1 entonces

eh= C;j,gff ()" = a"(k)xl,n,k(())u" :
n=0

nlkn
n=0

Al integrar, se obtiene una expresion del funcional generador de momentos como

My i(u) = Eylef] = B, | ‘;"!—g‘?xl,nvk(ow] . (5.11)
n=0

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades del funcional generador de momentos
k-deformado, propiedades que fueron enunciadas para M, en el teorema 3.6. La expresion
O™ representa el producto cartesiano O x ... x O. Ademas, con base en la definicién se
sigue que

O cC B¢1 (O, 1) C B¢k (0, 1) C domMp,k .

En efecto, si u € O entonces u € By, (0,1) por lo que |jul|g,, < 1 y haciendo uso del
lema (3.1) se tiene que Ejp[coshu] < 2 de donde se desprende que E,[e"] < 4; debido a que
ep < e, para todo x > 0y 0 < k < 1 entonces, E,[e}l] < Eple”] <4y asi u € domM,, ya
que M, 1 (u) <4 < oo.

Se verifica ademés que domM, C domM,j, ya que si u € domM, entonces M,u] =
E,e"] < oo, debido a que e} < e obtenemos M, ;(u) = Eplej] < Eple"] < oo y asi
u € domM, , y se presenta la inclusion conjuntista domM, C domM,, ..

Teorema 5.5. El generador de momentos k-deformado My satisface

1. M, 1(0) =1, para v # 0 centrada M, j(u) > 1.

2. My es convexa y continua inferiormente.
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3. La n-ésima derivada en uw € O en la direccion de v € L% (p - 1) estd dada por

dr k
%Mp,k(u @ tv) =0 = an(k)E,[v"e}] .
4. M, es analitico en una vecindad de By, (0,1).

5. M, . es infinitamente Frechet diferenciable y la n-ésima derivada en uw € O en la
direccion de (v, va,...,v,) € O™ estd dada por

DnMp’k(’U,) (U17 V2, .. 7vn) - an(k)Ep[Ul e ’l)nez] .
Demostracion

i. Siu =0 entonces M, (0) = Eple?] = E,[1] = 1. Al ser u centrada con u # 0 se tiene
que Ep[u] =0, la exponencial k-deformada es convexa para todo 0 < k <1y z € R,
ademés u € O C L(p - ), lo cual implica que u es integrable, con base en esto se
cumple la desigualdad de Jensen 2.2

Bylef] = / ehpdp > e = e > 1.
Q
Asi para u centrada con u # 0, My, p(u) > 1.

ii. La demostracion se hace aniloga a la del teorema (3.6) para lo que es necesario consi-
derar que la funcién exponencial k-deformada también es convexa.

k
iii. Sea u € O, para cada v € L% (p- ), (u @ tv) € dom® M, ;. para t lo suficientemente
pequeno, ademas

k k k
M, i(u @ tv) = E, [ez@tv} = /Qez@t”pd,u = /Qe}ie’,?’pdu (1)

Si hacemos g = ip), entonces por la definicién 5.3 se escribe ¢ = iup que con
My, i (u) Epleg]
base en el teorema 5.4 obtenemos ¢ € 9. De acuerdo con la eleccién de ¢ resulta

epp = My (u)q, reemplazando en (1) resulta

k
Mp,k(u D tv) :/ e’,;”Mpk(u)qdu = Mp,k(u)/ elltcquﬂ
Q Q

=My (B, ] . (2)
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Por medio de la igualdad presentada en (5.10) escribimos
e}
el =%y L () = a].(' )tjvj :
J!

j=0 7=0

si se integra respecto de la variable aleatoria ¢, entonces t es constante respecto de la
medida q - p, de alli que

o0

v a(k)E [Uj] )
By [62] :Z%ﬁ .
=
Sustituyendo en (2)
v = a;(k)Eg[v7]
Mp,k(u D t'l}) = Mp,k(u) Z a]( )j' Q[U ]t]

= M, ;.(u) [1 + Eg[v]t + %;)2]9 +(1- k%%ﬁg]tij’ +.. ] .

De alli que la n-ésima derivada es

d" k n n+1 Eq [Un+2] 2
ﬁMpJﬂ(u D tv) = Mp(u) |an(k)Eq[v"] + ani1 Eg[v" ]t + an+2(k)Tt +..
> aj(k)E 0] .,
— Myl Y U
j=n

Al evaluar en t = 0 y sustituyendo ej'p = M, j,(u)q se tiene

mn

k
M 10) o =My () (DB [0") = (0000 [ o
—an() [ Mysta)s"adu = an(h) | o eipi

=ay(n)Eplv"ey] .

iv. Sea u € O, si hacemos que a = 1 y u = 0 por (5.1) resulta Aj, x(0) € L2(L%, L),
por lo que 5\1,%/f € P*(L%,L"). Por el teorema (5.2) se sigue que

Z an(k) " = Z an(k) )\1777/7]4;(0)'0” ’
n=0

| i\ .n
n! = Ik

es una serie de potencias con radio de convergencia positivo, donde
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Es una serie de potencia con radio de convergencia positivo y es por ello que
a"n(!k) Ep[M .k (0)] pertenece a L2(L?,R). Ahora bien haciendo uso de la igualdad
presentada en (5.11) y por el hecho de la analiticidad en g resulta

Mg Z Tk )\l,gk (uo)(u — ug) Z ,kj ' [ Mgk (uo) (u —up)’]
=0

k:

8

p [k (w —uo) €] =

:O ' J

[(u - ug)jezo] .

|
<.

Il
o

De acuerdo con la expresion (1) se concluye la analiticidad de la funcién generador
de momentos k—deformada M, parauec Oy 0 <k <1l [

5.3. Funcional acumulante k-deformado

Sea p € M, y 0 < k < 1, la funcion generadora de momentos de la variable aleatoria
u € L% (p - ) representada como i,y estéd dada por

i (t) = /Q elpdy = Eplel]

La clase de Cramer k-deformada Cp j es el conjunto de las variables aleatorias u € L*(p- )
tales que 1, 1 (t) < oo en una vecindad del cero, llamese I, asi

Cox ={u€ L*(p-p) : typ(t) < coparat €I} .

La clase de Cramer k-deformada posee la estructura de espacio lineal el cual es convexo, la
demostracion se hace similar a la del teorema (3.7), donde la exponencial k-deformada e,
es una funciéon convexa El siguiente teorema es una analogo al teorema (3.8) en el que se
demuestra que el espacio de funciones de Orlicz L?* (p - u) es igual, conjuntistamente, a la
clase de Cramer k-deformada C, ..

Teorema 5.6. Sean p € M, y 0 < k < 1. La clase de Cramer k-deformada Cp, . es tal que
Coi = L (p- ).

Demostraciéon

Sea u € Cpy, de alli que 1, () < 0o en una vecindad del cero I, por lo que, E, [ef] < oo (1)
para todo t € I. Sea GG una vecindad simétrica de I que contiene al cero por lo que existe
§ > 0 tal que G = (—6,6) C I. Sea 2 € G asi € I y por lo tanto satisface (1) de allf
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que E, [ek?] < 00 (2). Como —1 € G de la simetria de G entonces también satisface (1) y

escribimos F), [e; ] < 00 (3). Con base en la definicién de la funcion ¢y, resulta
U U 1 u —u
oo (2] = o oo (%) 1] = i ] 1.

Con base en las expresiones (2) y (3) resulta que E, [gbk (%)] < 00, de donde se sigue que
|wllgy.p < 00 v asi u € L?(p - ). Resulta entonces la inclusion Cpp C L% (p - p).

Tomemos ahora u € L% (p - u1) entonces existe un a > 0 tal que E,[¢x(au)] < oo, para lo
que E,[coshy, (au)] < oo teniendo asi las expresiones Ej,[ef"] < oo (4) y Eple, "] < oo (5).
Con base en la existencia de « se puede construir la vecindad I = (—«, «) la cual contiene
el cero, sea t € I entonces —a < t < « (6).

Siu > 0 en la expresion (6) se tiene —au < tu < au como la exponencial k-deformada es
creciente entonces el < e, de alli que E,[ef"] < E,[e?"] que por la expresion (4) se sigue
que Ejel’] < ooy asi u € Cp . Si suponemos ahora que u < 0 entonces la expresion (6) se
escribe como au < tu < —au que razonando andlogamente se tiene Ep[ef] < Ep[e, "] < oo
y por lo tanto u € Cp . Sin importar el signo de la variable u se sigue que u € Cp 1, y asi
L% (p - ) C Cp. Con esto se concluye que Cpp = L (p-p). 0

Sean p € M, y 0 < k < 1; sobre la clase de Cramer k-deformada C,; se define el conjunto
B, . para el que la esperanza de las variables aleatorias respecto de la medida p - u es cero,
por el teorema 5.6 se sigue

Byr={u€Cpp:Eylu] =0} = {u € L%(p-p): Eplu] =0} .

A By ;. se le llama clase de Cramer k-deformada centrada, el cual es un subespacio cerrado
y convexo de L% (p - u) en forma similar al espacio Bp.

El conjunto V, . representa la bola unitaria en el espacio B, es decir, u € V, 1 si y solo
si||ullg,,p < 1. Ademas, u € By y u € O, por lo que E,[u] =0y u € By, (0,1) o también
u € By, (0,1), esto por las inclusiones (5.4). De acuerdo con esto resulta

Vo C Bpr CCpi = L% (p-p) C Ll(p S p) .

A continuacion se define los modelos k-exponenciales unidimensionales de forma similar que
en (3.5) considerando la resta k-deformada.

Definicion 5.4. Sean p € M, y 0 < k < 1. Se dice que una funcion f es un modelo
k-exponencial unidimensional si existen u € Cp ., una funcion real de variable real v tales
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que para todo t en un intervalo abierto I que contenga a cero, se cumple que

k
F(t) = e eV,

En la definicion de modelo k-exponencial paramétrico, ¢ es el parametro y f(t) es una den-

sidad de probabilidad.

Definicion 5.5. Sea dice que dos densidades de probabilidad p,z € M, estdn relacionadas
por un modelo k-exponencial unidimensional, si existen r € M, v € Cp 1, una funcion real
de variable real ¥ y A > 0 tal que para todo t € (—A, A) la funcion definida por

k
£(t) = ezu v,

es tal que existen tg y t1 en (—A,\) tales que f(to) =p y f(t1) = 2.

Teorema 5.7. Sean p,z € M, dos densidades de probabilidad relacionadas por un modelo
k-exponencial unidimensional. Entonces L% (p - ) = L% (z - ).

Demostracion

Como p y z estan relacionados por un modelo k-exponencial entonces existe una densidad
de probabilidad r € 91, una variable aleatoria u € C, , una funcién real de variable real
¢ tal que para todo t € I = (—A, \) se tiene

k
@)= e =,

donde existen tg y t1 en I tales que f(tg) =py f(t1) = z esto es

k k
p= ezto e <Z>(to)74 ¥ 5 — e:tl © ¢(t1)7, ' (1)

Sin pérdida de generalidad se asumird que ty < t1 por lo que ty < t; < A. Demostremos
que L (p-p) C L9 (z-p), lainclusion L (z-u) C L% (p- ) se demuestra de forma anéloga.

Supongamos ahora que w € L% (p - ), para concluir que w € Low (z - u) debe existir una

constante positiva [ tal que E,[¢r(Sw)] < co. Haciendo uso de la igualdad en (1) para (3

B(t1)
k

arbitrario y al ser e un namero real entonces

k
Ez[eﬁw] =/ engd,u = / egweztl © ¢(t1)rdu
Q Q
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Bw uty

1 / Buw _uty Erley, ey

=—— [ e e trdy = ———. (2)
ez(tl) g €k ez(tl)

k
. _ ut1 © ¢(t1)
Debido a que z = ¢, '

ei(tl)

B(t1)
k

0
r entonces e = e}, esto es E, [ei( 1)] =E, [e{"Z]; como

es constante respecto de la medida z - 4 entonces
r r
g™ = B, [ ] = / (cf7) zdu = / eirrdp = B, e |
z Q z Q

Al sustituir en (2) se logra la expresion

puy _ Erle" ;"]
E, [ek ] = T o a0

E.le;"]
asi Er[egweztl] = FE, [egw]Er[eztl] (3). De igual forma se demuestra que E,[e{%e}"*] =
Ep[ef"]E,[ef*] (4), donde # es un real positivo. Con base en las expresiones (3) y (4) se
construye la funcién g, dada por

g: RxI — R
(e’t) = g(@,t) = ET[ezwe%t] :

La funcién g es convexa por las propiedades de la funcion exponencial k-deformada. Se
analiza ahora el dominio de g.

1. Si § = 0 entonces g(0,t) = E,[e}]. Como u € C,j entonces () < co para t € I;
esto es E,[e}'] < co. Por lo que ¢(0,t) < oo y asi (0,t) € Dy para todo t € I.

Bw _utg

2. Sit =ty entonces g(0,t9) = E,[e) e; ], que por la igualdad (4) se escribe
9(0,t0) = Epler” 1 Er[ey].  (5)

Como w € L% (p - ), existe una constante positiva 6 > 0 tal que E,[¢x(0w)] < oc.
Por el teorema (5.6) se sigue que E,[e{®] < oo, si 6 € [0, 0] entonces E,[ef%] < oc.

or ser u € Cr y to € I entonces, en (5) resulta g(6,ty) < oo

]

Como E,[e}] < o0 p
0,0

siempre que 6 € [

Sea 6 € [-0,0] y a de tal forma que a € [0,0] por lo que 0 < a < 0. Sea b € I de tal forma
que tg < t; < b < A, la funcién restriccion de g

g0,): I — R



102 Variedad de informacién k-deformada

t —  g(0,t) = E.[e}"].

Es finita para todo ¢ € I en particular para el intervalo [tg, b]. La otra funcién restriccion

g(te): R — R
0 — g(0,tg) =E,le iwezto] ,

es finita para 6 en el intervalo [0, 6], para cualquier subintervalo también es finita, en
particular para [—a,a]. Por tanto, la funcién g es finita en el interior y la frontera del
rectangulo [—a, ] X [tg, b], asi como en la region triangular cuyos vértices son los puntos
(a,t0), (0,b) v (—ay, tg) como se ilustra a continuacion

t

SRS

Sea [3 la preimagen de ¢; respecto de la recta determinada por los puntos («, tg) y (0,b) cuya

ecuacion cartesiana es t = mé+b donde m = % < «. Para t; se escribe t1 = (t ~ > B+b,

para obtener la proporcién

TG

to—b_a7

donde 0 < g < 1 ya que tp < tj. De la convexidad de g sobre el segmento de linea
comprendido entre los puntos («,tg) y (0,b), existe 0 < n < 1 tal que

9(B,t1) < ngla,to) + (1 —1)g(0,b) .

Si se hace n = g entonces por la igualdad (6), 1 —n=1— g =

en las igualdades halladas en (3) y (4) se tiene

1=b _ to—t1 t1

=1 . Con base

(1B ") < (20 Bylep 1B ) + (L) e
to—b to—b

o060 < (257 ateto) + (2= 0.
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ELle] < (h - b> Epleg"|Erlej) <750 - t1> Erleil]
Fo= \to—b E,[ef"] to—b ) Ele}"]

Como b € I entonces E,[ef?] < co. Ademés E,[ef*] < oo puesto que a < 0y Ep[ef*] < occ.
En la desigualdad anterior resulta E, [egu] < 00, por lo que E,[¢r(fu)] < oo. Esto permite
garantizar la inclusion conjuntista L% (p - ) C L% (z - pu)(de igual forma se demuestra la
otra inclusién). Se concluye que L% (p - ) = L (z - ) siempre que las densidades p y z
estdn conectadas por un modelo k-exponencial.

Definicion 5.6. Sean p € M, y u € O, se define el funcional acumulante k-deformado
como el mapeo

—  [0,00]
— K

K,p(-): O
u pok(w) = Ing (Epleg]) -

De acuerdo con la definicion 5.3 se sigue que Ky ,(u) = Ing (M, 1(u)), lo cual es cierto ya
que v € O C domM), ;.. En el siguiente teorema se enuncian las propiedades del funcional
acumulante k-deformado.

Teorema 5.8. El funcional acumulante k-deformado K, ). satisface

1. ka(O) =1, para u # 0 centrada K, es estrictamente positivo, continuo, creciente
Y CONCavo.

2. Para cada u € O la funcion z = eK:%i(u)p es una densidad de probabilidad en M. El

k
funcional K}, es infinitamente Fréchet diferenciable y la n-ésima derivada en u € O
en la direccion (vi,...,v,) € O" de K, estd dada por

D"Kpp(u) - (v1,...,vp) = [Mp7k(u)]1_kan(k:)Ez [U1,...,0p] .

3. K, es analitica en O.

Demostracion

i. Si u = 0 entonces K,(0) = Ing (M, (0)) = Inp1 = 0. Si u # 0 por el teorema 5.5
se tiene M, ;(u) > 1, ya que Ing(-) es una funcion creciente para todo 0 < |k| < 1
entonces Iny (M, ;(u)) > Ing 1, lo cual permite concluir que K, (u) > 0 esto para
u#0y0<lkl <1
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. . e
ii. De acuerdo con la expresion dada, z = Wp, como K, j,(u) = Ing(E,e}]) entonces
k

por las propiedades de las funciones deformadas se sigue que ef”’k(u) = Eple}l], asi
z = #ﬁz]p que por el teorema 5.4 se sigue que z € M,,. Derivando K, y haciendo

uso del teorema 5.5 resulta

1
DnK;lLk(u) . (U17U27 e 7'1)77,) = WDnMp,k(u) . (7}171}27 L. JUH)
p7

= [M 1 ()] *an(k)Eylvr . .. vned] .
Como z = ﬁz(u) p entonces ejp = M, (u)z en la expresién anterior se tiene
p,

D"Kp p(u) - (v1,v2,...,0,) = [Mp7k(u)]_kan(k:)/ V1 ... Uperpdp
Q

= [Mp7k(u)]_kan(k:)/9v1...UnMp7k(u)zd,Lz
= [M 1 (w)]* *an(k)E,[v; ... v,]
el cual era el objetivo de la demostracion.

iii. En el teorema 5.5 se demostroé que My, es analitico en By, (0,1) y Ing(-) también
es analitica por lo que K, ;(u) = Ing (M), 1(u)) también es analitica (composicion de
funciones analiticas). g

5.4. Variedad de informacion k-deformada

k
En el capitulo 4 se indico que E), [(%) } es finito para dos densidades arbitrarias p y ¢ en

k
M, pero se asume que £, [(g) ] es finita. Situacién anéloga se supondra en esta seccion.

Definicion 5.7. Seanp € M,, 0 <k <1 yu € V, i, se define el mapeo

ep,k(') : Vp,k - mﬂ

k
dado por q = ey (u) = eZeK”’k(u)p.

Notese que dicho mapeo esta bien definido ya que en el teorema (5.4) se concluyé que

k
q= ezelnk (Ep [ek])p es una densidad de probabilidad donde Iny (Ej,le}!]) es el acumulante
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k-deformado.

Sean p € M, y 0 < k < 1, para el mapeo e, se denota U, como el rango de dicho
mapeo, lo cual se escribe como e, : Vpr — Upr v asi ep (Vi) = Upr © M, En este
caso, p € Uy 1, haciendo u = 0 casi en todas partes. En la definicién 5.7 se sigue que e, . es
un modelo k-exponencial no paramétrico ya que K ;(u) es una funcion real.

Lema 5.3. Sea 0 < k < 1. La funcion g(z) = ﬁ es invertible y acotada para todo
valor de x.
Demostracién

Debido que |kz| = k|x| < 1+ k%22 para todo z € Ry 0 < k < 1 entonces se sigue que
z _ ||
V1+k2z2 |~ /1+k222
la funciéon g(z) esta acotada, donde y = % vy = —% actiian como asintotas horizontales,
siendo % > 1; se tiene ademas que la funcién es continua para cualquier valor de x por ser

la composiciéon de funciones continuas.

< 7, con lo cual se obtiene que |g(z)| < ¢ y por tanto para todo x

Para determinar que g es inyectiva se supondra que g(x1) = g(z2) para concluir que x; = x4,
por medio de la definicién de la funcién g se tiene la igualdad

(1)

I . xT9
V1+ k22?2 /1 + k%23 ’

La cual se puede escribir como x1+/1 + kza:% = T9y/1+ k;ga:%, se eleva al cuadrado y dis-

tribuye logrando la igualdad @% + k*z?23 = 23 + k2323, asi 23 = 23; se afirma que z1 = xo,
ya que si 1 = —x9 entonces al reemplazar en (1) los denominadores se cancelan y se tiene

—T9 = X9 cuya Unica solucién es xo = 0, por lo que x1 = x5 en términos generales y asi
g(x) es una funcién uno a uno y por tanto invertible para cada valor de z. Para hallar la
inversa se hace g(x) = y y se despeja la = para tener

Y

Nierarh

. 1 o . 2 92 L.
Y por tanto la inversa de g es g~ ' (x) = \/ﬁ siempre que k“x® < 1, esta ultima de-
sigualdad implica que —% <z < % O

Ya que la funcién g del lema 5.3 es invertible entonces la ecuacion g(x) = —a tiene soluciéon

Gnica siempre que —% <a< % y la solucién es

—a

r=g Y~a)= Nipsrk (5.12)
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k
u© Ky (u)

El proposito ahora es hallar la inversa del mapeo ¢ = ey, (u) = e, p definido en

k
uO K, 1(u . sz
€, pok(®) entonces se tiene la expresion

q_
(5.7). Como I =

q k
lnk ]—9 =UuO ka(u) s

que es equivalente a

k
u = Iny <€> & K, p(u) - (5.13)
p
Puesto que u tiene esperanza cero respecto de la medida p - p entonces

E, [mk <%> éKp,k(u)} —0.

Con base en la definicion de la suma k-deformada se logra la expresion

In, (%) \/Hk‘z—Kik(u)Jr K i(u)y |1+ k2n? (%) ] —0.

Debido a que la integral es un operador lineal y K ,(u) y /1 + k‘zKik(u) son constantes

By

respecto de la medida p - 4 entonces la anterior igualdad se escribe como

1+ k2 In? <€>] =0,
p

Epp(u) By [t (3)) (5.14)

14+ kK2, (u)E, [mk (%)] + Kpi(u)Ep

equivalente a

LR, g { 1+ 42 (2) ]

Consideremos la funcién Z, 1, la cual depende de la densidad de probabilidad ¢ como

Ep e (3)]

pk(q) = . (5.15)
E, { 1+ k2 (2) ]

En el caso en que k = 0 la funcién Z, se escribe como Z,(q) = E, [ln (%)] En la

igualdad (5.14) al reemplazar por la funcién Z, ;, se tiene laxx expresion
Kpi(u)
1+ k2K 57 p(w)

= _Zp,k(Q) )
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que en términos de la funcion g definida en el lema 5.3, se tiene el problema g(K, 1 (u)) =
—Zp 1(q) cuya solucion se presenté en la ecuacion 5.12 para tener

Kpp(u) = - Zri(4) (5.16)

/1= k2Z§7k(q)

Se debe verificar entonces que |Z, ;(q)| < % para garantizar la existencia de la solucion del
problema. Como se verifica la desigualdad

kg <€> < |1+ k2In? <g> ,
p p

de la monotonia de la integral resulta kE), [lnk <%>} < E, [ 1+ k2 lnz <%> ] que permite

concluir que Z, 1(q) < % y asi la expresion en (5.16) esta bien definida. Sustituyendo el valor
del funcional acumulante (5.16) en la expresion (5.13) se sigue que una variable aleatoria
centrada u se escribe a través de la densidad ¢ como

k —7Z.
u = Ing <g> & p.:(4) .
p 1-— /<;2Z§’k(q)

Por las propiedades de la suma k-deformada se puede escribir la anterior igualdad como

K Z
u = Ing (g) & nr(0) (5.17)
p 1 - k222 ,(q)

El resultado anterior, donde se logré despejar la variable aleatoria u en términos de la den-
sidad ¢ motiva la siguiente definicion.

Definicion 5.8. Seap € M,, 0 <k <1 yqeM,, sedefine el mapeo

spe(-): My — Pk
g — u=spi(q)

g) é Zy 1(q)

como u = sp (q) = Ing <p \/WM'

En el caso en que k = 0 se dijo que Z,(q) = E, [ln (%)] y por tanto el mapeo s, en este

valor equivale a s,0(q) = In (%) - FE, [ln (%)] que coincide con los mapeos que generan

las cartas para 9, en la variedad de Pistone y Sempi usual. A continuacion se encontraran
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expresiones equivalentes para s j.

Por la definicion de resta k-deformada, el mapeo s, se escribe como

2

Sp.k(q) =Ing (g) 1+ k2 Zp(1) — ,/1 + k2 lnk
p 1-— k?Zik(q) 1-— k:2Z2
_ ! lnk< > ,/1+k21n§<9>
V1-k22Z2,(q) 1/1—1c2Z2 p
S llnk () - Zuntan 1+ 12mi (1) ]
1— kngvk(q) p p

Se reemplaza la expresion de Z, j, definida en (5.15) para tener en la anterior igualdad que

2H2 q
Spi(0) = 1_;:22;,4@ () - 1+klk<p)>f”[ln"<zqo>] .

Ep[ 1+k2lnz<g

En la igualdad (5.18) se tiene que Ep[s,x(q)] = 0, lo cual indica que la eleccion de que
u = S, 1(q) esta bien definida, es decir, dada una densidad de probabilidad ¢ se obtiene una
variable aleatoria u centrada.

Los procedimientos siguientes estan encaminados a hallar otras expresiones para la funcion

Zp - Con base en la eleccion de Z, j; en (5.15) se tienen las siguientes igualdades, donde se

asumira la notacion E2[-] para indicar que el valor esperado se eleva al cuadrado (Ep[-])%.

ezl (2)] B[t (2) ] - e (2)
Eg{ 1+k2lnz(g)]_ Eg[ 1+k21ni(%)}
Por diferencia de cuadrados y linealidad de la integral de Lebesgue se obtiene la expresion
[\ (5) i (5)] 5 |1+ e (5) + i (3)]

Eg[ 1+k21n§(g)}

1= k73 (q) = 1 -

1= k7)) =

(5.19)
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Por la definiciéon de la exponencial k-deformada aplicada a Iny <%> se tiene

1
Ing, (€ k
ekk(p) _ (k:lnk <%> o1+ k2l <%>> .

Esta igualdad es equivalente a tener

(%)k — klng (%) 41+ k22 <%> . (5.20)

Por situacion anéloga y sabiendo que — Iny (%) = Iny <§) se tiene

%
e?(%) _ e;lnk(%> _ <—klnk <%> + 41+ k2 ln% <%>>

k
y obtener asi una expresion para (%) como

<]—9>k = —klng (g) 441+ K2 (g) . (5.21)
q p p

Al reemplazar las igualdades (5.20) y (5.21) en la expresion (5.19) se tiene que

5[] 5]
E2 { 1+ k2 In? (g) ]

)

1- kZZi,k(q) =

para tener asi la expresion

1-k2Z2,(q) = . (5.22)

Por la definicion de la funcion Z, ; en (5.15) y la igualdad (5.22) se tiene entonces que

Pﬂk<>} C ew
1- k2Z§k ¢ [(g)k]

Kpr(u) = —




110 Variedad de informacién k-deformada

Consideremos ahora la funcion hy, ;(¢) definida como

: (5.24)

donde hy, ;(g) es un nimero real de tal forma que si k = 0 entonces hyo(q) = 1y en el caso
en que ¢ = p casi en todas partes de €2 entonces h, 1 (p) = 1 independiente del valor de k.
La igualdad (5.23) se escribe como

Kyali) = —— fp];’;%(q) = () [ ()] (529

Con la expresion (5.25) es posible expresar el mapeo s, ;, definido en (5.8) como
_ 7\ k q
Sp.i(q) = Ing ) © hp (@) Ep |Ing Ik (5.26)

Sumando ahora las expresiones obtenidas en (5.20) y (5.21) se tiene que

1+ k21n? (%) - % [(%)k + <§>k] : (5.27)

por lo que la igualdad 5.22 se escribe como

debido que /1 — k:ngk(q) < 1 para todo 0 < k < 1 entonces en la anterior igualdad se
concluye la propiedad

ol (B)]): om

k k
es decir, la media geométrica entre F, [(%) ] y Ep [(%) ] no excede su media aritmética.

+ E,

Teorema 5.9. Sean p € M, y 0 <k <1 entonces el mapeo ey, es inyectivo.
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Demostraciéon

Sean u; y up variables aleatorias en B, tales que e, (u1) = e, x(u2) se demuestra que
up = up. Sea ¢ = e, (u1) por lo que ¢ = e, ;(uz), por la definicion del mapeo e, (-) se
tienen las igualdades

k k
g=ep Ty N g =g O ekt

expresiones equivalentes a

q\ k a\ k
up = Ing ]—9 S Kpp(u) A up =Ing ]—? & Kpp(u2) . (1)

Por un proceso anélogo que condujo a la expresion (5.16), siendo uy y ug variables aleatorias
centradas, resulta

Kyppolug) = — Zpk(4) N Ky () = Zp1(q)

1-— k2Z§7k(q) WJ1- kQZg’k(q)

por lo tanto, K, (u1) = Kpr(ug) y al sumarle Iny, (%) con respecto a la k-deformacion se

q\ k q\ k
lnk ]—9 @Kp,k(’u,l):hlk 5 @KJC(UQ),

que por las expresiones en (1) se concluye que u; = ug y por lo tanto el mapeo e, (-) es
inyectivo. [

tiene

Como el mapeo e, , es inyectivo de acuerdo con lo demostrado en el teorema (5.9) y ademas
es sobreyectivo sobre el conjunto U, j, entonces posee una inversa, la cual se demostrara que
es efectivamente s, 5, definido en (5.8), para lo cual se debe demostrar que s, (e, x)(u) = u
Y epi(Spi(q)) = g siendo v € By v q € Uy, C M. Para llegar a estas igualdades es
necesario hacer algunas deducciones previas.

k
Como e, x(u) = e, @ K”'k(u)p, se obtiene
k
Iny <M> —u 6 K, () . (5.29)
p
Ya que u € B, entonces Epju] = 0 y por las propiedades de la suma k-deformada

k k
se tiene v = (v © Kpi(u)) & Kpr(u), que al utilizar la igualdad (5.29) se escribe
k
u = Iny, (e”’k(u)) ® Ky ;(u) y asi

E, [mk (%@) & K ,k(u)} ~0.
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Por medio de la definicién de la suma k-deformada la expresion anterior equivale a

Ep |Ing <ekafu)> L+ R2KG  (u) + Kp,k(u)\/l + k2 Inj, (%@) ] =0,

de donde

Koul)  _ Fp[ie ()

LR (u) g, [\/1 k2 g (") }

En términos de la funcién g del lema (5.3) y la escogencia de la funcion Z,, se tiene el
problema g(Kj 1 (u)) = —Z, r(epx(u)) cuya solucion es K, p(u) = —g~ 1 (Z, k(ep 1 (u))) dada
por

—Zprlepn(w) (5.30)
\/1—k222 epr(u))

Por otro lado, con base en la definicién del mapeo s, ; en (5.8) se escribe

k Z
Iny, <g> = spk(q) © p’k(qi :
p 1—-k2Z2,(q)

a través de la definicion de la exponencial k-deformada y sus propiedades se tiene

( Zp k(2) )
2
g _ Sp,k(q) \/17k2Zp,k(q)

e e N
k k ’
P

como F), [%} = E,4[1] = 1 entonces la anterior igualdad es equivalente a

( k(@) )
1-k222  (q)
e, o By e ] =1. (5.31)

Se demuestra ahora que efectivamente s, 5, es el mapeo inverso del mapeo e, .

Teorema 5.10. Sean p € M, y 0 < k < 1. El mapeo s, ), es el inverso del mapeo e .

Demostraciéon
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Para que s,; sea la inversa de e,) se debe demostrar que si u € B,) entonces
(Sp 0 €pr)(u) = u, esto es, sp (epx(w)) = u; por la definicion del mapeo s, 5, resulta

spr(epr(uw)) =In eph(u) ) k Zp 1 (epp(u)) ‘
pb(ep () k( - >@ N

Por las expresiones halladas en (5.29) y (5.30) la igualdad anterior se resume a

splepr() =(u & Kpr(w)) & (~Kpu(u))
—u & (K (0)  Kpp(u)) =u S0 =1,

esto es independiente de la variable aleatoria u. Consideremos ahora una densidad ¢ € U, j,
se debe demostrar que (ep 1 0 sp1)(q) = ¢, esto es, e, k(spk(q)) = ¢; por la definicion del
mapeo e, j, resulta

k
Sp,k K, 1(sp &
ep,k(sp,k(q)) — ekp,k(fI) © K, i( p’k(q))p ;

por las propiedades de la funcién k-exponencial se escribe

esp,k(q)
— k
ep,k(sp,k(Q)) - er,k(Sp,k(Q))p . (1)
k
Por la definicion del funcional acumulante k-deformado en (5.6) resulta que ef”'k (spkl@) _
E, [ezp ’k(q)} al sustituir esta expresion en (1) y definir el mapeo s, 1 se logra
k Zp,k(2)
Ing(2) © ——2b2__
|:nk(P> \/1k2Z§’k(Q):| lnk(%)
k k
epk(sp1(0) = PE) p= P
By [ekp’ ] ( Zp k(@) )
1-k222  (q)
€ \/ Pk Ep [eZp,k(Q)]

Por la igualdad obtenida en (5.31) y al ser la exponencial y la logaritmica k-deformadas
inversas se llega a que ey, ;(sp 1(q)) = % p = ¢q; lo cual se logra independiente de la densidad
q € Up 1. Se concluye que los mapeos e, 1 y Sp i son inversos uno del otro.

Con base en el teorema (5.10) se sigue que la familia

F={Upp:spr) :p € My, 0 < k <1}

es un atlas para el espacio 9, ya que: Si 0 < k < 1y p1, p2 son densidades de probabilidad
en el espacio lineal convexo M, tales que U,, 1, "Up, 1. # ¢. Los mapeos transicién entre los



114 Variedad de informacién k-deformada

conjuntos V,, 1 vy Vp, 1 estan representados por las composiciones s, . © €,, 1 ¥ su inversa
Sp1k © €pak-

Sea u € By, i, tal que ey, (u) = ¢ donde ¢ € Uy, 1, y define la variable @ € By, ;, tal que
Spy k() = W de donde (sp, i, © €p, 1)(u) = W. Para escribir el mapeo transicion se hara uso
de la expresion (5.26), donde

1= (s 0y )(0) = o (LAY & e () By [ (22| 32)

P2 P2

Por la definicion del mapeo e, ;. y las propiedades del logaritmo deformado se tiene

k
UO Ky 1 (u) k i
m%%wﬂ:m it plzme%mvwm@Q
P2 p2 P2

=|uo Ky k(u) | ®Iny o u® | —Kp k(u) ® Ing . .
2 2

P2
se puede denotar como A; asi, el mapeo transiciéon se escribir como

k
El término — K, ,(u) @ Iny, (p 1) es un nimero real para cada variable aleatoria u, entonces

k k k
(SID2J€ o epl,k)(u) - <u @ A> © hp2,k(ep1,k(u))Ep2 |:’u, D A:|

k
Por medio de la definicién de la suma k—deformada, el término u @, A, se escribe como

k
u® A=uv1+k24A2+ AV1 + k2u2. Sean B = /1 + k2 A2 que es un ntimero real, f(u) = u
y g(u) = V1+ k?u?, donde f y g son funciones que dependen de la variable aleatoria

k
centrada u, es por ello que u & A = Bf(u) + Ag(u). Las funciones f(u) y g(u) son
analiticas, el mapeo transiciéon se escribe como

($pak © €py i) (u) = (Bf(u) + Ag(u)) & hpa e (€py k(1) Ep, [Bf (u) + Ag(u)] . (5.33)

Se concluye que la pareja (9, F) es una variedad topologica modelada por los espacios de
Banach L% (p - ).



Capitulo 6

Problemas Abiertos

1. Demostrar la diferenciabilidad de los mapeos transicion s, oep, , obtenidos en (5.33)
entre los espacios V), y V,,, para lograr obtener una variedad diferenciable sobre el
espacio de densidades de probabilidad estrictamente positivas.

2. En la variedad de informacion estandar, se construye la estructura de variedad para
el espacio M,, (densidades estrictamente positivas) a través del espacio de Banach
L% (p - p), donde ¢1(x) = coshx — 1. Alberto Cena en su tesis doctoral [5], hace
la construccion de la variedad mixta, es decir, una extensién de la variedad cons-
truida para 97, al espacio P que estd conformada por las densidades de probabi-
lidad de cualquier signo. Tal construccién se hace a partir de la funcién de Young
¢3(x) = (1+|z]) In (1 + |z|) —|z| que forma un par conjugado con ¢o(x) = e/l —|z| -1
y ésta, a su vez, es equivalente a la funcion ¢;. De otro lado, G. Pistone en su
articulo K-exponential models from the geometrical viewpoint, propone que la funcién
¢p(x) = coshy(z) — 1 es equivalente a la funcion |z|'/*, que genera el espacio de
Lebesgue LY*(p- 1) y cuya funcion complementaria es |z|'~/* que genera al espacio
Y k(p - p). Se propone asi la construccion de la variedad mixta k-deformada para
P a través de estos espacios de Lebesgue.

3. Respecto al capitulo 5, mediante algiin tipo de convergencia en redes, caracterizar la
topologia inducida por el atlas sobre 90,,.

4. Desarrollar un estudio del espacio tangente, segiin la variedad construida en el capitulo
5, en la misma via que se ha hecho con la variedad de informacion de Pistone y Sempi
[23].
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Capitulo 7

Conclusiones

En el el articulo titulado “k-exponential models from the geometrical viewpoint”, G. Pistone
deja abierta la posibilidad de construir una nueva estructura que permita interpretaciones
geométricas de aspectos relacionados con la informacion en el contexto del formalismo de
la mecanica estadistica segin G. Kaniadakis. Precisamente propone una la construccion
de una variedad que sea una k-deformacion para la variedad de informacion estadistica,
k
considerando modelos que conectan a densidades positivas p y ¢ de la forma ¢ = ezeqj(u)p,
donde: é es la k-diferencia segin G. Kaniadakis y ¥(u) es alguna funcion de una variable
aleatoria u.

En este trabajo se ha dado respuesta afirmativa al planteamiento de G. Pistone. Precisa-
mente se establece que la funcion ¥ que hace posible la construccién de la variedad es
definida por W(-) = K, x(-) acorde con la definicién 5.6. De tal forma los modelos pro-
puestos son del tipo

k
q= eZer’k(u)p.

Propiamente, la variedad se construye como sigue. La coleccion de pares {(Up i, Sp.k) }pem,
es una atlas modelado sobre 91, donde los conjuntos U, ;, son abiertos en el espacio de
Banach By, = {L%(p-p) : E,[u] =0} y s, es dada por la definicion 5.8 y los mapeos de
transicion son como los indica la expresion (5.32); para asi tener una variedad topologica
sobre M, modelada por los espacios de Banach L% (p - ).
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