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Resumen

En esta tesis, a partir de un parametro k, se propone una definiciéon para el operador
k-transformada deformada de Laplace, en el marco de la teoria matematica desarrollada
por G. Kaniadakis para explicar fenémenos de mecénica estadistica en el contexto de
la relatividad especial. Cuando k tiende a cero, el nuevo operador reproduce al operador
transformada de Laplace. También, respecto al operador k-transformada: se prueban algu-
nas propiedades construyendo una teoria analoga a la que corresponde al operador trans-
formada de Laplace usual, se usa para representar las funciones particion en la mecanica
estadistica de Kaniadakis y también para calcular explicitamente la funcién particion para
un sistema de particulas idénticas en una caja de potencial. Ademés, la memoria de tesis
presenta dos capitulos en los que divulga las k-matematicas de Kaniadakis y su aplicacion
en mecanica estadistica.
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Introduccion

Asi como David Hilbert y sus estudiantes proporcionaron partes significativas de la in-
fraestructura matematica necesaria para la mecénica cuantica y la relatividad general, con
frecuencia en la historia de las matematicas, se encuentran muchos conceptos y desarrollos
formales que han sido motivados por el interés en explicar fendmenos o experimentos de la
fisica. De tal forma, en las dltimas décadas han surgido investigaciones en matematicas,
y sus aplicaciones, que son motivadas por estudios en fisica estadistica; dando lugar a
teorias que aportan al progreso en matematicas y entre una de las cuales se enmarca el
desarrollo de esta tesis.

Precisamente, para describir desde el punto de vista microscopico los fenémenos termo-
dindmicos, Boltzmann y Gibbs desarrollaron el formalismo conocido hoy como mecanica
estadistica o fisica estadistica. Desde el siglo pasado, esta teoria fue objeto de profundos
estudios y diferentes interpretaciones, conducentes a notorios resultados, no sélo en el
desarrollo de la termoestadistica, sino también en el de su aplicaciéon a diferentes campos,
tales como: teoria de informacion, anélisis de riesgo, ecuaciones diferenciales no lineales y
el analisis de sistemas complejos, entre otros. Particularmente, dos pilares de la teoria de
Boltzmann y Gibbs, son: el funcional de entropia S(-) de Shannon, definido por

S((pi)) = —ks ZpiLn(pi) en caso discreto o S(f) = —kp / fLn(f) en caso continuo
, r

(2

(donde kg es la constante de Boltzmann, Y ;p; = 1y [ f = 1 respectivamente) y el
principio de maxima entropia de Jaynes. Este principio establece que la funciéon de den-
sidad de probabilidad menos sesgada que se le puede atribuir a un sistema estadistico,
es aquella que maximiza el funcional de entropia bajo ciertas condiciones fijas, esto es,
aquella en la que la desinformacién es minima. Esto viene a decir que en una situacion
de desconocimiento de informacion la distribucion estadistica menos sesgada sera aquella
que contenga menos informaciéon extrinseca al problema.

Muchos experimentos en varios campos de la fisica como son la fisica nuclear, la materia
condensada y astrofisica, sugieren que la descripcién proporcionada de la estadistica de
Boltzmann-Gibbs resulta ser inadecuada para el estudio de fenémenos anémalos presentes
en dichas areas y se necesita por tanto la introduccién de nuevos formalismos. Entre la
amplia clase de fenémenos estudiados estan la difusion anoémala ( [I], [2] ), la turbulencia
(I3],4]), la termalizacion de los quarks pesados en los procesos de colision [5], la astrofisica
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con interacciones de amplio rango [6] y otros mas [7], [§]. Por lo general, estos sistemas
poseen una estructura multifractal, memoria a largo plazo e interacciones de amplio rango.

En anos recientes el estudio de estos sistemas anémalos ha dado lugar a la necesidad de
estudiar deformaciones de las funciones de densidad de probabilidad estandar y, mediante
ellas, a dar formulaciones alternativas de la mecénica estadistica. Los éxitos de la teoria
de Boltzmann-Gibbs han sugerido que las nuevas formulaciones de la mecanica estadistica
deben preservar mucho de la estructura matemaética y epistemoldgica de la teoria clésica.
Es por eso que nuevas formulaciones de la entropia han sido introducidas, que deben
generalizar el contexto clasico introducido por Boltzmann, Gibbs y Shanonn.

Hasta ahora, varias expresiones para la entropia con sus subyacentes estadisticas gener-
adoras han sido introducidas, como lo son las formuladas por Druyvenstein [9], Renyi [10],
Sharma-Mitta [11], Tsallis [12], Abe [13], Papa [14], Borges-Roditi [15], Landsberg-Vedral
[16], Anteneodo-Plastino [17], Frank-Daffertshofer [I8], entre otras. Varias de estas mod-
ificaciones del funcional de entropia pueden ser expresadas a partir de modificaciones de
las funciones logaritmo y exponencial, por medio de ciertos parametros; algunos de los
cuales pueden ser interpretados fisicamente. Cada reformulacion del funcional de entropia
da lugar a densidades de probabilidad generalizadas asociadas, deducidas por medio de un
principio analogo al de Jaynes que maximice dicho funcional bajo restricciones adecuadas.

Para fines de la tesis, entre las nuevas formulaciones para el funcional de entropia resulta
necesario mencionar dos. La primera definida en 1988 por Constantino Tsallis [12] cuya
version para el caso discreto es dada por

Si((py) = JEp R, gL,
v S(p), sig=1,

donde ¢ es un parametro y k es una constante; su extension al caso continuo se define
cambiando la suma por integral sobre el respectivo conjunto de estados. Dicho funcional se
puede representar por medio de la funcion logaritmo ¢-deformado, definida por In,(z) =
% siqg#1ylni(z)=In(x), de la siguiente forma [19]

Solp) = ki 3 pilng(p:)

En su dominio dicha funcién In,(-) es inyectiva; su respectiva inversa es llamada funcion
exponencial g-deformada y esta dada por exp,(z) = (14 (1 — ¢)z)"/0~9).

La segunda formulacion de funcional de entropia que interesa presentar, es la definida por
G. Kaniadakis [20] a partir de un parametro k con —1 < k < 1, dada por

1
Se((pi)) = —kg Zpiln{k}(—) en caso discreto o S(f) = —kp / flngy(f) en caso continuo,
; Di r

donde Ingy(-) es la funcion logaritmo k-deformado definida por Ingy(x) = 5 (2% —27%),

que es biyectiva y a cuya inversa se le llama funcién exponencial k-deformada definida

por exp,y (z) = (kx + V1 + k2z?)t*,
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En ambos casos, tanto las funciones logaritmo y exponencial naturales como el funcional
S, de Boltzmznn-Gibbs-Shanon, son recuperados en caso limite; concretamente: cuando
q — 1, entonces Iny(-) — In(-), exp,(-) — exp(-) y S4(-) = S(-), y ademés. cuando k — 0,
entonces Ingy(-) — In(-), expyey(+) = exp() y Sk() = S(-).

Ahora, las funciones logaritmicas y exponenciales deformadas (con pardmetro ¢ o k)
cumplen propiedades anédlogas a las de las funciones logaritmo y exponencial naturales, de
forma que a partir de estas nuevas funciones, se construyen otras que generalizan a fun-
ciones basicas en matemaéticas. Como ejemplo se pueden citar las funciones g-deformadas
de seno hiperbolico y coseno hiperbdlico, dadas respectivamente por

exp, (x) — exp, ()
2

exp, (r) + exp,(—)
5 :

senhgy(z) = y coshy(x) =
Dichas funciones permiten una reformulaciéon de la trigonometria hiperbdlica, la cual
recupera a la trigonometria hiperbélica cuando ¢ — 1. Al respecto, en la tesis doctoral que
C. Tsallis dirigi6 a E. P. Borges [19], se muestran varias teorfas reformuladas, por ejemplo
de: g-trigonometria (hiperbolica y circular), funciones g-gaussianas, g-transformada de
Laplace, g-onduletas y ertructuras algebraicas ¢-deformadas. De tal forma, C. Tsallis ha
desarrollado una teoria matematica g-deformada y, por su parte, G. Kaniadakis lo ha
hecho analogamente con k-deformaciones.

La teoria matematica de Tsallis se ha introducido a partir de 1988, por lo que cuenta con
més resultados y aplicaciones que la de Kaniadakis introducida desde 2001. A diferencia
de la teoria de Tsallis, la de Kaniadakis atin no cuenta con desarrollos en anélisis armoénico
(onduletas, transformada de Fourier y transformada de Laplace).

El objeto de la presente tesis es proponer una teoria sobre la transformada de Laplace
k-deformada, de manera que sea aplicable en marcos tedricos de mecanica estadistica,
y ademas divulgar tanto la teoria mateméatica de G. Kaniadakis como algunos aspec-
tos relevantes de su aplicacion en el marco fisico que inspir6 dicha teoria; la relatividad
especial.

Respecto a la estructura del documento: en el primer capitulo se plantean los objetivos, en
el segundo y tercero se presenta la divulgacion de la teoria matematica de G. Kaniadakis
y de su aplicaciéon en mecanica estadistica, en el cuarto se presenta tanto la propuesta del
operador k-transformada de Laplace como algunas propiedades importantes del mismo
y, finalmente, en el quinto capitulo se usa el operador k-transformada para representar
funciones particion en la mecénica estadistica de Kaniadakis; lo que permite mostrar el
uso de la k-transformada para calcular explicitamente la funcién particiéon para un sistema
de particulas idénticas en una caja de potencial.
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Capitulo 1

Propuesta inicial

1.1. Objetivos

Objetivos generales

1. Definir un operador £; que se propondréa como k-transformada de Laplace en el mar-
co de la teoria matematica de G. Kaniadakis, probando ademés algunas propiedades
de £, de manera que pueda ser usado en mecéanica estadistica.

2. Divulgar aspectos relevantes de la teoria matematica de G. Kaniadakis y contextu-
alizarla en su origen; la mecénica estadistica involucrada en la relatividad especial.
Objetivos especificos
1. Definir el operador £; y su respectivo operador inverso, estableciendo condiciones
suficientes para su existencia.
2. Presentar propiedades del operador £, andlogas a las de la transformada de Laplace.

3. Emplear el operador £, para expresar las funciones de particién en la mecanica
estadistica de Kaniadakis.

4. Divulgar la teoria matematica de Kaniadakis y algunos aspectos de su aplicaciéon en
mecénica estadistica.



CAPITULO 1. PROPUESTA INICIAL



Capitulo 2

Matematicas deformadas segtn
Kaniadakis

El planteamiento y muchos aspectos basicos de las matematicas k-deformadas, segin G.
Kaniadakis, aparecen en varios articulos recientes, en los cuales la mayoria de resultados
bésicos se presentan sin demostracion. En este sentido, G. Kaniadakis, en el articulo
"Statistical mechanics in the context of special relativity"[21], present6 en el ano 2002
una breve pero detallada y precisa compilacién de resultados matemaéaticos.

El presente capitulo expone los resultados basicos de las matematicas k-deformada, segtin
G. Kaniadakis, incluyendo las demostraciones de los mismos. La mayoria de dichos re-
sultados aparecen en [2I], por lo que se presentaran sin cita; solo se citaran aquellos
resultados que correspondan a otros articulos.

2.1. Algebra deformada

G. Kaniadakis consider6 una forma de introducir deformaciones que dependan de un
parametro real k y para ello considera la clase de funciones real-ampliadas de variable
real-ampliada ¢, a las cuales denomina funciones generadoras de la deformacion,
tales que satisfagan la siguientes propiedades:

i) g es de clase C*°(R); continuamente infinitamente diferenciables.

ii) g(—z) = —g(x), para cada namero real x.

iv) g(fo00) = +o0.

v) g(x) — z, cuando x — 0.
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Dados un parametro real k£ y una funciéon generadora de deformacion g, se introduce la
funcién real de la variable real, denotada por x(y y definida: para k # 0 por zy = y(x)
tal que y sea soluciéon al problema de valor inicial

dy (k)

de T+ Tg(kn)l”

1
y por x;qv = x. De tal forma, y(xz) = —In(y/1 + [g(kx)]? + g(kx)) + C, es decir,
0} 2

y(0) =0

1
y(x) = arcsen hg(kz) + C.
Ahora bien, como g(kz) — kz, cuando z — 0 y ¢ es continua por ser de clase C*(R),
resulta que g(0) = 0. De lo anterior y dado que y(0) = 0, se sigue que C' = 0, por lo que

1
y(zr) = 7 aresen hg(kz)

y se adopta la notacion

1
Ty = Earcsenh(g(k‘x}). (2.1)

Las siguientes propiedades se heredan directamente de las correspondientes propiedades
de una funcién generadora g.

i) xgy es de clase C*(R).

ii) (—ZL‘){k} = —l‘{k}.

dl‘{k}

iii) . > 0.
iv) (d00)qk = £oo.
V) Ty — x, para £ — 0 y entonces Oy = 0.
vi) xgy — @, para k — 0, lo cual da sentido a la definicién que establece z(0y = .
vil) (2){-ry = T(}-

Ahora, la funcion z gy es estrictamente creciente en su dominio, por tanto existe su funcion
inversa. Sea y = %arc sen hg(kx), por lo que

1
x = Eg_l(senh ky)

e intercambiando x , y se tiene y = %g‘l(senh kx). La anterior es funcion inversa de
Ty que serd denotada por z*} | esto es,
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g = %gl(senh(lm)). (2.2)

y por lo tanto,

La suma de nimeros reales puede ser generalizada como sigue. La suma k-deformada,

k
o k-suma es la ley de composicion @ definida por

k 1
@y = (zpy +ym) ™ = Eg”[senh[arcsenh(g(k:v)) + arcsenh(g(ky))]. (2.3)

Es de resaltar que serd muy ttil expresar lo anterior mediante

k
(* ® V) = Tgry + Yiny

y que la k-suma se reduce a la suma usual cuando k£ — 0, esto es,
0
rTDy=x+y.
k
Proposicion 2.1.1. La estructura algebraica (R, ®) es un grupo abeliano.

Demostracion.

1) Para simplificar argumentaciones, se inicia la prueba con la propiedad conmutativa:
k
rdby=yod.

k k
zdy = [(z@y)p)™

= [z +y]™
k
= [y @ 2)m]™

k
y D .

koo k kook
2) Propiedad asociativa: (t @ y) D z=z2 @ (y ® 2).

(x

Sk
Sk

Z —_=

[(fv & ) & 2 ry)
){ }

Y) (

((z® ){k} + 2()

(zpy + yoy) + 2™

= (zpy + (@/{k} +21y))

(x{k} + (y & 2)y) ™
([z & (y & 2)ry)

= 2B b2).
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k k
3) Elemento neutro: el ntimero real cero es el neutro k-aditivo, estoes, t @ 0 =0 @ = = x.

4) Elementos inversos: el inverso k-aditivo de un real = es —z, esto es,
k k
r® (—x)=(—x)dxz=0.

16 (—1) = [(26 (—2))]™

[
= [ow + (—2)w™

Ty — wiry]

[
= [0gy]™

k
Como es de esperar, la k—diferencia indicada con © es definida por
k k
TOy=2d(-y).

k
También se introduce el k-producto mediante la ley de composicion ®, definida por

k 1
@y = (v yuy) M = Eg’l(senh[arcsenh(g(kx)) -arcsenh g(ky)]). (2.4)

k
Nuevamente ® se reduce al producto usual cuando k — 0, esto es,

0
TRy =u1ay.

k
Proposicion 2.1.2. La estructura algebraica (R — {0}, ®) es un grupo abeliano.

Demostracion.

ko k
1) Ley asociativa: (z ® y) ® z

Il

8
K=
—
NS
®
&
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[( y) & 2 py)
{k}
{k}
{k}

(z ® ){k} Z(k})
@y - ywy) - 283)
Ty Yy - 200)
rpy - (0 © 2)) ™

4 & (y @ 2))y) ™
(

y®2)

(
(
(
(
(
(

= x@

k k
2) Elemento neutro: el elemento neutro k-multiplicativo es I = 1%} estoes 2 @ I = I ®

r =.

k
(r® I){k:}]{k}

{k}
1
3) Elemento inverso: para cada real = # 0 el inverso k-multiplicativo es T = (—) , es
ik}

k k
decir, r @z =x®x=1.

k k
rQ®r = [($ & f){k}]{k}

= [z - 2™

L){k}]
T{k}

L]{k}

Ty
116}

){k}

= (2 - [( {k}

= [zpy-

Finalmente, la prueba de la propiedad conmutativa es inmediata debido a la definicion
del k-producto.

O
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k
Desde luego la k—division © esta definida por

{k}
k ko k 1
TQYU=2QYyY=r | — .
Y{k}

Con las deformaciones de las operaciones aritméticas usuales, los reales constituyen un
campo, como afirma el teorema siguiente.

k k
Proposicion 2.1.3. La suma deformada & y el producto deformado & satisface la ley

distributiva, esto es,

(B @y =(01)E(zOy) (2.5)

kok
y por tanto la estructura algebraica (R, ®,®) es un campo.

k k
Demostracion. Ya se probo que (R, ®) y (R — {0}, ®) son grupos abelianos, falta probar
la propiedad distributiva.

2 & (z & W]y
(K}
(K}

@Dy =

(

(zpy - (z & ky){k})
(zry * (Tgey + Ygey)
(

(

(

Z{k} Try + Z{k} Yoy M

(2 ® ) + (2 & vy ™

t®1) (2B y).

]

kok
Se puede observar que el campo (R, @, ®) es isomorfo con el campo (R, +,-). Mas atn,

k k k
para k #0, z- (z D y) # (z-x) ® (z-y) y la estructura (R, ®, -) no es un campo.

ko k
Para probar el isomorfismo, sea f : (R, ®,®) — (R, +, ), definida por f(zqy) = vq0y =
x. La funcién f es inyectiva ya que

f(xmy) = flygy) = 20y = Yoy = v =.

También, f es sobreyectiva ya que para todo y € R existe z = y{% tal que

f@)=f' = ')y =y
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Ahora,
k k
(@ Yw) = (DY) = 20 + Y0
= flzwy) + flypy)
y ademas
k k
f(z®y)wy) = (T @Y)oy = 0} - Y{oy
= - y

= flzwy) fymy)

kok
De tal forma (R, @, ®) es campo isomorfo a (R, +, ).

Proposicion 2.1.4. La funcion z1* tiene las propiedades

k k

Demostracion.
k k
% @ y{k} _ [(x{k} ® y{k}){k}]{k}
= [(x{k}){k} + (y{k}){k}]{k}
= (z+y)".
y

k k
o @yttt = [(m{k} ® y{k}){k}]{k}
= [(x{k}){k} . (y{k}){k}]{k}
(z-y)™
[

Proposicién 2.1.5. La funcion zg, y su inversa Y cumplen las siguientes leyes de
escala:

Demostracion. Sean

¥=zx y kK =-.
z
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1
Ty = = arcsenh g(k'z") = v arcsenh g((zx);)
z 1
z arcsenh g(kx) = Z(E arcsenh g(kx))
= 2Ty
y

: 1 1 k
' = = g (senh(k'z)) = v g '(senh zx;)

A |
= 79 (senhkx):z(zg (senh kx))

= 2zlM

O
Proposicion 2.1.6. Se verifica la siguiente ley pseudo-distributiva
k k/z
2 (x@y)=(2-7) & (2-y)
y en consecuencia la estructura (R, ®,-) es un pseudo-campo.
. k
Demostracion. Sea x' =zx 'y k' = —.
z
k k
2 (xdy) = 2 (D)™
1 1
= z- (v +yp) ™ =2 (; Ty + 2 yj[k’}){k}
1 1 &
= z- (;(x/{k’} + Yry)) b=z (=(2' @ y'){k’}){k}
1 ,
= [z (;(l" @y ) pry)]
K ,
= [ @ y) )™
k,/
— ‘r/ EB y/
k/z
= (z2-2) ® (2-9)
O

kE k ko k
Hasta el momento, se han presentado las k-operaciones ( &, 0, ® y @), dependiendo de
alguna funciéon generadora ¢. La teoria desarrollada en el resto de esta tesis, se haréd



2.1. ALGEBRA DEFORMADA 15

tomando en particular a la funcién identidad (g(z) = x) como funcién generadora. De tal
forma se tiene lo siguiente.

Las funciones x) y 2%} definidas por (2.1) v (2.2) son

1
Ty = Earcsenh(kx). (2.6)

1
ok = Esenh(kx). (2.7)

La k—suma y el k—producto son dadas respectivamente por

k 1

rTBy= %senh[arcsenh(kx) + arcsenh(ky)] (2.8)
k 1

TRY = Esenh[arcsenh(kx) -arcsenh(ky)] (2.9)

En particular, la k—suma asume una forma muy simple dada por

k
T @y =a\/1+ k22 +yV1+ k222 (2.10)

En efecto; si w = arcsenh(kz) y 2z = arcsenh(ky) (y por tanto kz = senhw, ky = senhz),
entonces ([2.3)) se transforma como sigue:

k

1
xrdy = Esenh[arcsenh(k:x) + arcsenh(ky)]

1
= —senh(w + 2)

= —[senhwcoshz + coshwsenhz]

= E[k‘xv 1+ senh?z + kyv'1 + senh?w]
= xV1+ senh?z + yVv1+ senh?w

= o1+ (ky)? +yv/ 1+ (kx)?

= a1+ k22 +yV1+ k222

—_ ] =

Finalmente, se tiene que

k
r Oy =av1+ k22 —yV1+ k22 (2.11)

La diferencia de cuadrados también se puede escribir en términos de lo que se podria
llamar producto de k-conjugadas, esto se expresa a continuaciéon y serd util més adelante.

(xéy)(xéy) =22 — 2 (2.12)
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Demostracion.

@ENESY) = @&y d(—y)
= (zv/1+ k292 + yvV1+ k222) (z/1 + k22 — yV/1 + k222)
= 1+ k") -y 1+ k)
— 224 k2x2y2 . y2 . /{;2x2y2

— 222

2.2. Exponencial deformada

La funcién exponencial k-deformada se puede introducir mediante una modificacion del
concepto de derivada (a derivada k-deformada), de manera que la funcion que se llamara
exponencial k-deformada quede invariante bajo dicha derivada. A continuacién se pre-
senta la modificacion de la derivada propuesta por Kaniadakis, con la cual se pueden
extender mejor las propiedades de la funciéon exponencial natural, a las de las funciones
exponenciales k-deformadas.

Se introduce el conjunto de funciones F = {f : R - R : f es de clase C*°(R)}. Se
define la k—derivada para las funciones f del conjunto F por

Fla) S = 1)

z T k
d{k}x - T e z.

(2.13)

El k—diferencial dgy) se define pordx ) = dypy.

Se observa que la k—derivada, la cual se reduce a la forma usual cuando k tiende a cero,
puede ser escrita de la siguiente forma

Yo d@) 1 &
diyx N dx iy n drgey/de  dr

(2.14)

de donde

@) 1 i) &)
Qe VTR dr VTR (215)

De lo anterior es claro que la k—derivada es regida por las mismas reglas de la derivada
usual u ordinaria.

Ahora bien, se define la funcién exponencial k-deformada o k-exponencial por

expyyy () 1= exp(w(ry) = exp(arcsenh(kx)), sik#0 y expy(z)=exp(z), (2.16)
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Para k # 0, se puede expresar la funcién k-exponencial por

el

expyy(r) = (V1+ k22 + ka)v. (2.17)

En efecto,

expyy () = exp(zy)
1
= exp(% arcsenh kx)
1
= exp(E In(vV1+ k222 + kx))

= exp(In(v1+ k222 + kx)%)
= (V14 k2?2 + kx)%

La siguiente figura muestra la forma en que se aproximan los k-exponenciales al exponen-
cial natural.

Funciones k-exponenciales superpuestas

! : ! ! ! ! ! i
|| =yl 5 5 5 5 5 P
yenpl) i i i i i I
[ -omeeem Y:EXP{U_HO) H H H H H f, M
o i i i i i i i
2 -1.58 -1 0.5 o 05 1 1.5 2

Figura 2.1: en el primer cuadrante expy) es menor que exp y en el segundo la situacion
se invierte.
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La funcién k-exponencial es funciéon propia para la k-derivada en el siguiente sentido,

d
d{k}x

expy () = expygy (). (2.18)

Demostracion. Para probar lo anterior, se vera primero que

d €XP{k} (z)
e 2)] = R 2.19
En efecto,
d d / 2.2 l
lexpy ()] = —[(V1+k22? + k)]

= l[(\/1 + k22?2 4+ kx)%*l][ﬂ + k]
k 2v/1 + k22
1 1 k‘QCL’

= S[(VI+k222 4 ka)t ) [——= + k
2l e 4
1 v KR+ kT4 k222

= —[(V1+ k222 + ka)*
A e

kx + 1+ k22?

= [(V1+ k222 + kg)5 2
! I A

_ exp(rgy)
V14 k222

ey
V14 k222

y teniendo en cuenta (2.15) se sigue precisamente lo que propone ([2.18)). O

De otro lado, se verifica también una simetria respecto al pardmetro de deformacion, esto
es,
eXP{fk}(x) = XPyry ().

En efecto,
expy_g} () = exp(z_ky) = exp(z(ry) = expyyy ().

A continuacion se verd que el k—exponencial tiene justamente las propiedades de la ex-
ponencial ordinaria.

expyy(z) € C*(R) (2.20)

La funcién k—exponencial es un elemento de F, es definida como la funciéon propia de
la, k—derivada ﬁ expyyy (2) = expyyy (), este hecho garantiza que expyy, (z) es de clase

C*R y que
d
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Es claro que expy;, (—o0) = 07, expy,(0) = 1y expg, (+00) = +oo. Ademas,

CXPyk} (z) eXP{k}(—l‘) =1
ya que
expyy (z) expyy (—z) = (V1 + k22 + kx)%(\/ 1+ k222 — kx)%

= 1+ k% — kK2R
~ 1L

De otro lado, el k—exponencial tiene las dos propiedades

k
(expgy ()" = expy(re) vy expyy(w) expyy (y) = expyy (z O y)

Demostracion. En efecto,

(expy (@) = ((VI+ K22+ ka)e)'
= (V1+k22 4 ka)k

/ k? ko1
= ( 1+T—2T2I2+;T$)k/r

k2 ko
— 1 — 2 — k/r
(1/1+ . (rz)? + 707":1:)

N k
= (W1+k2+k2)n k=—z=rz
T

eXPyki} (2)
€XPyky (rz)

expygy(2) exppy () = exp(ziny) exp(yr)
= exp(Ty + Yy)

= exp((z & y)y)

k
= expyy(r D y).

Para terminar esta seccion se verificard que efectivamente, lfmy o expyy () = €.

1 n(Vi+k2z2+kz
sea y = (V1+ k%22 + kx)*, con lo cual lny = w

19

(2.22)

(2.23)



20 CAPITULO 2. MATEMATICAS DEFORMADAS SEGUN KANIADAKIS

) _In (V1 + k222 + kx)
limIlny = lim

k—0 k—0 k

1 2

~ Jim (x N L)

k—0 (\/ 14+ k222 + k‘x) V1 4+ k222

" 1 V1+ k222 + kx?
= lim .

k=0 /1 + k222 + kx V1 + k22

T
ilfl—r>r(1) V14 k222

= X.

Por lo tanto limy oy = e y asf limy g expyy (z) = €.

2.3. Logaritmo deformado

La funcion k—logaritmo In;(-) es definida como la funcion inversa del k—exponencial,
es decir, la que cumple

Ingy (eXP{k} () = eXp{k}(ln{k}(I)) =

y estéa dado por

Ingey (z) == (In z) k= %senh(k:ln ). (2.24)

De lo cual resulta que

Ingoy(z) =Inx

Ingy(z) = 4 senh(kInz) o més apropiadamente
ok ok
1 = 2.25
Ny (7) ok (2.25)
. —k_ .k k_,.—k
También se obseva que Ing_z)(z) = === = “5/— = Ingy(2).

La siguiente grafica ilustra el comportamiento de los logaritmos k-deformados respecto a
la de logaritmo natural.



2.3. LOGARITMO DEFORMADO 21

Funciones k-logaritmicas superpuestas

y=Inft)

¥=Ing gff)
V=|n(n S}m
IH " y=Ing 7t 1 -------------------- r -------------------- 1 -------------------- r -------------------- ------------------- —

Figura 2.2: después de t = 1, la grafica de Iny(-) es menor que la de In(-) y para 0 < t < 1
la situacion se invierte.

El k—logaritmo, como el logaritmo ordinario, cumple las siguientes propiedades.

L. Ingy(-) es de clase C®°(R™).

La prueba es evidente, debido a la forma en que se define Ing;(-).

2. El k-logaritmo es funciéon no decreciente.

Demostracion. En efecto,

d d zk— gk
1 = =
dz Mo (@) el T
B kak—1 4+ kp k-1
N 2k
.CCk_l +$_k_1
ey #

> 0, puesx > 0.

3. ln{k}(0+) = —OQ.
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Demostracion. En efecto,

1 0") = Ilim 1
gy (07) = lim Ingy(z)
. ok ek
= lim
z—0t 2k
-1
= 1
1
ot
= —00
O]
4. ln{k}(l) = 0.
5. Inggy (+00) = 400
Demostracion.
) gk gk
Mg (too) = Jin oy (n) = Jin =
i -1 1 a1
o xggo 2k xk _ﬁxggo xrk
= —o0.
O]
6. ln{k}(%) = —ln{k}(x).
Demostracion.
S E RN €3 €3 R o e o
n —_ = =
LAY 2%k 2%k
=gk (@ —ah)
N 2k 2k
ok gk
T %
= —lIngy(x)
O

7. Ingy(2") = ringey (), para todo real 7.
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Demostracion. En efecto,

Ingy(2") =

2rk

= r(—x ;w:c ), w=rk

= rin{w}(x)
= rin{rk}(z)

k
8. ln{k} (ﬁy) = ln{k} (l’) D hl{k} (y)

Demostracion. En efecto,

Ingy (zy) = (lnxy){k}
= (Inz+Iny)™

k
= (na)™ & (Iny)™

k
= Ingy(z) © Ingy(y)

2.4. 'Trigonometria deformada

La trigonometria circular k-deformada se define a partir de la trigonometria hiperboélica
k-deformada, la cual se inicia con las definiciones de seno y coseno k—hiperboélicos como
sigue:

B eXP{k}(iﬂ) - eXP{k}(—f’?)

senhyy (x) = 5 (2.26)

expyyy () + expyy (—)
5 .

coshyy(x) = (2.27)
Teniendo en cuenta que segun las expresiones anteriores, senhy(+) es funcién impar y que
coshy(-) es funcion par, al sumar las dos anteriores expresiones se obtiene la k-formula

Euler dada por
exp{k}(:lzx) = coshyy (v) £ senhyy (). (2.28)

Es directo introducir la trigonometria k—hiperbdlica, la cual se reduce a la ordinaria
cuando k£ — 0, por ejemplo, las féormulas
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cosh%k}(x) - senh%k}(x) =1 (2.29)
senhggy ()

tanh = — 2.30

anhgy () coshiy(x) (2.30)
coshyy ()

th = ——7= 2.31

cothyy () senhry () (2:31)

siguen siendo validas.

Todas las formulas de las trigonometria hiperboélica ordinaria siguen siendo validas después

de una deformacion apropiada. La deformacion de una féormula dada puede ser obtenida

comenzando con la correspondiente formula no deformada, haciendo en el argumento de
k

las funciones trigonométricas hiperboélicas las sustituciones x +y por = @ y, y obviamente

k k
nx por x @ x...dx (n veces). Por ejemplo, resulta

k k
senhygy (x © y) + senhpy (x © y) = 2senhyy (z)coshyy (y)

k
senhggy(x & y)

tanh () + tanhgy (y) = coshyy (x)coshyy (y)

La k-formula de Moivre incluye funciones trigonométricas hiperboélicas con argumentos
del tipo rz con r € R, asume la forma

[coshyiy (x) £ senhpy (x)]” = coshyymy (ra) £ senhyy)ry (ro)
En efecto,

[coshyy(x) £ senhgpy ()] = [exp{k}(ix)]’"

= expyy(£rz)
= coshyym(rx) & senhry (ro)

Ademas las formulas que incluyen las derivadas de las funciones trigonométricas hiper-
bolicas siguen siendo ciertas, después de usar una deformaciéon apropiada, por ejemplo se
tiene que

senhgy (x) = coshyy (x) y

tanhg (z) = sec h?,, ().
T{k} Ty {k}( ) {k}( )
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En efecto,

dx{k}

tanhg ()
Lk}

También,

dx

dx

4 [coshy(x)] =

4 [senhg(z)] =

d ,€XPyy (z) — eXP{k}(—x)

senhggy (v) = )

dx{k} 2

1 d

= idx{k} (eXP{k}(x) - eXp{k}(—x))

1 dexpyy () expyy(—2)
2 da:{k} dx{k}
(exppy (7) + exppyy (—2))

2

= coshgy ()

d senhgy(x)

dz gy coshgpy ()

coshypy (x)coshyy (x) — senhygy (x)senhyy ()

coshi;, (x)
coshiy, (v) — senhfy (2)

coshi,, (x)
1
cosh%k}(m)
sec h%k}(x).

i expy(z) — expy(—x)

dx 2

expy,(z) — expy(—2)
2v1 + k2x?

senhy ()

d expy,(z) — expy(—x)
dz 2

expy,(z) + expy(—)

21 + k222

coshy.(x)

V14 k222

25

La k— trigonometria ciclica puede ser construida analogamente. El k—seno y el k—coseno

se definen como
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senggy(x) = —isenhyy (ix) (2.32)

cosqiy () = coshypy (ix). (2.33)

De lo cual resulta: sengy(x) = sen(zpry) v cospy(x) = cos(xpry).

Se cumple también la identidad pitagoérica, en el siguiente sentido

sen: (z) + cosi(x) = [—isenhy(iz)]* + [coshy(ix)]?
= —senh} (ix) + coshi(iz)
= [coshy(iz) + senhy(ix)][coshy(ixz) — senhy(iz)]
expy,(ix) expy(—iz)
expy iz & (i)
= expy(0)
=1

Ahora, una generalizacion del teorema de Moivre es

m

(cos(x) iseng(z))™ = cosx (mx) £ sen%(mx).

k.
ya que

(cosg(z) £iseng(x))™ = [expy(Fiz)]™
= eXp%(:I:imx)

= cosx(mx) £ isenx (mz).
m m

El teorema de Moivre, para funciones k—hiperbolicas esta dado por:

[coshy(x) + senhy(x)]™ = coshx (mx) + senhx (mzx).
En efecto,
[coshi(x) + senhy(z)]™ = [expg(z)]™
= expx (mz)

= coshx (mz) + senh x (mx).

Entre las derivadas de funciones trigonométricas k-deformadas se tiene:

cosy(x) seng ()

i ( — i ( A S/
o [seny(z)] = Ny y d [cosi(x)] = _m'
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Demostracion.

[seng(z)] = —isenhy(ix)]

= — |—1

dzr | 2
= 3 foxpu (i) — expy(~i)]
—i _Z,expk(ia:) + z'expk(—i:v)}

2 | V1 — k222
1 [expy(iz) + expy(—ix)
- 5 [P
expy,(iz) + exp,(—ix)
2V1 — k2%a?
coshy(ix)
cosy(x)

Nipyer

d [ expy(iz) —expk(—ix)}

d d

7 [cosi(x)] = o [coshy (i)

d [expk(m) + expk(—ix)}

dx 2
| expy(iz) — i expy(—iz)
{Z 2T - 2a? }
_expy(iz) — exp,(—ix)
iR
_senhy (ix)
seng(x)

]

Ahora, para encontrar la versiéon adecuada de la féormula de Euler, se usara la expansion
es serie de Taylor para expy;, en torno a zo = 0, la cual esta dada por:

.7:
expy(x Zan g kz? <1

con los coeficientes a,, definidos por

(Zo(l{?) = ]., (Il(k) =1
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3

(k) = [T 11 - 23] v

I
o

azms1 (k) = | [[1 = (25 — 1)°F7].

—:

Il
—

J

Es claro que a,(0) =1y a,(—k) = a,(k). Notemos que los primeros tres términos de la
expansion en serie de Taylor son los mismos de la exponencial ordinaria, a saber

1 23
eka(w)=1+x+§x2+(1—k2)§+...

La k—exponencial de un ntmero imaginario iz esta dada por:

exp,(iz) = Z an(k‘)%

TE] 5!

= ) (1) (k) ém +iZ(—1)”a2n+1<k>m

n=0

= cosi(x) + isen(x).

Se tiene asi la formula de Euler, es decir,
exp(Fix) = cosg(z) + iseng(x)

y ademas,

)
x2n

cosy(r) = Z(—l)na%(k‘) (2n)!

n=0

(2.34)

o x2n+1
sen(2) = 3 (1" @z G,

n=0

(2.35)
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Es claro que si k — 0, estas expresiones se reducen a las expansiones en series de Taylor
de las funciones exponencial, seno y coseno usuales.

2n

Se analiza ahora la convergencia de la serie cosy(x) = Z?:0<—1)na2n(k)%.

o [ty [0 anaBa 2 on)
— lim ania(k)2” ’

n—oo | ag, (k)(2n + 2)(2n + 1)
—2? TT0 o [1 — (25)%k?)
— lfm T :
nooo | (20 +2)(2n + 1) [T7, [1 — (24)2K7]
| = PR TT o[ - (29)°K°]
Tt | 20+ 2)(2n + 1) [ [1 — (2))%K2]
.| = (1 = 4n?k?)2?
= lim
nooo | (20 4 2) (20 + 1)
.| (4n?k? — 1)2?
= lim |——————
An’k? — 1
4n? + 6n + 2

= 22 lim
n—oo

= 2°k2.

De tal forma, el criterio del cociente muestra que la serie dada en ([2.34) convergen abso-
lutamente en la region |z| < |k|71.

De manera analoga sucede con la serie seng(x) = fo:()(—l)”c@wrl(l{:)ﬂ dada en

(2n+1)!
@2.35).

2.5. Funciones inversas deformadas

Las funciones k—hiperbolicas inversas o las k—trigonométricas ciclicas inversas pueden
ser introducidas comenzando por las correspondientes funciones directas como en el caso
de las mateméaticas no deformadas. Es facil verificar que las k—funciones inversas estan
relacionadas con el k—logaritmo de la manera usual por las férmulas de las matematicas
corrientes. Por ejemplo se tiene

arcsenhggy (v) = —ilngy (iz + V1 — 22) (2.36)
1 1+
arctan hygy (z) = 3 ln{g}(l — :z;) (2.37)
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Demostracion. Como se indicd anteriormente, partamos de la forma directa. Sea y =
senhyyy(x), de tal forma se tiene

1
y = senhyy(x) = E[exp{k}(x) — expyyy (—)]
1 1

— 5[6Xp{k}(x)] B m

1 expygy () expyy () — 1
2 eXPyyy (x)

1 (eXP{k}(x))z -1

20 expyy(e)

de donde (expyy(7))* — 1 = 2y expy,y () y por tanto (expy,y (7))* — 2y expy,y(z) — 1 = 0.
De lo anterior expy;, () =y + /y? + 1, mas despejando la variable z se sigue que

r=Ing(y+Vy?+1).

Ahora, x denota a la funcién arcsinhyyy(y), por lo que intercambiando x,y, se tiene
arcsenhiy (r) = Ingy (v + V1 + 22).
Ahora, al cambiar x por iz, se sigue que arcsenhgy(iz) = Ingy(iz + /1 — (ix)?) =
Ingy (iz + /1 — 22), esto es,
arcsenhyg (ir) = Ingy (iz + V1 — 22).
Ahora, se probaré Seay = sengpy(z) = —isenhgy (iz). De tal forma —¥ = senhyy (ix)

y despejando x se sigue que x = —iarcsen gy (iy). Finalmente, intercambiando z,y se
tiene y = —iarcsinhg, (iy) o en forma equivalente

arcsenhgy (v) = —iarcsenhyyy (iz) = —ilngy (i + V1 — 22).

Se probara ahora [2.37] Sea y = tanhg;(x), con lo cual

senhyy (x)
coshyy coshyy ()

z[exp{k}(x) - eXP{k}( )]
i

3lexpyy (7) + expyy (=)

_ expypy (2) — expyy (—)
B eXp{k}(-f) eXp{k}( z)
_ expypy () — exp{k}u
— exp{k}(ff)‘f'exp{k} )
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[exp ey ()2 —1

Txpgo @PHL De la anterior expresion se obtiene ([exp(zgy]* + 1)y =

y se tiene y =

[exp(zxy]* — 1 que se puede transformar en [exp, (2)]* = %Z y despejando la variable
x se obtiene x = Ingy i—i’/’ = %ln{kﬂ} }f—z Como x denota a la funcion arctan hyy (y),

intercambiando x,y se tiene que

1 14+
arctan hygy (z) = 5 Ings 0 (1 —

2.6. Suma y producto de funciones deformadas

Considérese el conjunto de las funciones reales no negativas D y la ley de composicion ®
k

definida por
f (%) h = expyy(Ingy £+ Ingy h), (2.38)

la cual se reduce al producto ordinario cuando k — 0, esto es, f @ h = f - h.
0

Proposicion 2.6.1. La estructura algebraica (D — {0}, ®) forma un grupo abeliano.
k
se probaran las siguientes propiedades:

1. Ley conmutativa f @ h=h ® f
k k

2. Ley asociativa (f®@ h) @ w = f ® (h ® w)
ko k koo k

3. Elemento neutro f@1=1® f = f
k k

4. Elemento inverso f ® (%) =z f=1
k k

e

Demostracion.

f@h = expyy(Ingy(f) +Ingy(h))

= expyy (ln{k}(h) + hl{k} (f))
= h(% f.
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exXpyyy Inga (f ® h) + Ingy (w))

(

eXD gy (ln{k}(exp{k}(ln{k}( )+ Ingy (h)) + Ingey (w))

expyy ((Ingry (f) + Ingey (h)) + Ingey (w))

exp gy (Ingey (f) + (Ingey (h) + Ingy (w)))

exp iy (Ingey (f) + gy (exppy (Ingey (7) + Ingey (w))))
(Ingey (f

expyyy (Ingry )+ Ingy (b (%) w))

f%(h(%w).

3. En primer lugar, se supone que existe h € D tal que f ® h = f, para todo f € D.
k

Para Hallar de que forma seria h, se tiene que si f ® h = f, entonces:
k

expyy (Ingey (f) +Ingy (b)) = f
Ingy (f) + Ingey (R) = Ingey (f)
ln{k}(h) =0

h = eXP{k}(())

y por tanto h = 1. Se vera ahora que efectivamente h = 1 cumple la propiedad.

fel = expyy(Ing(f) +Ingy (1))

= expyy(Ingy (f) +0)
= expyy(Ingky(f))
= f

fe=) = eXP{k}(ln{k}(f)+1n{k}(%))

exp gy (Ingry (f) — Ingay (f))
= eXp{k}(O)
=1

La division @ puede ser definida de la siguiente manera:
k
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Ademas la potencia k—deformada f®" esta definida como:

for = expy (r Ingy (f)) (2.39)

la cual generaliza la potencia ordinaria f". En particular, cuando r es un entero se tiene
que f" = fRf...® f, r veces.
k k

En la siguiente proposiciéon cuya, prueba se omite, se presenta la estructura de monoide
abeliano, es decir, una operacion definida en un conjunto no vacio que cumple las propiedades
asociativa, existencia de elemento neutro y conmutativa.

Proposicién 2.6.2.

1. La estructura algebraica (D, ®) forma un monoide abeliano. El elemento 0 no admite
k

un elemento inverso. Ademds, solo en el caso del producto ordinario resulta que
f (%) 0=0 % f=0.

2. En D, se define la ley de composicion @ mediante
k
@ h = expy (nlexpingey (1)) + exp(ingey ()]} (2.40)

La estructura algebraica (D, ®) forma un monoide abeliano.
k

El producto ® y la suma @ son operaciones distributivas, esto es:
k k

w® (f@h)=wef)dweh).

El producto ® permite escribir la siguiente propiedad del k—exponencial.
k

expyy ()  expyy) (y) = expyy (v +y) (2.41)
Demostracion. En efecto,

expyy () % expy(y) = expyy (Ingey (expyyy (7)) + Ingry (expyy (v)))

Equivalentemente la ecuacion [2.41] puede ser escrita en la forma

Ingey (f ® h) = Ingy (f) + Ingry () (2.42)
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Demostracion. En efecto,

f ® h = expgy (Ingy (f) + Ingy (b)) implica 1H{k}(f§>) = Ingy (f) + Ingey (h).

La ecuacion da una propiedad pertinente para el k—logaritmo.

Finalmente, partiendo de la definicion de la k—potencia, f®", se obtiene la siguiente
relacion.

ringg (f) = Ingy (f%7), (2.43)

ya que de se sabe que si f%" = exp, (rIngy (f)), entonces Ingy (f€7) = 7 Ingy (f).

2.7. El k—exponencial y el k—logaritmo

En esta seccion se dan algunas de las propiedades basadas en las referencias [20], [22] y
[23], de las funciones expy, (+) v Ingey (+).

En la teoria cuéntica de grupos, es importante la funcion dada por, [25] y [26],

qx _q—:c
] =1—1_, 2.44
[z] = (2.44)

que resulta ser proporcional a z¥} es decir, se tiene

1
- {k}
x| = T 2.45
] Ty (€) (2.45)
y puede ser escrita ademas en la forma

1 T
o = Do) (2.46)

hl{k} (6)

1

con ¢ = €*. Es de resaltar que la simetria de la teorfa cuantica de grupo ¢ < ¢! esté

relacionada con la simetria k <> —k para los k-exponenciales de la presente teoria.



2.7. EL K—EXPONENCIAL Y EL K—LOGARITMO 35

_g— 1 .
Ahora, denotando k' = ©=I—, se tiene

[z +y] = ln{kl}(e) (@)™

k

k
= (y™ @yt

1 k

k
ke
o
ko b E

= @t @My

28 & 1

k k
‘7M{}@M{}

k "k
_ 2k} {k}

¥ @M
N O S
ln{k}(e) ln{k}(e)

= L]

y por tanto
[z +yl = [«] @ [y]. (2.47)

De forma analoga se puede verificar que

[zy] = [z] @ [y], (2.48)

_ g=q”'

/
con k 5

Ahora se exponen otras propiedades importantes sobre k-exponenciales y k-logaritmos.
Como en los casos naturales, la funcion k-exponencial es concava y la funcion k-logaritmo
es convexa, esto es,

d? d?
@(exp{k}(a:)) >0, zeR y @(ln{k}(:c)) <0, z>0. (2.49)
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Demostracion. En efecto, de (2.19)) se tiene que
d? d d
E[exp{k}(x)] = ﬁ[% €XPk} ()]
d eXP{k}(~’15)
dr /1 + k222
ex (z) 2,
T (VI+R22%) — 5208 exp(v)
1+ k222
exp(xry) — \/ﬁ—%x? exp(@xy)
1+ k222
(V1 + k222 — k*x) exp(z i)
(1+ k222)2
(VIF R — Koa) expyy (@)
(15 1)}

lo cual positivo para, |k| < 1, como se puede ver en la siguiente cadena de implicaciones:

—1<0

F2?(k* —1) <0< 1

ko — k2 < 1

E*z? < 1+ ka?

iz < V14 k222

V14 k22— k2 >0

(VIT R - ko) expyy (2)
(1+ k222 + kz)?

k| <1

U

S T

> 0.

finalmente, para Ing;y(-), en los reales positivos se tiene,

d d of —az7F kPt kRt gkl kT

1 _ % _ _ )
dx[n{k}(x)] dx[ ok ] o 5 >0, siz>0

y ademas,

d? d. d aF—ax7F
@[ln{k}(x)] = %[%(T)]

d xFt 4 g7kt

B dx[ k ]
(k—1)ah 2 — (b + 1)a=+2
2
(k—1)a* — (k+ 1)z
2
(k—1)a?* — (k+1)

= Zy <0,six>0
x
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Acorde con [24], la expansion en serie de Taylor de Ing (14 ) convergesi —1 < <1y
asume la forma

gy (1+ ) Zb ) 1‘2, (2.50)

con by (k) = 1 mientras que para n > 1,b,(k) esta dada por

bn(k):%(l—k:)(l—ﬁ)--o(l— - )+%(1+k)(1+§)~~(1+ -

2 n—1 n —

o), (251)

con b,(0) =1y b,(—k) = by (k).

Para ver la expansion anterior, se consideran los primeros términos de la serie, desar-
k_ —k
rollando en serie de Taylor f(z) = Ingy(l + 2) = %

f(0) = Ing; (1) = 0 y considerando que

centrada en 0. Asi,

k(14 2) 1+ k(1 + )%t

L1 +0) =

2k
(4o (L)
N 2
y
dd—;[ln{k}(l +2)] = (k—1)(1+ x)k; — (k+ 1)z k2
dd—;[ln{k}(l +)] = (k—1)(k—2)(1+ x)k—; + (k4 1)(k +2)z7+3
dd_;[ln{k}(l Loy = B DEZ2E=3AT x>k_24 — (k + 1)(k + 2)(k + 3)z~*1
se llega a
ln{k}(1+x) = 0+(1)%+k_1—2(/{7+1)%
B %_§+(2k2+4)§—(12k2+12)4'
= % — % + (2]{:2 + 4)€3 — (12k2 + 12)2_1
- x_%+(k2+2)%—(2k2+2)%..
- x—§+(%+1)%—(2k2+2)%..
= oo g-m %(1 +h)S 5=k - §> + %(1 +R)( §>]'%
_[%(1 —k)(1— g)(l - g) + %( —k)(1 - g)(l _ g)]% .
= Y b
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donde b, (z) esta dado por [2.51]

Otra expansion de la pagina 58 de [24], que involucra al k—exponencial ( para |z| < 1),
es

expy () = exp(Y_d ke ), (2.52)
n=0

siendo,
(=1)"(2n)!

" (2n + 1)227(n!)2’
Es facil ver que explotando esta expansion, se puede escribir el k—exponencial como un
producto infinito de exponenciales estandar

expgy (r) = [ [ exp(dnh® 2> 1), (2.53)

n=0



Capitulo 3

Sobre mecanica estadistica de
Kaniadakis

En este capitulo se muestran algunos aspectos relevantes de la mecanica estadistica de
Kaniadakis. En primer lugar, se daran las motivaciones que sirvieron de punto de par-
tida para la elaboracion de una extension de la termoestadistica de Boltzmann-Gibbs
para sistemas que puedan ser descritos con la relatividad especial; dicha extensién es la
mecanica estadistica de Kaniadakis. En segundo lugar se presenta el funcional de entropia
de Kaniadakis Si, introducido a partir de una reformulacion del principio de méxima en-
tropia de Jaynes. Posteriormente se da una de las posibles interpelaciones del parametro
k en el contexto de la fisica estadistica involucrada en la relatividad especial. Finalmente,
se muestra como la mecénica estadistica de Kaniadakis puede ser obtenida del formalis-
mo propuesto por Naudts y se muestra la relacion entre los funcionales de entropia de
Kanadiakis reescalada y de Tsallis.

3.1. Motivacion fisica a la mecanica estadistica de Ka-
niadakis

G. Kaniadakis en [20] planteo varios interrogantes para tratar de comprender el conjunto
de entropias encontradas:

1. ;Es posible encontrar un marco unificador que englobe en una perspectiva mas
general las propiedades comunes a todas las entropias halladas?.

2. (Es posible obtener la distribucion estadistica estacionaria de los sistemas no lineales
involucrados en el estudio en un marco dependiente del tiempo?. Un ejemplo de esto
ha sido realizado en la descripcion de Fokker-Planck a la difusiéon anémala que se ha
entendido por una distribucion estadistica de Tsallis dependiente del tiempo ([27],
28] ).

3. Otra pregunta que surge es si jla entropia de un sistema y su correspondiente dis-
tribucién estadistica estacionaria dependen del tipo de descripciéon particular usada

39
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para estudiar el sistema?.

4. jExistira un principio subyacente a la evolucion temporal del sistema que permita
obtener el funcional de entropia y su distribucién estadistica asociada tanto en
descripciones clasicas como cuanticas?.

Resulta importante observar en este tiltimo punto que la distribucién de Maxwell-Boltzmann
no emerge directamente dentro del marco de la mecénica estadistica clésica. Es mas con-
veniente decir que la mecénica estadistica clésica se construye a partir de la distribucion
de Maxwell-Boltzmann. Es comtinmente aceptado que esta distribucion surge dentro de la
mecénica de Newton. De hecho, la simulaciéon numérica de la dindmica molécular clésica
inequivocamente conduce a la distribuciéon exponencial ordinaria. En este punto, la pre-
gunta de si la distribucion de Maxwell-Boltzmann se obtiene también en el caso cuando
la dinamica microscopica se rige por las leyes de la relatividad especial, es relevante.. En
la teoria estadistica relativista invariantes de la colision se imponen por las leyes de la
relatividad especial. Por lo tanto la primera diferencia entre las funciones de distribu-
cion clasica y relativista se refiere a las diferentes formas de los invariantes de la colision
aparecen en el argumento de la distribucion funciéon. Una segunda diferencia es originada
por la forma de la entropia que describe un sistema relativista de muchos cuerpos que
debe ser distinta de la entropia de Maxwell-Boltzmann-Gibbs. En la mecanica estadistica
relativista usual es aceptado que el funcional de entropia posee la misma forma como se
presenta en la mecénica estadistica clasica. Entonces, gracias al principio de Jaynes, (que
establece que dado un estado sujeto a ciertas constricciones la distribuciéon de probabi-
lidad que mejor lo representa es la que maximiza el funcional de entropia), se obtiene
una distribucién exponencial que reproduce con exactitud la distribucion de Maxwell-
Boltzmann-Gibbs. Podemos encontrar un ejemplo explicito de tal sistema de particulas
relativistas en, los rayos cosmicos. El espectro de rayos cosmicos tiene una extension muy
amplia y presenta una ley de potencia de comportamiento asintética que no puede ser
explicada por la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann. Esta peculiaridad ha sido observada
en otros sistemas relativistas. Por lo tanto para sistemas de particulas relativistas, la evi-
dencia experimental sugiere una funciéon de distribucion no exponencial. Esta distribucion,
se pueden originar exclusivamente por una entropia completamente diferente a la dada
por Boltzmann-Gibbs-Shannon. Todos los observables fisicos clasicos (momento, energia),
cuando son considerados en el marco de la relatividad especial, son convenientemente gen-
eralizados, donde cualquier formula que los contenga estara dependiendo de un parametro
que es la velocidad de la luz y constituyen una generalizaciéon o deformacion de las corre-
spondientes expresiones en limite Newtoniano. Por consiguiente, es natural suponer que
también la entropia de un sistema relativista admite una generalizacién con parametro
como la entropia clasica. En este caso el logaritmo que aparece en la expresion de la
entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon debe ser reemplazado por otro logaritmo general-
izado que dependa de un pardmetro. De igual forma, la funcién exponencial ordinaria que
aparece en la distribucion de Maxwell-Boltzmann, debe ser reemplazada por una expo-
nencial generalizada. Estas dos funciones generalizadas se han propuesto heuristicamente
en [20] y estan dadas precisamente mediante la exponencial y logaritmo k-deformados de
Kaniadakis.
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3.2. Fundamentos en mecanica estadistica de Kaniadakis

Considérese la siguiente funcién para la energia F de un sistema termoestadisico, que
recupera (cuando k — 0) a la funcién de densidad de probabilidad de Boltzmann-Gibbs
no normalizada,

J(E) = expyy (=B(E — ), (3.1)

donde 8 = ﬁ, siendo A un nuevo parametro, real Kg la constante de Boltzmann y T’

la temperatura del sistema. Se denotaré

E—p

m), (3.2)

n = aexp,y(—

de tal forma n = af, siendo a un parametro real tal que ffooo ndE = 1, es decir, tal que
n sea una funciéon de densidad de probabilidad.

Ahora bien, en mecanica estadistica el valor medio de una cantidad fisica dada A(p, n) que
depende de un observable fisico representado por variable p (como posicion, velocidad, ...)
y la funcion de densidad de probabilidad n = n(p), esté definida en el caso tridimensional

(p = (pes Py, p=)) POT
_ [ @p (Alp,n)n(p))
[ dp (n(p))

donde [d®p (-) denota [g [; [a(-)dpadpy,dp.. Andlogamente, en el caso donde A =
A(p1,p2,n1,n2) que depende de dos variables independientes py,ps y de dos funciones
de densidad de probabilidad independientes, ny(p;) y na(p2), se tienen que el valor medio
esta dado por

< A(p),n) >

(3.3)

_ J P dpoAny (prna(po)

< A>= :
[ d®p1d3pani (p1)na(p2)

(3.4)

Se puede verificar que la distribucion estacionaria n puede ser obtenida como soluciéon de
la siguiente ecuacion variacional (donde 0 denota a la derivada distribucional y p es el
potencial quimico)

) n 1 1

De tal forma, la distribuciéon n puede ser vista como el maximo de la funcién contenido
de informaciéon I, dada por

I, = /d?’ka(n), donde, Ji(n) = )\/ln{k}(gdn), (3.6)

bajo las restricciones correspondientes a la conservacion de la energia media U y el nimero
de particulas N, dadas respectivamente por
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/dSpEn =U y /d3pn = N.

Es de resaltar que el potencial quimico u puede ser escogido de tal manera que el conjunto
de ntimero de particulas sea igual a la unidad, esto es N = 1.

Ahora, cuando k = 0 resulta que Jy = nlnn y la funciéon contenido de informaciéon I es
el valor medio del logaritmo ordinario y en ese caso, la ecuaciéon variacional dada ante-
riormente expresa el principio de maxima entropia de Jaynes que conduce a la mecanica
estadistica de Boltzmann-Gibbs. De ahora en adelante, en analogia con la mecénica es-
tadistica estandar, se requerira que I, pueda ser expresada como el valor medio de Ingy(n).
Para hacerlo asi se debe considerar la subclase de logaritmos deformados que obedece la
condicion

A\ / ln{k}(g)dn = nlngy(n) (3.7)

La condicién anterior, permite ver la forma del k—logaritmo y los valores de los parametros
libres o y A, en efecto, la clase contiene el logaritmo estandar Inn, seré la que resulta de
k=0,a=21 X=1yaqueen ese caso,

)\/ln{k}(g)dn - /ln(ne)dn - /(ln(n) +1)dn = nin(n).

Reemplazando (3.7)) en (3.5)) la ecuacion variacional se puede escribir de la forma

) 1 I
- / Pp(—Knngy (n) — Bn + 1) =0 (3.8)

Kaniadakis define la k—entropia Sy por

Sy = —KB/d3pnln{k}(n) (3.9)

y asi i, puede ser vista como proporcional al valor medio Ing(n), esto es,

Sk =-—Kp< ln{k}(n) > . (310)

En esta definicion de S, se tiene una analogia perfecta con la entropia Sy de Shannon la
cual es proporcional al valor de In(n). Es de destacar que en ambas definiciones de Sy y
So aparece el valor medio estandar dado por la ecuacion [3.3]

La ecuacion [3.8 asume la forma
U

1

SIS



3.2. FUNDAMENTOS EN MECANICA ESTADISTICA DE KANIADAKIS 43

y entonces

) 1
—(Si— 7U+ %) —0. (3.12)

La anterior ecuacion variacional puede ser vista como definiciéon del principio de maxi-
ma entropia de Jaynes para la mecanica estadistica de Kaniadakis, analogo al
de la mecéanica estadistica estandar de Boltzmann-Gibbs.

Es de resaltar que el principio de maxima entropia, en la forma dada por la ecuacion
integral [3.7], se sigue solo, y exclusivamente, para las subclases de k—logaritmos que sean
soluciones de dicha ecuacion.

Las familias de entropias, definidas a través de [3.9, que involucran los k—logaritmos que
son soluciones de la ecuacion tienen la propiedad de concavidad. Para ver esto se
expresan las propiedades v [2.43 de los k—logaritmos, de la siguiente forma:

Ingey (1) + gy (n2) = Ingey (na2) (3.13)

rInggy (n) = Ingy (n”) (3.14)

k
donde nyy = ny ® ny y n* = n®".

Cuando los sistemas 1 y 2 descritos a través de n; y no respectivamente son estadistica-
mente independientes, y tomando en cuenta tanto las definiciones de los valores medios
v [3:4) como la expresion de la k—entropia [3.10] las dos propiedades de k—logaritmo

implican las propiedades siguientes para la k—entropia:

Sk[nl] + 5 [TLQ] =5 [nlg] (315)

rSkn] = Sk[n* (3.16)

Ahora, njs describe un sistema compuesto obtenido a partir de los subsistemas 1 y 2
mientras n* describe el sistema descrito por medio de n. Note que el estado descrito a
través de la distribucion nio es diferente respecto al del estado descrito por medio de la
distribucién nins, resultando que

Sk[ni12] < Sk[ning.

Finalmente, de la propiedad de concavidad del logaritmo k—deformado se sigue la con-
cavidad de S,

Sltny + (1 — t)na] > tSk[m] + (1 — ¢)Se[na] (3.17)
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3.3. Una interpretacion para el parametro k

A diferencia de la mecanica estadisticas no extensivas formulada en el contexto de la
entropia de Tsallis [12], bajo ciertas condiciones la formulacion propuesta por Kaniadakis
ofrece un vinculo entre la teoria relativista de un sistema de particulas, descrito por
propiedades macroscopicas como la temperatura, y el pardmetro de deformacion k. Esto
implica que la mecénica estadistica descrita en la propuesta de Kaniadakis, se puede
derivar e interpretar en diferentes contextos fisicos, lo cual se hara, en esta seccién, en el
contexto de la relatividad especial detallando los calculos de las afirmaciones de [21]. Esta
circunstancia, respecto a la relatividad especial, no es posible encontrarla directamente
en el formalismo de Tsallis, ya que el parametro que sirve como deformacion (g) no posee
un significado univoco y no hay una descripciéon microscopica general a partir de la cual
derivarlo.

También en esta seccion, se mostrara la forma en que Naudts [29)], a partir de las propiedades
de la suma k-deformada y la relacion de la descripcion del momento en dos sistemas
inerciales (uno en movimiento con respecto al otro), deriva una interpretacion para el
parametro k; teniendo en cuenta la ley de adiciéon de velocidades.

Como en |21, considérese dos particulas de masas m; y my que viajan en direcciones
opuestas con velocidades vy y v, con respecto al sistema de referencia inercial S y con
momentos dados por el producto de las masas relativas y velocidades, esto es,

mv;
pi(v;) = %, i =1,2 siendo m; la masa en reposo de la particula i.  (3.18)

Por medio de la relacion entre las mediciones de las velocidades, en otro sistema de referen-
cia inercial movil S” que se desplaza a una velocidad v9 con respecto al sistema S, se puede
definir una operacion entre las velocidades que refleja la conocida ley de transformacion
entre las velocidades descritas en dos sistemas de referencia inercial. La operacion se define
por

V1 + U
U1 EBC Vg = 11_'_—1)1_1)22 (319)

c2

Respecto al sistema S’ se tiene que vy = 0y v} = v1 ®°vy, de lo cual se obtiene la siguiente
interesante propiedad que describe los momentos segiin S’ conociendo los momentos segin
el sistema de referencia S. Precisamente,

k ¢ 1
pi(v1) & p2(v2) _ pr(vn & U2)’ con k — —. (3.20)

mi mo my Cc
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En efecto,

pi(v1) épz(w) _ o) {m(“ﬂr pa(va) [, {pl(vl)r

2
1— 1 v%+v2
2 +vqv
c 1_’_67212

v D vy

v1@Pv2)?
1 (0—2

p1(v1 B vg)
my

Otra forma de encontrar una manifestacién del parametro k en la formulacién de Kani-
adakis es dada directamente del analisis de las densidades de probabilidad que describen
los grados de libertad microscopicos del sistema. Sean f; y fo dos densidades de proba-
bilidad descritas por f;(E;) = eka(—/\fﬁ) para i = 1,2, que describen de dos sistemas
estadisticamente independientes. A partir de f; y fo se considera el sistema compuesto

representado por f3 = fi f2, para el cual también se asume la forma f3(E3) = expk(—%).
Como f3 = fi fs, entonces
(i) expu(— ) = exp(— )
expp(————) expi(———) = expp(———
PR Nep T PR NepT! — PR N T
y por tanto
E, & Ey Es
e - © — =e — . 3.21
k
Siendo exp,(-) inyectiva, se sigue que —/\,f;T &5, —)\]f;T = —/\];E;'T o equivalentemente
k
Mf;T S Mf;T = /\,;EB?T. Ahora, teniendo en cuenta la definiciéon de la k-suma y que la

energia en reposo es Ey = 2E2L (], se obtiene que

E? E?
V" B £
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Por otro lado, para m; = mo = m y teniendo en cuenta las relaciéon entre los momentos
se tiene

pi(v) k£ pa(ve) _ pi(vs @ vg) (3.22)

kmc kmc kmc

En efecto de (3.18) se tiene

y por tanto

pi(v1) k pa(va)  pi(v1)

kme kme kme




3.3. UNA INTERPRETACION PARA EL PARAMETRO K 47

y siguiendo con la cadena de igualdades,

pi(vi) & pa(v2) 1 U1 - (2)" + (2)° U2 1—(2)" +(2)
kmc © kme ke _ 1_(%)2 1_(%2)2 + 1_<%2)2 1_(%1)2
_ i | ol 1 n Vg 1
R O R O R E ORI O}
_ i U1 4 (%)
R O R O R R ORI Tl
_ i (e )
-y
1| (et (1+ 1)
S ECHION
_ i v D vy
ke \/1 - CLQ (%)2

1 v &y

kc1 — (Ulﬂi;vz)Q

_ ip(vl @ v9)
ke m
_ D (v1 B° V)

kme

Ahora usando (3.22) se tiene

p(v1) p(v1), p(v1) k& p(va), p(v1 &° vs)
kmc ) expi( kmc) = exprl kmc © kmc) = exp( kmc )
Ahora, si el parametro k£ no depende de la energia de la particula y ademas teniendo en

cuenta que para v —> ¢ se da la relacion p(v) ~ @, entonces la anterior igualdad se
transforma en

expy,(—

—E(Ul) —E(’UQ) —E(Ul @C UQ)
eka(W) eka(W) =expp(———5 )
Como vz = v; @ ve y E3 = E(v3), entonces al comparar la dltima expresion con (3.21))
se sigue que kmc? = AKpT. Finalmente la ecuacion (416) de [20] expresa A = /1 — k2 y

kmc?
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asi obtiene

1 14 me?\ 2
k2 kpT

3.4. Mecanica de Kaniadakis y deformaciones segin
Naudts

Naudts [29], [30] propone un marco general para entender las deformaciones posibles de las
funciones logaritmicas y exponenciales, que sirve para definir el funcional de entropia y la
distribuciéon de probabilidad respectivamente. Se crea asi una manera de entender varias
termoestadisticas generalizadas. En esta seccion se mostrara la forma en que Naudts [29],
[30], muestra que la deformacion propuesta por Kaniadakis es un caso particular de su
marco general.

3.4.1. Deformaciones segiin Naudts

Sea ¢(z) no decreciente estrictamente positiva en el intervalo (0,400). A partir de esta
funcion se define el logaritmo deformado por

“ dov

Ing(u) = — 3.23
oy = [ (323)
Asi Ing es una funciéon céoncava mondtonamente creciente, cumpliendo
lny(1) = 0 () = (3.24)
n = n = —. .
¢ Yoa Y T )

Ademas, se observa que In, es negativa en el intervalo (0,1) y positiva en (1, 4+00). Como
casos particulares de Ing se tiene:

1. si ¢(u) = u, entonces Ing(u) = [ 2 = Inu que es el logaritmo natural.

2. si ¢(u) = ulna, entonces: Iny(u) = [ -2 = % = Jog_u, que es el logaritmo con
base a.
3. si¢(u) = u?, entonces: Iny(u) = [' % = [["v™%dv = _qq L = In, u es el g—logaritmo

de Tsallis [12], [19].
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4. si p(u) = #, entonces

“odv
o) = [ 5

1 u u

= 5[/ vk_ldv+/ v dv)

1 1

S AT

o2t k'
1wk —1 uk 1
ukf — =k

- %

= Ingy(u)

que es el logaritmo deformado introducido por Kaniadakis y es asi que la mecanica
estadistica de Kaniadakis se puede ver a partir de las deformaciones de Naudts.

La derivada de la funcion ¢(u) del cuarto numeral anterior es

& (u) = 2[(1 — k)uF + (1 + k)u‘k]’

(uk + u=Fk)?

asi ¢(u) es una funcion creciente positiva para los valores del parametro k € [—1,1]. Por
tanto Ingy(u) es un logaritmo deformado.

La funcién inversa de la funcion logaritmo deformado es la funciéon exponencial deformada
expg(u). Dicha funcién puede ser escrita con la ayuda de alguna funcion auxiliar W(u)
como:

expg(u) =1 +/ U(v)dv (3.25)
0
Es entonces claro que
d
expy(0) =1y Tu expy(u) = ¥(u) (3.26)

y la funcion auxiliar ¥(u) puede ser calculada si la funcion ¢(u) es conocida. En efecto,
tomando la derivada de u = exp4(Ing(u)), se tiene

1= \I/(lnd,(u))m (3.27)

y ésta tltima expresion puede ser escrita como
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o) = W (Ing (). (3.28)

En otras palabras, v = In,(u) implica que ¥(v) = ¢(u). Siv < In,(u) para todo u entonces
se puede definir ¥(v) = 0. Si v > Ing(u) para todo u se define ¥ (v) = +o0.

Se observa ademés que W(v) no puede ser negativa y es una funcion creciente. Ademés de
3.26| se sigue que exp¢(u) es na funcién convexa creciente. También se puede notar que

d

U(u) = T expgy(u) = pexpy(u)). (3.29)

Esta tltima relacién generaliza la conocida propiedad de que la derivada de la funciéon
exponencial usual es la funciéon exponencial misma. Ahora, como casos particulares de
expy se tiene:

1. si ¢(u) = Inu, entonces ¥(v) = e’. Por tanto
expy(u) =1 —|—/ e’dv=1+¢"—1=¢" = exp(u)
0
que es la funciéon exponencial usual.

1—
positiva y es definida por [u]y = max{0,u} y por tanto

2. si ¢p(u) = Iny(u) = L[:l, entonces ¥ (v) = [1 + (1 — q)v]} ¢ donde [], es la parte

expy(u) =1+ /Ou[l + (1 — q)]Tadv
haciendo z =1+ (1 — q)v y dz = (1 — q)dv. Asi que
expy(u) =1+ [1+ (1 —g)u] /g
= exp,(u) = 1+ (1 - qyu] /I

que es la funcidon exponencial de Tsallis.

3. si ¢(u) = Ingy (u), entonces ¥(v) = W% W y asi

" ko 4+ VT TR
expy(u) =1+ i N dv = expyy (u).

Naudts introduce las siguientes funciones duales deformadas

1 1

expy(u) = m y  Inj(u) =Ing(-). (3.30)

u
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Estas funciones no siempre satisfacen las condiciones para ser de nuevo una funciéon ex-
ponencial deformada o un logaritmo deformado. En efecto, de

d . 1
aa " = g

se sigue que

que debe ser una funciéon creciente.

Si %exp;‘)(u) = (epo(u))2\I’(—u), entonces expy(u) = 1 + fou U*(v)dv, con ¥*(u) =

(expy(u))* P (—u).

En el caso del logaritmo natural, se tiene ¢*(u) = ¢(u) = vy V*(u) = ¥(u) = e*. Por
tanto se dice que el logaritmo natural es funcién auto dual. Sin embargo, existen ejemplos
no triviales de funciones exponencial y logaritmo deformadas que son autoduales. Por
ejemplo, se puede verificar que:

exp,(—u) expy(u) = (—ku + V1 + k2u2)Y* (ku 4+ V1 + k2u?)Y* = 1.
lo cual significa que las funciones son autoduales.

Cuando se usa el logaritmo deformado para definir la entropia se puede notar que se
pierde la propiedad del logaritmo dada por

d 1

ﬁ(ulna) =—Inu-—1. (3.31)
Lo anterior conlleva a la introduccion del concepto de funcion logaritmo deducida we(u).
Esto requiere que la condiciéon adicional de que la posible divergencia de Ing(u) en v =0
es lo suficientemente débil para que la integral

1 0
—/ Ing(u)du = —— < +00
0 1

converja.

Sea

Foo) = [ oty = [ “‘;’b(yf)dy. (3.32)

Como antes, la posible divergencia de Ing(x) en = = 0 debe ser lo suficientemente leve
para que F,;(0) sea finito.

La funcién logaritmica deducida w(z), asociada con Ing(x) es definida por

1
we(w) = (2 = 1Fy(0) = 2Fy(-), (3.33)
que es de nuevo una funcion logaritmo deformado ya que:

1
1

/ Ing(—)dr < 4o0.
0 x

y tiene las siguientes propiedades:
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1. wy(z) es una funciéon concava estrictamente creciente. Para ver esto, se debe notar
que la integral Fy(x) del logaritmo deformado In,(z) puede ser escrita como:

Fofo) = lngfe) = [ ng(o)dy

Esta expresion es usada para calcular la derivada de wy(z) como

_ / ydny(y)

Debido a que In,(y) es una funciéon estrictamente creciente la tltima expresion es
estrictamente positiva para todo x > 0. Asi que wy(x) es estrictamente creciente.
Pero también se puede observar que la derivada de wy () es una funcion decreciente.
Asi que wy(z) es una funcion concava.

2. wy(1) = 0. Esto es obvio ya que Fy(1) = 0.

3. fol wy(z)dr < 4+00. Esto es cierto ya que:

/01 we(z)dr = —Fy(0) — /01 xdx iln¢(y)dy

0

1 1!
= ——F¢(0)——/ In,(—)dr < 400
2 2 J,
Ahora se observa que:
d 1 1 Loy
— —)] = —Ing(=) — ——dy = —F, —1 )
= ~ing() = [y = ~F(0) ~ng(a)

Se puede probar que la funciéon logaritmo deducido wg(x) es de nuevo un logaritmo de-
formado, esto es, existe una funcion creciente y positiva x(u) tal que wy(x) = In,(u). En
efecto, sea z(u) definida por

1
.fC(U) - 1 vdv ’
0 ¢(v)
s s d _ % vdv 1 d _x(w)? 1
Entonces es facil ver que J-wg(u) = [, 55 = 7w Y r(u) = woy > 0 Asi que

we(u) = In,(u) es un logaritmo deformado.
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3.4.2. La Entropia de Kaniadakis (caso discreto)
La entropia Sy(p) de una densidad de probabilidad discreta p = {p1, p2 ...} es definida por

Naudts mediante la funcién logaritmo deducida wg(x), en lugar de la funciéon logaritmo
deformada In,(z), es decir,

1
p) = ijwqg(;) < +o0 (3.34)
; J
que puede ser escrito también como

Z/pj vy ZP;’ Ing(p;) — F5(0), (3.35)

1 wdv
0 ¢(v)°

El funcional S,(p) es una funcién concava. Esto significa que:

con F¢, fl ln¢ v)dv =

Se(P)(A+ (1= A)g) = ASy(p) + (1 = A)Ss(p) VA € [0,1].

En efecto, como Ing(v) es una funcion creciente de v, tenemos que la segunda derivada de
Jo Ing(v)dv = F(u) > 0. Esto quiere decir que F(u) es una funcion convexa, asf que:

Apj+(1=N)g; Pj 9
/ Ing(v)dv < /\/ Ing(v)dv + (1 — /\)/ Ing(v)dv.
0 0 0

Esto combinado con implica la propiedad de concavidad para Sg(p).

En el caso continuo, la definicién para Ss(p) con p = p(x) es

54(0) = [ el S (3.36)

p(z)

[ a5 = [ etwan [ “ S [ om0

= ewyin [ gy - F0)
f etaras |

Para el caso discreto, de la definicion de wy(z) se sigue inmediatamente que:

So(p) = D (1 = pj) Fs(0) = Fy(py)] (3.37)

J

Con todo lo antes expuesto, el funcional de entropia de Kaniadakis reescalado puede ser

deducido como se muestra a continuacion. Tomando ¢y (u) = 2% se tiene Ing, (u) =

Ry
Ingy (u) =
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/ hl¢ / y _y
1

1 y lk 1 $k+1 T
o7 — == 2+ ST T T
2%k'k+1 1 Y1k 2k 14k 1k

1-k

En particular se tiene que

1

F0) =177

y el logaritmo deducido es entonces dado por

Wy

Asi que

k

(¢ = VF,(0) ~ aFo()
1 LR S &) S )

x 1 . ) .
1— k2 1—k2 ﬁ((prk)xuk - 1 —k)xlfk)
x 1 1 .
1-k ﬁ[(1 +k)zk (1— k)a:*k]
1 1 gk ok
1——162_%[(14_]@) N (1—k>]
1 1 o Lk
_1——]@2_'—%[(1_]{) N (1+k})]

1 1 (1+k)zr— (1 —k)a*F
_1_—]@24'%[ (s ]

1 1 (1+k)a2d -1 —k)a*
IRl 2%k ]
_ + 1 [(1 + k)ak — (1 — k)x—k]

R S
e RN
_ 1 " 1 [(ﬁ’;) (L_r_k)lx_

1—k 1k 2
v [(}t—k)%xk_ (%)é.%—k]

1-k V1-k? ok

1 1 ((i],z)%x)k ((%k)ﬁx)_k

EEpr Ry ok ]

—

B

e

— Y g). (3.38)
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El primer término en la expresiéon anterior es un factor de reescalamiento. Llamando

ey L _ .
A= 1=kY=2t = 7! se define una funcion reescalada dada por

7w Y o= (5
w, (2) = Mwg, (17 (x)) — we, (1))
Volviendo a las expresiones y se tiene

Ser(p) = ijqu(plj)

_ —1 Zl[péﬁl p;k]

1 — k2 —2k 1+k  1-k

B 1(—%) 21[p}’“ p?H]

2k 1 —k2 —2k1—k 14k

_ 0=k (k) Zi[pjl-’“_pfﬂ]
2kt (1—Kk)(1+ k) —2k1—k 14k
B 1[ 1 1 H_Zl[pjlk IO?H}

2%k 14k 1-k 2k'1—k 14k

J
De tal forma, una expresion para la entropia de Kaniadakis reescalada es dada por

54(0) = e (- S+ W{,f)(;p;-’f ~1) (3.39)

3.4.3. Relacién con La Entropia de Tsallis
Partiendo de la ecuacion [3.39 se puede probar una interesante relacion entre la entropia

de Kaniadakis reescalada y la de Tsallis de la siguiente forma. La entropia de Tsallis [12]
se define como

Su(p) = —(1= 3 00)

Si g =k + 1, entonces S,(p) = ﬁ(l _ ijlgrk) — 11— Zp]prk.)
J J

Si g =1—k, entonces S,(p) = 1—11—1(1 _ ijlfk) _ %(Zp]l,k ).
J J

Por tanto, la expresion [3.39 puede escribirse como

S0.(0) = 5 Se0) + g g k(o)
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es decir, la entropia de Kaniadakis reescalad puede ser generada por una combinacion
lineal de entropias de Tsallis con indices ¢ = k+ 1y ¢ = 1 — k de la siguiente forma,

Zpﬂ% 201 :_ B Si4k(p) + 20 1_ k>Sl k(0),

para ¢y (r) = zki%



Capitulo 4

Operador k-transformada de Laplace

Hasta el momento, no se conocen en la literatura trabajos relacionados con anélisis armoni-
co en el marco de matematicas k-deformadas; no se han dado versiones de la transformada
de Laplace, de la transformada de Fourier ni ondiculas. Este capitulo pretende iniciar un
estudio en ese sentido, centrandoce en la definicion de un operador que se llamara k-
transformada de Laplace y presentando el desarrollo de algunas de sus propiedades, de
manera que se recupere la teoria de la transformada de Laplace cuando £ tienda a cero y
que el nuevo operador pueda ser empleado en mecénica estadistica como se puede hacer
con el de Laplace. Un uso en mecanica estadistica se mostraré en el tltimo capitulo.

Se quiere generalizar (k-deformar) la transformada de Laplace que se define para una
funciéon f por

S{F(B}(s) = Fy = / " F () exp(—stld.

Ahora, para definir el operador k-transformada de Laplace, £,{f(t)}(s), se pueden con-
siderar las siguientes opciones:

o7 f(t) expy(—st)dt.
2. fo )expy(—=6)*duyt = [° %'
3. 37 f(t)[expy(—t)]5dt.

La primera opcién, que parece la mas natural, no permite expresiones simples para
propiedades tales como la atenuacion y por tanto no es muy tutil para ser utilizada en
calculos. La segunda y tercera opcion si permiten propiedades como las de la transfor-
mada de Laplace, pero es la tercera opciéon la que es 1util para su aplicaciéon natural en
mecanica estadistica, lo cual se mostrara en el dltimo capitulo. Por lo anterior, se definiré
la k-transformada como en la tercera opcion y su estudio se presenta en la primera seccioén
de este capitulo, dejando a la segunda secciéon la presentacion de propiedades.

57
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4.1. Definicién y condiciones de existencia

En esta seccion se introducen los operadores k—transformada de Laplace y su respectiva
transformada inversa, a la vez que se establecen condiciones para las clases de funciones
que tengan imagen bajo la accion de ellos. En general, se considerara un nimero real fijo
k entre —1 y 1.

Definiciéon 4.1.1. La k—transformada de Laplace de una funcion f se define: para
k # 0 mediante la integral

S f(D)}(s) = Fuls) = / " F () lexpp(—0))"dt (4.1)

y para k = 0 mediante la transformada de Laplace usual, esto es, £o{f(t)}(s) = F(s) =

L{f )} (s)-

Asi como la transformada de Laplace existe para funciones de orden exponencial con
ciertas condiciones, se probara més adelante que la k-transformada de Laplace existird
para funciones que satisfagan, entre otras condiciones, la siguiente definicion.

Definicion 4.1.2. Una funcion f, definida en el intervalo a <t < oo, se dice que es de
orden k—exponencial oo(o € R) si exviste M € R™ tal que | f(t)] < M[expg, (—t)]7°.

Para establecer condiciones suficientes para la existencia de la k transformada de Laplace,
es pertinente recordar lo siguiente.

Definiciéon 4.1.3.

1. Una funcion f en [a,b] tiene una discontinuidad de salto en ty € (a,b) si f es
discontinua en ty, pero los limites laterales lm,_,,— f(t) y lHm, .+ f(t) existen.

2. Una funcion [ definida en un intervalo a <t < 0o se dice que es continua por partes
en (a,00), si para todo intervalo finito [a,b] la funcion es discontinua tunicamente
en un numero finito de puntos y las discontinuidades son de salto.

En otras palabras una funcion f es continua por partes en |a, N| para todo N > 0.

El teorema que establece condiciones suficientes para la existencia de £,{-}(s) se expresa
como sigue.

Teorema 4.1.1. Si f una funcion continua por partes para 0 < t < oo y de orden
k—exponencial oy, entonces la integral (4.1) converge para R.(s) > oo — k, donde R.(s)
denota a la parte real de un nimero complejo s.

Demostracion. Para la demostracion considérese un caso mas general donde la variable s
pueda ser compleja,
§ =0+ 1w.
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Sea Fj, r la funcién definida por
R R
Fonls) = / lexpp(—OP || F(8)]dt = / lexpi(—0)° £ (1) dt.

Por ser f continua por partes, se puede admitir que f tiene un nimero finito m de
discontinuidades en el intervalo [0, R], localizadas en ¢y, t9, 3, ..., tm, con tyg = 0. Se puede
ahora escribir la funciéon Fj p como

Fionls Z / Clem P70l [ femd-0rlOd @)

y siendo f de orden k—exponencial oy, entonces

Flls) = ZM/  Mlexpy(—)) lospu (0]t + [ lesp () lexpi (1)
= MZ t.z‘+1[eka(_t)]+‘7[eka(—t)]Uodt+M/ [eka(_t>]a[eka<—t)]7UOdt
- Mmzlftlﬂ[\/m ket F V1 + K22 — kt] & dt

R
+M/ V1 + K22 — k)R [V + k22 — kt] % dt
'L+1

[7F e

1+ k282 —

i+1 P
= ME:/‘ V14 k22 — kt] =

Para calcular [[v/1+ k%> — kt] Edt, sea w = V1 + k22 —kt con lo cual dt = —12"k+21)dw.
Por lo tanto,

2
o—0o — ]_ o—o
(/W1+Hﬁ—kﬂk°ﬁ :l/—@Lilka@;

2kw?

1 o —0,
= /—%(l—l—w N F - dw

= —i < R w0100_2> dw
1 k o—ogtk k o—og—k
B _ﬁ{a—a(ﬁ—kw ' +a—00—k‘w '
o—og+tk o—og—k
_ —w %k B w & L C

200 —o00+k) 2(c—09—k)

S WVITRE KT VI RRE k)T o
B 2(c — o9+ k) 2(0c — o9 — k) '
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Se tiene entonces que

m—1

i+1
Frr(s) < MZ/ V1 + k22 — kt] % G
i=0 “ti
m—1 o—ogtk o—og—k
RS ( W+ R — ki), [\/1 TR — kTR tm)

1+ k22 —

i U_UOJFk) & 2(0 — o9 — k) b
Ly VIR k) o WITRE - ot = |
2(c — o009+ k) tm 20 — oo — k) tm
e e e ft] = i _ VI+R22 — kt] =P,
B 2(c —op+ k) fo 2(0c — 09— k) fo
SWIFRE — k) g VI RE — k)T g
+M - |tm - o . |t0
2(c — o9+ k) 2(0c — 09— k)
v VI + k22 — k] n_ VIR t] = |
B 2(0 —o¢ + k) fo 2(0 — 09— k) fo
T R N kt] = VTR - kt] =
B 2(c — o9+ k) 2(c — o9 — k)

 WVITRE k)T VIR - kt] =
2(c — 09 — k) 2(0c — o9 — k)

I [_[, /1 + k242 — kt]"*10+k+2(07(170+k) [1 /1 + k242 — kt] ‘7*20*’9"!‘2(07;0776) ]

2(c — oo+ k) 2(0c —o0p —

M oopth
= CEr— (1—[v1—|—k2t2 kot )
+2(U_—]\:0_k) ([1—\/m—kt]” 7 )
< M n M < 2M
~ 20 —09+k) 20—00—k) " 2(c —09—k)
B M
n a—ao—k<oo’

donde la cota superior para Fj g(s) no depende de R.
Finalmente,

hm Fyr(s) = hm / lexp,(—1)]°| f(t)|dt = /Ooo[expk(—t)]s\f(t)\.
[l

La k-transformada de Laplace inversa se da como indica el siguiente teorema, generali-
zando la misma situaciéon para la transformada de Laplace.
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Teorema 4.1.2. Si Fi(s) es tal que existe un real ¢ que excede a la parte real de todas las
singularidades de Fy(s), entonces Fy(s) tiene k-transformada inversa de Laplace y estd
dada por

S HF(s)} ) = f(t) = 2%/_“ Fk(s)%]—sds.

Demostracion. Para probar que £, {€,{f(t)}} = f(t), se usaran las siguientes propiedades
de la distribucion delta de Dirac:

c+100
Sl = 5 [ eplsg(p)as. (4.3
3(9(p) = 0~ 1) (4.4
i |,
v [ b - @ = f@ (4.5)

V1+k2t2—kt V1+k2t2—kt

1
) % T
Sea g(p) = In ( LR kp) =+l (M>, entonces

dp V14 k22

1 VIERE Rt ( 1 ) 2
E\ /14 k22 —kp V14 k22 — Kt 2¢/1+ k?p?

dg(p) _ i(l (ww —kp))
dp

1 1 (IR
TR/ REE -k \ Vit ) iR

y por tanto, por (4.4) se tiene

= V1+kp?(p—t). (4.6)

Ahora,
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SHEAMY = LH{EF(9)}(®)

- { | s~ >1Sdp}<t>

. °°{ / ) fexpe(-pap L

27TZ c—100 \/m
c+ioco
- [ m o | e p)JS[exm—wrSds} p

r 1 c+100 . .
/ m % \/1+k2 E V1+k2t2 kt]kd8:| dp
0 L c—100

/ e [ iR -t |
= —_———— - . S
o VItRE |27 Jo i | VT R2Z— ki P
1 fefiee 1+ E2p2—k
= / — | exp | In + p ds| dp
0o VI+E2 |21 )i V14 k22 —
1 et V1+Ep? —k
= —_— | — exp | sl i p ds| dp
o V1+E2A2 (270 o V1+ k%2 —

r 1 c+100

= /0 \/ﬁ i A eXP(Sg(p»dS] dp

[ fp)
= / ﬁfs(g(p))dpa por

/ \/WV1+]€%26< p—t)dp, por (4.6)
= f(t), por (&5).

De otro lado, para probar Fj,(s) = £,{£; "{Fi(s)}}, se denotara

L[ Fy(s)lexpy (0] dz
c—100 V 1 + k'2t2

g(t) = (4.7)

2mi

Interesa tomar k-transformada en la expresion anterior y quedaréa en términos de la inte-

gral f % la cual se resolvera a continuacion.

Sea u = expy(—t) = [V1+ k22 — kt]*, con lo cual du = —u\/Hd—Zim, 0 mejor atin =2 =
dt

VIR

También, u - 0sit —o00 y wu=1sit=0.Con lo anterior se tiene

* [expy(—t)]*"dt /0 —2—1 /1 —z—1 1
- _ s=z=1 0., = s=z=1 0., = .
/0 V1+ k2t? 1u " Ou P
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Ahora si, tomando k-transformada en la expresion (4.7)) se tiene

£dﬂ®}:=téwﬂﬂkm%bﬂfﬁ

c+i00 o0 _ 4\]s—=
1 Fu(2) / lexpy,(—1)] dtclz
0

27TZ c—ico V 1 + k/’th
1 c+ioco F
= 5 k(z) dz
2T Joiioo S — 2

Para evaluar la integral anterior, se elije un contorno definido por la linea recta R.(z) = ¢
y un arco I' de radio R simétrico al eje real y a derecha de R.(z) = ¢, donde el polo quede
localizado en el interior del contorno C' limitado por R.(z) = ¢y I'. Como Fy(z) no posee
singularidades a derecha de R.(z) = ¢, entonces para algin w > 0, Fi(z) es de orden
O(z™") en este semiplano, es decir, |Fi(z)| < M|z[* cuando z — oo. Por lo anterior, la
integral sobre el arco I' es cero; y en consecuencia,

c+iR
c r

2mt Jo_ip S— % 2mi Cs—z o Jps—z

1 %sz
= dz
2mi cS—~%

Fi(

5)-

La tltima igualdad es consecuencia del teorema integral de Cauchy, vélido en este caso
porque al no tener Fj(z) singularidades a derecha de R.(2) = ¢, entonces F(z) es analitica
dentro y sobre la curva cerrada simple C.

Tomando limite sobre la expresion anterior, cuando R — oo, se tiene

L./CC“”F% — Fils).

2m0 Joiioe S — 2

de ahora en adelante se asumira que las funciones que aparecen tienen k-transformada o
k-transformada inversa, segtn el caso.

De tal forma, queda probado que £,{€; {Fi(s)}} = Fi(s).
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4.2. Propiedades de &

Las propiedades de la k—transformada de Laplace tienen forma anéloga a las de la trans-
formada de Laplace, si se expresan eligiendo deformaciones adecuadas. La forma de elegir
deformaciones para generalizar alguna de las propiedades de la transformada de Laplace,
no es necesariamente tnica. El siguiente teorema presenta algunas propiedades béasicas.

Teorema 4.2.1.

1. Linealidad
Si c1, ¢y son constantes, entonces

L{eifi(t) + eof (1)} = ale{ fi(D) } + Li{f2(D) }.

2. Cambio de escala

S

sifrta} = Fe (2)

a

3. Atenuacion o sustitucion

Fi(s — s0) = L4{ f(t)[expy(—1)]"}.

4. Transformada de la funcion escalon Si u(-) es la funcion de grado unitario de

Heaviside, entonces
s—k

B

w10} - 2

Demostracion. 1.
Sulel i)+ af (0} = [ (filt) + cafat) exoyl o)
= [ Ol =01 + aablexp (-0l )t
= [ ol [ ol -0

0

= /000 fi(t)[expy(—1)]°dt + co /000 fo(t)[expy(—t)]°dt
= ali{ i)} + 2Le{f2(t)}.

2. Si L{f(t)} = Fi(s), entonces

Sl f(at)} = / e
_ /Oof(at)[\/m—ktzdt.
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Haciendo k; = f y el cambio de variable w = at se tiene dw = adt, por tanto

= 1/°°f( ){ /1+k2w2 klw:|a;61dw

_ /f fexpy, (—w)]Fduw
- /f exps (—w)] du

= o (2).

3.
Fuls—s0) — / " ) lexpp (D) dt

- [T VITRE -k
- /oo F(t) [\/1 FRe - kt}z [\/1 Tkt
_ / " F)lexpy(—H)fexp(— D] ~dt
_ / " F0) lexpe(—t)] " fexpy(—t))°dt
= ,Qk{f(t)[expk(—t)]_so}.

4.

St — 1)} = / "l — to) fexpp(—)]°dt

= [ lemora

to

:/[m

to

s 2%
Sea w = [V1+ k%2 — kt]*, con lo cual dt = %@dw = —v=Hdu.

2sw's

Sit—o00, u—0 y sit=ty, w=[exp,(—to)]°. Con lo anterior se tiene

65
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Li{ult —to)} =

/0 —w(w*s + 1)dw

oxpe(—to)) 2sww*
L0 —k, 2k
= —3, ws (ws 4+ 1)dw
[expy, (—to)]*
1 [ k _k
= —3, (ws +w™ s )dw
[expy, (—to)]*
1 [ S ke N s wk;s:|0
2s |k+s k—s fexpy (—t0)]*
1 { Lo 1 wk;s]“
2 |k+s k—s lexpy (—t0)]*

k

- [_[eka(_to)]kﬁs [expy.(—t0)] 5 k]

2 s+ k B k—s v
_ L fexp(to)l | fexpe(—to)] T e
2 s+ k k—s
slexpy(~to)] =
52 _ |2
O
Respecto a la transformada de la primera derivada se tiene la siguiente propiedad.
f(t
S0 = stl LDy~ f(0), (4.5)

Vit Ree

la cual equivale a
2 { § VITRES 0] | = seuts0)} - 10 (49)

Demostracion. Para probar (4.8), notese que

SlF () = / " O)lexpe(— D] dt
_ /Oof’(t) [\/m—k:tzdt.

0

Usando integracion por partes se considera

u=[VItR2 k", dv = f'(t)dt
du = —s [\/1+k2t2_kt]z—/l+%t2—kt’ ’U:f(t)
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Luego,

Sk{f()}:b;oo/() d—f[\/m kt] dt

= lim {[expk(—t)]sf(tﬂg + S/Ob[expk(—t)]sf(t)\/%}
{

/ . b s dt
=t {fexpy(=0)°F0) — £0)+ 5 [ Texp(-0) ]
1O+ s [ om0
— 1 +s [t
e e SO
= —£(0) + Qk{\/W

it
st L0y - 10

Para probar (4.9), basta sustituir a f(¢) por V1 + k?t2f(t) en . Otra prueba se mues-

tra a continuacion.

Demostracion.

sk{%[mm]} = /0 mdi[mf(t)] [expy(—t)]*dt

t
- /m% [\/1 ¥ k:2t2f(t)] [\/1 e a
0
Haciendo: .
u=[V1+k*# —kt]*, dv = di VI+E2f(1)] dt
du=—s [VI T I8 — kt]F 4 = VT REf(1)],

se tiene
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s VirEese)} = [ [VIFREEs)] o

= lim b%[\/l+k2t2] [\/1+k2t2—kt]zdt

b—oo 0 d
~ lim { [\/1 TR F VI+REF(L)}
—00

/[m } ()dt}

— f(0) + s / £ (1) lexpy (—t))°dt
— s /(1) - £(0).

De otro lado, los valores limite para la transformada de Laplace son lim, o, s£f(t) =
limy o f(t) v lmgo 8Lk {f(t)} = limy_o (f(¢)), €l siguiente teorema los expresa para la
k-transformada.

Teorema 4.2.2. Valores Limate

lim s {f(B)} =lim f(t) y lms€ {f(0)} = lim (VI+RES()).

Demostracion. Por se sabe que existe £ {dt [\/1 + k262 f(t) ]} lo cual implica, por
el teorema de existenma que

&l&

lim £ {

S§—00

VITREf >]}

De lo anterior se tiene

0= tim £, { 4 [VIFRES] b = i s 170} - 100D

§—00

es decir, lim; o s& {f(t)} = f(0) y por tanto lim,_, & {f(¢)} = im0 f(2).

Para la segunda afirmacion se tiene,



4.2. PROPIEDADES DE £k 69

lim &, {% VT f(t)” _ lim m% (VLT (1)) ey (1))l

s—0 0

- [ 4 ViR antimfeseu(-op

_ / ”dit VI REf )] @

b
T [\/ 1+ k22 f(t)] dt
b—oo 0 dt

= lim V1+ k22 f(t)[g
— Ifm :\/1 TR (D) — f<o>]

b—o0
= lim '\/mf(b)} — f(0)

— lfm :\/1 TR f(t)] — £(0).

t—o00

Ahora, como £, {4 [V1+ k22 f(t)]} = s&€,{ f(t)} — f(0), entonces

i 00 { 4 [VITIES0)] | = (s { 70} - 10) = 584 (70} - 70
~ lim s, [£(0)) — 0)
y por tanto lim [\/1 R f(t)] = lim s {f(1)}.

O

El siguiente teorema presenta propiedades referentes a derivadas de k-transformadas e
integracion de k-transformadas, en analogia con las correspondientes a la transformada
de Laplace.

Teorema 4.2.3.

1.
Fi(s) = S £ (1) m(exp, (1)}
2.
R = 1 | [ soiesw-oral
3.

F(s) = S {f () In" (expy(—1)) }.
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/.
g, {fot_lf iwgf;j} = e {70}
.
o0 f(t)
/S Fr(w)dw = £ {ln(expk(t)) } .
0.
/S . /S Fr(w)d"w = £ {lnr(l(_eig]j;(_ti))} :
Demostracion.
1.
R = ][ e o]
- S g
= [ 5 [VIFREE = k]t VIR ] at
_ / ()[\/m } In [VI+ 1262 — ki
= / f(t) In(expy(—t))[exp, (—t)]"dt
= £.{f(t)In(exp,(—t))}
2.

R = L [ sp-ral
= ;—; Uooof(t) [\/m—k:t}zdt]

_ dii{/ooof(t) [m—kt}zln<m—kt>idt}

_ /°°f<t>1n2(¢m_kt)i[m_m]%t
0

— /000 f(t) In*(exp, (—t))[exp, (—t)]*dt
= & {f(t) In*(expy,(~1))}
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Lk

3. La prueba se hace por induccién matematica.

4. Se tiene £ {fotf

En consecuencia, ¢'(

&wﬁnzw%

Por tanto, £x{f(t)} = s& {

A

}fo

L1 1

g9(t)
V1+ k22

fo w)dw(exp, (—t)]*dt.
dw] = f(t). Ahora:

t
%}, es decir,

Jo 1
Ly { m} = Sﬁk{f(t)}-

e

/fdt
/fdt
/fdt
/fdt

/fdt
/fdt

f(@®)[expy(— wdt)
/ lexp,(—t)]“dw
/ VIR — k]

lim \/ 14+ k22 — } ?

’ k \/1 + k2% — }
1m
b=oo In [V1 4 k%2 — }

Sea ¢g(t fo

} pues ¢(0) = 0.

k[VITRE — kt]* — & [VIT R — k]

lim

b=r00 In (V1 + k%2 — kt)

lim eka )]b k [eka(

2l

b In(vI 1 K22 — ki)
eka t)]s

dt
ln (V1 + k22 — kt)

[expy, (—t)]°dt

m)%

[
/%m>
e
s

expk( t)]°dt.

eka

&{agﬁ%w}:%{mig@>

[expy,(—t)]dt

b

71
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6. La prueba se hace por induccién matematica.
[

A continuacion, se propone la k-convolucién entre funciones de manera que su k-transformada
sea igual al producto de las k-transformadas de las funciones. Para establecer lo anterior,
se define la k-convolucion entre dos funciones f y g por

k2Nt
* t@)\ 1+k2)\2——>d)\
(f % 9)( /f (¢ —

En consecuencia se tiene el resultado mencionado.

Teorema 4.2.4.

C{fO)EA9()} = e (f £ 9) (1)}

Demostracion.

s} = | [ rolesmdnrar] | [T aleo-ara)

:/ d)\[/ £(7)[expy(— )expk(—T)]rdr
:/0 dA[/ F(r)lexpi(~ (A@r))]sczf}

k k 2
Seat=ADT = T=10 M\, dq—:(\/1+k2>\2—\/1’“+—27§v)dt
siT=0 t= A\ si T — 00, t— o0
tenemos asi:

£ rO)2lo0} = [ oar | [ 1 & Niepu-0p e &

Cambiemos ahora el limite de integracion A de la integral interna anterior usando la
funcién de grado unitario de Heaviside,

k

S/ (0} Eulo(0)} = [ "0 E e N fespy 0 (VIFER - L2 al

V14 Ek2)\2
k K2\t
= e dt t@)\ t@)\ A 1+Kk202 — —— | dt
/0 i (= { A ><>(¢ TW) }
2\t
= e dt t@)\ V14+ k22 — —— | dt
/0 <Pi(~ U A ( VIt k?A?) 1

= /Ooo[expk(—t)]s(f *p, g)(1)dl
= Qk{(f *k g)(t)}
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El siguiente resultado presenta algunas propiedades de la k-convolucion.

Teorema 4.2.5.

1. f i (ag +bh) = a(f *x g) + b(f *x h).
2. [xrg=g*f.

Demostracion.
1.
F o (ag+00@) = [ flzd N (ag+bh)(A )Km—%)]w
= / Flx & Nag(\) + bh())] [(m_ \/%)1 d\
- /Oaf(JJG/\) (\) {\/m—\/%]dx
+/ Fl@ & Nh (A){m \/%]d)\
- / Flz & Ny {m kQA;AZ} A
+b/ Flz & Mh >[m %}dA
= a(f = g)(x) +b(f *x h)(z)
= [a(f %k g) + b(f *x h)](z)
2.

fow g = {8 {f =0 g}}
= & {1 {g}}
= £§1{2k{9}2k{f}}
=gx* f

3. Supogase que u = g %, h, asi que

Li{u} = L{g*, h}
= & {g}Li{h}
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Ahora:
L f wup = L f 1 {u}
= L. {1 Ei{g * h}
= (L{f1C{g})Er{n}
=Ll f *x 9} C{h}
=Le{(f *1 g) *1 h}
de donde

Ei{f *x (g% h)} = Lo {(f *x g) x1 b}

y aplicando el operador 2,;1 a ambos lados de la expresion anterior se tiene,
[ (g #kh) = (f %k g) * h.
m

Para terminar la seccion, se establece la k-transformada para potencias . En primer lugar
se presenta un resultado en términos de la funcién I' para la k-transformada de ¢!,
con 7 real y posteriormente se muestran expresiones més directas para el caso en que los
exponentes sean niimeros enteros no negativos.

Teorema 4.2.6. Para cualquier real v se cumple

[ (55— 5) T

o () - . | (410
2607 [1+ 2 T (555 + 3)
r|k
con Tk <1 ¢ mejor aiin r|k| <s. (4.11)
s

Demostracion.
g {t '} = / exp{k} t)]dt
[ e
0

Haciendo u = v/1 + k?t? — kt, se tiene

_ 2k2t _ | K2t=kV1+k22 :
du = |:2— fEr — /{j] dt = [\/TW k{| dt = [W] dt, €s dec1r,

- —k(\/1+k2t2—k;t)
du = {T} dt.

Por otro lado u = kt + /1 + k?t?, elevando al cuadrado en ambos lados y despejando

t se tiene t = =4
tr—l B 1 N ug r—1
| 2uk ’

2uk
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Asi t? = %, o bien, k?t? = k2ii§;2) a 4"22 ) con 1o cual
L2 — 14 k(1 — u?)? _ 4u? 4+ (1 — u?)? _ Ay +1 —2u% 4+ ut
4u? 4u? 4u?
4 2 2 1 2 1 2 2 1
ettt (A g (4D
4u? 4u? 2u
u ) —k(VIFRZE —kt u
Por tanto \/1+1k2t2 = u22+1 y en consecuencia, du = [(T%Z)} = —ku - u22+1dt
—3’1“1 dt, de donde dt = _(21; 1) du. Luego:
/ " expyy (—)]dt = / ! (\/1 k22— )E
0 0
Siu=+1+k?>—kt, t =0, entonces u = 1
V14 k22 — kt) (V1 + k22 + kt
lim\/1+k2t2—kt:1im( )( )
t—o00 t—o00 [1/1 + k2¢2 4+ kt]
1+ k%2 — k22 1
= lim = lim =
t=oo \/1 + k22 + kt  t—oo /1 + k22 + Kkt
es decir si t = oo, u = 0. Por tanto
> Ta—u)]h L /=1 (w2 1)
1 —t)]°dt = —_— | — | ———=d
[t cora = [0 (G0 0
-1 1 1 2\r—1 . 2 1
e
2k Jo  (2uk)r—! u?
[P —u?)t s (u? + 1)d 1 /1 (1 —u?) " ut (1 + u?)du
= — u u =
2% 0 (Qk)r—lur—l U2 (Qk)r 0 w1
1 1
= (1 — ) tum==1(1 + u?)du
(2k)" Jo
L [t
— wuk=—1(1 —u*)" " (1 4+ u*)du
(2k)" Jo
Haciendo t = u? se tiene dt = 2udu vy = du, de donde \[ = du y en consecuencia

la integral es como sigue,
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]_ 1 1 s dt
—— | ()= (L —t) (1t
o ) HET -0
1 lt;?_%_f(l—t)” Y1+ t)dt
12k]" /o 3
1 1 S T
=T ter 2 (1 — )" (1 4+ t)dt
0
]. 1 s r 1 B8 _r
= T {/ ter 2 (1 — )" 1dt+/ tk21(1—t)”1tdt}
0 0
1 Loy s Los
= {/ toR T3 (1 — ) 1dt+/ t(k2)1(1—t)T1dt} (%)
12k|" /o 0

Ahora la integral beta es definida para Re(xz) > 0y Re(y) > 0 como:

L(2)C(y)

e e

Por tanto tenemos las siguientes condiciones de convergencia

six:ﬁ—g>0yy:r>0

s r T‘2k|
>3 =1<

= T
Es decir rlk| < s

Para la segunda integral se cumple lo mismo y por tanto

L P =)0 T (gg—5) 0l
/ tRR 2 (1 — )t = PH 2 — _\PH 2 (4.12)
0 P(ga-5+7)  T(g+3)
y
I P(L—z+1>r|r| P( +1>F|r|
/ t(\2k|_5+1)_1(1 — t)T—ldt - ‘2? f = F
0 F(g—5+1+7) P<|2—sk‘+§+1)

Para todos los numeros complejos excepto para enteros negativos, la funcion gamma I'(z)
es definida tal que I'(x + 1) = 2I'(z) y Por tanto

S T S T S T
MNf——-41)=(— =)' — —=
(|2k| 2*) (rzm 2) <|2kr 2>
T S T

F(w* “)—(W Hm*ﬁ
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Asi

/1 (s t)=1 (] _ gyr-1gp = (m _ %> g (m _ g) il (4.13)

A | 1 (|2—| N %>

()] )
“ o | - LT
| () et e)
r 2s—r2kl T (S — T
1 2[2K] ] (|2 | 2)
= 1+ L|r|
219k 2s+r|2k| s r
24 2k 1 T (m + 5)
1 (25— rf2i) T (7~ 5) .
IIPAG 2 2k s 1
|2k | ] (25 +7| |>F(m+§>

1 [(25+7[2K]) + (25 — r|2K]) F<|2_8\_§)
202k | (2s + 7|2k])

r (L — £>
1 4
s [2K] 2)F|r|

1 25 1
T 2K| [25 + 7| 2K|] r

1
_|2klr[1+%]p<i+g

—_
—
/N
E|m
|
INIE
7

El resultado anterior se establece mediante una expresion mas simple para cada nimero
natural n, mediante la siguiente propiedad.
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.~ (1) 1 1
Lp{t"} = on+1fn ; il(n — )] L + (2 — (n+ 1))k + s+ (2i — (n—1))k

1=

con las restricciones:

s> (n+1)k, parak >0
s<(n+1)k, parak<0

Demostracion. Aplicando la definicién de k-transformada a f(t) = t" se tiene
L {t"} = / " [\/1 k22— kt| " dt. (4.14)
0

Haciendo el cambio de variable:

w=1+k# — kt (4.15)

se tiene )
1—wu

— 4.16

2ku ( )
Y 2
1+u

dt = — du. 4.1
2ku? Y (4.17)

Ademas: sit — 0, u — 1 sit— oo, u — 0y reemplazando (4.15)),(4.16]),(4.17) en (4.14)
se obtiene

Or1—wu?]™ o1 +u?
Lt} = — k d 4.18
ey == [ Vgr] ut Gdu (118)
expresion que puede escribirse como
1 1 2
L {t"} = _—(Qk)nH /1 (v —w)"u’k(1 +u 7)du. (4.19)

-1

Aplicando el binomio de Newton a la expresion (v~' — u)™ y simplificando exponentes se

obtiene

(2k)n+1 n—i)n!

1 0 " _1 n ' s . s .
Lt} = - /1 > H(uk“’—"—? + uk T2 du, (4.20)
i=0

Integrando termino a termino, se llega a

(4.21)

n s . s . 0

n! (=)™ Jur+2i—n—1 wur+2i—n+1
LAt} = — .
{17 (2k)"+1§i!(n—i)n![%+2i—n—1 * 42 —n+1 ],
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Las restricciones impuestas a s se obtiene al evaluar

S N VN k i
Le{t"} = (%)nﬂzig(n_@)!{ (54_(2@'_(”4_1))]@+s+(2i—(n—1))k>}

1=0

que finalmente, es equivalente a

n

ny Nl —1) 1 1
S{t"} = Gt 2 i 7)1 L+ @i—(nt )k st @i—(n- 1))/{} - (42)

=0

]

Mas atn, se puede obtener otra expresion de la siguiente forma recurrente. A partir
cualquiera de los dos resultados anteriores se pueden obtener las siguientes transformadas:

Le{ty = ﬁ
. 2s
L{t°} = (52 — k2)(s2 — 9k2)
- 6
L {t’} = (52 — 4k2)(s2 — 16k2)
gk{t‘l} _ 24s

(s2 — k?)(s? — 9k?)(s% — 25k2)

Las expresiones anteriores sugieren una forma alterna para (4.23)), segtn la paridad de n:

n!

[1Z1(s* = (2ik)?)°

" nls
Ek{t } = m+1

IT (52 = (20 = Dk)?)’

con n=2m—1meZzZ"

LAt} =

con n=2m,m¢e7zZ"
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Capitulo 5

Formulas de particion y k-transformada

Partiendo de las premisas basicas que caracterizan el tratamiento de los subsistemas en
la, mecénica estadistica de Boltzmann-Gibbs, para construir la funcion particion (que da
informacion sobre la energia total en el sistema), en la primera seccion de este capitulo
se generaliza el concepto de funcién particiéon para el microensamble canénico en caso
discreto, utilizando la deformacion de la funcién exponencial segin Kaniadakis. Lo an-
terior, permite que en la segunda seccién, se exprese dicha funcién de particion para el
caso continuo como una integral evaluada (no sobre el espacio de fases de velocidades y
posicion como en [21]) en los posibles valores que representa la variable continua de ener-
gia. Consecuentemente, en la tercera seccion, se da una interpretacion matemaética, caso
continuo, para la funcién particiéon en términos del operador k-transformada de Laplace
y ademas usando dicho operador, se calcula en forma explicita la funcién particion para
un sistema de particulas idénticas en una caja de potencial.

5.1. Funcién de particién en el caso discreto

Los problemas més simples en mecanica estadistica son aquellos relacionados con sis-
temas compuestos de moléculas, grupos de moléculas o grados de libertad que son efec-
tivamente independientes uno del otro. No se tiene una caracteristica de independencia
debido usualmente a dos asuntos: fuerzas intermoleculares y restricciones de la simetria
sobre las funciones de onda mecénico cuanticas. La independencia implicaré solamente
interaccion débil, es decir, las moléculas o grados de libertad interacttian suficientemente
para mantener el equilibrio térmico por intercambio de energia, pero no hasta tal punto de
requerir fuerzas intermoleculares. La interaccion débil puede ser directa (esto es, debido
a las colisiones) o indirecta (por medio de las paredes o un bano de calor). Un ejemplo
claro es el de un gas ideal; la densidad es lo suficientemente baja para que las fuerzas
intermoleculares hagan una contribuciéon despreciable a las propiedades termodinamicas
(ecuacion del estado), pero el equilibrio se mantendra por la interacciones moleculares o
por las colisiones con las paredes.

Para los subsistemas, en lugar de moléculas se pueden considerar: grados diferentes de
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libertad con las mismas moléculas (traslacion, rotacion, etc.), modos vibracionales inde-
Y 9 9

pendientes en un cristal monoatémico, o bien, moléculas absorvidas sobre grupos inde-

pendientes de sistemas de absorcién sobre una superficie soélida, etc.

Sea H la funcion Hamiltoniana clasica para el sistema macroscopico bajo consideracion.
Si el sistema esta compuesto por moléculas independientes o subsistemas, por definicion
H serd dado por una suma de contribuciones independientes

H=H,+Hy+---,

donde con H,, H, etc. se hace referencia a moléculas individuales, grados de libertad, etc.
Similarmente para el operador Hamiltoniano

Ho=Hy+Hy+ -

Se denotan por €,, €, - - - etc. y ¢q, Yy - - - ete., alos autovalores y autofunciones de H,, Hy - - -
etc. En tal caso se propone como una solucion de Hy = E1b, la funciéon de onda ¢ =
WYap - -+ ¥ Se encuentra que

H1/J:(/Ha+/Hb+...)7vZ)a¢b"':(€a+€b+"'>¢:E¢-

El punto escencial aqui es el siguiente: para un sistema de moléculas independientes o
subsistemas distinguibles, no es necesario resolver la ecuacién completa de Schrédinger
Hi = Ev (que es de orden de 10%° coordenadas), sino solamente las ecuaciones separadas
Hotva = €00, Hpthp = €0y - - - ete. cada una con pocas coordenadas.

Para una molécula o subsistema en un tiempo, se definen funciones particiéon del tipo
ensamble canoénico, dadas por

e YR Yo
2 =qp = Ze e, /kBT _ Z Beb

donde las sumas son sobre los estados de energia moleculares o del subsistema
T
J, (un nlvel de energia en degeneracion es representado por varios términos en la suma).

Ahora bien, si se tiene una descripcion como la introducida por Kaniadakis para el caso
continuo [20)], se puede definir una version modificada de la funciones de particion del
siguiente modo:

2 = gl =3 " expyyy (—Bea,)

Zz;{k} = quk} = Zexp{k}(—ﬂ%)-
J
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Como ejemplo, supéngase que existen dos subsistemas, uno con tres y otro con dos estados
de energia. De tal forma,

qaqb — (efeal/k‘BT+e*€a2/k3T_i_efeas/k‘BT)(ebel/kBT+67€b2/kBT>
6—(5a1+5b1)/kBT + 6—(€a1+5b2)/kBT + 6—(6a2+6b1)/kBT

+€_(Ea2+5b2)/kBT + e~ (cagtev)/kpT + e~ (cagteny)/kBT

La suma de los € (los autovalores de la energia) en los exponentes, pone de manifiesto los
posibles estados de energia E para el sistema conjunto. Asi se tiene en este ejemplo, y en
general,

Q=2 = Y e/hsl = (Y e fa)(y 7).

i J
= Zg<b-

Asi, en el caso de Boltzmann-Gibbs la funciéon de particiéon canénica Z para todo el
sistema, es un producto de las ¢ correspondientes a las moléculas independientes o sub-
sistemas. En el ejemplo mencionado anteriormente, para el caso de mecénica estadistica
de kaniadakis, se tiene

A2 = fexppy (—Bea,) + expry (—Beay) + expy (—Beay )| [exDpay (—Ben,) + expay (—Ben,)]
= expyy(—0B€a,) expyy (—Bep,) + expyy (—Beq, ) expyyy (—PBer,)
+ expyyy (—Beay) exPyiy (—Beb, ) + expyyy (—Beay) €Xpyyy (—Bép,)
+ expiy (—Béas) expypy (= Bev,) + exppy (—Bea;) expypy (—Bepy)-

k
Por otro lado, expy(—Beq,) expyy (—Bep,) = expyn[(—Beq,) ® (—Be,)], donde

(—Bea) & (—Bes,) = (—Bea)y 1+ K2(=Bes, )2 + (— B, )/ T+ F2(— e, )

que también se pude expresar, usando la identidad expyy, (ax) = [expy,y (2)]*, como sigue

expygy(—Bea;) exppy (—Bep;) = [exp_gry Eai)]_ﬁ[exp{fﬁk}(ebg‘)]_ﬁ
= [eXp{—Bk} €a;) * eXP{_ﬁk}(ﬁbj)]fﬁ

N
= [exp{fﬁk}(eai b e ])]

b
k
= expyy[—Bleq, @ a,)].

Por otra parte, si las moléculas o subsistemas son independientes e idénticos, los estados de
energia para cada una de las moléculas idénticas seran los mismos. En tal caso, z, = 2, =
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.. =q=Y.e P4 y para el caso en mecanica estadistica de Kaniadakis 2% = 2} = ... =

j
g* = > expyy(—pB¢;). En consecuencia, para ambos casos, las funciones de particion
J

totales seran respectivamente,

Q=2= (3 e Po) (S e o) (S P) = [ e PN

J J J J

Y Quy = Zgy = > _expr(—Be)]™.

J

Desde la perspectiva de la mecanica cuantica las particulas idénticas son indistinguibles,
es decir, cada n—tupla (j;...jy) tiene N! permutaciones idénticas, asi que en realidad la
funcion de particion (en ambos casos) debe ser dividida por N!;

N ( {k})N

_ 4 _
Q—m y Quy = N

5.2. Deducciéon de la funcién particion en un gas ideal
monoatémico

En primer lugar se reescribiré la funciéon particion en términos de los niveles de energia
presentes en un estado. Como en la seccion anterior, la funcién particién (o suma sobre
estados), en la descripcion de Boltzmann-Gibbs y en la de Kaniadakis para una particula
a es, respectivamente, de la forma

da = Z eXp<_B€a,ja) y qik} = Z eXp{k}(_ﬁea,ja)'
Ja Jja

Para el caso de energia discreta, la suma en la funcién particién para una tnica particula
puede ser escrita en dos formas: en términos de los estados cuanticos y en términos de los
niveles de energia, esto es,

¢= exp(=fe;) =) gnexp(—Fen)
J n
gt = Zexp{k}(—ﬁﬁj) = Zgn eXp{k}(—ﬁ%),
J n

donde los términos g, representan las densidades de estados de energia correspondientes
a cada novel n.

Modificando el indice de la sumatoria, al cambiar la suma sobre estados representados
por subindice j por la suma sobre la energia e, siendo € una variable discreta que toma
valores en el conjunto de niveles de energia distintos entre si (e € {€1, €2, ...}), se obtiene
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q= ZGXP(—ﬁﬁj) = gle)exp(—Be) y
g = ZQ(G) expygy (—0Be)

Para el caso de energia continua, tenemos

g=1z= /Ooog(e) exp(—[fe)de

" = 2y = / 9(€) expyy (— Be)de. (5.1)
0

Aqui, g(€) es el nimero de estados cuanticos por unidad de energia en el nivel de energia
€, es decir, la funciéon correspondiente a la densidad de estados de energia. De tal forma,
g(€)de es el numero de estados con energias que estan entre € y € + de.

Es resaltar que (j5.1]) es equivalente al resultado

2 = /R a" expy(~BE),

expuesto en [2I], en el caso que la energia potencial es cero y la integral es tomada sobre
el espacio n-dimensional R de velocidades v. La tultima expresion fué desarrollada por
Kaniadakis a partir de maximizar el funcional de entropia S, para encontrar la funcion
de densidad para la distribucién de velocidades.

5.3. Relaciones con la k-transformada de Laplace

Asi como para el modelo de Boltzman-Gibbs, la funciéon de particién obtenida a partir de
la densidad g(€) es

2= 2(B) = / " 9(6) exp(—pe)de = £{g(t)}os.

en la mecénica estadistica de kaniadakis la funciéon particion, acorde con (5.1)), es

2 (B) = / " 9(O)lexpyeg (—Be)lde.

. Coémo escribirla en términos de la k-transformada propuesta en el capitulo anterior?.
Para resolver el interrogante se parte de las propiedades expuestas para el k-exponencial,
por las cuales se tiene que para todo a € R, expy,(ax) = [exp,,(7)]?, asi que haciendo
r=—tya=/f se tiene

eXP{k}(_ﬂt) = [eXpﬁk(_t>]ﬁ‘
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Por tanto
(8) = Amg@mmmH«ﬁawe
_ Amg@wmmwu—aW@
= 250 (9(0) s
es decir

203 (B) = Loy (9())ls=s, (5:2)

Ahora consideremos un gas monoatoémico lo suficientemente diluido, de tal forma que las
fuerzas intermolares pueden ser ignoradas. En principio cada dtomo es tratado como una
masa puntual con tres grados traslacionales de libertad. En virtud de esto, la moléculas
del gas son independientes una de la otra. Ellas son también indistinguibles y por lo tanto,
la funcién particién del ensamble candnico es para losdos casos:

N q{k})N

q
S R Ay v

Dado que el nimero de estados cuanticos moleculares permitidos es mayor comparado
con N. La primera cuestion es obtener el valor de ¢ y ¢**}. Para el caso Boltzmann-
Gibbs, consideremos N particulas situadas en una caja cibica de lado L, indistinguibles,
independientes y por tanto desde la mecanica cuantica, idénticas. Para computar la fun-
cion particion Z de este sistema, es necesario conocer los niveles de energia de una sola
particula.

En una caja de potencial en tres dimensiones, la particula puede desplazarse libremente
en las tres dimensiones. La ecuacion de Schrodinger es entonces

I (. ) + V(. . 2) = el )
El potencial puede ser descrito como:

V(z,y,2)=0, 0<z<L, 0<y<L 0<z<L

V(z,y,2) =00, L<x<0, L<y<0, L<z<0.

La tnica solucion posible correspondiente a los lugares fuera de la caja es ¥(z,y, z) = 0.
Por tanto

h? v B
_% ¢($ay,2) _Ew(mayaz)'
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Esta ecuacion es separable en tres ecuaciones basicas idénticas a las de la particula en la
caja unidimensional. Las autofunciones y los autovalores del sistema son:

8 - .
Gnamy(:4:2) = ] goen(p)sen(ZE)sen(=E).

2 2 2
ng My 10

h
En Ny, N S = =
e = g r T2t )

h
= S’ (ni + nf/ + nz),

donde ng,n,,n. son los tres nimeros cuanticos que caracterizan el movimiento en esas
tres dimensiones ng,n,,n, = 1,2,3---.

En las sumas ¢ = Y e %9 y gy = > expyyy (—B€;), las energfas €; en este caso, son aque-
J J

llas asociadas con una molécula o a&tomo, que posee tres grados traslacionales de libertas y
confinado en esta caja. En el espacio n,, n,, n, de valores posibles de los nimeros cuanticos,
existe una correspondencia uno a uno entre los posibles estados cuanticos moleculares o
atémicos y puntos en el espacio con coordenadas enteras positivas. Consideremos una
esfera en el espacio de niimeros cuanticos, centrado en el origen y teniendo radio R, tal
que

2 2 2, .2
RP=n’+n2+n’= =60 mn.
Denotando €, , . =€y dado que V = L3 o bien V%3 = [2 entonces
XTIty Ttz Y Y

8mV2/3
TR

es la ecuacion de una esfera de radio R en el espacio ng,, n,,n, de nimeros cuanticos. Ya
que los niimeros cudnticos n,, n,, n, son todos positivos, el volumen del octante positivo
de una esfera de radio R es %(%) = %. Pero debemos recordar que este volumen

resulta igual al namero de estados cudnticos con una energia menor que €, n(¢), es decir,

R2

€

B 1(47TR2> B 7T_R3 _m SmV?2/3¢
837 6 6 h?2

n(e) 2 = n(e) = = (T

Para que las funciones de particion antes mencionadas sean coherentes, se debe tener
n(e) >> N (el simbolo >> representa “mucho mayor que”), cuando el valor de la energia
es del orden de kgT' (ya que los estados de energia ¢ mucho mayores que kg7 no seran

Y

apreciablemente ocupadas y, por tanto, son no permitidos.) Asi que n(e) ~ n(kT) =
o 8mkgT o 128mkgT ./ 8mkgT ) -
SOV = SRV 0 SRRV >> N 6§ >> L)) =

1,33A3, donde A = ——— es la longitud de onda termal de Broglie. Es decir,

\/ 2mmkgT

(%)1/3 >> A
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Asi para que las funciones de particion, en ambos casos, sean una buena aproximacion,
la distancia promedio entre las particulas debe ser mucho mayor que la longitud de onda
termal de Broglie. Esto es por tanto la condicion suficiente para a validez de la aplicacion
de la estadistica de Boltzmann-Gibbs y la de Kaniadakis para expresar las funciones de
particion Z y Zj;y, respectivamente.

Ahora, el minimo de estados cuanticos moleculares o atomicos entre € y € + de es

dn(e) g T 8m

g(e)de = o de= 4( 2 P22V E? de,
es decir 8
T 8m
gle) = 7 (57)*Ve (5:3)

Por lo expuesto anteriormente, esta funcion de densidad, que describe el niimero de estados
de estados cuaanticos por unidad de energia €, en el sistema previamente descrito es valida
para calcular las funciones de particion, tanto en el caso de la mecanica estadistica de
Boltzmann-Gibbs como en la de Kaniadakis.

Se pasara ahora al célculo de la funcién de particion en el caso de la mecéanica estadistica
de Boltzmann-Gibbs, que puede hacerse usando la transformada de Laplace usual.

8) = / " g(6) exp(—Be)de
S {9()}es

- sk{;f(i?)

T 8m
152V e s

3/2V€1/2}s s

Como I'(3/2) =I'(1/2+ 1) =3I(1/2) = s/Ty B = kBLT , entonces

T 8m 40l (3)
Z(ﬂ) = _(_2)3/22 ;2 Vls:,ﬁ
4 h S2

T 8m 3\/_V
S s

S2
8m 31

= (325" ViV
27ka‘5T

= )

3
2

V.

Ast que z(B8) = (Z2sT)2y = (22m)3V. Ademas, la funcién particion para el ensamble

2 h2B
canoénico es
2rm Y VN

g N

Q=2(B)=(
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Ahora se presenta al calculo de la funcién de particion en el caso de la mecanica estadistica
de Kaniadakis, que puede hacerse a partir de ({5.3]) usando la k-transformada de Laplace,
la propiedad (4.10]) y la expresion ([5.2)) para la funciéon de particion.

Z{k}(ﬁ)

Luego,

Lisry(9(€))]s=p

T 8m
S{ﬁk}(z(ﬁ)?’ﬂ‘/ﬁmﬂs:ﬁ
T 8m
4(ﬁ)3/ VS{,@k}(6 / Ms=p

B
wsmye, (a6
4" h2 3 3 1kB] 8
T8 32y G
2 3

AR k)t [+ 30k] (- 2)
™ 8m .3 VT
4< h? )V

2kB)2 (1 + $[k]) (1 - 3[KI)

B ™mn : V
— \klBR?) 1 2k2

B (7TmK5T>g 1%

k| 12 — 92
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Conclusiones

. El operador k-transformada de Laplace, introducido en la definicion reproduce
como limite, cuando k tiende a cero, al operador transformada de Laplace y en
general ambos tienen propiedades analogas como se muestra en el cuarto capitulo.

. Acorde con el quinto capitulo, el uso de la k-transformada de Laplace para expresar
funciones de particiéon de la mecanica estadistica de Kaniadakis, es natural como
sucede entre la transformada usual y la mecanica estadistica de Boltzman-Gibbs.

. Las propiedades obtenidas para la k-transformada, muestran que la teoria propuesta
es pertinente y 1til para ciertos calculos.

. La teorfa matematica subyacente en la mecénica estadistica propuesta por G. Ka-
niadakis, permite nuevos desarrollos en matematicas y en particular es potencial-
mente productiva en analisis armoénico. Si bien en esta tesis s6lo se propone la
k-transformada de Laplace, también se muestra el camino para indagar sobre la
transformada de Fourier.
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Conclusiones



Problemas abiertos

En la literartura no aparecen publicaciones de trabajos sobre anélisis armoénico en el
contexto de las matemaéticas que ha desarrollado G. Kaniadakis para explicar fenémenos
de mecéanica estadistica que involucren la relatividad especial. Esta tesis presenta un
primer paso en esa direcciéon, por lo que queda abierto:

1. continuar desarrollando la teoria de la k-transformada de Laplace,

2. desarrollar y aplicar una teoria sobre k-transformada de Fourier,

3. desarrollar y aplicar una teoria sobre ondiculas en el marco de las matematicas
k-deformadas,

4. encontrar nuevos marcos para la aplicacion de la k-transformadas de Laplace y de
funciones k-gaussianas.
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