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Resumen

Uno de los aspectos centrales y que actualmente adquiere gran relevancia es la Modelacion
de series de tiempo con fines de prediccion. Los modelos ARIMA por su misma estructura
no son muy potentes en este sentido.

En este trabajo se presentan las consideraciones tedricas de los modelos Autorregresivos y
de Medias Moviles Integrados (ARIMA), los modelos de Vectores Autorregresivos (VAR)
y se desarrolla el procedimiento empleado por Victor Guerrero (2002) que permite obtener
predicciones condicionadas a determinadas metas o restricciones.

Los elementos formales se ilustran con un ejemplo numérico y finalmente se realiza un
caso de aplicacion para la economia colombiana utilizando la variable PIB.
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Introduccidén

La modelacion de Series de tiempo econdémicas es un aspecto fundamental en la teoria
econométrica; los aportes de Box y Jenkins permitieron la construccion de modelos que
consideran la historia de la serie (modelos autorregresivos), las innovaciones (modelos de
medias moviles) o combinaciones de ambos (modelos ARMA). Si las series presentan raices
unitarias, éstas se diferencian con lo cual se utilizan los modelos Integrados ARIMA.

Después de determinado el modelo apropiado siguiendo la metodologia Box-Jenkins, se
pueden generar prondsticos que permitan tomar decisiones; teniendo en cuenta la nat-
uraleza de la serie, suelen presentarse situaciones externas que modifican la trayectoria
de la serie y que pueden darse en un periodo de tiempo corto o que pueden aparecer de
forma abrupta para luego lentamente desaparecer; por ejemplo la creacién de un nuevo
impuesto puede alterar el IPC (indice de precios al consumidor). Para estas circunstancias
suele agregarse al componente estocastico modelado, otro llamado efecto de intervencion.

Puede ocurrir que para determinadas series como la inflacion o el Producto Interno Bruto
(PIB) la autoridad economica del pais, que en el caso de Colombia es el Banco de la
Republica, defina metas que son establecidas para un horizonte que normalmente es de
un ano. El gobierno, puede entonces emprender acciones que posibiliten el cumplimiento de
la politica establecida como el aumento o disminuciéon de las tasas de interés, el ingreso al
mercado de divisas o el estimulo a la creacién de empresas mediante la implementacion de
determinada ayuda. Es méas, Lucas|10] en su critica afirma que las predicciones basadas en
la informacion histérica podrian ser invélidas cuando el gobierno tiene metas precisamente
por la capacidad del gobierno para que con sus actuaciones tratar de llegar a las metas.
El conocimiento por parte del analista econémico de estas, puede servirle para mejorar
los pronésticos de la variable en estudio. La meta, es entonces una informacion adicional
o si se quiere decirlo una restriccion porque se establece un limite en el crecimiento, el
promedio, la suma, o el valor que se ha definido para la serie en un tiempo determinado.

Antes de considerar la informacion adicional, se deben tener en cuenta los prondsticos del
modelo; aquellos que poseen el minimo error cuadratico promedio, se determinan en forma
matematica por la esperanza condicional de la serie en los tiempos ¢t + 1,t 4+ 2,...t + h,
dado los valores de la serie hasta el t. Estos pronosticos serdn conocidos en el documento
como irrestrictos.

Para incorporar las restricciones se determina una matriz para la cual pueda demostrarse
que el nuevo prondstico minimiza el error; en el documento se hace el desarrollo mateméti-
co ampliado al procedimiento seguido por Guerrero[6] y que antes habian establecido Tra-
belsi y Pankratz. Se obtiene una expresiéon que combina los pronésticos irrestrictos con las
metas de forma que se generan unos pronosticos que se llamaran restringidos. Con estos
prondsticos se suministra la representaciéon de una trayectoria compatible con la historia



de la variable de interés y que permita al término de un horizonte cumplir con el objetivo
planteado.

Con esta herramienta matematica puede también establecerse si la informacién histérica es
compatible con las metas propuestas; esto se hace mediante la definicién de un estadistico
que utilice la restriccion o restricciones bajo los supuestos de normalidad de los residuos
generados.

Pero la metodologia de pronésticos con restricciones también puede aplicarse al caso de la
series multiples; si se tiene un sistema de series que se pueden representar en un modelo de
vectores autorregresivos (VAR), tal como lo explica Lutketpool|[11], o si hay cointegracion,
con lo cual se podria permitir la implementaciéon de un modelo de correcciéon de errores
(VEC), el cual fue explicado por Engle y Granger (1987), se pueden generar pronosticos
irrestrictos. De manera similar, puede encontrarse una representaciéon para incorporar las
restricciones y generar los pronosticos respectivos, lo cual es mostrado en este documento.

Luis Fernando Melo[12] describe los procedimientos que permiten la obtencion de los
prondsticos restringidos para un modelo VAR y propone un método para corregir el sesgo
cuando a las variables de la especificacion se les hace una transformacion logaritmica para
estacionarizarlas en varianza. Por otro lado, Pefia y Guerrero[8| plantea como usar las
restricciones para actualizar los pronoésticos, la estimacion de datos faltantes y pone de
manifiesto la relaciéon que hay entre la expresiéon matematica de la restriccion y la que
permite desagregar series temporales.

Para aplicar la teoria demostrada, se tiene en cuenta el Producto interno Bruto de Colom-
bia, para el cual se estableci6 que al finalizar 2010 creceria en un 3,0 %; se propone un
modelo ARIMA para esta serie para el cual se generan los prondsticos en un horizonte de
un ano; teniendo en cuenta la meta establecida, se introduce la restriccion y se establece
una trayectoria para monitorear el cumplimiento de esta meta. Por tltimo se hace un
comparativo de los errores de los prondsticos irrestrictos con los que tienen restricciones.



1. Preliminares

1.1. Proceso estocastico

Definicion 1.1. Un proceso estocdstico se define como una coleccion indexada de variables
aleatorias {Y;}, donde el subindice t toma valores de un conjunto T' dado. Con frecuencia
T se toma como el conjunto de enteros no negativos que pueden equivaler a unidades de
tiempo como meses, dias o trimestres.

Cuando se fija un valor en el tiempo, el proceso estocastico pasa a ser una variable aleatoria
que tendré su correspondiente distribucion de probabilidad. Asi, para t = t; la distribuciéon
de probabilidad sera expresada por F[Y(¢;)]. Si en lugar de un valor fijamos dos valores
del tiempo, se obtendria una variable bidimensional con una distribucion bivariante. Asi
para t = t; y t = t; la distribucion de probabilidad seria F[Y (¢;),Y (t;)]. En general,
para un conjunto finito de valores del tiempo, se obtendria una funcién de distribuciéon
conjunta. Asi para ty,ts,...,t, la funciéon de distribucién conjunta seria

FIY (1), Y (ts), ..., Y ()] (1)

Se dice que un proceso estocastico estéd perfectamente caracterizado cuando se pueden
determinar las funciones de distribuciéon conjunta para cada conjunto finito de variables del
proceso, es decir, para cada valor finito de n en (1). Sin embargo, la determinacion de las
caracteristicas del proceso a partir de las funciones de distribucién no es un procedimiento
directo, por lo que se acostumbra a utilizar los momentos.

En un proceso estocastico al que se designara, para simplificar la notacion, por Y; la media
o momento de primer orden se define de la siguiente forma

e = E(Y;) (2)

Como momentos de segundo orden respecto a la media es preciso considerar, ademés de
la varianza, las covarianzas entre variables referidas a distintos momentos de tiempo o
autocovarianzas a las que se designaran por

Vs = Cov(Y;, Ys) = E(Yy — pue) (Vs — pus) (3)
Cuando s =t se tiene definida la varianza:
Vs = var(Yy) = BE(Y; — )’ (4)

Como forma alternativa de caracterizacion de un proceso estocéstico se utilizan los coefi-
cientes de autocorrelacion

()

Coul¥;, )
Pt,s =
v/ var(Y;)var(Yy)
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Las autocorrelaciones conjuntamente con las varianzas proporcionan idéntica informacion
que las autocovarianzas. Sin embargo, es preferible utilizar las autocorrelaciones ya que
éstas proporcionan unas medidas relativas a diferencia de lo que ocurre con las autoco-
varianzas que vienen afectadas por la escala que se utiliza.

1.1.1. Procesos estacionarios

Se dice que un proceso estocastico es estacionario en sentido estricto cuando al realizar
un mismo desplazamiento en el tiempo de todas las variables de cualquier distribucion
conjunta finita, resulta que esta distribuciéon no varia.

Considerando la funcién de distribucién conjunta
F[}Q17E27"'7}/¥k] (6>

si se adopta el supuesto de que todos los elementos de la anterior distribuciéon se desplazan
m periodos, la nueva funciéon de distribuciéon conjunta sera

F[Y;fl—i-ma Y;fz—i-ma R Y;k—i-m] (7)
Si el proceso es estacionario en sentido estricto se debera verificar que
F[)/;l’}/;2""’)/;k] = F[Y;1+m>Y;Q+M>-"aY;fk+M] (8)

e igualmente, se deberd obtener un resultado analogo para cualquier otra distribucion
conjunta que tenga caracter finito.

También en este caso es mas complejo el analisis de la estacionariedad a partir de las
funciones de distribucion que si se efectiia a partir de los momentos. En contrapartida, el
concepto de estacionariedad serd méas limitado. Se dice que un proceso es estacionario de
primer orden, o en media, si se verifica que

EY,) =p, Vt (9)

es decir, en un proceso estacionario en media, la esperanza mateméatica permanece con-
stante a lo largo del tiempo.

Se dice que un proceso estocastico es estacionario de segundo orden (o en sentido amplio)
cuando se verifican las dos condiciones siguientes:

i) la varianza es finita y permanece constante a lo largo del tiempo, es decir

E(Y; — p)? =0 < o0, Vit (10)

i1) La autocovarianza entre dos periodos distintos de tiempo tnicamente viene afectada
por el lapso de tiempo transcurrido entre esos dos periodos. Asi:

EVr —p)(Ye—p) =,V (11)



En un proceso estacionario las autocorrelaciones quedan definidas de la siguiente forma:

Ve
= — 12
Yo ( )

Pk

1.1.2. Procesos lineales

Los procesos lineales se caracterizan porque se pueden representar como una combinaciéon
lineal de variables aleatorias. Los més comunes son: procesos puramente aleatorios, pro-
cesos autorregresivos, procesos de medias moéviles y los obtenidos como combinaciéon de
estos dos tltimos.

El proceso puramente aleatorio es el mas simple de todos. Podria expresarse de la siguiente

forma
YVi=a (13)
donde a; goza de las siguientes propiedades:
E(a;)) =0 vt (14a)
E(a}) =02 WVt (14b)
E(aqap) =0 t#t (14c)

En conclusion, a; se caracteriza por que su media es igual a cero y su varianza es constante
a lo largo del tiempo y no existe relacion entre valores referidos a momentos distintos del
tiempo. Este es un proceso que se conoce como Ruido blanco.

1.2. Modelos para series de tiempo univariadas

En el trabajo a desarrollar es necesario considerar procesos: autorregresivos(AR), de me-
dias moviles(MA), mixtos(ARMA) y modelos ARIMA.

1.2.1. Modelos autorregresivos (AR)

Un modelo autorregresivo de orden p, o abreviadamente un modelo AR(p) se define de la
siguiente forma:

Yi=g1Yi1+ Yo+ -+ 0,Y, +ay (15)
donde a; es una variable aleatoria de ruido blanco. Si se utiliza el operador de retardos:
(L) =1— 1L — ¢yL” — - — ¢, L7 (16)
el modelo puede expresarse de forma compacta
(L)Y, = a (17)

Si p = 1 se obtiene un proceso AR(1)



Modelo AR(1) Un modelo AR(1) viene definido por

Yi=¢oYi+a (18)
o, utilizando el operador de retardos, por

(1= L)Y =a (19)
El modelo definido en (18) se caracteriza porque E(a;Y;—.) =0 V7 > 0.

Ademas, para que el modelo definido en (18) sea estacionario, la raiz del polinomio car-

acteristico
1—¢L=0 (20)
deben caer fuera del circulo unidad. Es decir
1
|L|=|—| >1 o mejor (21a)
o1
[p1] < 1 (21b)

Ahora bien, si el proceso se considera iniciado en —oo, entonces para |¢;| < 1,} y cualquiera
que sea el valor inicial, se verificara que E(Y;) = 0, pero si en el modelo se introduce una
constante, se tendra que

Yi=0+0Yi +a

Si el proceso es estacionario, se tendra que
)
L=

Para determinar las autocovarianzas y las autocorrelaciones del modelo AR(1) se sigue el

W

siguiente procedimiento:

Sea Y; como en (18), entonces multiplicando por Y;_, y tomando esperanzas se obtiene

iV, = ¢1}/;—1Y;—7’ +atYy , (22&)
EYY, ;) =0 EYi1Yir) + E(a:Ys—r) (22b)
Yr = 171+ E(arYi—r) (22¢)
Para 7 = 0, resulta:
Yo = ¢17-1 + E(aYr) (23a)
Yo = ¢17-1 + E(aip1Yi1 + ai]) (23b)
Yo = ¢17-1 + ¢1E(a; Y1) + E(a7) (23¢)
Yo =1 + 0 (23d)

!Condicién necesaria y suficiente para que un modelo AR(1) sea estacionario.
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Para 7 = 1, se obtiene:

7= 10 + E(aYi—1) (24a)
7= 017 (24D)

Reemplazando (24b) en (23d)

%0 = 61(é170) +

% =0t + o,y ast
2

— Ufl
TR
Para 7 > 0 resulta que (22¢) se transforma en
Vr = ¢177’—1
luego, las autocorrelaciones serian
Yr 1771
pT et —_— =
Yo Yo
= ¢1pr—1

En un proceso AR(1) estacionario, se puede despejar Y;, utilizando el inverso del operador
polinomial de retardos. Asi,

1

Y, = ¢ (L)ay = 1o 0™

Si se considera |¢;L| < 1, la fraccién del segundo miembro puede contemplarse como la
suma de los términos de una progresion geométrica infinita de razén ¢, L, que es conver-
gente. Es decir

Vo= (il)ar =) dla
j=0 j=0

el cual es un modelo que se conoce como proceso de medias mdoviles con infinitos retardos,
que sera analizado mas adelante.

Modelo AR(2) Un modelo AR(2) viene definido por

Yi=¢1Yio1 + @Yo+ (25)
o, utilizando el operador de retardos,

(1 =1L — ¢oL?)Y, = a, (26)
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Para que el proceso anterior sea estacionario se requiere que las raices de la ecuacion
1—¢L— ¢l =0
caigan fuera del circulo unidad.
Si se multiplican ambos miembros de (25) por Y;_, y se toman esperanzas se tiene que
EY YY) = 01 E(Yi1Yir) + 2 E(Yi2Yir) + E(eYi—r)
O mejor,
Vr = 01Yr—1 + G2vr—2 + ElarYs—;)
Para 7 = 0, resulta:
Yo =1 + ¢ + 0

Para 7 =1:

T = G170 + ¢
Para 7 = 2:

Y2 = 171+ P20
Resolviendo algebraicamente las expresiones anteriores, se llega a que

®17%
1 — ¢
Qﬁ%

Y2 = <1_¢2)+¢2%

M=

donde

0.2

. a
1— ¢ — ¢3

Se tiene que para 7 > 0, 7, se transforma en v, = ¢17v,_1 + ¢27,_2, de esta forma, las

autocorrelaciones de este modelo quedan definidas como

Yo

o

Yo

_ ¢17‘r—1 + ¢27‘r—2’ por lo que
Yo

= ¢1p7—1 + ¢2p7_2, >0

pPr =




Modelo AR(p) Un modelo AR(p) viene definido por

Yi=p1Yi1+ Yo+ +0,Y 1, +ay (27)
o, alternativamente por
(L)Y, = a
done ¢(L) =1—¢1L— ¢ L? —- - — ¢, LP. Para que el proceso sea estacionario, se requiere

que las raices de la ecuacién polinomial
1—¢L—¢gol® —-- — ¢, [P =0
estén fuera del circulo unidad.
Multiplicando ambos miembros de (27) por Y;_, y tomando esperanzas se tiene que
Ve = P1Vr—1 + G2Yr—2 + -+ OpVr—p + ElarYy—;)
Para 7 = 0, se obtiene
Yo =17+ + Gip 0
Para valores de 7 > 0 el resultado obtenido es el siguiente

Vr = P1Vr—1 + P2Vr—2 + - F PpYrp; 7>0

Dividiendo ambos miembros de la ecuaciéon anterior por 7, se obtiene la ecuaciéon de orden
p para las autocorrelaciones,

pr = Q1pr—1+ Qapr—2+ -+ Opprp
Si se despeja ¢(L) en ¢(L)Y; = a; obtenemos
1
o)
De esta forma se ha pasado de un modelo AR(p) a un modelo MA(o00).

Y, =o' (L)a, =

1.2.2. Modelos de medias moviles (MA)

Un modelo de medias mdviles de orden ¢, o abreviadamente un MA(q), se define como:
Vi =a; — bha—1 — Orap_9 — - - — a0, (28)
Utilizando el operador polinomial de retardos,
O(L)=1—6,L —0,L*—---—0,L"
el modelo puede expresarse en forma compacta como
Yy =0(L)a

A continuacion se examinan las propiedades de un MA(1) y de un MA(2), para gener-
alizarlas posteriormente a un MA(q).



Modelo MA(1) Un modelo MA(1) viene definido por
Y;g = Qt — Hlat_l = (1 — HlL)at

Si se multiplican ambos miembros de la ecuacién anterior por Y;_,, y se toman esperanzas
se tiene que

E(Y;Y;—r) = E(at - elat—l)(at—r - elat—r—l)
v = FElaar—r —ba—r—1ap — a0y + G%at—lat—ﬂ——l]
= Elaa,] — 1 Elai—r—1a;] — 01 Elai—1a,—,] + 01 Ela,_1a4—r 1]

Para 7 = 0, teniendo en cuenta que E(aiay) =0 para t# 1t se obtiene
%= (1+6)0;
Para 7 =1
v = —bi02
Para valores de 7 > 1, se deduce que
¥r =0, T> 1.

De esta manera, dividiendo ~, entre 7, se obtienen los coeficientes de autocorrelacion

_91
1+ 6%
0,

P =
pr = T>1

Dado que la varianza o autocovarianza de orden 0 (vg) es constante, se concluye que un
modelo MA(1) es siempre estacionario independientemente del valor que tenga 6;.

Si expresamos el modelo asi:
ay =Yy + 0r1a

Y si |61] < 1 puede hacerse

1 > |
“ETTgnt T ;(9@%

= 3/2+91Y2—1+9%Kt—2+"'

De esta forma, se ha pasado de un MA(1) a un AR(c0). A la condicion que ha permitido
pasar de un modelo a otro, es decir, que |#;| < 1 se le denomina condicion de invertibilidad.
Como puede verse, la condicion de invertibilidad de un modelo MA(1) es equivalente
en sentido formal a la condicién de estacionariedad de un modelo AR(1). Ahora bien,
conviene no olvidar que un modelo MA(1) es siempre estacionario y que la condicion de
invertibilidad se establece para poder pasar a un modelo AR(o0).
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Modelo MA(2) Un modelo MA(2) viene definido por
Y;g = Ay — Hlat_l - egat_g = (1 - 91[/ — 92L2)at

Si se multiplican ambos miembros de la ecuacién anterior por Y;_,, y se toman esperanzas
se tiene que

E(Y;&Y;&—T) = E(at — a1 — 92%—2)(@1&—7 —hap—r—1 — 92%—7—2)

Para distintos valores de 7 se obtienen los siguientes resultados o autocovarianzas Si se
multiplican ambos miembros de la ecuacién anterior por Y; ., y se toman esperanzas se
tiene que

Y% = (1+67+63)0;

n o= (010 —01)0;

v = —bo,

v = 0; T>2

A partir de las expresiones anteriores se obtienen facilmente los coeficientes de autocor-

relacion
0162 — 6,
S e
—0,
2= 1re e

pr = 0; T > 2.

Para que un proceso MA(2) sea invertible se requiere que las raices del polinomio carac-
teristico

1—6,L—6,L>=0

caigan fuera del circulo unidad.

Modelo MA(q) Sien (28) se multiplican ambos miembros por Y;_, y se toman esper-
anzas, se obtienen los siguientes resultados

Yo = (1+6i+ - +062)0;
(=0, +6,0,41+ - +0, 0,02 T=1,2, ..., 4q
Vr =
0 T>q
Por tanto, en las autocovarianzas existe un corte brusco en ¢, ya que después de ese retardo

su valor es igual a 0. El mismo fenémeno se presenta con los coeficientes de autocorrelacion
que vendran dados por

—0r 4+ 010,41 + -+ 0,0,
pr = 14+67+---+62
0 T>q




Para que un modelo MA(q) sea invertible se requieren que las raices de la ecuacion poli-
nomial

1—6,L—0,L*—-- —§,L9=0

estén fuera del circulo unidad.

1.2.3. Modelos mixtos autorregresivos - medias moéviles (ARMA)

Un modelo autorregresivo y de medias moviles ARMA(p, q) viene definido de la siguiente
forma:

Yi— oY — - — ¢pY;$—p =a —biag_1 — - — eqat—q (29)

Utilizando los operadores polinomiales de retardo, el modelo queda expresado en forma
compacta del siguiente modo:

Para que el modelo sea estacionario se requiere que las raices de la ecuaciéon polinomial
G(L) =1 =yl — e — G, L =0

caigan fuera del circulo unidad.

Bajo condiciones de estacionariedad, el modelo ARMA(p, q) se puede expresar como un
MA (o0), pudiendo representarse de la siguiente forma:

O p—Y
o= S = vl

Luego, los coeficientes del operador polinomial (L) cumplen la siguiente igualdad

0, equivalentemente
(1= L—- = L)L+ L+ l* +--)=(1—-6L—--—0,L%

A partir de la identidad anterior, se pueden deducir un conjunto de ecuaciones que nos
permiten obtener los ;, en funciéon de los coeficientes autorregresivos y de medias moéviles,
siendo un derivado principal que los valores de ¢, para 7 > ¢ se puede deducir la siguiente
ecuacion

¢T = ¢1w7—1 + -+ ¢p¢7’—p T>q
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Por otra parte, para que el modelo (29) sea invertible, se requiere que las raices de la
ecuacion polinomial

6(L)y=1-6,L—---—6,L7=0
se sitien fuera del circulo unidad.

Bajo condiciones de invertibilidad, el modelo ARMA(p, ¢) se puede expresar mediante un
AR(00):

Y, = n(L)Y,

ar =

donde el operador m(L) se define como
m(L)=1—m L —mLl?—---

los coeficientes del operador polinomial 7(L) deben cumplir la siguiente igualdad

Resolviendo la equivalencia anterior, se encuentra que para 7 > p los coeficientes 7, siguen
la siguiente ecuacion

Ty =0T+ -+ 0,7, T>p

Modelo ARMA(1,1) Un modelo ARMA(1, 1) viene dado por la expresion
Y= ¢V +ap — Oha
Multiplicando ambos miembros por Y;_, y tomando esperanzas tenemos que
Ve = EYYi ) = ¢177-1 + E(aYir) — 1 E(a;1Yi-r)

Teniendo en cuenta que F(a;Y;) = 02y E(a;1Y;) = Elaz_1(¢1Yio1 + a; — b1ai_1)] =
(1 — 91)0'3-

Para 7 = 0, se obtiene la expresion
% = ¢ + a; — 0i(p1 — b1)o;
Para 7 = 1, facilmente se comprueba que
Y1 =170 — 9103
Para 7 > 1 resulta que
Yr = P17r—1
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sustituyendo el valor de v; en la ecuacion para 7y y operando, se obtiene

. _1—291¢1+9%(72
0 — a
1— ¢?

por lo tanto,

— ¢10 -0
71:(1 <Z511 1_)(5%1 1)02

De esta manera, se obtienen los siguientes coeficientes de autocorrelacion
(1= ¢101)(d1 — 01)

1 20,0, + &
Pr = ¢1p7'—1; T>1

P11 =

Modelo ARMA(p,q) Um modelo ARMA(p, q) viene definido como en (29). si en esta

expresion se multiplican ambos miembros por Y; . y se toman esperanzas, se obtiene

Vr— ¢17‘r—1 - gbp’yr—p = E(atY;—T) - elE(a’tY;—T) - qu(a't—qY;f—T)

Si se tiene en cuenta que F(a;Yy) = 0 para t' < t, resulta que

Yr — ¢17‘r—1 - ¢p77’—p - 07 para T >gq

Para las autocorrelaciones se obtiene

Pr — ¢1p7'—1 - ¢pp7'—p =0, para T>gq

En los modelos ARMA(p, q) es conveniente factorizar la parte autorregresiva y la parte
de medias moviles, con objeto de analizar si existen raices comunes. Si existiera alguna
raiz idéntica en los dos miembros, entonces el modelo estaria sobreparametrizado innece-
sariamente, ya que un modelo con las mismas propiedades seria un ARMA(p — 1,4 — 1).

1.3. Procesos no estacionarios

Dado que la gran mayoria de las series econémicas se caracterizan por que son generadas
por procesos no estacionarios, se hace necesario incorporar herramientas que hagan posible
la transformacion de una serie no estacionaria en estacionaria

En la practica, lo méas comiin es que las series que se analizan sean no estacionarias,
ya sea porque exhiben algiin tipo de tendencia, porque su varianza no sea constante o
porque estén influenciadas por algin factor de tipo semideterminista como puede ser la
estacionalidad. Si el problema es que se aprecia una tendencia en el comportamiento de
la serie, es bastante posible que dicha tendencia sea de carécter polinomial adaptativo y
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que por tanto, pueda eliminarse mediante la aplicacion del operador diferencia, lo cual

da origen a los modelos ARIMA. Por otro lado, si la no estacionariedad se debe también

a que la varianza no es constante, quiza la causa sea que en cada punto de observacion

t, la variable Y; tiene varianza o? la cual es funciéon de su media p; de ocurrir esto,

la transformacion adecuada puede consistir en tomar logaritmos. Los estadisticos Box y

Cox (1964) definieron una transformacion instanténea. Esta transfirmacion instanténea
se define por

A
v — Y y L A#0
In(Y;)) A=0

1.3.1. Modelos ARIMA

Los modelos autorregresivos e integrados de medias moviles (ARIMA) pueden ser vistos
como una generalizacion de los modelos ARMA. Yaglon(1955) sugiri6 la posibilidad de
que un cierto tipo de no estacionariedad mostrado por algunas series de tiempo, podia
representarse mediante la simple toma sucesiva de diferencias de la serie original. esto,
permite gran flexibilidad de representacion a los modelos ARMA, puesto que en realidad
lo que se hace al aplicar el operador diferencia V¢ es eliminar una posible tendencia
polinomial de orden d, presente en la serie que se analice. Es decir, si el proceso original
Y, presenta no estacionariedad causada por una tendencia polinomial no determinista es
posible construir el proceso estacionario {W,}, en donde

W, =V,  paratodat (30)

Para esta nueva serie es posible obtener un modelo ARMA: ¢(L)W; = 6(L)a;, equivalente
a considerar el modelo ARIMA

H(L)VY; = 0(L)a; d>1 (31)

El término "integrado'se refiere a que Y; se obtiene de la relacion (30) por inversion del
operador V¢, dando como resultado una suma infinita (o una integracién) de términos
W;. Si W, = VY, aplicando el desarrollo en serie de Mclaurin, se tendria

Yi= VW= W+ Wiy + Wig + -

Un modelo ARIMA(p, d, q) indica que consta de un polinomio autorregresivo de orden p,
de una diferencia de orden d y de un polinomio de medias moviles de orden ¢. De esta
manera, el modelo (31) se escribe como

Wt — ¢1Wt_1 — = (prt—p = Q¢ — Hlat_l — = ant_q con Wt = de; (32)

13



Para que el modelo sea estacionario e invertible, se requiere que las raices del polinomio
¢(L) = 0y las raices de (L) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario,pero si consid-
eramos el operador autorregresivo generalizado

p(L) = (L)V* (33)

la condicion es que d de las raices de ¢(L) = 0 sean unitarias, mientras que las restantes
deben estar fuera del circulo unitario. Con el uso de la ecuacion (33), la expresion (32) se
convierte en

Y=oV +oY o+ +ppraYipata — a1 — - — Opa,_4
y la representacion en términos de suma ponderada de choques aleatorios viene dada por
Y = ¢~ (L)0(L)a, = ¢(L)ay (34)

en donde, debido a que

(L= oL = oL = = @pal? (L= 1L = oL? — ) = (L= L — BpL* — -+ — B, L)

se deduce que las ponderaciones 1) deben satisfacer la ecuacion en diferencia siguiente
p(L)Y; = ¢(L)V¥; =0 para j > méx{p+d—1,q}
Asimismo, si el proceso definido en (34) es invertible, se tiene
m(L)Y, = 07 (L)p(L)Y: = a
con las ponderaciones m que satisfacen

6(L)r; =0 para j > max{p+d,q} (35)

1.4. Pronésticos 6ptimos de series de tiempo

La teoria de pronosticos se presenta exclusivamente para el caso de series no estacionales,
esto se debe a que una exposicion que cubra el caso general del modelo multiplicativo
para series estacionales no aporta mayor contribucién al entendimiento de la teorfa. Sin
embargo, los resultados obtenidos para series no estacionales, son aplicables de manera
practicamente directa al caso de series estacionales cuyo modelo ARIMA sea del tipo
multiplicativo.
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1.4.1. Pronoéstico de series estacionarias

Sea {Z;} una serie de tiempo, T una transformacion y supongamos W; = V9T (Z;) es
estacionaria con media cero. Supdngase ademas que W, admite la representacion W; =
(L)ay, para la cual existe un modelo ARMA equivalente, que se va a utilizar en la
obtencion de pronoésticos de la serie. En particular si, a partir del origen ¢, se desea
pronosticar la observacion W;.;, un pronoéstico cualquiera de esta observacion, que se
obtenga como combinacién lineal de los valores de la serie {WW;}, y en consecuencia de los
errores {a;}, serd denotado por Wt(h), mientras que el prondstico éptimo se escribira
como Wy (h).

Definicion 1.2. Se denomina error medio cuadrdtico minimo a

Et[Wt+h - Wt(h)]2 = VIVHEQ) E, [VVtJrh - Wt(h)]2 (36)

en la cual E; denota la esperanza condicional, dada toda la informacién hasta el momento
t, 0 sea

E([Wen — Wih))* = E{Wern = W (0P| 2, Zoa, .} (37)

Ya que W;(h), y por consiguiente también W;(h), debe ser de la forma

W (h) = Chay + Chprayq + -+ = Z Ciaein—j (38)
j=h

el problema de obtener V[~/t(h) se traduce en la determinacion de los valores Cp,, Chyq, . . .,
de tal manera que se cumpla la relacion 36. Con este fin, la observacion W, se escribira

€como
Wign = — Z Vit (39a)
§=0
h—1 [es)
= - Z¢jat+h—j - Z¢jat+h—j, con Py = —1 (39b)
§=0 j=h

en donde la primera suma corresponde a informaciéon desconocida al tiempo t (ya que
abarca observaciones desde ¢ 4+ 1 hasta ¢t 4+ h), mientras que la segunda suma consta de
informacion conocida al tiempo ¢ (desde —oo hasta t). De (39) y (38) se obtiene

h—1 00
Wign = Wi(h) = = djarin — (5 + Cjarpn (40)
=0 j=h

y, debido a que E(ati;a:+;) = 0 para ¢ # j, se sigue que
~ h—1 [e%S)
E W = W) =Y 0o+ (45 +Cy)o, (41)
5=0 j=h
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el minimo de esta expresién se obtiene haciendo C; = —;, para j = h,h +1,..., y esta
seleccion de valores C; conduce a tener

h—1
Ey[Wign — Wt(h)]2 = Zqﬁ?ai (42)
=0
con W;(h) dado, segin (38), por
Wi(h) = —Pnar — Yni1@r-1 — - = — Z¢jat+h—j (43)
j=h

Ahora bien, por definicién de la esperanza condicional, se tiene

Qiip_i, Si j>h
Et(at—i-h—j) = { e .. (44)
0, si jg<h

de donde se sigue que

h—1 00
E,(Witp) = —E; (Z ¢jat+h—j> — L (Z ¢jat+h—j> (45a)
j=0 j=h
= - Z Vjaryn—j (45Db)
j=h

y, en consecuencia, al comparar esta tltima expresion con (43), se advierte que Ey(Wyyp)
proporciona el pronéstico con error cuadratico medio minimo, es decir

M~/t(h) = Et(Wt-l-h) (46)

el error de prondstico (46) con origen en ¢, viene dado por

¢i(h) = Wen — Wi(h) (47a)
h—1
= =) diarn (47b)
=0
por lo cual es inmediato que
h—1
Elei(W] =0 y Vare(h)] = 4o (48)
=0
con Var[e.(h)] = Varle:(h)| Z:, Z—1, . . .]; aqui se aprecia en particular que los pronosticos

W,(h) son insesgados. Ademés, se tiene
Vare;(h)] — Varie,(h —1)] =7 _,02 >0 para h>1 (49)
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de donde se deduce que al emplear los pronoésticos 6ptimos, mientras mas alejado se desee
el prondstico (mayor sea h) mayor sera la varianza (menor la precision) del mismo.

Si se toma h =1 en (47) se obtiene

e(1) = Wear = Wil1) = aps (50)
lo cual es vélido para t = d,d + 1,..., N, y que por tanto muestra que los errores del

pronostico un periodo hacia adelante no estan correlacionados. En general, los errores de
pronostico eq(h), eqr1(h),...,en(h), se encuentran correlacionadas para h > 2 ya que,
como lo muestra la expresion (47), la serie {e;(h)} con h fijo, sigue un proceso MA(h —1).
Por otro lado, si el origen permanece fijo, los errores de pronoéstico para diversos periodos
hacia adelante, e,(1),e4(2),...,e;(H) con H > 2, también estan correlacionados.

Ya que se desea obtener pronodsticos de la serie {W,}, considérese conocido el modelo
o(L)W; = 6(L)ay, entonces

Wi(h) = E;(Wisn) (5la)
- Et(¢1Wt+h—1 + o+ OpWish—p + arin — thayn — - — eqat—l—h—q) (51b)
= 0B (Wish—1) + -+ 0o E(Wigh—p) + E(arsn) — O1E(rpn—1) — - — 0 Ee(ar1n—q)
(51c)
donde

Et(VVt-i-h—j) = { ~ B (52)

y, empleando (44) y (50), también se obtiene

With—j — Wt+h—j—1(1), si j>h

93
0, si j<h (53)

Et(at+h—j) = {

esta expresion es importante y necesaria ya que, en contraste con (44), en donde aparecen
los errores aleatorios a.4,—; no observables, aqui aparecen los valores de la serie y sus
pronosticos, que si son observables.

Ejemplo 1.1. Considerese el proceso Wy definido por
(1-0,6L)W;=(1+0,2L)a,
entonces

Wt = 0,6Wt_1 “+ a; + O,QCLt_l
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de tal forma que los prondsticos Wy(h) se obtienen como

A

Wt(l) = Et(Wt—i-l)
0,6 E;(Wy) + E(ai1) + 0,2E;(ay)
0,6W; + 0.2[W, — W,_1(1)]
Wi(2) = 0,6E(Wi1) + Ei(ar2) + 0,2E(ar41)
= 0,6W,(1)

Y, en general
Wi(h) = 0,6W,(h—1) para h > 2
es decir, los prondsticos se pueden obtener de manera recursiva.
Se debe tener en cuenta que Wy(1) inwvolucra al prondstico Wy_1(1), el cual a su vez utiliza
Wi-a(1) ya que
Wy_1(1) = 0,6W;_y + 0,2[W;_y — W;_5(1)]
procediendo recursivamente se tiene

Wi (1) = 0,6W; +0,2[W, — Wy(1)]

en donde, ya que no existe informacion para calcular Wo(l), se supone Wo(l) = Wi, es
decir, suponemos a1 = 0; asi pues, para obtener los prondsticos Wy(h) con h > 2, hay
necesidad de calcular los valores

Wi(l) = 0,6W;

A

Wo(l) = 0,8W, —0,2W;(1)

A

Wy(1) = 0,8W, —02W,_1(1)
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2. Pronésticos con restricciones

Los modelos ARIMA pueden mejorarse mediante diversos métodos: modelos de la familia
ARCH, modelos VAR, anélisis de los efectos de intervencion. En esta seccién se hace uso
de uno de estos modelos para clarificar la metodologia de pronésticos con restricciones.

Se trata entonces de mejorar la calidad de los prondsticos con modelos ARIMA mediante
la inclusion de informacion adicional referente al comportamiento futuro de la serie; dicha
informacion esta dada en forma de restricciones lineales y para su inclusion en el prondstico
se siguen procedimientos formales de la estadistica.

Se debe tener en cuenta que no toda informaciéon adicional se debe anexar al prondstico,
ya que conviene verificar la compatibilidad de ésta informaciéon con los datos histéricos
de la variable. Por lo anterior se examinan las siguientes posibilidades:

2.1. Restricciones ciertas, compatibles con la historia
Para seguir la metodologia propuesta por Guerrero|?| sobre la incorporacion de la restric-
cion lineal en los pronosticos del modelo ARIMA, consideremos:

{a;} una serie ruido blanco y {Z;} una serie de tiempo con t = 1,2...,T donde Z; ~
ARIMA(p. d, q)

H(L)\VZ, = (L)ay
con

O(L) = 1=l —ol?— - — L7

9([/) — 1—91[/—(92[/2—"'—9[1[/[1
La serie puede escribirse asi
0(L)
o(L)

donde W(L) es un polinomio con la siguiente representacion

>

a; =V(L)a; con V(L) = o(L)

VdZt - (

-
S~—

U(L) = 1—¢1L—¢2L2—¢3L3_...
U(L) = b+ UL+ oLl®+ 3L — -

Z(] == (Zl,Zg,...,ZT)/
Zr = (Zri1,Zrioy - oy Zrvn)

/
ap = (ars1,ar42,--.,ar4H)
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Donde {Zy} recoge la informacion historica de la variable aleatoria y {Zr} recoge los
valores futuros de la serie Zp,gy para H > 1 periodos por delante y {ar} recoge la
informacion futura de la variable ruido blanco y consideremos la matriz

4o 0 0 0
V-1 —Yu—2 —Ya_3 -+ —Yo

Llamada matriz de ponderaciones, que recoge los valores de 1) para el primer pronoéstico,
hasta H — 1.

Definicién 2.1. El prondstico dptimo de la serie Z; con error cuadrdtrico medio (ECM)
minimo, para un horizonte de h periodos, es la esperanza condicional de la variable dada
la informacion historica contenida en el vector Z.

Zt(h) = E(Zt+h|Z0)

Definicion 2.2. El error de prondstico dptimo(con ECM minimo) se define como la

diferencia entre los valores futuros y la esperanza condicional de la variable, dado el vector
Zy.

Proposicion 2.1. El error de prondstico dptimo(con ECM minimo) admite la siguiente
representacion:

h—1
Zrin — E(Zryn | Zo) = — Z%’%M—k para h=1,2,... (54)
k=0

Demostracion. Supongamos que la serie {Z;} es no estacionaria, entonces puede consid-
erarse generada por la serie estacionaria {W,} aplicando diferencias y una transformacion
T, de la forma W, = VT (Z;). Luego, admite la representacion

S(L)Z, =W, con §(L)=1—6L—-—0L% vy d>1

dond el vector de valores iniciales Z, = (Zy,...,Z,)" esta fijo, de tal forma que, dados
{Wy} v Z,, los valores subsecuentes de la serie se generan recursivamente a partir de

Ly = 51Zt_1 + e+ 5dZt—d + W, para t > d

Por tanto, para t > d se tiene la representacion

t—d—1
Zy=AZ, + Z CGWi

=0
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con (p, Ci,. .. los coeficientes del polinomio (L) = 6~*(L), dados por

min(d,7)

=1y G= > 6Wix para i>1
k=1
Por ejemplo, si 6(L) = 1—L, entonces d = 1,8, = 1y (; = 1 parai > 0,0si6(L) = (1—L)?,
entonces d=1,0, =2,0,=—1y =i+ 1 parai > 0. Ademas A} = (Ay, ..., Agy) esta
definido por Ay = (g y

d—i

Ay = Gi — ZCt_k_,-(Sk para i=1,...,d—1.

k=0
Asi se obtiene la representacion

t—d—1

Zy=AZ,+ Y G (D)a
=0

donde 9*(L) es el polinomio de retraso asociado con la representacion MA pura de la serie
{Wi}, o sea W, = ¢*(L)a; con Y 72 [¢h5| < 0o. De esta manera se tiene que

T+h—d—1 [

Zpin = Ap i Ze — Z CZZ¢ aT4h—j—i

T+h—d-1

E(ZralZo) = AraZo— ), GE (Zw;aﬂh—j—i
i=0 Jj=0

T+h—d—1 oo

= A/T—l—hZ* - Z CZ Z w AT 4h—j—i

j=h—i

:
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Luego

T+h—d—1 (9] T+h—d—1 o)
Zryn — E(Zryn|Zo) = Z szw rh—j—i T+ Z Gi Z Yiaryn—j—i (55a)
j=h—1i

Tth-d—1 h—i-1
Z Gi Z Viarsh—j—i (55b)

T+h—d-1 —

Z QZ% iAT+h—k (55¢)

h—1 -
=— Z G Z Ve iOT hk (55d)

h—1 h—1

= Z Z G yh—k (55e)
i=0 k=i
h—1

== Urarins (55f)
k=0

donde la cuarta igualdad se cumple debido a que

h—1

S hitrin =0 s i>h—1.

O
Si consideramos h = 1,..., H la ecuacion (54) se puede escribir en forma matricial como
ZF—E(ZF‘Z(]) :\IICLF (56)

El vector ar es tal que
E(aF|Z0) =0 y
Yo = El(ar — E(ar))(ar — E(ar))'| Zo]
= Fl(apay|Zy)
= asl

donde o2 es la varianza de {a;}.

Al usar (56), se puede considerar que la matriz de varianza-covarianza del error de
pronostico anterior es:

COU(ZF — E(ZF‘Z(])) = COU(\IICLF)
= E[VapadpV|
A4
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Sea m el namero de restricciones y Y un vector columna que contiene la informacion
adicional e impone las restricciones sobre los valores futuros de la serie. Asumiendo que hay
compatibilidad entre los valores histéricos de la serie y la restriccion, pueden relacionarse
con la especificaciéon de una matriz C' de dimensiéon m x H con m < H, de rango completo
y cuyos valores son constantes, de la siguiente manera:

Y =CZp (57)
Si por ejemplo m = 1, se tendria:
Zrs
Zryo
Y = (Cy, Gy, ...,Ch) : = C1Zr1 +Colrio+ - +Culryn
Zrin

Proposicion 2.2. El prondstico dptimo (lineal y con ECM minimo) de la serie que in-
corpora la restriccion establecida en'Y , estd dado por

Zr = B(Zp|Zy) + AY = CE(Zp|Zy)] (58)
con
A=00C'(COT)! (59)
donde, la matriz de varianza covarianza para el error de prondstico es

Sor_gn = Cou(Zp—Zp) = o2®W'(I — ACY (60)

= CouE(Zp|Zy) — Zp] — 02O W' A (61)

Demostracion. Para demostrar los resultados (58) y (59) consideremos un pronéstico
lineal general que incluya tanto a Y como a E(Zg|Zy) de la forma

Zp =AY + AE(Zp| Zy) (62)

donde las matrices A y A, son de constantes desconocidas y Z F €s un pronostico cualquiera
en el sentido de que no satisface la condiciéon de optimalidad del error cuadratico medio
minimo. Reemplazando la ecuacion (56) en la ecuacion (57) resulta que

Y = CZp = ClE(Zr|Zo) + Vag] (63)

Reemplazando (63) en (62) encontramos
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Como es necesario que el pronostico sea insesgado (dado Zy y Y'),se debe tener:
E(Zp|Zy,Y) = E(Zp|Z,Y), es decir,
0 = E(Zp—Zp|Z,Y)
(AC + A, — )E(Zp|Zy) + (AC — )V E(ap|Zy,Y)
= (AC+ A, — DE(Zp|Zy)
Luego,
(AC + A E(Zp|Zy) = E(ZF|Zy) (66)
De otro lado,
Zp — Zp = (AC + A)E(Zp|Zo) + ACVap — E(Zp|Zy) — Vap (67)
Reemplazando (66) en (67) tenemos
Zp — Zp = (AC — I)Vap (68)
Sea ( = ZF — Zr, la covarianza de este vector aleatorio es:

S = El(¢—E(Q)(¢—E()] como E()=0, tenemos
E[(AC — )Vapa, V' (AC — I)]
= [(AC — D)V]E(apdp)[(AC — I)¥]
= (AC — DY (2N)V'(AC' —1T)
o2 (ACT — 0)(V'C'A — )

resultando,
Cov(Zp — Zp) = o2 (ACTU'C'A' — ACTV — DV C'A' + TT) (69)

Ahora, para que Zr tenga ECM minimo, se debe elegir A de tal manera que se obtenga
el minimo de la varianza generalizada, definida como la traza de Cov(Zp — Zr), es decir:

var(¢) = tr[Cov(()] (70)
Se requiere resolver el siguiente problema de optimizacion:
min [Var(¢)]

la siguiente ecuacion es la condicién de primer orden para optimizar y permite elegir el
valor apropiado de A.

Ovar(()
0A |,

~0 (71)
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Entonces,

Ovar(()

Y c2(2ACTYV'C’ — 20V'C") =0 (72)

Sea A el valor que optimiza, de acuerdo con (71). Entonces,
ACTVC =WV’
la matriz CWW'C” es no singular, por lo que se obtiene
A=00'C'(Cov ) (73)
Reemplazando (66) en (64) resulta
Zp = E(Zp|Zy) + ACWap (74)

Nuevamente al utilizar el hecho de que Y —CE(Zr|Zy) = C¥ap, se demuestra la expresion

(58). Para obtener la expresion que representa la Covarianza de Zp — Zp, sustituimos A
por A en: ¢2(ACT — U)(V'C'A’ — V'), resultando:

Cov(Zp — Zp) = (AC — D)W IV (C'A — 1)
o2 UV O (CUV' OO — N [C(CYV'C) T OTY — ]
o2 C(COV'CH IOV — U] [CN(COUV'C)) T OwT — ]
AUV — W C(CUV'C) T OU)
= WV - C'(CYV'C) 'OV
= VU] - C'A)

Como Cov(Var|Zy) = o200 y E(Z: — Zo|Zr) — Zp = Vap, se tiene que:
Cov[E(Zp|Zy) — Zp) = 20V,
O
Dado que la matriz o2 @ W'C” A’ es semidefinida positiva, el error de pronoéstico restringido

tiene una covarianza igual o menor que la del prondstico irrestricto.

Por altimo, se hace necesario validar la compatibilidad entre la informacion adicional (V)
y la historia de la serie (Zj); como se sabe, La informaciéon adicional se puede represen-
tar como combinacion lineal de los valores futuros de la serie. Ahora, si realmente hay
compatibilidad, esta igualdad debe mantenerse aun si se tiene en cuenta la historia de la
variable; para representar esta relacion consideraremos la esperanza condicional, con se
contempla la siguiente hipotesis

E(Y|Zo) = CE(Zr|Z) (75)
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Asumiendo que ap, ~ Ng(0, 021). Bajo el supuesto de veracidad de la hipotesis nula, se
tendria que el error entre lo observado de Y y lo esperado E(Y'|Zy), vendria a ser

ey =Y — E(Y|Zy)) =Y — CE(Zp|Zy) = CWar ~ N,,(0,02C O’ C"1 (76)

Para construir un estadistico que permita la validacion de la anterior hipotesis, consider-
aremos la siguiente proposicion

Proposicion 2.3. Sea Z un vector de V.A con distribucion normal, de media cero y
matriz de varianza covarianza X, la cual es no singular y de tamano m X m. Entonces

Z'(2)7Z ~ X, (77)
Aplicando el resultado dado por (77) resulta,

1
;eg/(C\If\If'C")_ley ~ X2

2

Como se requiere estimar o

se puede utilizar la madia cuadratica residual, y por tanto

!
52 = Aoy ao
@ Tk

Donde ag = (ay,as,...,ar)" y k es el nimero de pardmetros en el modelo ARIMA; se

(78)

puede hacer una aproximacion de un estadistico para un tamano de muestra grande

e, (CPW'CH e
L (79)

K, = =
a

2.2. Restricciones inciertas, compatibles o no con la historia

Consideremos nuevamente la restriccion Y, pero con alguna incertidumbre en la informa-
cion adicional. Esta sera almacenada en un vector aleatorio u que suponemos distribuye
normal e independiente de los errores del modelo ARIMA.

Y -CZpr=u con u~ Ny (0,0) (80)

Con C' como se defini6 en (57). Se observa que:
i) Cov[Zp,u'] =0

Demostracion. u debe estar incorrelacionado tanto con la historia (Zy) como con
los errores de prondstico (ar), luego,

Cov(Zy,u') = E[Zy— E(Z)|[u' — E(u)] = E[Zyu/]
Z(]E[U/]
=0

puesto que u tiene distribuciéon normal con media 0. O
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ii) Covljap,u'] =0
Demostracion. Tenemos que Cov(ap,u') = El(arp — E(ap)(u — E(u))'] = E(apu’).

E(arpu') = E(ap)E(u") =0

Haciendo uso de (80), resulta que

Y~ B(Y|Z) = (CZp+u)— E[(CZp+u)|Z)]
= (CZp+u)—CE(Zr|Zy)

Pero, por (56) tenemos que Zp — E(Zp|Zy) = Wap. y por tanto C|Zp — E(Zp|Zy)] +u =
CW¥ap + u, luego

Y — E(Y|Zy) = CPar +u (81)
Por consiguiente, debido a (81) y (56), se puede escribir
E{[Zp — E(Zp| Z)]|Y — E(Y|Z)} = E(¥ap|C¥ap + u) (82)
Bajo el supuesto de normalidad para ar el esperado debe ser lineal, por lo que:
E(¥ap|C¥ar +u) = Ay(C¥ap + u) (83)

donde Ay es de tamano H x m, formada por constantes conocidas y que debe satisfacer
la siguiente condicion de ortogonalidad, para que la suma de cuadrados de la diferencia
entre los vectores Var y Ay(CWar + u) sea minima

E{(C®ap + u)[¥ar — Ay(C®ayp +u)]} =0 (84)
operando resulta,

0 = E[C¥apdp¥ +udp¥' — (CRapdp®C! + CWapu' 4 udp®'C + un') A
clCOW — (a2COW'C + U)A,

luego
Ay = OW0'C'(COW'C + U/o?)™ (85)
Esta matriz minimiza el error, por lo que al sustituir Ay en (83) resulta
E{[Zr — E(Zp|Z)IIY — E(Y|Z0)} = Au(CWap +u) = Ay[Y — E(Y|Z)]  (86)
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Y por tanto
Zry = E(Zp|Z0,Y) = E(Zp|Zo) + Av[Y — E(Y|Z)] (87)
Para calcular el error de pronoéstico, encontramos
Zpy —Zp = E(Zp|Z) + AylY — E(Y|Zo)] — [E(Zr|Z) + ®ay]

= AylY —E(Y|Z)] — ®ag
= Ay[C®ap +u] — Wap

Y por tanto el error es
Zpy — Zp = (AyC — Wap + Ayu (88)
y asi, haciendo (rpy = ZAF,U — Zp, resulta:
Cov(¢rv) = El(lrv—E(rv))(Cru — (CF,U))/]

= E{[(AUC I \IfaF—I—AUU][(AUC—I)\I/CLF—I—AUU],}
= 0(AyC — DO (C'A,, — 1)+ AyUA,,

o (AyCOW' C' A, — 20U/ C' A, + OW') + AyU AL
= 2OV —20"Ay) + 02 Ay (COW'C' + U/o?) AL,
= o2 (] - 20" (COY'C + U/o?) ' COW)

+o2WW'C(COW'C + U/o2) ' CvW’

De este modo
Cov(Zpy — Zp) = 020 (I — AyC) (89)
expresion que es similar a (60), es decir
Cov(Zpy — Zr) = Cov[E(Zp| Zo) — Zp] — o2@W'C" A}, (90)

Se puede concluir que Z Fu €S mas preciso que el prondstico irrestricto E(Zr|Zy); dado
que si U — 0, entonces, ZEU — I y COV(ZRU —ZF) — COV(ZF — Zr), mientras que si
U — oo, resulta que Zpy — E(Zp|Zo) y Cov(Zpy — Zp) — Cov[E(Zp|Zo) — Zp), por lo
que ZRU oscila entre Zp y E(Zp|Zy).

Por tltimo se establece un estadistico que contraste la hipotesis nula de que la informacion
adicional impuesta por las restriccion incierta (80) es compatible con la historia de la serie,
o0 sea

ey,u = Y — CE(ZF‘Z(]) = C‘I’CLF +u~ Nm(O, O'i(C‘I"I’tCt + U)) (91)
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si Uy 02 se suponen conocidas, se obtiene el estadistico
Ky =€, (CRO'C' + Ujol) eyu /ol ~ X7, (92)
cuya contraparte muestral produce el estadistico calculado
Ky, e = [V = CE(Zp| 20)] (CRR'C! + U /5) [V — CE(Zp| Z0))6; (93)

el cual, cuando la muestra es grande puede compararse con una distribucion x?, para
determinar la significacion estadistica del valor calculado. En la préictica 62 se obtiene al
estimar el modelo ARIMA mientras que U es una estimaciéon que se debe suministrar.

2.3. Restricciones ciertas incompatibles con la historia

Hasta aqui se han analizado los casos de series con restricciones ciertas o que pueden tener
cierto grado de incertidumbre. Hay otro caso que corresponde a cuando las restricciones
son ciertas pero no son compatibles con el modelo ARIMA que se ha construido. Puede
suceder que un fendémeno futuro no esté relacionado con la historia de la serie, por lo que
habria una gran posibilidad de que se cambie la estructura de la serie: su componente
tendencial, su componente estocastico o bien los valores del parametros.

Analizando el caso del cambio en la estructura determinista del modelo, se puede estable-
cer una funcion de intervencion en algiin momento 7 que corresponde al momento en que
ocurra el fendbmeno que altere dicha estructura. La funcién de intervencién que se plantea
es:

(1 - 5[/)67—715 = (A)Sq—’t (94)
donde

, sl t>T1
ST,t = .
0, si t<7

Con esta funcién de intervencion sucede que si ¢ = 0, la funcién corresponde a un cambio
de nivel de magnitud w, una disminuciéon del tipo exponencial cuando ¢ < 1, un aumento
rectilineo cuando d = 1 y un cambio explosivo si § > 1.

Es posible que también resulte un cambio en la estructura estocéastica del modelo, en
respuesta al efecto de la variable exdgena; con fines ilustrativos consideremos que un
proceso ruido blanco {v;} se suma al modelo ARIMA construido inicialmente. El nuevo
modelo que incluye los efectos deterministicos y estocasticos es:

Zt,D7V:Zt+<1 w6L+Ut)ST,t con tzl,,N,,N+H (95)
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Se definen los siguientes vectores que contienen los efectos deterministicos y estocasticos
de la serie: Dp = (Dny1y-.., Do) v Ve = (Vi1 -, Vvan)' El vector de predicciones
es por tanto:

Zppyv =Zp+Dp+Vp (96)
Si se toma la esperanza condicional dada la historia Zj resultaré que
E(Zppyvl|Zo) = E(Zp|Zo) + Dr (97)

dado que Dp tiene una naturaleza no aleatoria y el origen del vector Vp es un ruido
blanco, es decir su esperanza es 0. Ademaés, esta esperanza corresponde al pronostico con
Error cuadratico medio minimo, tal como se vio anteriormente.

Realizando el calculo de la matriz de varianza-covarianza del error de pronéstico dada la
informacion historica, se tiene:

COV{[ZF,D,V - E(ZF7D7\/|ZQ)]|Z()} = COV[ZF + DF + VF - E(ZF|Z()) - DF|Z0] (98)
Asumiendo la independencia entre Zp — E(Zr|Zy) v Vr,

COV{[ZF,D,V - E(ZF7D7\/|ZQ)]|Z()} = COV[ZF - E(ZF|Z0)|ZQ] + COV(VF|Z()) (99)

= Cov|Var|Zy| + Cov(Vr|Zy) (100)

oWV + o2 (101)

Teniendo en cuenta que tanto w, § y o2 son desconocidos, se debe utilizar la informa-

cion adicional acerca de los valores futuros de la serie para estimarlos. Esta informacion
adicional esta contenida en el vector:

Y =CZppy (102)

Consideremos un pronéstico lineal de la forma

ZF,D,V =AY + A*E(ZF’D’V‘Z(]) (103&)
= (AC + A E(Zp|Zy) + AC(Yar + Dp + Vi) + A.Dp (103c)

Para asegurar el insesgamiento hacemos, establecemos que la diferencia entre las esper-
anzas de Zrp y Zp

0 = E(Zppyv — Zrpyv|Zo,Y)
= E[(AC + A)E(Zp|Zy) + AC(®ap + Dp + Vi)
+A.Dp — E(Zp|Zy) — Wap — Dp — Vip|Zy, Y]
= E[(AC + A, — E(Zp|Zy) + (AC — I)®ayp
+(AC — Dy + (AC — Ve + A, Dp|Zy, Y]
= (AC+ A. — D)E(Zp|Zy) + (AC — I)Dp + A.Dp
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Luego, obtenemos

E(Zp|Zy) = (AC + A)E(Zp|Zy) + (AC — I)Dp + A, Dy (104)
(AC + AVE(Zp|Zy) = E(Zp|Z) — (AC — I)Dp — A, Dy (105)

El error de pronéstico seré

ZF,D,V — ZF,D,V = (AC + A*)E(ZF|Z()) + AC(\I’CLF + DF + VF)
—I—A*DF—E(ZF|ZQ)—‘I’GF—DF—VF

Reemplazando (105) en la expresion anterior, resulta

Zrpyv —Zrpy = AC(Wap+ Dp+ Vi) + A.Dp — War
“(AC — I)Dy — A.Dy — Dy — Vg
= ACYap+ ACVy — War — Vi
— (AC — )Wap + (AC — Vi

De esta manera,
ZF,D,V — ZF,D,V = (AC — ])(\I’CLF -+ VF) (106)
entonces,

(AC — DE[(Yar + V) (Yar + Vp)'|(AC — 1)

(AC — EVardp¥V' + VapVy + VedpV' + VEVE](AC — T
(AC = I)(Po2W' + o21)(AC - 1)

= (ACY*V + ACo? — Uo? W' — o21)(C'A' — 1)

= ACUoW'C'A — ACUW + AC?C'A' — ACo?

— WA+ Wl — 2 IC'A + 02

COV(ZF,D,V - ZF,D,V) =

Debe encontrarse A de tal manera que se minimice la varianza, es decir la traza de la Co-
varianza. Se plantea nuevamente un problema de optimizacion, que se resuelve derivando
la expresiéon anterior:

OVar
0A

= 2ACOV'(C'o? — WU (o2 +2ACC 0> — C'o? — W' (o2 — (o’
= 24CWV'C'o? — 20V (02 + 2ACC 02 — 2C' o2

De la condiciéon de primer orden para la optimizacion se tiene que
A= (BW'C'0%+ o) (COP'C'o2 + CC'o?)™ (107)
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Reemplazando (105) en (103c) se obtiene el pronéstico restringido

Zppy = E(Zp|Zy) — (AC — I)Dp + AC(®ap + Dp + Vi)
E(Zp|Zy) + Dp + AC‘I’&F + ACVF
E(Zr,pv|Zo) + AC(®ap + V)

E(Zppv|Zo) + AC|Zrpyv — E(Zrpv| %))
= E(Zrpyv|Zo) + A[CZRDM — CE(Zrpv|Z)]

Por lo que
Zipy = E(Zepy|Ze) + AlY — CE(Zppyv|Z)] (108)

La solucion del pronédstico restringido que se expresa en la ecuaciones anteriores, carece
de utilidad préactica ya que se desconocen los pardmetros del cambio estructural. Esta
dificultad se supera cuando se especifica la solucion a los dos casos de cambio estructural
tomandolos por separado, lo cual limita el ntimero de pardmetros por estimar. Por lo cual
se usaran las expresiones

Zpp=Zr+ Dp y Zpy = Z4p+Vp

Para el caso de Zpp = Zr + Dp y razonando como antes, se propone un pronoéstico de la
forma

Zpp =AY + A,E(Zp, D|Z)

donde Y = CZpp = C[E(Zp|Zy) + War + Dp|, de esta manera, sustituyendo en la
ecuacion anterior resulta:

Zpp = AC|E(Zp|Zy) + Wap + Dp] + A.E(Zp, D| Z) (109a)

Para probar el Insesgamiento, hacemos

E(ZF’D — ZRD‘Z(],Y) = E[(AC + A*>E(ZF‘Z(]) —+ AC(‘I’CLF -+ DF)
+ A*DF - E(ZF|Z()) - ‘I’CLF - DF|Z(),Y]

0 mejor,

E(Zrp — ZrplZoY) = E[(AC + A, — )E(Zp | Zo) + (AC — I)®ap + (AC — I)Dy | Zo, Y]
E[(AC + A, — )E(Zp | Zo) + (AC — I)(Wap + Dr) | Zo,Y]
= (AC + A, — E(Zr | Zo) + (AC — )Dp = 0

dando como resultado,

E(Zp | Zo) = (AC + A)E(Zr | Zo) + (AC — 1Dy (110)
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Luego el error de pronoéstico es:

ZF,D — ZF,D :(AC + A*)E(ZF ‘ Zo) + AC(‘I’CLF + DF) + A*DF - E(ZF | Zo) - \I’CLF — DF
(111a)

Reemplazando (110) en (111a) resulta:

E(Zpp — Zrp|Z0,Y) = E(Zp| Zy) — (AC — I)Dp + AC(®ap + Dp) + A.Dp
—E(Zp | Zy) — Wap — Dp
= —ACDp+ Dy + AC%®ap + ACDp + A, Dy — Wap — Dy
ACWap + A,Dr — War
= (AC —%ap + A.Dp

entonces,
Cov(Zpp — Zpp) = (AC — 1) W' (AC — 1)
(ACWo2W' — W2 W')(C'A' - 1)
ACUG2 W' C'A — ACT > — U2 W' C'A' + o2 W
= OJACTW(C'A — ACYY —OW'C'A + U]

luego,
agjr = 2RACTVC — WV — TV
= 022ACPW'C - 29W'C'] =0
= ACOU'C — W =0
y asi,
Ap = (BU'CH(COTE'C)! (112)

De esta menera,

Cov(Zpp — Zpp) = o2(AC — I)®W'(C'A}, — 1)
= UV C(CeY)ICOV — O [C/(CPP'C) OOV — ]
= 2OV [C'A}, — 1]
Por ultimo, reemplazando (110) en (109b) se obtiene

ZAF7D = E(ZF | Z(]) - (ADC - ])DF —|—ADC(\I’CLF + DF)
= E(ZF | ZQ) - ADCDF —|—DF —}—ADC‘I’GF —I—ADCDF
= E(ZF | ZQ) +DF+ADC‘I’CLF
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Ejemplo 2.1. Con el fin de aplicar los desarrollos formales presentados en este trabajo,
consideramos un proceso Zy ~ ARMA(1,1) definido por

Zt = 0,9Zt_1 +a; — 0,8at_1
Haciendo uso del operador polinomial de retardos resulta:

Zt = O,QLZt + a; — 0,8Lat
(1-09L)Z = (1-08L)a
(1-08L)  6(L)

“ = Toen)™ T ) T Ve

pero W(L) =1+ L+ L*+ -+, entonces,

U(L)(1-09L) = (1-0,8L)
(1+ L+ L? + 93 L* +---)(1—0,9L) = (1-0_8L)
La igualdad de los coeficientes de los polinomios nos permite obtener:
wl = Oal
Yo = 0,9¢; = 0,09

vy = 0,99y = (0,9)%; = 0,081
Yy = 0,913 = (0,9)%) = 0,0729

De este modo, 1; = (0,9)71(0,1), para j > 1 y ¢g = 1. Por lo que

U(L)=0,1 i(og)j—lv

j=1

Supongamos que la serie es trimestral, entonces , para un horizonte de prondstico de 1
ano, resulta (H = 4), entonces:

Ty 0 0 0
v |"¥ —% 0 0
~U, -0, —¥, 0
—Uy —Uy, -0, -,
Donde,
\Ifo - 1
0, —0,1(1) = —0,1
2 —0,1(0,9) = —0,09
Uy = —0,1(0,9)* = —0,081



Entonces,

1 0 0 0
0L 1 0 0
v= 009 01 1 0
0,081 0,09 0,1 1

Prondsticos irrestrictos: Tuales prondsticos para el modelo en consideracion, se obtienen

considerando:t =1,2,...,T, porlo que la serie historica es {Z1, Zs, ..., Zr} = Zy. Luego,

B[ Z11] 2]
Zi(1)

E\Z42| 2]

E\Z45] 2]

B[ Zy14] 2]

En conclusion,

Z(l) = Et(Zt+1|ZO)

E[0,9Z; + a1 — 0,8a;|Z]

0,9E,(Z;) + Ey(ay1) — 0,8 (ay)

0,97, — 0,8E,[Z, — 0,9Z,_, — 0,8a,_1]
0,97, — 0.8[E,(Z,) — 0,9E,(Zs—1) — 0,8E,(a;_1)]
0,97, — 0.8[Z, — E,(0,9Z,_1 — 0,8a,_1)]
0,97, — 0,8[Z, — Z;_1(1)]

74(2) = El(Zi12) Zo)

E0,9Z, 41 + ai2 — 0,8a441| Zo)

0.9[Z — 0.8(Z, — Z1-1(1))]

0,9Z,(1)

74(3) = El(Zuys) o)

E 097,12 4 ai3 — 0,8a142| Zo]
0,9[0,9Z,(1)]

(0,9)°Z,(1)

Zy(4) = Ey(Zi14| Z0)

Ey[0,9Z; 43 + ap14 — 0,8a413|Z0]
0,9[(0,9)°Zy(1)]

(0,9)°Z(1)

Z,(1) = 0,92, — 0.8[Z; — Z,1(1)]
Zy(h) = (0,97 Z,(1). h>2

Como se puede observar, los prondsticos para h > 2 dependen de Z(l) pero Z(l) a su vez

depende de Z,_1(1) y este a su vez de Z,_»(1), obteniéndose de manera recursiva Zo(1),

el cual consideramos igual a Zy, es decir:

Z(](l) == Z1
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Entonces,
Z0(1) = 097 — 0871 — Zo(1)]
= 0,97,
Zo(1) = 092, — 082y — Zy(1)]
0,1Z 4 0,8Z1(1)
= 0,17, 40,727,
Z5(1) = 0,975 — 0,825 — Z(1)]
0,175 4 0,8Z5(1)
0,175 + 0,8[0,12, + 0,727Z,]
= 0,1Z3 + 0,082, + 0,5762,

ZT—l(l) = 09Zr_1 —038[Zp_1 — 2T—2(1)]

Prondsticos restringidos: Dada la informacion adicional acerca de los valores futuros
de la serie, establezcamos estas dos restricciones:

Yi = Zra
Yo = Zrya—Zrn

En forma compacta se escribe:

Y = CZr
Zr41
Y; 0 00 11| Zrs
{YJ C-too 1] Zras
2744
| Zry
B _ZT—4_ZT—1:|

y como se puede observar la matriz C' y el vector Zg tienen la representacion:

0 0 01
¢ = (—1 0 0 1)
Zp = [Zri1 Zrio Zrys ZT+4}/

Debido a que los prondsticos restringidos necesitan de los errores aleatorios {ar} obser-
vados. Usaremos el Método Recursivo Aproximado para determinarlos.

(1-09L)Z, = (1—08L)a
Zt — O,9Zt_1 = Q — O,Sat_l
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Entonces,

Zl\t == Zt - O,QZt_l ‘l— 0,8@_1

Seaar =0 cont=1,2,...,T. Entonces
Ary1 = Zry— 0,970 +0,8Gr
Zri1 = 09Zr
Gris = Zrya—0,9Zr1 + 0,847,

Zrio — 0,9Z741 4 0,8(Zr41 — 0,9Z7)
Zrs — 0,9Z741 + 08771 — 0,727
Zpso —01Zp. 1 — 0,722
Grys = Zris — 0,970 + 0,847
Zris — 097740+ 0.8(Znia — 0172741 — 0,7227)
Zris — 0,1 Z740 — 0,08Z741 — 0,727
Urya = Zria—0,9Zr4s+ 080715
= Zpia— 097743+ 0,8(Zpys — 0,1 2145 — 0,08 2741 — 0,7277)
= Zpya— 01275 — 0,08Z710 — 0,064Z1,1 — 0,576 Z1

Ahora, sabemos que
E[Zr41|Zo) = 0,9Z7 — 0,8[Zs — Zp_1(1)]

Ast,

/

ElZp|Zo| = [O,9ZT —0,8ar, 09Z7(1), 0,9°Z7(2), 0,9°Z7(3)
Ahora, se puede determinar el vector /Al, ZF y verificar la compatibilidad entre la infor-
macion adicional y la informacion historica.
El vector A tiene la siguiente forma:
A = wWC(Cuwe)t
1,0000 —1,0000
0,9891 —0,6606

0,9890 —0,3285
1,0000  0,0000

Y asi,
Zr = E(Zr|Z0) + AlY — CE(Zp| Zy))

Se realiza el cdlculo anterior de 2F y se verifica la compatibilidad entre la restriccion Y
y la historia de la serie mediante el estadistico Kq.
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3. Pronoésticos Restringidos para Series Miltiples

3.1. Modelos VAR y VECM

Como alternativa a los modelos ARIMA, se propone el uso de los modelos en los que
se estudien las relaciones de un vector de variables; se pretende entonces incorporar la
informacion adicional proveniente de las metas econémicas en forma analoga a lo realizado
en el modelo univariado.

Para empezar se hard un breve consideracion sobre los modelos VAR, y teniendo en
cuenta las relaciones de cointegracion que puedan presentarse, se presentan los modelos
de Vectores con correccion de errores (VECM).

3.1.1. Aspectos Metodologicos

Consideremos un vector de N variables aleatorias
Zt — (th,...,ZNt)/ (113)

Supongamos E(Z;) = u; Vi, a; es un ruido blanco Gaussiano con a; ~ Ng(0x, %,) y

2
0y 012 01k
2
012 05 02
Se=1| . . (114)
2
01k O2 "0y

donde o;; = Cov(ay,aj) i # jy of = Var(ay) Vi=1,2,... k.

Para un conjunto de k variables Z; = (Zy;,...,Zn:) la serie miltiple tiene la siguiente
representacion en forma VAR(p)

Zt = /L‘I—Ath_l +AQZt_2 + "‘+ApZt_p+a,t (115)

donde Z; es un vector K x 1 conformado por las observaciones de las K variables del
sistema, las matrices de coeficientes A;(i = 1, ..., p) son de tamano (K x K) de coeficientes
a estimar y a; un vector aleatorio conformado por K perturbaciones estocasticamente
independientes con E(a;) = 0 y matriz de varianza-covarianza %,,.

Haciendo uso del operador de retardos, resulta,

Zy— MLZy — AP Z, — - — A LPZ, = p+a
(I — AlL — A2L2 — s — Apr)Zt = Hu + ay
H(L)Zt = U + ay
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o lo que es lo mismo,
WL)(Z—p) = a (116)
con (L) =1— AL — A L? —---— A, LP.

Si escribimos II(L)(Z; — pu) = a; como Z; — pu = [II(L)]"*a; y hacemos [[I(L)]™! = ¥ (L),
resulta

U(LDI(L) =1 con W(L)=1+ U (L)+ WUyl +--.
Entonces,
Zy—pu=¥(L)a, (VMA) (117)

Asi, se puede pasar de un VAR(p) a una representacion VMA pura, igualando los coe-
ficientes de las potencias de L en la ecuacién que relaciona los dos polinomios. Cuando
III(z)| = O tiene sus raices fuera del circulo unitario, se dice que la serie Z; es estacionaria.

Decimos que el proceso es estable si
det(I — Ajx —--- — ApaP) #0 para |z] <1 (118)

Es decir, el polinomio definido por el determinante del operador de retardo no tiene raices
dentro o sobre el circulo unitario. Si el polinomio en (118) tiene una raiz unitaria (el
determinante es cero para x = 1), entonces algunas o todas las variables son integradas;
por conveniencia se asume que al menos son /(1).

Mediante el concepto de cointegracion es posible determinar como se relacionan las vari-
ables en el largo y el corto plazo dentro del sistema. Como se citdé anteriormente si las
variables son de integradas de orden 1, una Combinacién lineal de ellas puede resultar de
orden cero. Pero en general se puede hacer la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Los componentes del vector Zy = (Ziy, ..., Znt) estan cointegrados de
orden (d-b), que en forma abreviada se denotard por CI(d —b), si:
1. Todos los componentes de Z; son integrados de orden d.

2. Existe un vector b = (by, ..., b,) para el cual la Combinacion lineal:

biZ1y + baZop + ... 4+ bpZpy

es integrada de oden (d — b) para b > 0.

Si hay alguna relaciéon de cointegracion entre las variables que intervienen en el estudio
de series que se estd haciendo, el modelo (115) puede mejorarse mediante la utilizacion

de un Modelo de Correccion de Error (VECM).
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Definicion 3.2. Un modelo VECM se obtiene de un modelo VAR por niveles y tiene la
siguiente ecuacion:

AZt = HZt—p ‘l— FlAZt—l ‘l— e ‘l— Fp—lAZt—p-i-l ‘l— Ut (119)
con Zy vector de variables integradas de orden uno, u; como vector de error, y:
I = —(Li—4A—---—A4)
I = —(Aip+---+4,) para i=1,....,p—1

Para llegar a la (119) es necesario sustraer Z;_; en (115) en ambos miembros y reorganizar
términos. Si consideramos un modelo VAR(2) con K variables, se obtiene:

Zy = p+AZi 1+ AsZi o+ ay
Ziy— 2w = MAZya—Zia+ AsZi o+ ay
AZy = Ay —Zy+Zyg—Zy g+ AsZy 5+ ay
AZy = Ay —AZ o —Zy o+ A2 5+ ay
Ahora, se suma y resta A;Z;_, para construir A{AZ;_;
AZy = Mz —AZy o+ Ao — AL — 24 o+ AsZy o+ ay
AZy, = AN+ A Z 9 —ANZy—Zy o+ A2 o+ ay
AZy, = ANL A —Zy o+ A2y o+ A2y o+ ay
AZy = (-I14+A)AZ 4+ (1 + A1+ A)Z o +

Haciendo I'y = (=1 + Ay) y Il = (—I + A; + A;), obtenemos la forma VECM, asi
AZy, = ThWAZ o+ 117 5+ ay (120)
Para el caso VAR(3) con K variables se obtiene:
Zy = pu+AZia+ Az o+ AsZi 5+ ay
Zy— 2y = Mz — T+ A2y o+ AsZy 3+ ay
AZy, = AZy\—Zy\+Zyg—Zy g+ AsZy o+ AsZy 3+ ay
AZy, = AZy o —AZy oy —Zy 9+ AsZy o+ A3z 3+ ay
AZy, = AZia+MANZio—ANZy o= ALy —Zy o+ AyZy 9+ AsZy_5 + ay
AZ, = ANZ -~ AL+ A Zy o — 2y o+ AZy o+ AsZy_3+ oy
AZy, = AANZ  —AZy \+ AN Zy o+ A2y 35— Ay g5 — 2y o+ ApZy o+ AsZy 3+ ay
AZy = AAZ 1 —AZi +AIAZ o+ A Dy 35— Zi o+ AsZy o+ AsZi 5+ a4
AZ, = ANZ — AL+ ADND o+ A2y 35— 2y o+ Zy3—Zy 3+ AsZy o+ AsZy_ 3+ ay
AZ, = AAZ 1 —AZy 1+ AIAZ o+ A7y 5 —ANZy o —Zy 3+ AsZy o+ AsZy 3+ ay
AZy = (—I14+A)AZ 1+ (T + A1+ A)AZy o+ (T + A+ Ao+ A3) 2y 3+ ay
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Haciendo,

Fl — (—] + Al)
Iy = (—1+A;1+Ay)
I = (—1+A+ A+ Ay)

obtenemos la forma VECM, asi
AZ, = TWAZ 1 +13.AZ o+ 117 3+ a4 (121)
En general, si Z, ~ VAR(p) se tiene que
AZy =T1AZ +13AZ g+ + T, 1 AZ iy + 112, + oy (122)
Donde,

(=1 +4)
(=1 + A+ Ay)

Ipor = (—I+Ai+---+A4,)
(I +A +A+---+A4,)

El modelo VECM en (122) se puede escribir como

p—1
AZy =TZp+ > TiAZii + ay (123)

i=1

La expresion (123) es idéntica a la expresion (122). De esta forma, hemos pasado de un
modelo VAR(p) con K variables a un modelo VECM aplicando diferencias y reorganizando
términos.

Proposicion 3.1. Si el proceso VAR(p) tiene una raiz unitaria, es decir, si det(I —
AL —---—A,LP) =0 para L=1, la matriz 1l = —(Iy — Ay —--- — A,) es singular.

Demostracion. Supongamos que el rango(p) de II es r, es decir, p(II) = r. Entonces
IT puede ser escrita como producto de matrices (K x r) «, (3 con la propiedad de que

pla) =p(B) =1,y asi, [ = af'.

Entonces, [17, 1 = a3'Z;_1 donde (3'Z;_1 es 1(0) y contiene las relaciones de cointegracion.
Se sigue entonces que p(II) = r; el rango de II es por lo tanto denominado como el rango
de cointegracion del sistema y 3 es la matriz de cointegracion. O

Los modelos (115) y (119) se pueden extender para incorporar la parte deterministica,
como intercepto, término de tendencia lineal y variables ficticias estacionales, las cuales

41



podrian dar una mejor representacion del conjunto de datos; para incorporar la parte
deterministica se hace uso de la expresion

Zt = V¢ -+ Yt (124)

en donde v; es la parte deterministica y v, la parte estocéastica y esta definida como en
(115) o (119), es decir, y; tiene una representacion VAR o VECM, en otras palabras
yr = p+ Ay + Asyp o+ -+ Ay p ta 0 Ay = TiAY 1 + ToAy o + -0 +
Iy1 Ay pyr + 1y, + a,. Siasumimos que v; es un término de tendencia lineal, entonces
v = vy + v1t, v asi la correspondiente representacion VAR seria,

Zt =9 + Ult + Ath_l + Ath_Q + -+ ApZt—p + ay (125)
y la representacion VECM(p — 1) toma la forma
AZt =9 + ’Ult + FlAZt_l + -+ Fp_lAZt_p_H + HZt_p + ay (126)

Ademés de la parte de deterministica, en la practica se pueden realizar otras general-
izaciones, como por ejemplo, se pueden agregar otras variables estocésticas ademas de
la deterministica. En representacion tipo VECM e incluyendo todos los terminos, tanto
estocasticos como deterministicos, tendria la forma

AZt = HZt—p ‘l— FlAZt—l ‘l— e + Fp—lAZt—p-i-l ‘l— CDt ‘l— Bflft ‘l— Qy (127)

Donde x; es una variables estocéstica sin modelo, en el sentido de que no hay una ecuacion
explicativa que la defina, D; contiene todos los regresores asociados con los términos
deterministicos y C, B son matrices de parametros.

De acuerdo con el enfoque de Engle y Granger si consideramos la variables zy; y 29, la ruta
hacia la busqueda de la existencia de cointegracion entre estas, se determina bésicamente
por examinar si los residuos de la regresion inicial:

21t = Qg + Uy

son estacionarios, es decir, u; ~ I(0). Si esto es afirmativo, hay desde luego cointegracion.
Para hacer esta verificacion, se pueden utilizar los contrastes de raices unitarias habituales
como Augmented Dickey-Fuller, ADF; pero teniendo en cuenta que las perturbaciones no
son observables, se sugiere que para aceptar la cointegracion, los ntimeros criticos para
este contraste sean més elevados.?

Por su parte el procedimiento de Johansen, implica el uso de dos estadisticos: el de la
traza y el del maximo valor propio, como pruebas de cointegraciéon. ® Se hace necesario

2Davidson y Mackinnon (1993)
3Johansen, S. (1991), .*timation and Hypothesis Testing of Cointegrated Vectors in Gaussian Vector
Autoregressive Models", Econometrica 59, pp. 1551-1580.
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considerar para la consideracion de la cointegracion si el modelo de correccion del error
tiene interceptos o tendencia, al igual que el var, como en las ecuaciones dadas por (126)
y (127). Después de ejecutados los test, se determina si hay cointegracion, y el numero de
relaciones de cointegracion existentes.

Uno de los aspectos mas importantes a considerar cuando se utilizan modelos VAR, es
el nimero de rezagos a considerar; si se escogen pocos, no se capturarian las relaciones
dinamicas de las variables; por el contrario si se escogen demasiados, podrian aparecer
problemas de colinealidad y autocorrelaciéon, con lo que se tendrian parametros inconsis-
tentes. Para ayudar a determinar el niimero de rezagos de este modelo, se puede usar la
minimizacién de los Criterios de Schwarz y Akaike.

Es importante la especificacion de las variables endogenas y exdégenas; se pretende a
través de métodos econométricos de evitar la arbitrariedad en dicha asignaciéon y de esta
manera, lograr que los datos permitan hacer una estimaciéon correcta. En este caso, se
hacen exoégenas a las variables haciendo uso de la teoria econdmica, pero la validacion
final es un asunto demostrable. Recordemos los siguientes conceptos:

Definicion 3.3. Un conjunto de variables x; es llamado debilmente exogeno para un vector
de parametros de interés, por ejemplo 0, si al estimar 6 dentro de un modelo condicional
(condicionado a x;) no presupone una pérdida de informacion relativa a la estimacion del
vector en un modelo que no esta condicionado a x;.

Definicion 3.4. Una serie de variables x; es llamada fuertemente pérdida si es debil-
mente pérdida para los parametros del modelo condicional y los prondsticos de Z; estan
supeditados a x; sin pérdida en la precision de los prondsticos.

Definicion 3.5. Por dltimo, z; se denomina super exogena para 0 si x; es débilmente
exogena para 0 y las acciones de politica que afectan el proceso marginal de x; no afectan
los parametros del proceso condicional. Por lo tanto, débil, fuerte, y super erogeneidad
son los conceptos pertinentes para la estimacion, prevision, y andlisis de politicas, respec-
tivamente. [Ericsson, Hendry y Mizon (1998)].

En el caso de la exogeneidad débil, permite saber si la informacion que se esta incorporando
en el modelo es la correcta y suficiente. Para probar que una variable es debilmente
exOgena, se impone una restriccion al VEC, mediante la asignaciéon del valor cero al
elemento i-esimo en la matriz « o de coeficientes de ajuste para la variable que se esta
analizando; se prueba la significancia estadistica de los coeficientes a restantes haciendo
uso del test de radio de verosimilitud, que tiene una distribucion x?; si se cumple, se acepta
la hipotesis nula de que la variable representada por ese elemento es exégena respecto al
vector de cointegracion . En otras palabras, no hay informacion adicional relevante en
las demaés variables de ese vector que contribuya a explicar su comportamiento.

Para la especificacion de un modelo VAR, un aspecto a considerar también es la Causal-
tdad en el sentido de Granger. Una Prueba de causalidad de este tipo busca determinar
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estadisticamente si el pasado de la variable x contiene informacién que preceda al compor-
tamiento de la variable y y que por tanto, sirva para explicarla. Suponemos que tenemos
dos ecuaciones:

K K
Ayr=m0+ Y milMyior + Y iy + uyg

i=1 =1

k k
Axy = Ko+ Z K1 AYi—1 + Z KoiAY—i + Uy

i=1 i=1

En la primera ecuacion se busca probar la significancia estadistica de las n; a través de
una prueba F'. Se plantea como hipoétesis nula que estos coeficientes son cero, es dcier que
se rechaza la existencia de causalidad en el sentido de Granger contra la alternativa de
que son diferentes de cero o que se acepta este tipo de causalidad.

Este mismo procedimiento se aplica para los k1; de la segunda ecuacion. Se asume que uy;
y ug no estan correlacionados.

3.2. Pronésticos con restricciones para modelos VAR

Nuevamente, el objeto de interés seran los pronosticos; tal y como sucedié con los modelos
ARIMA, el pronostico irrestricto con error cuadratico minimo para modelos VAR sera el
valor esperado de la variable dada la informacién histérica. Téngase en cuenta también
que un modelo VEC puede transformarse a un modelo VAR.

Definicion 3.6. Si Z = (Z), Z),---, Z\) contiene la informacion historica de la serie
Y Zp = (Zyy1, Zyyor s Zypn) denota el vector de H > 1 valores futuros que se desea
prondsticar para cada serie, el prondstico lineal optimo con (ECM) minimo de Zy ., esta

dado por E(Zyyp|Z) para h=1,2,--- H.

Para determinar el error de prondstico se tiene en cuenta que,

Znsen — E(Zyanl2) =) Varo;—E
=0

> ‘I’j&T+h—j] (128)
=0

h—1 [
SUVINEES i vsem [
§=0 j=h

h—1 (3]
= Z \IfjaT+h_j + Z \I]jaT+h_j —F
j=0

j=h
Para j < h E[-] =0, luego la expresion anterior se transforma en:
h—1 0o 0o h—1
Y Wiarin-; = Y Viarin-; + Y Viariny = Y Viarin-, (130)
=0 j=h j=h =0
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Asi obtenemos
Znsn — E(Zynin|Z) = Z Uiarih; (131)
En forma vectorial se obtiene que la expresion (131) puede escribirse como:

ZF—E(ZF‘Z) :\IICLF (132)

Una expresion similar fue obtenida en el caso univariante; sin enbargo la matriz ¥ tendré
la siguiente composicion

I, 0 0 0

0, 1, 0 0

U = Vs vy I, 0
Vg1 Ve Yy ... I

Con V¥, matrices de tamano k x k que se obtienen a partir de la expresion VAR y como
se puede observar ¥ es una matriz diagonal inferior por bloques de dimension kH x kH,
con elementos matriciales I, en la diagonal.

Proposicion 3.2. El vector de errores ap = (ary1,...,aryy) tiene una distribucion
N(Owu, In ®),), con ® que denota el producto de Kronecker y aryy...aripm, se dis-
tribuye Ni(0,3).

Demostracion. Sea ap = (aryi,...,aryy)’. Cada uno de los vectores por los que esta
conformado ar es un vector de la forma a; = (ay, ay,...,ar) donde a; ~ Ni(0,X)
identicamente distribuidos para ¢t = 1,..., H y no correlacionadas.

La funcion de densidad de ar es el producto de las densidades de sus componentes debido
a la no correlacion de las mismas.

H

flar) = ]]fa

i=1

H
= 11 [(gﬁ)—m(det )~ 12el-1/2en )
=1

— (27) kH/2(d £2)" H/2e_1/2§1“i271“i

( ) H/z(det Z)—H/ze—l/z[a'l,...,a’H]Z*1®I[a'1,...,a'H}'
= —(2n) M2 (det IT det D) ~12e 1 2ATEETA L con A =[d), ..., d}]
_ _(zﬁ)—kH/2 det([ ® E)—1/2e—1/2(A'—0)(1®2)*1(A—o)
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De esta manera se llega a que,

O

Como se cumplen los supuestos, de igual manera que en el caso univariado se puede
escribir una ecuacién que permita incorporar la informacion adicional, asi:

Zp = E(Zp|Z) + AlY — CE(Zp|Z)] (133)
donde A esta dada por,
A=U(Ig @3 )VC [CU(Iy 0,V (134)

Donde el vector Y contiene la informaciéon adicional o restriccion que se desea agregar al
modelo generador de los pronoésticos. Dicho vector se relaciona con el vector de valores
futuros de la variable de estudio mediante la combinaciéon lineal

Y = CZp (135)

Ademaés, La matriz C' es conocida y su dimension es M x kH y p(C) = M, donde M < H.

Como se vera a continuacion, el pronéstico restringido dado por (133), mejora el pronos-
tico irrestricto determinado por la esperanza condicional de la variable. En este caso se
calculara la covarianza del error de pronostico.

Proposicion 3.3. El prondstico restringido posee una menor covarianza que el prondstico
dado por el valor esperado de la serie

Demostracion. Si a Zr le restamos el pronodstico restringido se obtiene:

Zp—Zp = BE(Zp|Zy) — AY + ACE(Zp|Zy)
Zp — AY — (I — AC)E(Zp|Zy)
= Zp—ACZy — (I — AC)E(Zp|Zy)
= (I = AC)(Zp — E(Zr|Z))

como Zp — E(Zr|Zy) = Yap, entonces
Zp — Zp = (I — AC)Vap
Ademés E(Zp — Zp) = (I — AC)WE(ap) = 0.
Ahora:
Cov(Zr — Zr) = E[(Zp—Zr — E(Zr — Zr))(Zr — Zr — E(Zr — ZF)) ]
= E[(I - AC)VapadpV'(I — C'A"))
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Como
A=V(I®%,)VC'(CU(I®X,)V'C)™
Escribamos A = £(C€)™! donde & =¥ (I @ 3,)P'C.
Entonces,
Cov(Zp — Zr) = E{[I - £(CE) ' ClVapdp ¥'[I — C'(€'C) ¢}
Ahora,
E(apdy) =18 %,
se realizan los productos indicados y obtenemos
Cov(Zr — Zp) = [[—&(CET'CINUI @ )V — (I © 5,)¥'C'(EC) "¢
[1 = &(CE) ' CI[T(I @ Ta) W' — £(£'C) ]
U(I @ %)V = E(C8)CW(I ® 8,) V' — E(E'C) 71 +£(CE) Ce(€'C) e
(I ©5,)W — £(CE)CUT @ TV — E(€C) ¢ +E(EC) ¢
= V(I®3,)V - ACY(I @ %,V
por su parte, la covarianza del prondstico irrestricto es:
Cov(Zp — E(Zp|Zy)) = Cov(Var) = E[Varayz¥'] = V(I @ X,)V
Como ACV(I ® ¥,)¥ es una matriz semidefinida positiva, entonces:
Cov(Zp — Zp) < Cov(Zp — E(Zp|Zy))
O

Verificacion de la compatibilidad de la restricciéon con la informacién histérica
Para verificar la compatibilidad entre la informacién histérica y la informaciéon adicional
incluida en forma de restricciones lineales, se hace necesario realizar una prueba estadistica
que utiliza el estadistico calculado

Kewe =Y = CE(Zp|2))[CU(Iy @ 32,)V'C7 Y — CE(ZF|Z)] (136)

el cual debe compararse con valores de la distribucién x%,,, la cual surge de un resultado
asintotico y en el supuesto de que los pardmetros son conocidos, por lo que se considera
una buena aproximaciéon de la verdadera distribucion del estadistico K.

Cuando el estadistico no produce un valor significativo, se llega a la conclusién de que
ambas fuentes de informacion son compatibles. En contraste, cuando se rechace la compat-
ibilidad se deberia considerar, como una posible causa de ello, el que ocurrira un cambio
estructural en la serie durante el horizonte de prondstico en consideracion.
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Por otro lado, el rechazo de la compatibilidad puede ser ocasionado porque solo algunas de
las restricciones impuestas sobre los valores futuros sean incompatibles con los pronoésticos
irrestrictos correspondientes. Esta idea conduce a realizar pruebas parciales o individuales
de compatibilidad, las cuales se basarian en estadisticos calculados que son de la forma

K cate = Y — e E(Zp| 2)P[en ¥ (Ig @ 3,) ¥, ] (137)

v que deben compararse con una distribucion x?. Desde luego, Y;, v ¢,, deben seleccionarse
de manera apropiada, donde m = 1,..., M corresponde a cada una de las restricciones
originalmente planteadas, pero consideradas de manera individual.

Para ilustrar el proceso de planteamiento del modelo y la obtencion de la matriz W, veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideremos un VAR(2) con 2 ecuaciones
Ziu = oan1Zig—1+ ooy + 102141 + Q29241 + Ay

Loy = Q11 014—1+ Qo121 + Q2122141 + Qaaoloy 1 + gt

En forma matricial, haciendo Zy = (Z1, Za)' tenemos,

Z 14— A
7, = [ 11 _ {0411,1 0412,1} [ 1.t 1} i [0411,2 0412,2} l 1,t 2} + {au} (138)
Loy Qo911 (291 Zz,t—l Qo12 (222 Z2,t—2 A2
En forma compacta,
Zt = A1Zt_1 + AQZt_Q + ay (139)

La forma matricial (138) es idéntica a la forma compacta (139), con

Q11,1 (121 112 (122 a1¢
Al = |: ) A2 = ) ar =

Qo171 Q221 Go12 (222 A2y

Para obtener los elementos V; de la matriz W, hacemos uso del operador polinomial de
retardos (L) sobre el modelo definido en (139), asi:

Zt = Ath_l + AQZt_Q + ay
a = Z,—ALZ, — A L7,
a = (I — AL — AL 7,

1
7, =
¢ I— AL — A2

1

Sea\p(L):]Q—AlL—AgLQ’

donde W(L)=1+ UL+ WyL?+ U3L3--- Entonces;

(I 4+ UL+ UL+ W3L? ) (I, — AL — AyL?) =1
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multiplicando, se obtiene

Iy — AL — Ay L? + U L — U A L? — U Ay L3 4+ Uo Iy L2 — Wy A L — Wy Ag L + WL, L3 —

WA LY — WAy L® + W I L — WA LP — W AL + W[ [° — W A LS — WA LT +

Reordenando,

12 + <\Il1 - Al)L + <\Il2 - \IflAl — A2>L2 + (‘I’g - \I]2A1 — \I]1A2)L3 + tr = 1

Entonces,

Uy —A; =0

Uy — WA — Ay =0
Uy — WA — WAy =0
\Il4 - \II3A1 - \I]2A2 =0
U5 — WA — U3A; =0

Uy — Uy 1Ay — Vg 945 =0

De tal manera que,

vy

Ay

U A + A
Wy Ay + Uy Ay
W3A; + UyAy
WA + U3A,

U1 Ay + VUp_2Ay

R

La matriz U es diagonal inferior por bloques de dimension kH x kH, con elementos

matriciales Iy, en la diagonal, ¥y en la primera subdiagonal, ¥y en la seqgunda subdiagonal

Yy ast sucesivamente.
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1. Aplicaciones

1.1. Seguimiento al PIB de Colombia 2010

El Producto Interno Bruto (PIB) es el indicador cominmente utilizado para medir el
crecimiento econémico de una region (pais, estado, ciudad) durante un periodo de tiempo.
El PIB es el es el valor monetario de los bienes y servicios finales producidos por una
economia en un periodo determinado. Se hacen dos mediciones: la del PIB trimestral y la

del PIB anual. La primera, demora 1 mes para el cilculo y la segunda, tarda seis meses
(fuente: DANE).

El PIB es fundamental para evaluar el crecimiento, la evoluciéon y la estructura de
la economia colombiana y la capacidad de ésta para usar eficientemente los recursos
disponibles para la produccién. El producto interno bruto, mide el desarrollo de la pro-
duccion, de las prestaciones de servicios y todo lo que genere riquezas en una region
determinada, ya sea pafs o fracciéon del mismo. Por esto los analistas, los empresarios,
el Gobierno y, en general, todos los interesados en la economia estan pendientes de su
evolucion y de las proyecciones de la autoridad econémica sobre su crecimiento para cada
periodo de analisis.

Existen tres métodos tedricos para calcular el PIB: Método de la demanda, Método del
Ingreso y Método del Valor Agregado.

El método del gasto o por el lado de la demanda: El calculo se realiza por medio de la
suma de todas las demandas finales de productos de la economia; es decir, puesto que la
producciéon nacional puede ser consumida por el Gobierno (gasto), invertida o exportada,
este punto de vista calcula el PIB como la suma de todo el consumo (el gasto mas la
inversion mas las exportaciones menos el consumo de productos importados).

El método del valor agregado o por el lado de la oferta: El PIB se calcula sumando, para
todos los bienes y servicios, el valor agregado que se genera a medida que se transforma
el bien o el servicio en los diferentes sectores de la economia o ramas de la actividad
econ6émica. En este caso es tutil calcular el PIB sectorial o PIB para cada sector produc-
tivo (por ejemplo el PIB del sector de la mineria, la agricultura, las comunicaciones, el
transporte, la industria manufacturera, la construccion, el sector financiero, etc.).

El método del ingreso o la renta: En este método, el PIB se calcula sumando los ingresos
de todos los factores (trabajo y capital) que influyen en la produccion. El ingreso seria el
dinero o las ganancias que se reciben a través del salario, los arrendamientos, los intereses,
etc.

Se trata de aplicar la metodologia de prondsticos con restricciones a la serie PIB Colombia;
serie que tiene una tendencia lineal y se necesita estacionarizar para poder aplicar la
metodologia de los prondsticos restringidos.



Se trabajara con datos en millones de pesos (Mp) trimestrales desde 2000 hasta 2009 con
la metodologia ano base 2000 a precios constantes.

Analisis PIB Metodologia Ano Base 2000: Se incluyen los datos trimestrales del
PIB Colombia desde 2000 hasta 2009, que registra el Banco de la Reptblica de Colombia
y el DANE, por lo que el tamano de la muestra es de N = 40 datos u observaciones.

En esta ocacion se pretende estacionarizar la serie, generar los pronésticos irrestrictos
para un intervalo de H = 4 periodos y con estos aplicar la metodologia de los pronosti-
cos restringidos para concluir con la verificacion de compatibilidad entre la informacion
adicional o restriccion y la historia de la serie.

La importancia de este analisis también radica en comprobar si las decisiones de politica
econ6mica referentes al crecimiento del PIB tomadas por el gobierno del Presidente Alvaro
Uribe en cuanto al crecimiento econémico propuesto para 2010 son compatibles con este
estudio; lo cual se valida comparando los pronoésticos obtenidos en este estudio con los
datos que arroje el PIB en 2010 luego de verificado la compatibilidad entre las restricciones
y la historia de la serie.

Anailisis exploratorio de los datos: En primer lugar, la Figura 1 presenta el com-
portamiento de la serie PIB; para el periodo comprendido entre el ano 2000 y el 2009.
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Figura 1: Serie PIB;

La serie fue desestacionalizada por el banco de la Reptblica. Se observa que en hasta el
tercer trimestre de 2001 hay una tendencia creciente; sin embargo para el ultimo trimestre



del mismo ano, hay una caida en el crecimiento del PIB, lo cual cambia radicalmente para
el siguiente trimestre; nuevamente en el segundo trimestre de 2002 el PIB esta en descenso.
Durante cada primer trimestre de 2003, 2004, 2005, 2006 y 2007 se observa un aumento
considerable de los valores de la serie, teniendo en cuenta la naturaleza estacional de la
misma, mientras que en los siguientes trimestres de estos anos la pendiente de ascenso
varfa. Esta situacion cambia durante el primer semestre del ano 2007, cuando hay una
disminucion en el PIB; en contraste, el segundo semestre muestra un incremento. La curva
se vuelve decreciente desde comienzos de 2008 hasta junio; Luego de esta variacion, el PIB
se muestra en aumento.

En la Figura 2, aparece la serie en diferencias logaritmicas estacionaria, esta serie esta
doble diferenciada ya que la primera diferencia tenia bastantes indicios de la no esta-
cionariedad en media.
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Figura 2: Serie V?log{ PIB}

Un modelo ARIMA que explica el comportamiento histérico de la serie es
Vilog{PIB,} AR(1) AR(2) MA(4)

Cabe aclarar que para verificar si la serie estudiada presenta raices unitarias, se utiliza el
test de Dickey Fuller Aumentado (ADF), en el cual se hace una regresion sobre la siguiente
ecuacion (asumiendo que Y; es la variable a verificar y €, es una variable ruido blanco):

p
AY, = ap+arY + Z BAY; i1 + ast + &
i=2



Los parametros o y s aplican si hay en el proceso intercepto y tendencia deterministica
respectivamente; El contraste se realiza sobre el parametro autorregresivo, a;. La hipotesis
nula es existencia de raiz unitaria contra la alternativa de estacionariedad: Hy : oy = 0
vs. Hy : a7 < 0. Para determinar

Al aplicar el contraste ADF a la serie PIB original se produce un valor del estadistico
t de —2,5899, por lo que se acepta la hipotesis nula de no estacionariedad en media; al
diferenciar una vez la serie, se obtiene un valor de t = —1,8448, con lo cual nuevamente
se acepta Hj. Finalmente, cuando se diferencia el proceso por segunda vez, se encuentra
que el estadistico t es igual a —11,1257, lo cual permite el rechazo de la existencia de
raiz unitaria. Asi, la serie requiere ser diferenciada dos veces para que sea estacionaria en
media.

Por simplicidad en la notaciéon escribiremos: PIB; =Y, y la transformacion logaritmica
se expresarda como log{PIB;} = T'Y}, obteniendose el modelo

VTY; = 3:1TY,—1 + 2T, o + a — Osas_4

Aplicando el operador polinomial de retardos, se escribe

1—0,L%
TY, =
CTT2L L gL — gul® "
igual a,
1—0,L%
TY, =
T I- Q4oL — (¢ — 1L2
Sea,
1—0,0% )
V(L) = donde W(L)=14 1L+ L"+---
W -2+l — (62— L2 (L) Vil
Entonces,

(1 4+ L+ L? + 3L + - )1 = (2+ @)L — (¢ — 1)L =1 —0,L*
Resolviendo la expresion anterior resulta:

Y1 = 2+ ¢

vy = (¢2— 1)+ (2+ ¢1)°

s = 2(¢a—1)(2+¢1) + (24 @)’

Yy = (p2— 12 +3(p2— )2+ 1)’ + 2+ 1) — b4
Vs = (g2 — )b+ (2+ ¢1)tu



Al estimar el modelo se obtuvieron los siguientes valores para los parametros

¢ = —0,911294
by = —0,479707
0, = —0,936804

Con estos valores se obtuvieron las siguientes ponderaciones

o = 1
b = 1,0887
Yy = —0,2944
by = —1,9315
by = —0,7304
1 |0 1 2 3 4 5) 6 7

;| 11,0887 | —0,2944 | —1,9315 | —0,7304 | 2,0629 | 3,3266 | 0,5693

Cuadro 1: Ponderaciones del modelo {log(PIB;)}

Inclusién de la restriccion: El Banco de la Reptblica proyecta un crecimiento del
PIB para 2010 en un rango de (2 a 4) %; asi mismo la politica econémica del gobierno del
presidente Uribe, proyecta para 2010 un crecimiento de 2,5 %, cifra con la que planteamos
la siguiente restriccion.

PIBr4
PIBr1

= 1,025

Aplicando logaritmos, se obtiene

log{PIB7 4} —log{PIBri1} = log{1,025}, igual a
TYT+4 - TYT+1 = 10g{17025} =Y

Lo anterior se debe a que consideramos que el vector de valores futuros T'Yr es de la forma

TYr = (T'Y7rq1,...,TY74)
= (log{PIB7i1},...,log{PIBr,4})

Dado que Y = C' * T'YF, se deduce que el vector C' tiene la siguiente representacion

C=(-1,0,0,1)



La matriz de ponderaciones W para un horizonte de H = 4 periodos es

1 0 0 0

_ 1,0887 1 0 0 (1)
—0,2944 11,0887 1 0
—1,9315 —0,2944 1,0887 1

De esta manera se obtiene el vector A cuya expresion es

A = vUC(CUYC)!
—0,2698
—0,3208
0,1501
0,7302

Y los pronosticos irrestrictos E(TYr|TY) donde T, son las observaciones de la serie
transformada desde ¢t = (1,2,...,7T) con T' = 40, se obtienen de la siguiente forma

TY p = E,[TY¢|TYy]
pero

VPTYr = $:1TYo1 + $2TY, o+ a; — Osa—s

V(TY, = TY,-1) = ¢ LTY; + g L°TY, + ay — 4L

TY, = TY, 1 — (TY,-1 —TY:9) = 0 LTY: + G L*TY, + a, — 0,L%a,
TY, = 2TY, 1 —TY 2+ $:TYi 1 + ¢poTY, o + a; — 04 L ay

resultando,
TY, = 24+ ¢)TY1+ (¢2 — D)TYi o+ ay — 04044
Entonces,

E(TY 1|TYo) = E2+ ¢0)TY, + (¢2 — D)TY, 1 + ay11 — Osay_s]
2+ ¢)TY, + (¢ — 1)TY, 1 — Osay_3

E(TY, 2|TYy) = Ef(2+ ¢1)TY 11 + (02 — 1)TY, + ayp — Os0,-3)]
(¢2 - 1)TY% — Oya;—9
ETYis5|TYo) = E(2+ ¢1)TYo + (02 — 1)TYi1 + arg3 — sy
—04a41
ETY 4 TYy] = B2+ ¢1)TY i3+ (2 — 1)TYii0 + aryq — Osay]
= —Oia



Por lo que resulta el vector de pronosticos irrestrictos:

18,0932
18,0962
18,1070
18,1163

E(TY?|TY,) =

Por lo que el pronostico restringido estd dado por

TY = E(TY#|TY,) + AlY — CE(TY|TY,)]

obteniendose
18,0921
—— 18,0959
TY p = ’
P71 18,1071
18,1168
Dado que ﬁp = log{lgl\BF}, deshaciendo esta transformacién se obtiene }A/'F =
exp{log PIBF}.
De esta manera,
71996000
~ — 72271000
Yr = PIBp =
r 71 73081000
73796000

En el cuadro 2 aparece el PIB real para 2010 hasta el tercer trimestre y los pronodsticos
irrestrictos para la misma serie, con sus correspondientes errores de pronéstico

Pronésticos irrestrictos de la serie PIB;

Periodo PIB real Error Irrestrictos
2010q1 | 71955594.41 | 0.0756 % | 72010000
2010q2 | 72723776.22 | 0.5978 % | 72289000
201093 | 73112020.98 | 0.0533% | 73073000
20104 73755000

Cuadro 2: Pronésticos irrestrictos de PIB;

De la misma manera se presentan los pronodsticos restringidos para la serie PIB; y los
errores de prondstico, cuadro 3:

Como se puede observar en el cuadro 2 y 3, los errores de pronosticos restringidos para el
primer trimestre y el segundo son menores que los errores para los prondsticos irrestric-
tos, debido al uso de la informaciéon adicional en forma de metas econémicas. Se espera
que el error de pronostico para el cuarto trimestre tambien sea menor en el caso de los
restringidos.



Pronésticos restringidos de la serie PIB,

Periodo PIB real Error | Restringidos
2010q1 | 71955594.41 | 0.0561 % | 71996000
2010q2 | 72723776.22 | 0.6225% | 72271000
201093 | 73112020.98 | 0.0424 % | 73081000
2010q4 73796000

Cuadro 3: Pronosticos restringidos de la serie PIB;

Compatibilidad entre la restriccién {Y'} y la historia de la serie {log(PIB;)}:
La idea es comparar el estadistico K., con una ji-cuadrada con m grados de libertad,
donde m = 1 ya que se introdujo una sola restriccion.

Para la serie T'Y; = log(PIB;) se obtuvo un valor de K ,. = 0,4548, mientras que para
un nivel de confianza de 95 % que es con el que usualmente se trabaja, se tiene que una
X3 = 3,84, por lo que se cumple que,

Kcalc S X%

lo cual indica compatibilidad entre la restriccion y los datos historicos.

La Figura 3 muestra el comportamiento de la serie PIB real (en azul) hasta el cuarto
trimestre de 2009 y los pronosticos restringidos (en rojo).

Se concluye entonces que con datos que cubrian desde el 2000 hasta el cuarto trimestre
de 2009, la meta de crecimiento del PIB planteada por el gobierno del presidente Uribe,
es razonable y valida ya que la restriccion es compatible con la historia de la serie, por
lo que es de esperarse una trayectoria parecida a la de los prondsticos restringidos en la
figura 8.

Inclusién de la restriccion del 3% para el crecimiento del PIB: En lineas an-
teriores se ha hecho referencia al cambio de la meta de crecimiento por parte de las
autoridades econémicas, en este caso, los analistas econémicos que representan al gobier-
no del Dr Alvaro Uribe Vélez. Tal cambio tuvo su origen en los buenos resultados de la
economia en el primer trimestre del ano 2010. En el cual el PIB se ubicoé por encima del

4%.

Por tal razon, se hace necesario verificar la viabilidad estadistica de la nueva meta de
crecimiento del 3% para el crecimiento del PIB.

En primer lugar, se generan los pronoésticos restringidos incluyendo la restriccion del 3 %,
luego se aplica el test de verificacion de la compatibilidad entre la restriccion y la historia
de la serie.
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Sea la restriccion:

PIB
sz = 1,030
entonces,
log(PIBr4) — log(PIBr41) = log(1,030)
Por lo que,

Y = log(1,030) y asi,
C = (=1,0,0, 1)

Sabemos que la matriz de ponderaciones ¥ y los pronosticos irrestrictos E(T'Yr|TYy) del
modelo son:

1 0 0 0 18,0932
1,0887 1 0 0 18,0962

U= E(TYHTYy) = |
—0,2944  1,0887 1 0 (TYFITYo) 18,1070
~1,9315 —0,2044 1,0887 1 18,1163

De esta manera se obtiene el vector A cuya expresion es

A = vUC(CUYC)!
—0,2698
—0,3208
0,1501
0,7302
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De esta manera, se calcula los pronosticos restringidos mediante la expresion:

TYr = E(TYp|TYy) + AlY — CE(TY5|TY,)]
18,0915
18,0941
18,1080
18,1210

TYp =

Al deshacer la transformacion logaritmica, es decir, al hacer uso de la expresion exp(ﬁ F,
resulta:

71948000
- 72141000
73146000
74107000

En el cuadro 4 aparecen los pronosticos restringidos para la serie (PIB;), para el periodo
2010 y los correspondientes errores de pronostico, segin la meta del 3 %.

Pronoésticos y errores de pronoéstico de la serie PIB; ‘
Periodo | PIB Real Error Restringidos
2010ql | 71955594.41 | 0.0105 % 71948000
20102 | 72723776.22 | 0.8013 % 72141000
2010g3 | 73112020.98 | 0.0464 % 73146000
20104 74107000

Cuadro 4: Pronésticos de PIB;

Verificacion de compatibilidad:

/
PR ag * Q,
0,2 0

= = 0,00010498
a T _ K Y

entonces,

Y - CE(Yp[Yp)]'(COW'C) Y — CE(YF|Y))]

=2
Oq

Kcal =

= 0,0366

Dado que se cumple la desigualdad K., < x3, concluimos que la restriccion es compatible
con la historia de la serie, por lo que un crecimiento del 3 % como lo prondstico el gobierno
es factible y tal valor se ubica en el centro de lo esperado por el Banco de la Republica,
el cual establecié un rango meta entre 2% y 4 % para el crecimiento del PIB.
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Conclusiones

Luego de aplicar la metodologia de pronésticos con restricciones al seguimiento del PIB
en colombia y luego de hacer una detallada revision de los alcances de la misma, podemos
plantear las siguientes conclusiones.

La meta del 2,5% y 3% fijadas por las autoridades econémicas del gobierno de turno es
compatible con la historia de la serie como se demuestra en la aplicaciéon mediante el test
de compatibilidad del estadistico K ac.

Segun los datos arrojados del PIB por el DANE hasta el tercer trimestre de 2010, y al
compararlos con los pronésticos restringidos, se observa una buena aproximaciéon ya que
los errores de pronostico no superan el 0,8 %.

Se resalta la utilizacion de un modelo ARIMA, el cual se ajusté a la serie original en
su parte historica, explica el comportamiento de la serie y produjo buenos pronodsticos
irrestrictos; a dicho modelo se le incluy6 la restriccion(Meta de crecimiento) y se procedio
a calcular los pronoésticos restringidos.

Se obtuvieron resultados satisfactorios al aplicar la metodologia de prondsticos restringidos
(caso univariado) al seguimiento del PIB Colombiano, los pronodsticos obtenidos se ajustan
bastante bien a o esperado para el PIB en el ano 2010.
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