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INTRODUCCION

Estudiaremos el Método de Descomposicion de Adomian (MDA), el cual fue intro-
ducido en la década de los afios ochentas por el matematico estadounidense George Ado-
mian y descrito en su libro "Solving Frontier Problems of Physics: The Decomposition
Method" [1].

Este método se puede aplicar a diversos problemas funcionales lineales y no lineales de
la forma Au = f, donde A lo consideraremos un operador en un espacio de Banach E'y
f una funcién conocida en E.

El Método de Descomposicion de Adomian permite encontrar analiticamente la solucién
de un problema funcional escribiéndola en forma de serie, donde cada uno de sus térmi-
nos es hallado en forma recurrente mediante un esquema iterativo usando los llamados
Polinomios de Adomian.

Con ayuda de dos resultados sobre integrales anidadas llegaremos a la solucidn exacta
del problema funcional siempre y cuando sea posible determinar el limite de la serie so-
lucién dada por el MDA (como lo veremos en los ejemplos 5 y 7 del capitulo 3 ). Si no es
facil identificar dicho limite, realizaremos un truncamiento de la serie solucidén, esperando
que la suma parcial obtenida sea una buena aproximacion, situacién que por lo general se
consigue usando pocos términos de la serie debido a su rdpida convergencia.

Es de anotar que el MDA no recurre a ningun tipo de linealizacion, discretizacion o
perturbacién, por lo que no cambia la naturaleza del problema, siendo esta una de sus
mayores ventajas.

Aplicaremos el método en la soluciéon de problemas como: Ecuaciones algebraicas no
lineales en una variable, problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales ordina-
rias lineales y no lineales, sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales y ecuaciones
integrales.



VI

Algunos de los problemas que desarrollaremos en el presente trabajo fueron estudiados
por el profesor José Albeiro Sdnchez en [22].

Tomando las ideas expuestas en [5], se estudiard una prueba de convergencia para la serie
solucién dada por el MDA, considerando A un operador diferencial ordinario, de igual

manera se plantea una cota superior para el error de truncamiento.

El esquema de la tesis estd conformado por 4 capitulos los cuales se desarrolla de la
siguiente manera:

En el capitulo 1 se estudian algunos conceptos preliminares que serdn necessarios para
la temética a desarrollar.

En el capitulo 2 haremos una descripcion detallada del MDA.
En el capitulo 3 aplicaremos el método a la solucién de los problemas antes detallados.
En el capitulo 4 se estudiard la convergencia del MDA.

Por dltimo se presentan las conclusiones del trabajo y en el apéndice se desarrollan los
resultados sobre integrales anidadas cuyas demostraciones pueden ser consultadas en [23]
y [24].



Objetivos

0.1. Objetivo General

Presentar en forma detallada el Método de Descomposicién de Adomian y aplicarlo a
ciertos problemas funcionales lineales y no lineales.

0.2. Objetivos especificos

1. Encontrar mediante el MDA soluciones exactas o aproximadas para ciertos problemas
de tipo funcional.

2. Comparar los resultados obtenidos por el MDA con la solucién exacta o con la obteni-
da al implementar un método numérico.

3. Verificar que la implementacion del MDA no cambia la naturaleza del problema pro-
puesto.

4. Estudiar la convergencia del Método de Descomposicién de Adomian para un proble-
ma funcional donde A es un operador diferencial ordinario.



1. PRELIMINARES

Los fundamentos tedricos que se describen a continuacién fueron tomados de las re-
ferencias [3] y [4]

1.1 Espacios de Banach

Definicion 1.1.1 Sea F un espacio vectorial sobre un campo K. Una norma sobre F
es una aplicacion
|| : E— K

tal que para cada z,y € E se tiene que:
i) ||z|| > 0; ||z]| = 0siysélosiz=0.
i) ||az|| = |of ||z, Vo € K

iii) ||z +y| < ||l=|| + [yl

Definicién 1.1.2 Un espacio Vectorial normado es un par (F, ||-||), donde ||-|| es una

norma sobre el espacio vectorial £.

Definicién 1.1.3 Sea M un conjunto no vacio, una métrica o distancia en M es una apli-
cacion
d: MxM-—=R

tal que para cada z,y y z en M se tiene que
i) d(z,y) >0.d(x,y) =0siysolosiz =y

i) d(z,y) =d(y, )



iil) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (desigualdad triangular)

Definicion 1.1.4 Un espacio métrico es un par (M, d) donde M es un conjunto no
vacio y d una métricaen M.

Definiciéon 1.1.5 Si £ es un espacio vectorial normado, entonces su norma induce una
métrica sobre I/, dada por

d(z,y) = ||z — y|| paratodox,y € E

Definicion 1.1.6 Dada una sucesién {z,} en un espacio normado F, se dice que es una
sucesion de Cauchy, si

Ve >0, dng € N, talque m,n >ny = ||z, — x| <€

Definicién 1.1.7 se dice que un espacio normado £ es un espacio de Banach si toda su-
cesion de Cauchy en £ es convergente a un punto de F.

Ejemplos de Espacios de Banach

1. R™ con la norma ]

ol = (Zuf

2. Elespacio 7 (R) = ¢ = {2}, : Z |z, P < oo} para cualquier real p > 1,
n=1

con la norma definida por

1

Jall = (fj |xi|p)5

i=1

3. Elespacio de las funciones continuas C'[a, b] = {f : [a,b] — R/ f es continua} con
la norma

IfI} = mdz [ f (t)]

a<t<b



1.2 Aplicaciones Lineales

Definicion1.2.1: Sean X, Y espacios vectoriales sobre un campo K. La funcién
T : X — Y se llama un operador o transformacion lineal si para cada z,y € X'y
para cada o, f € K se tiene que

T(aX +8Y)=al(X)+ BT (Y)

Consecuencias: Vemos que si 7" es lineal de X en Y, 7' (0) = 0 y ademds
T(—a)=-T(x)

Definicion 1.2.2: Sean X, Y espacios vectoriales normados con norma notadas en
ambos ||-|| , Un operador lineal 7" : X — Y se dice acotado si existe M/ > 0 tal que

1T (@) < M|zl , Vo € X

Teorema 1.2.1: Sean X, Y espacios vectoriales normados con norma notadas en
ambos ||||, T : X — Y aplicacién lineal. Las siguientes afirmaciones acerca de T
son equivalentes:

i) T'escontinuaen z, Vr € X

ii) T"es continuaen 0 € X.

iii) Existe M > 0, tal que |7 (z)|| < M para todo x € X con ||z]| < 1
iv) T es acotado en X

v) T es uniformemente continua en X.

1.3 Series en Espacios de Banach.

Consideraremos (F, ||||) un espacio normado y {a,, } una sucesion de elementos en
o

E, podemos formar la serie g ay,, que llamaremos serie de témino n-ésimo a,, y

n=1
n

suma parcial s,, = E ag.
k=1



Diremos que la serie es convergente si existe el limite lim s,, en caso contrario

la serie se dice divergente.
o

Teorema 1.3.1 Sean (E, ||||) un espacio normado y E a, convergente, entonces
n=1

lim a,, = 0.

n—oo

Prueba.

[e.9]

Dado que E a, €s convergente, entonces se tiene que
n=1

lim s,, = s.

n—oo

Definamos una sucesién {t,,} definida

tl :0
t, = Sp—1 Paran > 1

Evidentemente lim ¢, = lim s,, = sy como a,, = s,, — t,, se sigue que lim a,, =
n—oo n—o0

n—oo
0.
o0
Teorema 1.3.2. Sea (F, ||||) un espacio de Banach y E a, una serie absoluta-
. n=1
mente convergente, entonces la serie es convergente.
Prueba.
o0 n
Como E ||a,|| converge en R, se tiene que la sucesion {o,, }, definida por o,, = E
n=1 k=1

||lak| , es de Cauchy, es decir, Para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que m,n > ny,
implica que
o —om| < &

n
Definamos s,, = g aj y tomemos n > m , luego
k=1

n n

|0 — Sm| = Z a|| < Z |ax|| = op —om < €

k=m+1 k=m+1



Lo cual prueba que la sucesién {s,} es de cauchy, por lo tanto es convergente y

ademds como E es completo tenemos que lim s, = [ € E, en consecuencia la
n—oo

(0.9}
serie E a, converge en F.
n=1

1.4 Principio de contraccion de Banach

Definicion 1.4.1: sean (M, d;) y (Ms, dy) dos espacios métricos, una aplicacién
f :+ My — M, se dice Lipschitziana, si existe una constante L > 0, tal que

dy (f (), f(y)) < Ldy (z,y)

la constante L se denomina constante de Lipstchiz de la funcién f.

Definicion 1.4.2: Sean (M;, d;) y (M, d3) dos espacios métricos, una aplicacién
f : My — M, se dice una contraccion si existe A € R, 0 < A < 1, tal que para
todo x,y € My, se tiene que

Teorema 1.4.1 (Teorema del punto fijo de Banach)

Sean (M, d) un espacio métrico completo y f : M — M una contaccién con cons-
tante de contraccién A, entonces f posee un tnico punto fijo. Atn més si xg € M,
la sucesion {z,,} definida por

Ty = f(Tp_1) paran=1,2 .-

converge al punto fijo de f.



2. ESTUDIO DEL METODO DE
DESCOMPOSICON DE ADOMIAN

2.1. Descripcion General del Método

Consideremos una ecuacion funcional no lineal:

Au=f 2.1)

Donde A es un operador en un espacio de Banach H sobre H el cual contiene tér-
minos lineales y no lineales, f es una funcién conocida en H. Se busca una funcién
u € H que satisface (2.1).

La parte lineal de A se descompone en la forma L + R , donde L es facilmente in-
vertible y R es el resto del operador. De tal manera que (2.1) se escribe en la forma:

Lu+ Ru+ Nu=f (2.2)

donde Nwu es el término no lineal.

Aplicando en ambos miembros de la ecuacién (2.2) el operador inverso de L , de-
notado por L', tenemos:

u=®+L'f—L'Ru— L 'Nu (2.3)



Donde @ es un término que puede aparecer en ciertos tipos de ecuaciones al desa-
rrollar L™ Lu , como por ejemplo en ecuaciones diferenciales con valores iniciales
o valores en la frontera, entre otros.

El método de descomposicion de Adomian consiste en representar la solucioén u
como una serie infinita, escrita en la forma

=3, 2.4)
=0

y la parte no lineal de Nu se escribe como la serie infinita

Nu=N <§: uz) = iAn (2.5)
=0 n=0

donde los A, son polinomios en ug, uy ,- -, u, llamados Polinomios de Ado-
mian.

Para el calculo de los polinomios de adomian se usa la expresion

=1

donde A es un pardmetro que se introduce en forma conveniente.

Si tomamos A = 0 en (2.6), tenemos que
Ao = N (up)
Si derivamos (2.6) y tomamos A = 0, se tiene que
Ay =u N (ug)
De igual forma, de la expresion

P &
d>\2 (Z X“’) B [TA?ZA”A”
A=0

n=0

A=0

Obtenemos el tercer polinomio de Adomian



]. 1" ’

’ 1 1"
= usN (ug) + au%N (uo)

Siguiendo el proceso de las derivadas sucesivas, encontramos expresiones para As
y para A4

"

1 " /
A; = 3 (u‘;’N (uo) + 6urua N (ug) + 6uz N (U0)>

! 1" 1
= U3N (Uo) + U1U2N (Uo) + gui’N (Uo)

1

A4:a

1" 1 1" ’
<U411N(4) (U/(]) + 12u%u2N (Uo) + (Eug + 24U1U3> N (Uo) + 24U4N (u0)>

! ]. " 1 " 1
= usN (uo) + (5“3 + U1U3) N (up) + au%uﬂ\f (uo) + i 4

En general, los Polinomios de Adomian A,,, se determinan mediante la expresion:

A, = dd% [N <Z )\iuiﬂkzo; n=01,2 ... 2.7)

Ahora bien, si reemplazamos (2.5) y (2.6) en la ecuacion (2.3) obtenemos:

iun =¢ + L 'f—L'R (i un) —L7'N (i An) (2.8)
n=0 n=0

n=0

De la expresion (2.8) se plantea el siguiente esquema iterativo

Uy = P + L_lf
Uy = —LilRU,O — LilA()
uy = —L'Ruy — L' 4, (2.9)

Ups1 = —L ' Ru, — LA,

En resumen, para encontrar una solucién del problema (2.1) mediante el MDA, se
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lleva el modelo (2.1) a la forma (2.8), de tal manera que para determinar cada uno
de los términos de la serie solucion (2.4) planteada por el método, se aplica el es-
quema recurrente formado por las férmulas (2.7) y (2.9), como lo describiremos
en los ejemplos desarrollados en el siguiente capitulo.

Por lo general, la serie solucién presenta una convergencia rapida, por lo que en
muchas ocasiones, es suficiente encontrar una suma parcial de la serie con pocos
términos para obtener una buena aproximacion a la solucion del problema.

2.2. Otras formulas para hallar los Polinomios
de Adomian

En la demostracion de la convergencia del Método de Descomposicion de Adomian,
propuesta por K. Abbaoui y Y. Cherruault en [11], [12], [14] y [15], desarrollan
nuevas férmulas para el célculo de los Polinomios de Adomian, las cuales presen-
taremos a continuacion

Introducimos las siguientes notaciones:
k= (kl,kz,kg, ,kn) EN”
x:(x17$27x37 7xn) € R"
|k| = k1 + ko + ks + ... + kn

kU = ki kol kgl Lo k!
ok = ahrgheghs Lo gk

Considerando las siguientes relaciones:

un (A) =) Ny (2.10)
=0
N (un (X)) =) N A; (2.11)

=0
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y aplicando la férmula para la n-ésima derivada de una funcién compuesta, descrita
en [19], tenemos que

(n))kn

n!(u))® (uy)*2 ... (u
1A, =
" 2 (k202 7. (nl)enkylealks! - .. Fop

NUED (uo)

|nk|=n

) fr (2lug)*2 oo (nluy, )k
Ca Y R )
(k20 k2 o0 (n!)knky tholks! L LK)

Ink|=n
_ (u)* (ug)™ o (un)™
=n W% Bkl T o)

Por lo tanto, los polinomios de Adomian se pueden determinar mediante el esquema

Ao = N (uo)
(ul)kl(uQ>k2 o (un)kn o1
An= D A(RD
Ink|=n klkolhks! L k! (uo)

Por ejemplo, hallemos Aj

- (un)" (u2)™ (u3)™ ki)
Ag= ) T

k1+2ko+3ks=3

Las soluciones en N de la ecuacion k; + 2ke + 3ks = 3 son:

k1 =0 ky=0 k3 =1
ki =1ky=1ks=0
k1:3 kQZO kg,:O

Por tanto
! 1 ]. 3 1"’
Ag = U3N (UO) + U1U2N (U()) + gulN ('LL())

de otra parte, la férmula (2.12) la podemos expresar de la forma:
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A, =) C N (34) (2.13)

donde

o simplemente

A=2L 2 it T Eg Y () (2.14)
k=1 |nk|=n
|k|=p

Otra férmula para determinar los polinomios de Adomian, cuya demostracion se
puede ver en [7], [18] es

AO = N (Uo)
1 (2.15)
An = Z E N(lkl) <u0) (ul[/ﬂ]a u?[k2]7u3[k’3]a e un[k’n])
Ink|=n

donde

ul[kz] - (Ui,Ui,Ui, Ty, u’L)

N J/

TV
k; veces

En algunas pruebas de convergencia del MDA [6] se utilizan los llamados Polino-
mios de Bell, los cuales son usados en Andlisis Combinatorio y se definen como:
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B n! T\ k1 fxo\ k2 fa3\ ks
Bup (@1, m0,w5, .) = ) T ol <F) <§> (?) -+ (2.16)

|nk|=n
|k|=p

de donde:

B, (1° 2", 3% ..)) =Cp it (2.17)

donde C! representa la combinatoria de 7 elementos en un conjunto de m elemen-
tos.

A continuacién estudiaremos otro algoritmo para hallar los polinomios de Ado-
mian descrito en [25]

De (2.7) tenemos que:

Ay = N (up) (2.18)
Al = ulN/ (Uo)

1"

' 1
A2 = UQN (Uo) -+ EU%N (Uo)

"

/ 1" ].
Ag = U3N (Uo) + U1U2N (Uo) + §U?N ('LL(])

podemos hacer dos observaciones importantes. En primer lugar, A, depende sélo
de ug ; A; depende solamente de ug y de u;; As depende solamente de u , u; y de
ug, y asi sucesivamente. En segundo lugar, los polinomios de Adomian presentados
anteriormente muestran que la suma de subindices de los componentes de u en
cada término de A,, es igual a n . Este tltimo hecho juega un papel importante en
la formulacion del nuevo algoritmo.

El nuevo algoritmo sugiere sustituir « como una suma de componentes :

U =1ug+u +uz+ug+---
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como se defini6 en (2.4). Es claro que A, siempre estd determinado independiente
de los otros polinomios A,, ; n > 1, de modo que A, es siempre:

el nuevo algoritmo sugiere que debemos separar Ay = N (ug) de los otros tér-
minos de la expansion del término no lineal N (u). Una vez identificado Ay, los
términos restantes de N (u) pueden ser obtenidos usando operaciones algebraicas,
identidades trigonométricas, series de Taylor segun sea el caso, hecha la expan-
sién, agrupamos todos los términos de tal forma que la suma de los subindices de
los componentes de u en cada término sea el mismo, con este paso realizado, el
calculo de los polinomios de Adomian se completa.

Veamos algunos ejemplos
Ejemplo 1

N (u) = u?

o
primero identificamos u = E Up,

n=0

N (u) = (ug +uy 4 ug + ug + ug +us + ---)° (2.20)

al expandir la parte derecha de (2.20) tenemos:

N (u) = ud + 2upuy + 2ugus + u3 + 2ugus + 2uiuy + 2uguy + 2uqus
+ u% + 2ugus + 2uquyg + 2uquz + - - - (2.21)

agrupamos los términos , teniendo en cuenta que la suma de los subindices de las
componentes de u,, sea la misma , y reescribimos la expresion (2.21)



-

N (u) = U% + 2upug + 2ugug + uf + 2ugus + 2uius
v \\’-/ . —~— ) N
Ao Ay Ay Az

+ 2ugug + 2uius + u% +gugu5 + 2uiug + 2u2u§+ e

'

A4 A5
asi tenemos los polinomios de Adomian para N (u) = u?

Ay = ul

A = 2upuy

Ay = 2uguy +ul

Az = 2ugus + 2uqius

Ay = 2uoug + 2uqus + ug

A5 = 27,L0’U,5 + 2u1u4 + 2U2U3

Ejemplo 2

N (u) = uu/

primero identificamos
o0
0= u,
n=0
o0
u = Z u,
n=0
al sustituir (2.23) en N (u) = uu se tiene:

N(U):<u0+u1+u2+u3+u4+u5+ )
X (u/()+u/1+u'2+u'3+uil+u’5+ )

15

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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multiplicando los dos factores se tiene:
/ / / / / / /
N (u) = ugugy + uguy + ugty + ugts + uyuy + ugty + Ugus
+ Ul1u2 + Ulﬂl + u;,uo + ugu4 + uoui1 + u/lug
+ ulué + uQu; 4+ .- (2.25)

agrupamos los términos , teniendo en cuenta que la suma de los subindices de las
componentes de w,, sea la misma , y reescribimos la expresion (2.25)

/ / / ’ / ’
N (u) = ugug + uguy + upty + Uge + Uy Uy + Uty
N~~~ ~ ~~ d ~~ 4
AO A1 AQ
! ! !/ !/

v~

As
+ uém + u/lu;:, + ugu; + u;ul + +u;uo + .- (2.26)
A

los polinomios de Adomian para la expresion diferencial no lineal N (u) = uu/

estdn dados por:

!
Ao = uouyg
I !
’ / /
Ay = ugus + ujug + usg
I li I !

/ / ’ ’ ’
Ay = uyug + ujug + Uty + ugug + +uyug

Ejemplo 3
N (u) = sinu

primero identificamos

U= Z U, (2.27)
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al sustituir (2.27) en N (u) = sinu se tiene:
N (u) = sinug + (ug + ug + uz + ug +us + -+ )] (2.28)
para separar A utilizamos la identidad trigonométrica:

sin (a + ) = sina cos B + sin f cos «v

por tanto:

N (u) = sinwugcos (ug + us +us +ug +us + )
+ cosugsin (ug + ug + uz + ug +us + -+ (2.29)
Separamos N (ug) = sinug de los otros factores y usando la expansién de Taylor

paracos (ug + ug + uz + uy +us + -+ ) y para sin (u; + ug + uz +ug +us + -+ +)
se tiene:

1 1
N(u):sinuo(l—g(ul+uz+u:a+---)2~|—I(u1+uQ+U3+---)4—---)
1 3
+ cos ug (u1+u2+u3+-~~)—§(u1—|—u2+u3—|—---) + -
(2.30)
asi que
N (u) = si - Lo
(u) = sin ug —5(%—1— Uyug + - )
1
+COSU/0((U1+U/2+U3+"')_§<U?+"')"'> (2.31)

agrupamos los términos , teniendo en cuenta que la suma de los subindices de las
componentes de u,, sea la misma , y reescribimos la expresion (2.31)
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1
N (u) = sinug + 1y cos ug + Us COS Uy — —u3 Sin ug
—_—— —— 2! )
AO Al ~"~
As
. I .
+ U3 COS Uy + Uplg SIN Uy — — U] COS Uy
3!
N TV -
As
L, . L, Loy
— U4 COS Uy — 5“2 + ujus | sSinug — §U1U2 COS Ug + %Ul smug+ -
~ Vv
Ay

(2.32)

completamos los cdlculos para hallar los los polinomios de Adomian para el opera-
dor no lineal N (u) = sin u por tanto:

Ay = sinug

Ay = uq cosuyg

Iy
Ay = uy cosug — auf sin ug
: L,
Ag — U3 COSU) — UrU2 SIN Uy — gul COS Ug
1, . 1, 1, .
Ay = uy cosug — EUQ + uqug | Sinug — §u1u2 COS Ug + 5“1 Sin U
Ejemplo 4
N (u) = e*
primero identificamos
o0
= u, (2.33)
n=0

al sustituir (2.33) en N (u) = e" se tiene:

N (u) — eluoturtustustustust ) (2.34)
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lo que es equivalente a:

N (u) — U0 g(urtuztustustust ) (2.35)

separando el término e y utilizando la expansién en serie de Taylor de (1 Tuztustustust
obtenemos:

1
2‘(U1+U2+U3+ )2+"'
(2.36)

agrupamos los términos , teniendo en cuenta que la suma de los subindices de las
componentes de u,, sea la misma tenemos:

N (u) =" x (1+(u1+u2+u3+ )+

1 1
N (u) = e +ue™ +<U2+_ )e“°+(U3+u1uz+3‘ )e"o

21
Ao A1 . V) ~ )
AQ A3
1 1 L4\ w
+ <u4 + = 2| —i— 2'u1uQ + — 4' ) e 4 .- (2.37)
A

obtenemos los polinomios de Adomian para el operador no lineal N (u) = e*:

(w )o
( )euo
(

1 U
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Con procesos similares, se pueden hallar los polinomios de Adomian para operado-
res no lineales como: u? , cosu , sinhwu, coshu, e ™, Lnu

2.3. Comparacion entre el MDA y el método de la Se-
rie de Taylor para EDO.

Consideremos el PVI
dy B

Y- N (@)

(2.38)
u (o) = up
probaremos, basados en [21] , que la serie solucion dada por el MDA corresponde a

la solucién dada por el método de la serie de Taylor del PVI (2.38) alrededor de x.

Recordemos que la serie de Taylor para la funcién u alrededor de =, viene dada
por:

1 (24
u(z) =Y ( )(:E—xo)k (2.39)

k!
k=0

de otra parte, si queremos resolver el PVI mediante el MDA, identificamos

L(-)= di (+) y el operador inverso: L™! (z) = / (+) ds.
x

Aplicando L~! en ambos miembros de (2.38) , tenemos

/xo pri /mo N (u(s))ds (2.40)

zo

por lo cual

u(x) =uy + /xN (u(s))ds (2.41)

La idea fundamental del MDA, es escribir la solucion u en forma de la serie (2.4) y
la parte no lineal se sustituye por la serie (2.5) , de tal manera que (2.41) se escribe
de la forma
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D () = up + / ’ > Ay (s)ds (2.42)
n=0 T

0 n=0

de donde se plantea el esquema recurrente

up () = uo

z (2.43)
u, () :/ A,y (z) para n=1,2, -

zo

con lo anterior podemos revisar la siguiente proposicion.

Proposicion. La solucion dada por el método de la serie de Taylor es precisamente

la solucion u (z) = Z u,, dada por el MDA, donde

n=0
u®) (z0)

o (x —x0)" para k=0,1,2,-

uy (z) =
Prueba.

Combinando la condicién inicial en (2.38) y (2.43) tenemos que u (xg) = uy =
uo ()

si reemplazamos x = x en (2.38)

u' (29) = N (u(x0)) = N (ug) = A () (2.44)

integrando ambos miembros de (2.44)

/x:u'(xo)ds:/x:Ao(s)ds

de donde

u (o) (x — zp) = uy () (2.45)



22

Ahora, derivando (2.38) tenemos:

u () =N (u(x))u (v) (2.46)

luego

" / / / /

u (xg) =N (u(zo))u (o) =N (ug)u (xo) (2.47)

multiplicando ambos miembros de (2.47) por (x — x) y usando (2.45) tenemos

"

u (xg) (x — o) = u (o) (x — x0) N’ (ug) = uy () N’ (ug) = Ay (2.48)

Integrando ambos miembros de (2.48)

/93 u' (z0) (s — x0) ds = /1 A (s)ds (2.49)
de donde
u” (wo) 2 _
5 (x —x0)” = ug () (2.50)

derivando (2.46) y reemplazando x por z, tenemos

" 1

" (x0) = N (uo) (o] (xo))2+N’ (o) u

17

(o) 2.51)

1
Multiplicando ambos miembros de (2.51) por la expresion o (x — 330)2 y teniendo
en cuenta (2.45) y (2.50) se tiene:

%um (z0) (z — 20)* = o (v (z0) (x — m9)) " N (ug) + 2(!xo (2 —20)* N' (ug)
1o, ,

= 571 () N (uo) +uz (2) N (o)

— A,

(2.52)
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Integrando ambos miembros de (2.52) se tiene que

u/// (wo)

3 (x — 20)° = ug () (2.53)

Repitiendo una vez mads el proceso anterior, tenemos que

" ! 3 1" ! 1" ! "
u® (xg) = N (up) (u (xo)) + 3N (up)u (zo)u (o) + N (uwp)u (x0)
(2.54)
Multiplicando (2.54) por % (z — x0)” se llega a la relacién
(4) 1 . , 3
= 3(!“0) (=20 = N (uo) (o (z0) (= = 20)
TN (o) (' (2) (z — xo)) (“ 2(!9“”0) (x — x0)2>
+N' (up) Y 3(!1)0) (x — x0)3
de donde
u™ (ug) 5 1 4 ” "
3l (z — o) ?i4t1($)fv (uo) + ur (z) ug () N (uo) + uz (x) N (uo)
A, (2.55)

integrando ambos miembros de (2.55) obtenemos

u™ (ug)
4l

(x —20)" = uy () (2.56)
En general, continuando con este proceso se obtiene

1
(n—1)!

u™ (ug) (2 — 20)" " = Ay (2.57)

de tal manera que si integramos (2.57) se va a obtener
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———(x — x0)" = uy () (2.58)

lo cual prueba la proposicion.

A continuacion resolveremos dos problemas de valor inicial para EDO mediante el
método de la serie de Taylor. Mds adelante, en el capitulo 3, estos mismos ejemplos
serdn resueltos usando el MDA, con lo cual verificaremos el resultado de la propo-
sicion estudiada en esta seccion.

Ejemplol1: Consideremos el PVI

dy

Loy
X (2.59)
y(0)=1

solucidn.

El método de la serie de Taylor escribe la solucion y () del PVI en la forma

0 (0 ™) (0
(@) =y + L0 v OO0 (2.60)
1! 2! n!
Para determinar los valores de y*) (0) para k = 1,2,--- , seguimos el procedi-

miento dado en [21]

Remplazando x = 0 en (2.59) tenemos que

derivando (2.58)

y/, = 2y/ — 2yy/ (2.61)

reemplazando z = 0 en (2.61) obtenemos

y (0)=0
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siguiendo con el proceso anterior tenemos que:

y (0)=-2,y?(0)=0,y(0) =16,y (0)=0,y" =272, ...
de tal manera que

1 2 17
-1 o S T 2.62
y () +x 3$ —1—1533 31595 + (2.62)

Es facil comprobar analiticamente que la solucién exacta del PVI (2.59) es

2621

- 14 e2=

y(x) (2.63)

por lo cual, (2.62) corresponde a la expansion en serie de Taylor de la funcién
2x

alrededor de zo = 0.

e
) =1

Ejemplo 2. Consideremos el PVI

dy _
dz 1-w=y (2.64)
y(0)=1

solucién

El método de la serie de Taylor escribe la solucion del PVI (2.64) en la forma

! (n)

considerando zy # 1, escribimos la ecuacion (2.64) de la forma:

1—a2y)y =y (2.65)

calculamos ahora los valores de y*) (0) con k = 1,2,--- , siguiendo el procedi-
miento del ejemplo 1.



reemplazando x = 0 en (2.65) , tenemos que

y (0)=1

derivando (2.65) , tenemos

(1-ay)y — (3y + wy) y =0

de donde

y (0)=3

derivando (2.66)
" ! 1 / 2
(1—zy)y —(4y—|—3xy>y —4<y> =0

de donde

"

y" (0) =16

derivando (2.67) , tenemos

(1 —zy) y(4) - (5y + 4:63/) ym — (15y/ + Sxy//) y// =0

de donde
y @ (0) = 125
con lo cual tenemos que:
B 3 4 84 125 ,
y(x)—1+x+§x gt et

26

(2.66)

(2.67)

(2.68)

en el capitulo 3, verificaremos que los resultados obtenidos en los anteriores ejem-

plos, son los mismos que se obtienen con el MDA. (ver ejemplos 4 y 5)



3. APLICACIONES DEL MDA

A continuacién aplicaremos el Método de Descomposicién de Adomian para resol-
ver algunos problemas funcionales lineales y no lineales .

3.1. Solucién de ecuaciones algebraicas

Ejemplo 1:
Encontrar mediante el Método de Descomposicién de Adomian la aproximacién a
una de las raices de la ecuacién:

2 —br+2=0 3.1)
solucion:

Escribiendo la ecuacién (3.1) en la forma

—br= —2 — 23 (3.2)

tenemos que el operador lineal L viene dado por:

27



y el operador inverso L~! viene dado por:

La parte no lineal de (3.2) es N (z) = z*

28

aplicando MDA, multiplicamos ambos miembros de (3.2) por L~! y obtenemos:

2 1,
= — — :0
x 5+5:c

remplazando (2.5) y (2.6) en (3.3) tenemos:

2 1
= n=—-+-= An_
T ; T 5 + 5 ; 1
de donde se plantea la férmula de recurrencia:
2
o = 5
1
xnngn_l 77,:1,2,3,.‘.

(3.3)

(3.4)

los Polinomios de Adomian para la funcién no lineal N (z) = 23 vienen dados por:

3
Al == 3$%I1
Ay = 3ziry + 32370

Az = 3zir3 + 6roTiT0 + 23 ...

Ast:
2
o = g = 0,4
1
Ty = EAO = 0,0128
1
Ty = gAl = 0,0012288
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por lo cual:
So = xy + 21 + 2 = 0,4 + 0,0128 + 0,0012288 = 0,4140288
donde 0,4140288 seria una aproximacion a una de las raices

Para realizar los célculos correspondientes, usamos el siguiente archivo .m , el cual
se puede utilizar para ecuaciones de la forma az® + bx? + cx +d = 0

function [X,S]=ejemplol(a,b,c,d)

YEste programa resuelve una ecuaci\’on de la forma ax"3+bx"2+
cx+d=0

YGmediante MDA

x0=—d/c;

AO0=x072;B0=x0"3;

x1=(—b/c)*xA0—(a/c)*BO0;

A1=2xx0xx1;Bl1=3*%(x0"2)*x1;

x2=(—b/c)*Al—(a/c)*Bl;

A2=x1"2+2%x0%x2;B2=3%(x0"2)*x2+3x(x1"2)*x0;

x3=(—b/c)*A2—(a/c)*B2;

A3=2+x1%x24+2%xx0%xx3 ;B3=x1"3+3%(x0"2)*x3+6xx0*xx1%x2;

x4=(—b/c)*A3—(a/c)*B3;

Ad=x2"2+2%x1%xx3+2xx0%x4 ; B4=3%(x0"2)xx4+3%(x1"2)*xx2+3%(x2"2)xx0
+6xx0*xx1*x3;

x5=(—b/c)*xAd—(a/c)*B4;

AS5=2%x2+x3+2*xx1xx4+2%xx0%xx5;

B5=3%(x0"2)*x5+3%(X122)*x3+3%(x2"2)*xx1+6%xx0%x1xx4+6%xx0%xx2%x3 ;

x6=(—b/c)*A5—(a/c)*B5;

A6=x3"2+2xXx0xX6+2*%x2*%x4+2xx1xX5;

B6=x2"3+3%(x072)*x6+3%(Xx172)xx4+3*%(x322)*x0+6%xxX0*xX1*x5+...

+6xx0%X2%X4+6%xx1%xx2%x3;

x7=(—b/c)xA6—(a/c)*B6;

AT7=2xX0%XT+2*% X3 % X4 +2xX2xX5+2* X1 X6 ;

B7=3%(x0"2)*Xx7+3%(X172)*x5+3%(x2"2)*x3+3*%(x372)*xx1+6xx0*xx1*xx6
+...

+6%x0%x2%X5+6%xx0%xx3%x4 ;

x8=(—b/c)*A7—(a/c)*B7;

X=[x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8]7;

s=0;

for k=1:length (X)

s=s+X(k);

S(k)=s;

end

S=S’;
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Al ejecutar el programa anterior, para los valores de entradaa =1,0=0,c= -5
yd=2,

obtenemos un vector X que contiene los primeros 9 términos de la serie solucién
dada por el MDA y un vector S que contiene las sumas parciales de dicha serie.

X S

0,4 0,4
0,012800000000000 0,412800000000000
0,001228800000000 0,414028800000000
0,000157286400000 0,414186086400000

0,000023068672000
0,000003664143974

0,414209155072000
0,414212819215974

0,000000613321330 0,414213432537304
0,000000106542677 0,414213539079981
0,000000018591862 0,414213557671843

el MDA nos proporciona el valor de Sg = 0,414213557671843 como aproximacioén
a una de las raices de la ecuacion. En la siguiente figura se muestra la grafica de la
funcién f (z) = 2° — 5z + 2 en el intervalo [0,41, 0,42], donde se evidencia que la
aproximacion obtenida esta cerca del valor exacto de la raiz.

0.02

0.01

0

-0.01

-0.02

0.0 I i i | I I i i |
8‘.41 0411 0412 0413 0414 0415 04186 0417 0418 0418 042

grafica ejemplo 1

para comparar el resultado obtenido con el MDA aplicamos el método de Newton-
Raphson, para lo cual se tomé o = 0y tol = 5x 107° y se obtuvo la aproximacién
= 0,4142135624.
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El error absoluto entre las dos aproximaciones es E = |Sg — 7| = 4.7282 x 1077,
por lo que podemos afirmar que el valor obtenido con el MDA es muy aproximado
a la raiz exacta de la ecuacién en el intervalo [0,41,0,42] y que la serie solucién
presenta una convergencia rapida hacia dicha raiz.

Ejemplo 2.

Encontrar mediante el Método de Descomposicién de Adomian la aproximacién a
una de las raices de la ecuacion:

2’ — 2 —br+2=0 (3.5)
Solucién.
la ecuacién (3.5) tiene dos términos no lineales
Ny (z)=2% y Ny(z) =23,

tenemos que el operador lineal L viene dado por:

asi que debemos hallar los polinomios de Adomian A, para N; (z) = 22

polinomios de Adomian B, para N, (z) = x*

y los

por tanto tenemos:

xr = an = % - %ZAn—l +12Bn—1
n=0 n=1 n=1

donde:
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Ay = 2} By =

Al = 21’0%‘1 B1 = 31’31‘1

AQ = ZL’% + 2[L‘0I2 BQ = 31’%%‘2 + 31‘%1’0

Ag = 2%0&33 + 2.1311‘2 Bg = 3%3133 + 6.130371.7?2 + .’L‘il))

Nuevamente usamos el archivo .m para realizar los cilculos correspondientes con

los datos de entradaa =1 , b= —1, ¢ = —5 y d = 2, obteniendo los siguientes
resultados:
X S
0,4 0,4
—0,019200000000000 0,380800000000000
0,001228800000000 0,382028800000000
—0,000063897600000 0,381964902400000
0,000000786432000 0,381965688832000
0,000000380003942 0,381966068835942
—0,000000063337346 0,381966005498597
0,000000006064601 0,381966011563198
—0,000000000278386 0,381966011284812

el MDA nos arroja el valor de Sg = 0,381966011284812 como aproximacion a una
de laraices de la ecuacion. En la siguiente grafica se evidencia que el valor obtenido
por el MDA esté cerca del valor exacto de dicha raiz.

008 ! , ,
0.06[>
0.04

0.02

-0.02

-0.04

00 | i | i i | i i i
6;.37 0.372 0.374 0.376 0378 0.38 0.382 0.384 0.386 0.388 0.39

grafica ejemplo 2
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al aplicar el método de Newton-Raphson tomando xo = 0y tol = 5 x 107°, obte-
nemos la aproximaciéon z = 0,3819660113.

El error absoluto entre las dos aproximaciones es F = |Sg — 7| = 1. 518 8 x 107!,
con lo cual podemos afirmar que el valor obtenido con el MDA es una muy buena
aproximacion a la raiz exacta de la ecuacion en el intervalo [0,37,0,39] y que la
serie solucion presenta una convergencia rapida a dicha raiz.

Ejemplo 3
Encontrar mediante el Método de Descomposicion de Adomian la aproximacién a
una de las raices de la ecuacion:

r=k+e “sin (g) (3.6)
conk e R
Solucién.
En esta ecuacion la parte no lineal viene dada por

N(z) = e®sin (g) 3.7)

por lo tanto, al aplicar el MDA la ecuacién (3.6) nos queda de la forma

Z z, =k + Z A,y (3.8)
n=0 n=1

de ( 3.8) obtenemos la férmula recurrente

noy (3.9
= Ay, para k = 1,23, --- .

los polinomios de Adomian para la funcién N (z) = e~ sin (g) vienen dados por

Ay = e *sin (@>
2

—
|
QI
8
»m
.
=
R
| &
—
N

1
A = 1 —e‘”“%os(ﬁ
2 2

1 1 3
Ay = x4 (56_“ cos <%) — e *sin (%)) + Eﬁ (Ze_xo sin (%) — e *sin ( 20



34

para determinar los 5 primeros términos de la solucion en serie dada por el MDA
usamos el siguiente archivo .m
function [X,S]= ejemplo3 (k)
YEste programa calcula los primeros valores de los t\
GAZerminos de la serie
%soluci\dAZon dada por el MDA para la ecuaci\dAZon x=k+exp(—x)

sin(x/2)
x0=k;
AO0=exp(—x0)*xsin(x0/2);
x1=A0;
Al=x1*x((1/2)*xexp(—x0)*cos(x0/2)—exp(—x0)*xsin(x0/2));
x2=A1;

A2=x2 % ((1/2) xexp(—x0)*cos (x0/2)—exp(—x0)*sin(x0/2)) +...

(1/72) %x(x172) % ((3/4) xexp(—x0)xsin (x0/2)—exp(—x0)xcos(x0/2));

x3=A2;

A3=x3x((1/2)*xexp(—x0)*cos(x0/2)—exp(—x0)*xsin(x0/2)) +...

x1xx2 % ((3/4)xexp(—x0)*sin (x0/2)—exp(—x0)xcos(x0/2)) +...

(1/6) *(x173) % ((11/8)xexp(—x0)*cos(x0/2) —(1/4)*xexp(—x0)*sin (x0
12));

x4=A3;

Ad=x4 x((1/2)xexp(—x0)*cos (x0/2)—exp(—x0)*xsin(x0/2)) +...

((1/2)*«x222+x1%xx3) *x((3/4) xexp(—x0)*xsin (x0/2)—exp(—x0)*xcos (x0
12))+...

(1/2) #(x172)%xx2%((11/8) *xexp(—x0)*xcos(x0/2) —(1/4)xexp(—x0)*sin (
x0/2)) +...

(1/24) x(x174) x((—3/2)*xexp(—x0)*xcos (x0/2) —(7/16)xexp(—x0)*sin (
x0/2));

x5=A4;

s=0;

X=[x0 x1 x2 x3 x4 x5]’;

for k=1:6;

s=s+X(k);

S(k)=s;

end

S=S’;

al resolver la ecuacién (3.6) con & = 1, obtenemos los siguientes resultados.
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X S
1,000000000000000 1,000000000000000
0,176370799225032 1,176370799225032

—0,002636480303185 1,173734318921847
—0,002924531838117 1,170809787083730
0,000497918330851 1,171307705414581
0,000051158627115 1,171358864041696

luego, el MDA nos proporciona el valor S5 = 1,171358864041696 como aproxima-
cién a una de las raices de la ecuacion.

la siguiente figura, nos muestra la grafica de la funcién y = f(x) = =z —1—
e~ *sin <§) en el intervalo [1,16,1,18] , lo cual evidencia que la aproximacién

obtenida esta cerca del valor exacto de la raiz de la ecuacion en dicho intervalo.

0.01

-0.005

-0.01

_001? | | | | | | | | |
16 1.162 1.164 1.166 1.168 1.17 1172 1.174 1.176 1178 1.18

grifica ejemplo 3

para comparar el resultado obtenido con el MDA, se aplicé el método numérico de
Newton-Raphson, tomando 2y = 1y tol 5 x 1075, con lo que se obtuvo la aproxi-
macién: z = 1,1713285128.

El error absoluto entre ambas aproximaciones es E = |S5 — 7| = 3.0351 x 1077,
por lo que podemos afirmar que la serie solucién dada por el MDA presenta una
convergencia rapida a dicha raiz.
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3.2. Solucion de ecuaciones diferenciales con proble-

ma de valor inicial

Ejemplo 4
Apliquemos el MDA al problema de valor inicial.

d
—di =2 —y°,  con y(0)=1
Solucion.
Tenemos:
d
L) =—
()= ()

La ecuacion (3.10) escrita en forma de operador nos queda:

Ly =2y — y°

Aplicando L~! a ambos lados de la ecuacién (3.11) , tenemos

y(x):1+2/0xy(5)ds—/0xy2(s)ds

Luego:

nio%yn(x):1—|—2/0$§%yn(s)ds—/om§%14n(5)d5

de (3.13) obtenemos el siguiente esquema recurrente:
Yo (z) =1

y (x) = /Ox Yr—1(s)ds — /Ox Ap_1 (s)ds

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Para calcular los 9 primeros términos de la serie solucion usamos el siguiente ar-
chivo.m

function Y=ejemplo4 (y0)

YEste programa resuelve la ecuaci\’on dy/dx=2y—y"2 usando MDA.
syms X;

AO0=y0"2;

y1=2%int (y0,0,x)—int (A0,0,x);
Al=2xy0x*yl;

y2=2xint(yl,0,x)—int (Al,0,x);
A2=y1"2+42xy0xy2;

y3=2%xint (y2,0,x)—int (A2,0,x);
A3=2xy0xy3+2xylxy2;

y4=2xint (y3,0,x)—int (A3,0,x);
Ad=2xy2"242xyl xy3+42xy0xy4;
y5=2%int (y4,0,x)—int (A4,0,x);
AS5=2xy2xy3+2xylxyd+2xy0xy5;
y6=2xint (y5,0,x)—int (A5,0,x);
A6=2+y0xy6+y3 24+2%xy2xy4+2xylxy5;
y7=2%int (y6,0,x)—int (A6,0,x);
AT=2xyT+2%y3xyd+2xy2xy5*x2xylxy6;
y8=2xint (y7,0,x)—int (A7,0,Xx);
Y=y0+yl+y2+y3+y4+yS5+y6+y7+y8;

Con el que obtenemos la aproximacion

L7 7+3x5—1x3+x+1 (3.15)

e R T

que coincide con el resultado obtenido en el ejemplo de la seccion 2.3 , ecuacién
(2.42)

La solucién exacta del PVI (3.10) es:

2621’

== 1
14 e ©.16)

Y

En la siguiente figura se muestran las gréificas de la aproximacion encontrada con
el MDA (3.15) y de la solucién exacta (3.16)
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podemos observar que la aproximacion obtenida con el MDA es muy buena para
valores cercanos al valor inicial y(0) = 1, teniendo en cuenta que se calcularon

pocos términos de la serie.

Ejemplo 5:

Apliquemos el MDA al PVI
dy  y?
dr  1—axy
y(0)=1

solucién

Considerando zy # 1, escribimos la ecuaciéon (3.17) en la forma:

dy ’
oy Y
T

porlotanto L (-) = % y L7'() = /0"’“" ()

aplicando en ambos miembros de (3.18) el operador inverso, tenemos

(3.17)

(3.18)
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y(x)=1 +/ syy’ds—i—/ yids (3.19)
0 0

al aplicar el MDA, escribimos (3.19 ) en la forma
Zyn(x):H/ SZAn(s)ds—i—/ > B, (s)ds (3.20)
n=0 0 n=0 0 n=0

donde A, y B, son los polinomios de Adomian para los términos no lineales
y y2 respectivamente.
Los primeros polinomios de Adomian vienen dados por

Ay = yoyé) , By = y5
A= Yoy1 + 1Yo / By = 2yo11
Az = yoys + Y1y1 + 129 By = 2yoys + 47

As = yoys + 11 + Y2u1 + Y3y Bz = 2y1y2 + 2y0y3
de (3.20) obtenemos el siguiente esquema recurrente

Yo (z) =1

x z (3.21)

Yk () = / sAk_1(s)ds +/ By (s)ds
0 0

con el siguiente archivo .m, calculamos los 5 primeros términos de la serie solucion
dada por MDA

function y=ejemplo5(y0)

YEste programa calcula los primeros valores de los t\’ erminos
de la serie

Ysoluci\’on dada por el MDA para la ecuaci\’on dy/dx=y"2/(1—xy
)

syms X

A0=yOxdiff (y0,x);

BO=y0"2;

yl=int (x+*A0,0,x)+int (B0,0,x);

Al=yOxdiff (yl,x)+yl*xdiff(y0,x);

B1=2xy0xyl;

y2=int (x*Al,0,x)+int (B1,0,x);
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A2=y0xdiff (y2,x)+yl*«diff(yl,x)+y2*«diff(y0,x);
B2=2xy0x*xy2+yl1"2;

y3=int (x*xA2,0,x)+int(B2,0,x);

A3=y0Oxdiff (y3,x)+ylxdiff (y2,x)+y2xdiff(yl,x)+y3xdiff(y0,x);
B3=2xyl*xy2+42xy0x*xy3;

y4=int (x*A3,0,x)+int (B3,0,x)

y=y0+yl+y2+y3+y4;

con el que obtenemos la aproximacién a la solucién

3 8 125
~ 1 9.2, 9 3, 149 4
y(x) +x+2x +3x+24x
recordemos que estos fueron precisamente los 5 primeros términos que obtuvimos
con el método de la serie de Taylor en el ejemplo 2 de la seccion (2.3)

comparemos la aproximacion obtenida por el MDA con la solucién numérica dada
por el método de Runge-Kutta en el intervalo [0,0.3] y tamafio de paso h = 0,03

0 1
0,03 1,031426502641069
0,06 1,066053164404095
0,09 1,104515048485491
0,12 1,147652197831125
0,15 1,196608517296388
0,18 1,252999025295565
0,21 1,319212118780431
0,24 1,399005410267236
0,27 1,498829736832092
0,3 1,631346228504565

en la siguiente figura se muestran las graficas de ambas aproximaciones
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ik + RK4 4
— MDA

18- R

15 . _

14| * E

0.0s 01 015 02 025 03

gréfica 1 ejemplo 5

observamos que las soluciones no son muy aproximadas en todos los valores de
la discretizacion dada por la soluciéon numérica. Sin embargo, mejoraramos la si-
tuacién escogiendo 11 términos en la serie solucion dada por el MDA, como se
evidencia en la siguiente figura.

* RK4
1.7 — MDA —

gréfica 2 ejemplo 5
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Ejemplo 6
Apliquemos el MDA al problema de valor inicial.

d 2
% =e¥, con y(1)=0 (3.22)

solucién

Es claro que la solucion del PVI (3.22) no se puede hallar analiticamente.

Primero resolvemos el PVI usando MDA y luego comparamos con la solucién nu-
mérica obtenida al aplicar el método de Runge-Kutta de orden 4.

Tenemos:

L=

asi llegamos a la expresion:

y(x) = / V") ds (3.23)
1

Luego

iyn (x) = /iAnds (3.24)
n=0 n=0

Los 4 primeros polinomios de Adomian para la funcién no lineal N (y) = e’ con
Yo = 0 son:

Ay = N (yo) = N (0) = 1.

A=y N (0)=0
! 1 11
As =N (0) + SuiN* (0) = ot

!

Ay =ysN (0) + yiyeN" (0) + ZyiN" (0) = 2y11
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1"

’ 1 1 1 1
Ay =yaN (0) + (593 + y1y3) N (0) + 5?/%92]\7 (0) + I?J%N(@ (0) = y3 +
2113

Para los cdlculos, usamos el siguiente archivo .m

function Y=ejemplo6 (y0)
IResuelve la ecuaci\’on diferencial dy/dx=exp(y"2) usando MDA
syms X;

AO=exp (y0"2);

yl=int (AO,1,x);

Al1=0;

y2=int (Al,1,x);
A2=y172;

y3=int (A2,1,x);
A3=2xylx*xy2;

y4=int (A3,1,x);
Ad=y2724+2xy1xy3;

yS5=int (A4,1,x);
Y=yl+y2+y3+y4+y5;

La aproximacién obtenida de la solucién del PVI (3.22) es:

Usando el método numérico Runge-Kutta de orden 4, en el intervalo [1,1.5] con
tamaio de paso h = 0,05 nos arroj6 la siguiente solucién numeérica:

1 0
1,05 0,050041738434859
1,1 0,100335684482427
1,15 0,151143067200703
1,2 0,202744012280262
1,25 0,255449282455201
1,3 0,309615258450090
1,35 0,365664227270597
1,4 0,424113319890580
1,45 0,485617842427670

1,5 0,551039478702561
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En la siguiente figura se muestran las dos soluciones , donde se puede evidenciar el
buen resultado dado por el MDA

06 T

grafica ejemplo 6

Ejemplo 7
Apliquemos el MDA al problema de valor inicial.
d —y(x
=1 @)+ ey () = (3.25)

donde f es una funcién continua definida en un intervalo / C Ry zy € [

Solucion.

Escribiendo (3.25) en forma de operador tenemos

L(y)=[f(x)+e? (3.26)

d x
donde L (-) = T (+) y €l operador inverso viene dado por L™ () = / (1) ds
Y 0

aplicando el operador inverso a ambos lados de ( 3.26) se tiene que

y () = yo + / ' f(s)ds + / ") g (3.27)



Por el MDA escribimos (3.27) en la forma

gyn(:v)=yo+[E:f(s)ds+/xiAn(s)ds

%0 n=0

45

(3.28)

con el fin de simplificar la escritura de las férmulas que utilizaremos en adelante,

definamos

F(x):yo+/xf(s)ds

de tal manera que (3.28) nos queda

S =F@+ [ S ds

0 n=0

de (3.30) se plantea la siguiente férmula de recurrencia

ot (0) = | Ac(s)ds parak= 0,12,

0

Luego, aplicando el esquema iterativo (3.31) tenemos

Ag (z) = N (yo () = e @

Y1 (z)

Ao (s)ds
() ds

e

/z
0
/

)

(3.29)

(3.30)

(3.31)



Y3 (2)

zo

—/ e () (/ e_F(“)du) ds

To o

—/ (/ eF(S)eF(“)du) ds
o o

Teorema 1 (Apéndice)

T s 2
/ e () (/ e_F(“)du> ds
x0 0

Teorema 1 (Apéndice)

1/ (* 3
3 0

46



47

"

Az (2) = ys (@) N (o (2)) + 1 (@) y2 (@) N (3o (m))+%y?(x)N (o (2))

1 x 3 x 1 T 2
= = / e P s (—e_F(x)) + / e FOas) [ —= / e P ds e F'@
3 xo zo 2 zo

T s 3
ya (v) = —/ e ') (/ e_F(“)du> ds
zo o
Teorema 1 (Apéndice)
I !
= —= / e P ds
4\ Sz,

En general, se obtiene

1/ [ b
i (z) = (=1)F! (E (/ e_F(s)d:s)) para k=1,2,3, - (3.32)
o

de tal manera que la solucion exacta del PVI (3.25) viene dada por

0o T k
y(x) =F(z)+ ; (—1)M! % (/IO e‘F(S>ds> (3.33)

- k
recordemos que In (1+z) = 3 (1) -

k=1

por tanto de (3.33) se tiene:

y(z) = F(z)+1n (1 + / ’ eF(S)ds) (3.34)

Es de anotar que en este ejemplo hemos llegado a la solucién exacta de PVI por
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medio del método de Adomian y con ayuda del teorema 1 del Apéndice sobre inte-
grales anidadas.

A continuacién aplicaremos el resultado obtenido a dos ejemplos particulares para
el PVI (3.25)

dy ”
sty y1)=1
a) dx sHes yll)

en este problema tenemos que f () = 5, luego por (3.29) tenemos que
F (x) :1+/ bds = —4 + bz
1
Por lo tanto la solucién del PVI es
1 -1 1 4—5zx 1
y(x)=—4+5z+1n 1+ge —ge con x>1—31n(5e+1)

b) Z—i:x—l—ey ;o y(0)=0

N 1
F(:c):O+/O sds:§x2

luego la solucién del PVI viene dada por

1 T2
y(z) = 51’2 +1In (1 —|—/ e2ds)
0

2 T2
recordemos que la funcién erf (z) = 7 / e zds
T Jo

por lo tanto,

y(z) = %aﬂ +1n (1 + \/gerf(x) (%)) con x> —1,2755.

Ejemplo 8
Apliquemos el MDA al problema de valor inicial.

St =27" y(0)=1 , y (0)=1 (3.35)



Solucién.
La ecuacién (3.35) la escribimos en la forma

dzy dy 2

ZJd __Zd 49,

dx? dx teey
En esta ecuacion tenemos:

d2
L() = —
()= )

el operador inverso:

L1() = /0 /Ot () dsdt

aplicando el operador inverso a ambos lados de (3.36) tenemos:

x td2 x td x t
/ / AOP— / / AC P / / 2e "y dsdt
o Jo dx o Jo dw o Jo

de donde obtenemos

T T t
y(z) =142z — / y (t)dt + / / 2e "y dsdt
0 o Jo

para aplicar el MDA, escribimos (3.38) en la forma

49

(3.36)

(3.37)

(3.38)

o) x OO T t o0
> un (x):1—|—2x—/ > un (t)dt+/ /2e—zZAn (s)dsdt (3.39)
n=0 0 n=0 0 0 n=0

de (3.39) se obtiene el siguiente esquema recurrente

yo(z)=1+x

T T t
Yk () = —/ Yr—1 (t) dt +/ / 2¢7Ap_1(s)dsdt para k=12, ..
0 o Jo

(3.40)

Para calcular los 3 primeros términos generados por la férmula (3.40) usamos el

siguiente archivo .m
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function Z=ejemplo8(y0)

9GEl programa resuelve la ecuaci\’on d2y/dx2+dy/dx=2y"2exp
(—x)

YGmediante el m\’ etodo de Adomian.

syms X;

syms s;

A0=y0"2;

yl=simplify(—int(y0,0,x)+int(int (2xexp(—x)=*A0,0,x),0,x));

Al=2xy0xyl;

y2=simplify(—int(yl,0,x)+int(int(2xexp(—x)*Al,0,x),0,x));

Y=simplify (yO+yl+y2);

Los resultados obtenidos son los siguientes:

yo () =142z

y1(z) = 252 + 666" + 40ze™" + 8x%e™" — 2% — 66

Yo () = 134w — 1de™® + 418e 2" + 268we™ " + 420z > + 1562%e "
1

25 .
+ 1362272 — 8a3e™® + 162372 — ?wQ + 5333 —A4

(3.41)

La aproximacién obtenida es:

y () ~ 1612 + 52¢ " + 418¢** + 308ze™* + 420xe ** + 1642%e ™"

27 1
+1362%e 2 — Qe T + 1623 — 2 4 43— 4 (3.42)

2 3
Para comparar la aproximacién (3.42) , utilizamos el método numérico de Runge-
Kutta para sistemas de ecuaciones diferenciales, para ello representamos la ecua-
ciéon (3.35) mediante el sistema

dy

—_— Z

ccilx

ﬁ + 2 = 2e"%y? (3.43)

y(0) =0, 2(0) =



51

Se obtuvo la siguiente solucién numérica en el intervalo [0,0.5] con tamafio de paso

h=0,0125

w NN = O

37
38
39
40

0
0,0125
0,025
0,0375

0,4625

0,4750

0,4875
0,5

1
1,012578451540251
1,025315120523295
1,038211997079572

1,588039124034443
1,608014197187796
1,628240525830465
1,648721270367443

En la siguiente figura se representan las dos soluciones, donde se puede eviden-
ciar que con pocos términos de la serie, dada por el MDA, obtenemos una buena
aproximacion a la solucién del PVI (3.35) en el intervalo [0,0.5]

+ RKS
MDA

0os

o1

gréfica ejemplo 8

015

0.2 025
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Ejemplo 9
Apliquemos el MDA al sistema de ecuaciones diferenciales acoplado

( dx

S —ay() = f ()

{ W —
il +azx(t) =0

( 2(0) =a,y(0) =5

(3.44)

cona € R a#0.

Solucién.

Para este sistema tenemos que L () = % (+)

y el operador inverso es L™ (-) = /t (+)ds,
0

de tal manera que (3.44) nos queda de la forma:

x(t):a+/0 f(s)ds—l—a/o y (s)ds 545

v =5-a [ (o)

De donde obtenemos los siguientes esquemas iterativos

xo (1) ZOH-/O f(s)ds
: (3.46)

xk(t):a/ Yk—1(s)ds parak =1,2,---
0

(3.47)



combinando los esquemas (3.46) y (3.47) obtenemos:

xl(t):a/ot (s) ds

Yo
t
= a/ Bds
0

= Bat

yp (1) = —a/ot xo (s) ds

:_a/ot (a+/osf(u)du) ds
:—aat—a/ot/osf(u)duds

Teorema 2 (Apéndice)
t

— —aat — 2 (t—u) f(u)du
1/,

:a/ot <—aas—% Os(s—u)f(u)du) ds

Teorema 2 (Apéndice)
t2 a2 t
2 2
= —aa"— — — t—u u) du

53
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t 83 a3 t 5

:a/o (ag’ozg—l—g i (s —u) f(u)du)ds
T \

=aa’ 5+ i (t—u)" f(u)du



Luego la serie solucién para x (t) viene dada por

t 2 2 gt
sy =at [ £ du+ fat - aat ~ 5 [ = ) du
0 2021,
3t3 4t4 Cl4 t 1
_Baﬁ—{_aaﬂ_{_ﬂ O(t—u) f(u)du+--- (3.48)

reorganizando los términos en (3.48) tenemos:

z() =a <1 _ (a2t!)2 N (ai!)‘l I (at)zil . >

por lo cual tenemos que
t
z (t) = accos (at) + Bsin (at) + / cos (a (t —u)) f (u)du
0

es decir:

x (t) = acos (at) + Bsin (at) + f (t) * cos(at)

donde * representa la convolucion.
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De otra parte

a t 2t2
y(t) = f—aat — — | (t—u) f (u)du— Ba";
1 /g 2!
.80 a? ! 3 Lt
+ad’ =+ — [ (t—u)’ f(u)du+ Ba*—+--- (3.50)
313, 4!

reorganizando los términos en (3.50) tenemos:

“lat—u) (a(t—w)’ n (@t =)™
_/0 < 3 S Ay oo s T FAC L
(3.51)
por lo cual
t
y (t) = pcos(at) — asin (at) — / sin (a(t —w)) f(u)du
0
es decir:
y (t) = Beos (at) — asin (at) — f (t) x sin (at)
hemos encontrado la solucion exacta del PVI (3.34), la cual viene dada por
x (t) = acos (at) + Bsin (at) + f (t) * cos(at)
(3.52)

y(t) = Bcos (at) — asin (at) — f (t) * sin (at)

A continuacion consideraremos dos ejemplos particulares para el PVI (3.44)



o — 2

o 2y (t) =t

a) dy _
il +2x(t)=0
L 2(0)=1,y(0)=1

la solucion de este sistema es:

x(t) = cos(2t) —sin (2t) + /0 u? cos (2 (t —u)) du

3 1
= cos (2t) + 1 sin (2t) + §t

y
t
y((t) = cos(2t)—sin(2t)—/ u?sin (2 (t — u)) du
0
3 , 1, 1
= Zcos(Qt)—sm(Qt)—it +3
d*y
— +ad’y(t) = t
b) dt? @’y (1) = cos(?) cona # 0

Para a = £1, tenemos que

d?y

yro) +y (t) = cos (1)

’

y(0) =,y (0) =45

que escrito en forma de un sistema de ecuaciones diferenciales nos queda

57
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Z—f—l—y(t) = cos (t)
dy
i (t)=0

o) = (5 + %) cos (1) — (a - %) sin (£) + %sin )

y(t) = acos(t)+ Bsin(t) + %t sin ()

para a # +1, el PVI nos queda en la forma

( d
d—f—l—ay(t) = %cos(t)
dy B
%—ax(t)—o
=20 =a

cuya solucién viene dada por

x(t) = gcos(at)— (a+1_a2

)sm(atw; |

y(t) = (a — 1 1) cos (at) + g sin (at) + azl_ 1 cos (t)
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3.3. Aplicacion del MDA a Ecuaciones Integrales

Definiciéon: Una ecuacién integral es una ecuacién en la cual la funcién desconoci-
da aparece bajo un signo integral.

La forma més estdndar de este tipo de ecuaciones viene dada por
h(z)

<mmy@w;ﬂ@+A/' (2, 5)y (s) ds (3.53)

g(x)

donde y(x) es la funcién desconocida, ¢ (x),k(z,s) y f(x) son funciones
conocidas, A es un pardmetro constante conocido, g (z) y h (x) son los limites de
integracién que pueden ser tanto variables, constantes o mixtos. La funcién & (z, s)
recibe el nombre de nicleo de la ecuacién integral (3.53)

La ecuacién (3.53) es dice lineal, puesto que la funcién desconocida y (x) apare-
ce en forma lineal en la ecuacion integral, en otro caso la ecuacién se denomina no
lineal.

las siguientes ecuaciones no son lineales

h(zx) )
M@M@:=f@+hﬂ)k@Q@@D%
h(z)

M@y@)z‘ﬂﬂ+{ﬂ)k@£ﬁm@@»®

Dentro de las ecuaciones integrales distinguimos las siguientes
1. Ecuacion Integral de Fredholm (EIF)

En su forma mads estdndar viene dada por:
b
P @) (@) = @)+ A [ ki) (5)ds (.54

cona<zys<b



Noétese que ambos limites son constantes.

- Si ¢ (x) =0, la ecuacién (3.54) queda de la forma:

b
f(x)+>\/ k(xz,s)y(s)ds=0

y se denomina EIF de primer tipo.

- Si ¢ (z) =1, queda de la forma:

y se denomina EIF de segundo tipo.
-Si ¢ (z)noes 0 ni 1, sedenomina EIF de tercer tipo.
Ejemplos
1
a) 322 + / (z —s)*y(s)ds =0 EIF de primer tipo
0
2
b) y(x) = —ze® + 2/ xe *y(s)ds EIF de segundo tipo
1

2. Ecuacion Integral de Volterra (EIV)

En su forma maés estdndar viene dada por:

notese que el limite superior de la integral es variable.

60

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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-Sip (z) = 0, la ecuacién (3.51) queda de la forma:
f(x)+ / k(z,s)y(s)ds=0 (3.58)
y se denomina EIV de primer tipo.

-Si ¢ (z) =1, laecuacién (3.51) queda de la forma:

y(z)=f(x)+ /I k(x,s)y(s)ds (3.59)

y se denomina EIV de segundo tipo.

-Si ¢ (x) noes 0nil, sedenomina EIF de tercer tipo.

Ejemplos:

a) 2rcosr — + /I (x+s)y(s)ds =0 EIV de primer tipo.
0

b) y(x)=x+ / (s —z)y(s)ds EIV de segundo tipo.
0

A continuacioén se aplicard el MDA a dos ecuaciones integrales.

Ejemplo 1.
Apliquemos el MDA a la EIV

y(x)—x—i—/ox(s—:c)y(s)ds (3.60)

Solucion

Al aplicar el MDA, la ecuacién (3.60) la escribimos de la forma:

Zyn(f)zwr/om (s—2)> yu(s)ds (3.61)
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de (3.61) planteamos el esquema iterativo:

Yo (z) ==

x (3.62)
yk(x)_/ (s =) yp-1(s)ds para k=12, -
0

Utilizando el siguiente archivo .m calculamos los 6 primeros términos de la serie
solucién dada por el MDA

function y=ejemplolei(y0)

\YEste programa aplica el MDA a una ecuaci\’{o}n integral de la
forma

\%(x)=f(x)+int(s—x)*xy(s),s,0,x)

syms s

syms X

yl=int ((s—x)*y0,s,0,x);

yl=subs(yl,x,s);

y2=int ((s—x)x*yl,s,0,x);

y2=subs(y2.,x,s);

y3=int ((s—x)*y2,s,0,x);

y3=subs(y3,x,s);

y4=int ((s—x)*y3,s,0,x)

y4=subs(y4,x,s);

yS5=int ((s—x)x*y4,s,0,x);

yS=subs(y5.x,s);

y=y0+yl+y2+y3+y4+y5;

y=subs(y,s,Xx);

de tal manera que

3 0 7 0 it
y(w)=x— 6 120 5040 T 362880 39916800
33'3 $5 1.7 x9 1-11
:aj__+____+____+... (3.63)
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procediendo en forma inductiva, se tiene que

= sin () (3.64)



donde y (z) = sin (x) es la solucién exacta de la EIV (3.60).

Ejemplo 2
Apliquemos el MDA a la ecuacion integral
6 4 T
y () :1—%—%+2/0 (x —s)y? (s)ds

Solucion

Aplicando el MDA en (3.65) tenemos que

S 1 199 —5> 4
2 Yn () T + /0 (x —s) 2 n(8)ds

de (3.66) planteamos el siguiente esquema iterativo:

28 2t

—1-
Yo () 15 3

Yk () =22 /OGD (x —s) Ax_1(s)ds

los polinomios de Adomian para la funcién N (y) = 3> vienen dados por:

Ay = ?Jg
Ay = 2yoyn

Ay = yi 4 2yoyn
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(3.66)

(3.67)

para determinar los términos de la serie solucién del MDA usamos el siguiente

archivo .m
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function y=ejemplo2ei(y0)
\ % Este programa resuelve mediante el MDA la ecuaci\’on integral
\ % (x)=1—x\"6/15—x"4/3+2int ((x—s)y™2(s),s,0,x)
syms s

syms X

AO0=y0"2;

yl1=2%int ((x—s)*A0,s,0,x);
yl=subs(yl,x,s);
Al=2xy0xyl;

y2=2xint ((x—s)*Al,s,0,x);
y2=subs(y2,x,s);
A2=y1"242xy0xy2;

y3=2xint ((x—s)*A2,s,0,x);
y3=subs(y3,x,s);
A3=2xylxy24+2xy0xy3;
y4=2xint ((x—s)*A3,s,0,x);
y4=subs(y4.x,s);

Ad=y2 2424yl xy3+2xy0xy4;
y5=2xint ((x—s)*A4,s,0,x);
y5=subs(y5,x,s);
y=y0+yl+y2+y3+y4+y5;
y=subs(y,s,X);

La solucion exacta de la ecuacion integral (3.65) es:

y(r) =2* +1 (3.68)

En la siguiente tabla se muestran algunos valores obtenidos de la solucién exacta
y de la solucion dada por el MDA para los valores indicados de = y se calcula el
error absoluto en cada caso.

z | y(x) YmDA ly (%) — ympal
0,1 | 1,01 | 1,009999999999998 | 1,99840 x 10~1°
0,2 | 1,04 | 1,039999999990268 | 9,73199 x 10~
0,3 | 1,09 | 1,089999998721238 | 1,27876 x 10~
0,4 | 1,16 | 1,159999958932004 | 4,10679 x 10~
0,5 | 1,25 | 1,249999389634768 | 6,10365 x 10"
0,6 | 1,36 | 1,359994423993117 | 5,57600 x 10~°
0,7 | 1,49 | 1,489963589960119 | 3,64100 x 10~
0,8 | 1,64 | 1,639814166775971 | 1,85833 x 10~*
0,9 | 1,81 | 1,809215150811130 | 7,84849 x 1074
1,0 2 1,997150388278014 | 2,84961 x 10~
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en la siguiente figura se muestran las graficas de la solucion exacta (3.68) y de la
aproximacion dada por el MDA

28

26

24

221

grafica ejemplo 2

Con la informacion anterior, podemos afirmar que el MDA fue muy eficiente para
encontrar una aproximacion a la solucion de la ecuacion integral (3.65),para valo-
res de x en el intervalo [0, 1].

Si queremos mejorar las aproximaciones para un intervalo de longitud mayor, se
deben calcular mds términos de la serie solucién.



4. CONVERGENCIA DEL MDA

Estudio de la Convergencia del Método de Descomposicion de Adomian

En este capitulo estudiaremos algunas condiciones suficientes, desarrolladas por S.
Saha Ray en [5], que garantizan la existencia de una unica solucion para la ecua-
cién (2.2) , como también la convergencia de la serie solucién (2.4) dada por el
MDA. De igual manera, se presenta una cota superior para el error de truncamiento
|u(t) — S|, donde S, es la n-ésima suma parcial de la serie (2.4).

Para ello, se considera el operador A de la ecuacion (2.1) como un operador dife-
rencial ordinario que involucra términos tanto lineales como no lineales. Ademas,
se asume que los términos R y N, definidos en la ecuacién (2.2), son localmente
Lipschitzianos con constantes de Lipschitz L y L, respectivamente.

En el siguiente teorema se demuestra la existencia de una Unica solucién para la
ecuacion (2.2)

Teorema 4.1 La ecuacion (2.2) tiene Unica solucién cuando 0 < v < 1,
(Ly + Ly) t*

donde o« = o

Prueba.

Sea H el espacio de Banach para todas las funciones continuas en el intervalo
I =10,T] con la norma

lu (t)]| = max |u ()]

definimos A : H — H, donde
Alu®) =)+ L7 f(t) = LT'Ru(t) — L™'Nu (t)
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sean u y u que pertenecen a 1, luego

HAu—AaH —  miéx —L—lRu—L—lNu+L—1R€i+L—1Na)

tel

— max|—L! (Ru _ R&) - <Nu _ Na) ‘

tel

— méx|L? (Ru _ Ra) s (Nu _ Na) ‘

tel

< s (1 (e )] 17 (- )
< IrtléIX (L_l )Ru — Ra) + L7t ‘Nu — Nﬂ‘)

Ahora, como suponemos que los términos 'y /N son Lipschitzianos, con contantes
de Lipschitz L; y L, respectivamente, tenemos que

HAu—A%zH < mix (L” Ru—Ra’JrL*l Nu—Nﬂ‘)
te
< méx (LlL_l u—ﬂ‘ + Lot U—ZNLD
tel

~

= (L + Ly) méax (L_l ‘u — UD
tel

~|| tF
< e il
= afju-i

(Ly + Ly) t*

donde ov = o

bajo la condiciéon 0 < « < 1, se tiene que A es una contraccion, por lo tanto
por el
teorema del punto fijo de Banach, existe una unica solucion para la ecuacioén (2.2)
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Teorema 4.2 La serie solucién (2.4) dada por el MDA es convergente si 0 < o < 1
y [l ll <00

Prueba. .
Considerando la suma parcial S,, = Z u; (t) de la serie solucién (2.4) probare-
1=0

mos que la sucesién {S,,} es de Cauchy en el espacio de Banach H, con lo cual se
prueba la convergencia de la serie (2.4) .

Sabemos que
v(3n) -2
i=0 i=0

por lo que podemos escribir la relacién

De igual forma, realizando la expansion en serie de Taylor para la funcién Ru sobre
Up, tenemos que

o0
u—uy d*Ru

Fu = K dtk

k=0

t=to

oo
= ZAk (w0, ur, -+ up)
k=0

de donde se obtienen las siguientes relaciones

Ay = R(up) = R(So)

A_0+A_1 = R(U0+U1>:R(Sl)

y asi sucesivamente, de tal manera que podemos escribir

—_

n—

@
Il
=)
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ahora bien,
[Sn+p = Sull = r?gX |Sntp — Sl
n+p
= mix Z w; (1)
i=n+1
n—+p
. -1 ~1
= HtléaIX Z (—L Rui_l — L Ai—l)
i=n+1
n+p n+p
= max —Lil ( Z Rull> - Lil ( Z A11>
tel i=n+1 i=n+1
n+p—1 n+p—1
f— 1 —_— 71 . —_— 71 .
= r?gx L (Z Rul> L <Z Al>
= I?éfx |L_1 (R (Sn-l-p—l) - R(Sn—l)) + L7 (N (Sn+p—l) - N (Sn—l»‘
< i |L7 (R (Suepor) = R(Spo)| 4+ mie | L7 (N (Sip1) = N (S01))|
< mdx LR (Suip) = R(Sum)| +mix L7 (N (Syp1) = N (S01))
S Ll max L_l |Sn+p—1 — Sn—1| + LgméX L_l |Sn+p—1 - Sn_1|
tel tel
= (Ll + LQ) mta'é Lil ’Snerfl — Sn,ﬂ
Ly + Ly) t*¥
= Bt B g sl
Ly + Ly) t*
haciendo o = M y aplicando el resultado anterior en forma recurrente,

k!
tenemos que

1Sn4p = Sull < @ l[Snip1 = Snill < 0 [Snspz = Snall < -+ < " [|18, = So|

en particular parap = 1

||Sn+1 - Sn” S an ||Sl - SOH = an ”ulH
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ahora, si tomamos n, m € N con n > m, tenemos
HSn - Sm” < ||Sm+1 - Sm” + ||Sm+2 - Sm—i—l“ +eeet HSn - Sn—1||

< (a™+ o™ ™) |

= o™ (I+a+-+a""7) |Ju|

m (L2
= (8 u
1—« !

con la condiciéon 0 < a < 1, se demuestraque 0 < 1 — o™ < 1, por lo tanto

am

150 = Smll < [ |

l -«
como u (t) es acotada, se tiene que ||u;|| < oo, en consecuencia
lim ||S, — S| =0
n,M—00

lo cual prueba que la sucesién {S,,} es de Cauchy en un espacio de Banach H, por
lo tanto {.S,,} converge en H y asi la serie solucién dada por el MDA es convergente.

Estimacion del Error

m

En el teorema 4.2 llegamos a la relacién ||S,, — S| < 104 ||ui||, ahora S,, —
—«

u (t) cuando n — oo, por lo que se tiene la siguiente cota para el error de trunca-

miento .
u(t) = 3w (1)

am

<

e

11—«



S. CONCLUSIONES

El método de Descomposiciéon de Adomian es una técnica muy eficiente para la
solucion de problemas de tipo lineal o no lineal, como lo pudimos evidenciar en los
ejercicios expuestos en el capitulo 3 del presente trabajo.

Dentro de las ventajas que presenta el MDA destacamos las siguientes:

1. El método no acude a ningin proceso de linealizacién, discretizacioén o pertur-
bacioén, por lo cual no cambia la naturaleza del modelo a estudiar, esto hace que
la aproximacion encontrada esté ajustada al modelo original.

o0
2. La serie solucién u = Z u,; presenta por lo general convergencia rapida, lo

i=0
cual lo evidenciamos al obtener muy buenas aproximaciones, utilizando la suma
n

parcial S,, = Z u; con relativamente pocos términos.
=0
3. El método de descomposicion de Adomian también puede aplicarse a sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias con aproximaciones que convergen rapi-
damente a las soluciones exactas.

4. La implementacién del método ha mostrado resultados confiables en donde po-
cos términos son necesarios para obtener una solucién exacta o para encontrar
una solucién aproximada con un grado razonable de precision en problemas de
tipo funcional lineales y no lineales.

5. El constante desarrollo de software especializados en diversos procesos simbdli-
cos de la matemaética, han propiciado que el MDA se pueda aplicar de una forma
mds sencilla y eficiente en la solucién de ciertos problemas concretos de la cien-
cia.
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Muchos son los estudios que se han realizado acerca de la convergencia del
MDA, tanto en modelos matematicos generales como en modelos particulares, lo
cual muestra que el método sigue siendo objeto de investigacion para diferentes
sectores de la comunidad académica y cientifica.



Apéndice A
Apéndice

En este apéndice, mostraremos un teorema sobre las integrales anidadas.

Una integral anidada es una integral evaluada multiples veces sobre una misma va-
riable, es diferente a una integral multiple, que consiste de un niimero de integrales
evaluadas con respecto a variables diferentes.

Teorema 1. Sea f una funcién continua definida en un intervalo abierto I C R
, ¥ xo € [ se tiene la siguiente relacion:

/x:/le /I:Q /x:n_lf(371)f(932)f(953)"'f(xn)dﬂfn dxp_1---dvy dry = % (L:f(x1)dx1>n
(A.1)

Demostracion
para la demostracion utilizamos induccion sobre n
Es claro paran = 1

veamos paran = 2

/x: /ﬂ: f(x1) f(xg) day dxy = /x:f(xl) (/:1 f(a:Q)da:Q) dr, = % ( m:f(xl)dxl)z

(A.2)

utilizamos el método de integracion por partes:
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Siu= [ f@den y do=f (@) d

entonces

du = f(x1)dx; 'y v:/xf(:cl)dxl

Zo

por tanto:

[ ([ stie) o= ([ rteates) ([ sieren)

-/ :f(m) / 1 (2) daad,

ahora:

([ st ([rrem)] = ([ sten)

remplazando en la dltima ecuacion se tiene (A.2)

x
Z

0

supongamos ahora que se cumple para n = k tenemos la hipétesis de induccién:

/$1 /xz L. /wk_l f ([EQ) f (gj?’) e f (ka) dafk dxk—l C.. d$2 d$1

1 r :
= o (/% f(xl)dxl) (HI)

k—1 veces
y veamos que se cumple para el siguiente, esto es, para n = k + 1.

I :/// /:‘1f<x1>f<x2>f<x3>---f(xwdxkdxk_l---dmgdxl

_ ﬁ (/:f(gcl)dacl)k+l (A.3)

la parte izquierda de la ecuacién (A.3) la escribimos de la forma:

/wjf(xl) (/:/Q::Q /zjk1f(~’172)f(5€3)~~f(:ck)dxk d:L“k1~--da:'2> dzy



en esta expresion hacemos la siguiente sustitucion:

F(ﬂfl):/m/w2 /xk_lf(%)f(x?»)”'f(l"k)diﬂk;dﬂﬁk—l"'diﬂz

vV
k—1 veces

— %(/;f(xl)dm)k

luego lo que se debe probar es que:

I :/x:f(xl)F(xl)dxl _ ﬁ(/:f(xl)dxl)kﬂ

usamos el método integracidn por partes, y obtenemos lo siguiente:

u = F(x) dv = f(zy)dxy

por tanto:

du = F' (1) dxy v = /I1 f (z2) dxo

zo

pero de (A.4) se tiene que:

Fay=p ([ 1) rea

remplazando (A.8) en (A.7) se tiene:
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(A.4)

(A.S)

(A.6)

(A7)

(A.8)

du = (k—ll)! </x:f(x1)dx1)k_1f(x1)dx1 v /xlf(@)d@

Zo

(A.9)
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remplazando (A.8) y (A.9) en (A.5), se tiene:

I —/ f(x1) F (21) dxy

_ P / £ (22) s O_ﬁ/x:{f(xl) [(/:f(xg)dxg)k_l/:f(q:Q)dm]}dx1
P [ s - /{ ([ e in) }dxl

(A.10)

pero por (A.4) se tiene que:

(/ f(xl)dx1>k ~ P(n)

al remplazar esta expresion en (A.10), se tiene:

l’)/mjf<l'2>dl'2— G !

x) /I:f(@)d@— %/x:f(ﬂfl)lj(fl)d%

_ %(Ljf(xg)de)k(/:f(:@)d@) — K (ALD)

(K'F (x1)) dq

por tanto:

went = ([ )

finalmente:

S ([ g d>
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por lo tanto, queda probado el teorema.

Teorema 2
Sea f una funcion continua definidaen I CR y x( € I, entonces

T Tn T3 2 1 r

Z

La demostracion del teorema puede ser consultada en [24]
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