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INTRODUCCION

Las distribuciones multivariadas complejas juegan un papel importante en varios campos
de investigacion. La distribucién Gaussiana compleja fue introducida por Wooding [66],
Turin [61], y Goodman [16]. La distribuciéon Wishart fue definida por Goodman [16] para
aproximar la distribucion de un estimativo de la matriz de densidad espectral para un pro-
ceso Gaussiano estacionario vectorial. En andlisis de series de tiempo las distribuciones
complejas se usan para describir estimadores de parametros de frecuencia. Para las aplica-
ciones en series de tiempo las referencias adecuadas son Whaba [62, 63], Goodman y Dub-
man [18], Hannan [33], Priestly, Subba Rao y Tong [54], Brillinger [2, 3], y Shaman [56].
Esta distribucion también se ha encontrado 1til en fisica nuclear, al estudiar la distribucion
de espacios entre niveles de energia de nucleos a alta excitacion. Para mas detalles, se puede
citar a Dyson [10, 11, 12], Dyson y Mehta [13, 14], Bronk [4], Porter [53], y Carmeli [5, 6].

La distribucion elipticamente simétrica multivariada compleja ha sido estudiada por
Krishnaiah y Lin [44], y Khatri y Bhavsar [41]. La familia incluye la distribucion Gaussiana
y la distribucion-z.

Las distribuciones conjunta de las raices de algunas matrices aleatorias complejas han
sido obtenidas por James [34], Wigner [64], y Khatri [36]. Las distribuciones de varios
estadisticos en el caso complejo han sido estudiadas por algunos autores tales como Good-
man [17], Khatri [36, 38, 39], Pillai y Jouris [52], Nagarsenker y Das [51], Chikuse [7],
Krishnaiah [43], Gupta [20, 23, 24], Fang, Krishnaiah y Nagarsenkar [15], Conradie y
Gupta [8], Gupta [21, 22], Gupta y Nagar [27, 28, 29, 30, 31], Nagar, Jain y Gupta [49],
y Nagar y Gupta [47]. Srivastava [58] di6 una derivacion de la distribucion Wishart, cuya

caracterizacion ha sido dada por Gupta y Kabe [26]. James [34] y Khatri [36] obtuvieron



las distribuciones beta con variable matricial compleja central como también no central. Un
tratamiento sistemadtico de tales distribuciones fue dado por Tan [60] e incluye las distribu-
ciones Gaussiana, Wishart, beta y Dirichlet. Kabe [35] defini6 la distribucion Gaussiana de
matriz hipercompleja incluyendo cuaterniones de Hamilton. También estudid la correspon-
diente teoria de distribucién muestral. Las matrices aleatorias complejas encuentran apli-
caciones en muchos campos. Wigner [65] aplicé la teoria de matrices aleatorias en fisica.
Un tratamiento de esta aplicacion y su desarrollo se halla en Mehta [45]. Carmeli [3, 6],
tratando con la teoria estadistica de niveles de energia y su relacion a las matrices aleatorias
estudi6 la matriz aleatoria Gaussiana compleja e introdujo la matriz cuaternion.

Sea X una matriz hermitiana definida positiva aleatoria de orden m x m tal que todos
sus valores propios yacen en el intervalo abierto (0,1). Entonces, X se dice que posee
distribucion beta tipo I de variable matricial compleja con pardmetros (aj,a;), denotado
por X ~ CB! (a1,ay), si su f.d.p. estd dada por

det(X)“~"det(l,, — X )"
B(ay,a;) ’
dondea; >m—1,a, >m—1,

~ . l:‘m(Cll)f‘m(ClZ)
Bular.ar) =5 )

I'(a) = nm<mfl>/2ﬁr<a— i+1), Re(a)>m—1.
i=1
La distribucion beta tipo I de variable matricial compleja aparece en varios problemas en
andlisis multivariado. Varios estadisticos en andlisis de varianza y covarianza son funciones
de la matriz beta. Transformando X = (I, +Y)~'Y con Jacobiano J(X — Y) = det(l,, +
Y)~2" la f.d.p. de la matriz aleatoria ¥ se obtiene como
det(Y)* " det(I,, +Y)~(ath)
Bu(a,b) ’

La matriz aleatoria Y se dice que posee distribucion beta tipo II de variable matricial com-

y=Y7>o.

pleja con parametros a (> m) y b (> m), denotada como Y ~ CB!!(a,b).
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Como una generalizacién de la densidad beta tipo I de variable matricial compleja, se
define la distribucién Dirichlet tipo I como sigue:

Las matrices (hermitianas definidas positivas de orden m x m) Xi,...,X, tienen dis-
tribucion Dirichlet tipo I de variable matricial compleja con pardametros (ay,...,dn; dpt1),

denotada por (X1,...,X,) ~ CD! (ay,...,an;a,+1), si su f.d.p. conjunta estd dada por

n n Ap1—m
{Em(al Yoo ,an;an“)}*l Hdet(X,')a"im det (Im — ZX,‘)
i=1 i=1

donde 1,, — Y. | X; es hermitiana definida positiva, a; >m—1,fori=1,...,n+1y
~ Hr-ljll l:‘m(ai)
Bm(alv- . 7an;an+1) = .
Fm(Z;lgl ai)

Las distribuciones Dirichlet de matriz compleja han sido definidas y estudiadas por
varios autores (ver, por ejemplo, Troskie [59], Tan [60], Gupta y Nagar [25], y Cui, Gupta
y Nagar [9]). Un extenso repaso de la distribucién Dirichlet estd disponible en Gupta y
Nagar [32].

En esta tesis se estudia ciertas propiedades incluyendo la expansion asintética de la
distribucion Dirichlet tipo I matricial compleja. También hallamos expresiones para E (X),
E(X?), E[(tX)X], E(X?), E[(rX)*X], E[r(X?)X], E(X~1), E(X7?), E[(eX~ )X ~1],
E(X73), E[(eX 12X, Elr(X2)X~ 1], E(Y), E(Y?), E[(ttY)Y], E(Y?), E[(trY)?Y],
E[tr(Y?)Y] cuando X ~ CB/ (a,b) y Y ~ CB(a,b).



CAPiTULO 1

CONCEPTOS MATEMATICOS Y TEORIA
RELACIONADA

1.1. INTRODUCCION

El entendimiento y las técnicas de ciertas funciones son esenciales para comprender los
siguientes capitulos. En este capitulo, los resultados que involucran estas funciones y técni-

cas se describiran brevemente.

1.2. INTEGRACION

En esta seccion se da resultados sobre integracion de funciones escalares de argumento ma-
triz compleja. Primero, las siguientes notaciones y resultados (Khatri [36], Srivastava [58],
Andersen, Hgjbjerre, Sgrensen y Eriksen [1]) que se usan en éste y en los capitulos siguien-
tes.

Sea A = (g;j) una matriz m x m de nimeros complejos. Entonces, A’ denota la transpues-
tade A; A conjugada de A; A" conjugada transpuesta de A; tr(A) = ajq -+ - - + dym; etr(A) =
exp(tr(A)); det(A) = determinante de A; det(A), = valor absoluto de det(A); A = A7 >0
significa que A es hermitiana definida positiva; 0 < A = A < I,, significa que las matrices
Ay I, — A son hermitianas definidas positivas simultaneamente, y A? la Ginica raiz cuadra-

da hermitiana definida positiva de A = A > 0. Ademds, para la particién A = (g; f{g) ,



det(A11) # 0, det(Azz) # 0 los complementos de Schur de Aj; y Ayy son definidos co-
mo Ay, | = A,y —Ay AT A, Y Al12 = A1l — A1pAL, Ay, respectivamente. Si Al y A
existen, tenemos que
AT +ATIAAT) A AT —ATA LAS)
Al = 11 11 4412495142141 111244221
—1 —1 —1
—ApAyAy Ay

-1 -1 .
y siA,, y Al existen, tenemos que

Al ( At ~ATA Ay, ) '
—AnAgAils  Ap HAnAyALLA Ay
Ademads, si Aj; es no singular, entonces det(A) = det(Az,.1)det(A1;) y si A, es no singular,
entonces det(A) = det(A1.2) det(Az).

Lema 1.2.1 Sea Z(m x n) y W (m X n) matrices complejas de variables funcionalmente
independientes y sean G (m x m) y K (n X n) matrices no singulares. El Jacobiano de la

transformacion Z = GWK es J(Z — W) = det(GG*)" x det(KKH )™,

Lema 1.2.2 (Khatri [36]) Sea Z y W matrices hemitianas definidas positivas. Si Z = GW G,

donde G (m x m) es una matriz compleja no singular, entonces J(Z — W) = det(GGH )™,

Lema 1.2.3 (Goodman [16]) Sea W una matriz hermitiana definida positiva y W = TTH
donde T es una matriz triangular compleja m X m con elementos diagonales positivos. Si

T es triangular inferior, entonces

m

2(m—j)+1

J(X_>T):2mHltj}’" ans (1.2.1)
J:

y si T es triangular superior, entonces

JX —T)=2"[V V" (1.2.2)
=1

Ahora se da algunas integrales utiles para la teoria de distribucién matricial.



Definicion 1.2.1 La funcién gamma multivariada compleja, denotada por T, (a), se define

por
Lh(a) = / etr(—X) det(X)* " dX, (1.2.3)
X=XH>0

donde Re(a) > m— 1, y la integral es sobre el espacio de matrices de orden m X m hermi-

tianas definidas positivas.

La funcién gamma multivariada compleja I',,(a) puede expresarse como el producto de

funciones gamma ordinarias

T(a) = a0 V2T (@—i+1), Re(a)>m—1. (1.2.4)
i=1

Definicion 1.2.2 La funcion beta compleja, denotada por B,,(a,b), es definida por
B,.(a,b) = / det(X)* " det(l,, — X)°""dX, (1.2.5)
0<X=XxH<I,
donde Re(a) > m— 1, Re(b) > m— 1y la integral es sobre el espacio de matrices her-
mitianas definidas positivas de orden m X m tal que todos sus valores propios yacen en el

intervalo abierto (0,1).

Dicha funcién beta puede expresarse en términos de funciones gamma como
L (a>fm (b)

Lu(a+b)
— Bo(b,a). (1.2.6)

B (a,b) =

Sustituyendo X = (,, +Y)~'¥ en (1.2.5) con Jacobiano

J(X —Y) = J((dX) — (dY))
= det(l,, +Y) ",

Se obtiene una representacion integral equivalente para la funcién beta compleja como

By(a,b) = /Y g et det (T + )@+ gy. (1.2.7)



En el resto de la seccion se define la integral de Dirichlet multivariada, la integral
de Liouville y sus generalizaciones en el caso complejo desarrollada por Nagar, Gupta
y Sanchez [48].

Definicion 1.2.3 La funcién Dirichlet multivariada compleja, denotada por B,,(ay,. .. a,;b),

se define por
b—m
- r r r
B,(ay,...,a:;b) = // [ T det(X;)“ " det (Im—ZXl) []axi
0<T_ X<l i=1 i=1 i=1
X;=X1>0,i=1,...,r

donde Re(a;)) >m—1,i=1,...,r,yRe(b) >m—1.

La relacion entre la funcion Dirichlet multivariada compleja y la funcién gamma com-

pleja se da en

Teorema 1.2.1 ParaRe(a;)) >m—1,i=1,...,r, yRe(b) >m—1,

Lo (D) T D)

B yoeesarb) = ~ 1.2.8
m(al a ) Fm(a+b) ( )
donde a=Y;_,a,.
Prueba: Nagar, Gupta y Sénchez [48]. ]

1.3. POLINOMIOS ZONALES

En esta seccion se da una breve descripcion de polinomios zonales y la funcién hiperge-
ométrica de argumento matriz hermitiana desarrollada por James [34].

Sea X (m x m) una matriz hermitiana y V, el espacio lineal de polinomios homogéneos
¢(X) de grado k en los elementos de X. El espacio V; puede descomponerse en suma

directa de subespacios invariantes irreducibles Vi donde k = (ky,... k), ki + -+ +kpn =



k, ki > --- > ky > 0. Entonces, el polinomio (trX)* € Vj tiene descomposicién tinica en

polinomios C(X) € Vi como
(rx)* =Y Ce(X). (1.3.9)
K
Y asi se tiene la siguiente definicion

Definicién 1.3.1 El polinomio zonal C(X) de una matriz hermitiana X es la componente

de (trX)* en el subespacio Vy.

El polinomio zonal Ci(X) se define para todo k y m, pero para una particién k de k en

mas de m partes, es identicamente cero. Son invariantes bajo transformacion unitaria, i.e.

Ce(X) = C(UXU™), U € U(m). (1.3.10)

Luego C(X) es un polinomio homogéneo simétrico en las raices caracteristicas de X.

También, si R es hermitiana definida positiva, entonces

~ ~ 1 1

Cx(RX) =Cy(R2XR2) (1.3.11)
donde R? es la raiz cuadrada de R. Siguiendo a Khatri [40], es fécil ver que

Cie(X)| < C(Xo) (1.3.12)

donde Xo = diag(|x1|,...,|xm|), y xi,i = 1,...,m, son las raices caracteristicas de X. para

valores pequefios de k, las férmulas explicitas para Ci(X) son:

Ciy(X) =t(X), (1.3.13)
Coy(X) = % [(trX)? +(X?)], (1.3.14)
- 1 5 5

C(IZ)(X) = 5[(U‘X> —tI'(X )], (1315)



Ciay(X) = é[(trX)s +3(X) (rX) +2er(X3)], (13.16)

!
UJI[\)

[(trX)® —tr(XY))], (1.3.17)

Cun(X) = %[(trX)3 —3(trX)(trX?) + 2tr(X3)]. (1.3.18)

Entonces es facil ver que:

tr(X?) = Co)(X) — €12y (X), (1.3.19)
y
~ 1~ ~
tr(X?) =C)(X) - 5Cen &)+ s (X). (1.3.20)

Ademas, sustituyendo S = I, en (1.3. 13) (1.3.18), es facil ver que C( (4 m) = M, C( (4 m) =
m(m+1)/2,C12)(hn) = m(m—1)/2, C3)(hn) = m(m+1)(m+2)/6.C3,1) (In) = 2m(m* —
1)/3, 5(13) (In) =m(m—1)(m—2)/6. Sl la particién k de k tiene r partes no cero, entonces
James [34] y Khatri [39]

CK(Im) = K H’<J( l+]) [m]K

i—1 (ki +r—l). k! (1.3.21)

donde [m]x =T]_;(m—i+ 1), con (a)y =ala+1)---(a+k—1),(a)o=1.
Sea k¥ = (ki,..., k), k1 > -+ > kp >0, ky + -+ + k,, = k. Entonces, el coeficiente

hipergeométrico generalizado |aly se define por
m
ale =[Jla—j+1). (1.3.22)
j=1
Usando la notacién

T(a, k) = 2" V2T T(a+k;— j+1), Re(a) > m— ki, (1.3.23)
j=1



tal que I, (a,0) = I (a), se puede escribir (1.3.22) como

= 1.3.24
[a]« £r(a) ( )
Khatri [37] introdujo la notacién
I(a,—k) = gmm=1/2 HF(a—kj —m+j),Re(a) > m+ki,
j=1
que también se usa acd. Alternativamente se puede escribir
- (=1)*Tn(a)
Ip(a,—k) = ————. 1.3.25
m( ) [_a i m] B ( )

1.4. NOCIONES DE MATRIZ ALEATORIA COMPLEJA

En esta seccion se definen las variables aleatorias complejas, los vectores aleatorios com-
plejos, las matrices aleatorias complejas y los operadores asociados con éstos. Algunas de

sus propiedades pueden ser encontradas en Andersen, Hgjbjerre, Sgrensen y Eriksen [1].

Definicion 1.4.1 Sean x| y x; variables aleatorias reales. La variable aleatoria dada por

X = x1 + 1x es una variable aleatoria compleja.

Los operadores esperanza, covarianza y varianza de variables aleatorias complejas son

considerados sobre el espacio vectorial complejo dado por
L, (C) = {x: x es una variable aleatoria compleja y E (xX) < oo} .

Definicion 1.4.2 Sea x = x| + 1x, una variable aleatoria compleja. El operador esperanza

de x, E : L,(C) — C, se define como
E(x)=E (x1)+1E(x2).

Elvalor de E(x) es la media de x.
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Definicion 1.4.3 Sean x y y variables aleatorias complejas. El operador covarianza, C :

Ly)(C) x Ly(C) — C, estd definido como
C(x.y) =E [{x=E}—E0)}]-

Definicion 1.4.4 Sea x una variable aleatoria compleja. El operador varianza de x, V :

Ly(C) — R, estd definido como

V(x) =Clx) = E [{x—E@}x—E®)}].

Elvalor de V (x) es llamado la varianza de x.

Definicion 1.4.5 Sea x = (x;) un vector p-dimensional, donde x; para k =1,...,p son
variables aleatorias complejas; entonces X es llamado un vector aleatorio complejo p-

dimensional.

Los operadores esperanza, covarianza y varianza de vectores aleatorios complejos son

considerados sobre el espacio vectorial complejo dado por
L, (CP) = {x = (x) : x es un vector aleatorio complejo p-dimensional y

E (XHX) < 00}.

Definicion 1.4.6 Sea x = (x;) un vector aleatorio complejo p-dimensional. El operador

esperanza de x, E : Ly (CP) — CP, se define como

E(x) = (E (%)) -

Nos referimos a E(x) como el vector de medias del vector x.

Definicion 1.4.7 Sean x = (x;) y 'y = (y5) vectores aletorios complejos de dimensiones
p y q respectivamente. El operador covarianza de x y y, C : Ly (CP) x L, (C9) — CP*4,

estd definido como

C(X7Y) = (C (xkays)) :

11



La matriz de covarianza compleja de los vectores aleatorios complejos X y'y puede ser

interpretada como un vector complejo de dimension pg x 1, dado por

C(x,y) = (C(x,ys5))
= (El(a — E(x)) (ys — E(vs))])
=E[(x—E(x))(y —E(y))"]-

Definicion 1.4.8 Sea x = (x;) un vector aleatorio complejo p-dimensional. El operador

varianza de X, V : Ly (CP) — CP*P estd definido como
V(x) =C(x,X).
Nos referimos al valor de V (X) como la matriz de covarianzas del vector X.

Definicion 1.4.9 Sea X = (xjk) una matriz de orden p X q, donde xj para j=1,...,py
k=1,...,q es una variable aleatoria compleja; entonces X es llamada una matriz aleato-

ria compleja de orden p X q.

Los operadores esperanza, covarianza y varianza de matrices aleatorias complejas son

considerados sobre el espacio vectorial complejo dado por

L, (CP*9) = {X = (xj) : X es una matriz aleatoria compleja de orden p x q y

E (tr(XX™)) < oo}.

Definicion 1.4.10 Sea X = (x jk) una matriz aleatoria compleja de orden p x q. El oper-

ador esperanza de X , E : Ly (CP*1) — CP*4, estd definido como
EX)=(E(xj))-

El operador esperanza evaluado en la matriz aleatoria compleja X de orden p X q, se llama

la media de X .

12



1.5. ALGUNAS DISTRIBUCIONES COMPLEJAS

A continuacién se dan algunas definiciones y resultados sobre distribuciones complejas.
Para mayores detalles y pruebas se puede consultar a Andersen, Hgjbjerre, Sgrensen y
Eriksen [1], Tan [60], Khatri [36], James [34] y Goodman [16].

Definicion 1.5.1 Sea x un vector aleatorio complejo p-dimensional, el cual tiene una dis-
tribucion normal multivariada compleja con vector de medias 6, 68 € CP y matriz de co-
varianza X, donde X es una matriz compleja hermitiana definida positiva de orden p X p.

La funcion de densidad de X estd dada por

nPdet(2) Texp[— (x—0)"r7' (x—0)], xeC (1.5.1)
Usaremos la notacion x ~ CN,(0,X).
Definicion 1.5.2 Sea x un vector aleatorio complejo p-dimensional, el cual tiene una dis-

tribucion t multivariada compleja con pardmetros [, X, ¥ y n. La funcion de densidad de

probabilidad estd dada por

['(n+p)
(my)r

donde n € CP, ¥ es una matriz hermitiana definida positiva de orden (p X p) y W es un

—(n+p)
det(Z)_ldet(l—i—lll/(x—u)HZ_l(x—,u)) ,x€CP (1.5.2)

escalar positivo. Usaremos la notacion x ~ CT),(n, 1w, yX).

Definicion 1.5.3 Sea X una matriz aleatoria compleja de orden p X q, la cual tiene una
distribucion normal matriz-variada compleja con matriz de medias M y matriz de covarian-
zas I, @V, donde V es una matriz hermitiana definida positiva de orden q x q. La funcién

de densidad de probabilidad de X estd dada por
nPadet(V) Petr[— (X — M)V (X — M)H], X e CP*4, (1.5.3)

Usaremos la notacion X ~ CN,, ,(M,1, V).

13



Definicion 1.5.4 Sea A una matriz aleatoria hermitiana definida positiva de orden (p X p),
la cual tiene una distribucion compleja Wishart con n grados de libertad. La funcion de

densidad de probabilidad estd dada por

det(A)" Petr (—AZ™)
e . (1.5.4)
T, (n)det(Z)"

Usaremos la notacion A ~ CW,, (n,X).

Es muy conocido (Goodman [16]) que si X ~ CN,, ,(M,I, ®V), entonces para g > p,
XXH ~ CW, (¢,V).

Teorema 1.5.1 Sea X una matriz compleja de orden p X q. Decimos que X se distribuye
como una t matriz-variada compleja con pardmetros M, X, ¥ y n, si su funcion de densidad

de probabilidad estd dada por

Ty(n+p+qg—1)
P, (n+p—1)
x det(l, + 271 (X — M)W~ (X — m)H)~(mtpta=l), (1.5.5)

det(Z) 7 det(¥) P

donde X € CP*4, M € CP*4, ¥ de orden p x p y ¥ de orden p x p son matrices hermitianas

definidas positivas.

Usaremos la notacién X ~ CT), ,(n,M,X,¥).

Teorema 1.5.2 Sea X una matriz compleja de orden p X m, decimos que X tiene una dis-

tribucion t matriz-variada invertida compleja, si su funcion de densidad de probabilidad
estd dada por

Cy(n+m+p—1)

P Ly(n+p—1)

x det(l, — ' (X —M)Q ' (X — M)yt x e CP*m (1.5.6)

det(Z) ™" det(Q) 7

donde I, — > HT -M)Q YT —M)H, £y Q son matrices hermitianas definidas positivas.
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Usaremos la notacién X ~ CIT, ,,(n; M, X, Q).

Sea X una matriz aleatoria compleja de orden p x m. Particionando X como X =
(Xi,...,X,) donde X; es una matriz de orden p x m;, p < m;, i = 1,...,r. Si (i) X ~
CTpm(n,M,%,1,), entonces (X1 X, ..., X,X) posee una distribucién Dirichlet tipo II de
variable matriz compleja y (ii) si X ~ CIT}, ,,(n; M, X,Q), entonces (X, X{,...,X,XT) posee

una distribucién Dirichlet tipo I de variable matriz compleja.
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CAPITULO 2

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION BETA
DE VARIABLE MATRICIAL COMPLEJA

2.1. INTRODUCCION

Se dice que la matriz definida positiva hermitiana aleatoria X de orden m x m tiene dis-
tribucion beta tipo I de matriz compleja con pardametros a (> m) y b(> m), denotada por
X ~ CB! (a,b), si su funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) esta dada por

det(X)* ™ det(I,, — X)b—"
Bu(a,b) ’

0<Xx=x"<1,, 2.1.1)

donde B,,(a,b) es la funcién beta multivariada compleja. Transformando X = (,, +Y)~'Y

con Jacobiano J(X — Y) = det(l,,+Y)~>" la f.d.p. de la matriz aleatoria Y se obtiene como

det(Y)* " det(I,, +Y)~(atb)

_ ., Y=v7>o. 2.1.2
Bula.b) @12

La matriz aleatoria Y dicese poseer distribucion beta tipo Il de variable matricial compleja
con pardmetros a (> m) y b (> m), denotada como Y ~ CB!!(a,b).

Las distribuciones beta de matriz compleja pueden derivarse usando matrices Wishart
complejas independientes (Goodman [16]). Sea X; y X, matrices aleatorias definidas posi-
tivas hermitianas independientes de orden m. Definase la transformacién X; +X, = TT#

y U =T7'X;(T")~!, donde la matriz T es triangular inferior con elementos diagonales



positivos. Si X; ~ CW,,(n;,X), i = 1,2, entonces U ~ CB! (n,n,). Para las propiedades
y resultados adicionales sobre distribuciones beta matriciales, se refiere al lector a Kha-
tri [36], Tan [60], Gupta [19], Gupta y Nagar [25] y Nagar, Bedoya y Arias [50].

La distribucion beta de matriz compleja se presenta en varios problemas en andlisis es-
tadistico multivariado. Varios estadisticos de prueba en andlisis multivariado de varianza y
covarianza son funciones de la matriz beta. La distribucién juega un rol esencial en varios
campos de investigacion. Se puede encontrar aplicaciones en campos tan diversos como
andlisis de series de tiempo, fisica nuclear y radio comunicaciones. Algunos resultados dis-
tribucionales sobre variable Gaussiana, Wishart, Wishart invertido, beta, formas cuadraticas
en variable normal y Dirichlet se encuentran en Khatri [37], Tan [60], Shaman [56], Smith y
Gao [57]. Recientemente, Nagar y Arias [46] han estudiado la distribucion Cauchy. Para al-
gunas propiedades de la distribucion matricial compleja, ver Andersen, Hgjbjerre, Sgrensen
y Eriksen [1], Carmeli [6], Mehta [45], Krishnaiah [43], Reed, Mallett y Brennan [55] y
Khatri y Rao [42].

En este capitulo se derivan expresiones para E(X), E(X?),E[(trX)X], E(X?), E[(tr X )?X],
Elr(X?)X], EX™1), E(X72), E[(eX X1, E(X73), E[(r X 12X 1], E[tr(X ~2)X 1],
E(Y), E(Y?), E[(trY)Y], E(Y?), E[(trY)?Y], E[tr(Y?)Y] cuando X ~ CB! (a,b) y Y ~
CBX(a,b).

2.2. ALGUNOS RESULTADOS UTILES

En esta seccion se define las distribuciones beta y se obtienen algunas propiedades. Tam-

bién se da algunos resultados sobre valores esperados de polinomios zonales.

Definicion 2.2.1 Una matriz X definida positiva hermitiana aleatoria m X m tiene distribu-
cion beta tipo I generalizada con pardmetros a(> m), b(>m) y Q (= Q¥ > 0), denotada
por X ~ CB! (a,b;Q), si suf.d.p. estd dada por

det(X)* " det(Q — X )™

_ 0<X=XxX1<Q. 221
Byu(a,b)det(Q)atb—m (221)
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Cuando Q = I,,,, la distribucion beta tipo I se reduce a una distribucién beta tipo I estandar.

Definicion 2.2.2 Una matriz Y definida positiva simétrica aleatoria de orden m x m posee
la distribucion beta tipo Il generalizada con pardmetros a(>m), b(>m)y Q (= Qf > 0)
denotada por Y ~ CB!(a,b;Q), si su f.d.p. estd dada por

det(Y)* " det(Q+Y)~(ath)
Byy(a,b)det(Q)? ’

Y=Y7>0. (2.2.2)

Si Q = I, 1a distribucién beta tipo II generalizada se reduce a la distribucion beta tipo
IT estandar.
Ahora, damos ciertas propiedades de las distribuciones beta que se usan para obtener

algunos resultados en ésta y en subsiguientes secciones.

Teorema 2.2.1 Sea X ~ CB/ (a,b;Q) y C cualquier matriz de orden m x m no singular
compleja. Entonces, CXCH ~ CB! (a,b,CQCH).

Prueba: Esto se sigue inmediatamente de la transformacién W = CXC con Jacobiano

J(X — W) = det(CCH)~™ en la densidad de X dada por (2.2.1). ]
Corolario 2.2.1.1 Sea X ~ CB! (a,b;Q) y Q! = CHC, entonces CXCH ~ CB! (a,b).

Teorema 2.2.2 SeaY ~ CB!!(a,b;Q) y C cualquier matriz no singular compleja de orden
m x m . Entonces, CYC" ~ CB!(a,b;cQCH).

Prueba: Se obtiene inmediatamente por la transformacién Z = CYC* con Jacobiano J(Y —

Z) = det(CC)™™ en la densidad de Y dada por (2.2.2). n
Corolario 2.2.2.1 SeaY ~ CB!(a,b;Q) y Q! = CHC, entonces CYC" ~ CB!(a,b).

Teorema 2.2.3 Sea X ~ CB! (a,b) y U (m x m) una matriz unitaria, cuyos elementos son
constantes o variables aleatorias distribuidas independientemente de X. Entonces, la dis-
tribucion de X es unitaria e invariante bajo la transformacion X — UXU", y es indepen-

diente de U en el segundo caso.
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Prueba: Primero, Sea U una matriz unitaria constante. Entonces, por corolario 2.2.1.1,
UXU" ~ CB! (a,b) puesto que UU" = I,,. Sin embargo, si U es unitaria aleatoria, en-
tonces UXU! |U ~ CB! (a,b). como esta distribucién no depende de U, UXU" ~ CB! (a,b).

Teorema 2.2.4 Sea Y ~ CB!!(a,b) y U (m x m) una matriz unitaria cuyos elementos son
constantes o variables aleatorias distribuidas independientemente de Y. Entonces, la dis-
tribucion de Y es invariante bajo la transformacion UYU", y es independiente de U en el

segundo caso.

Prueba: Similar a la prueba del teorema 2.2.3. [

Se sabe que si X ~ CB! (a,b) y Y ~ CB!I(a,b), entonces (James [34], Khatri [37]),

E[Cc(X)] = [a+b]KCK(Im), (2.2.3)
E[Cc(x )] = %C}(lm% Re(a) >m—1+k, (2.2.4)
y
E[Ck(Y)] —%é (In),Re(b) >m—1+k (2.2.5)
K _[—b+m],< Kk\UIm), 15 =g

donde C(X) es el polinomio zonal de una matriz hermitiana m x m correspondiente a la

particion K.

2.3. MOMENTOS

En esta seccidn, se obtiene varios resultados esperados de funciones de matriz compleja de

matrices beta tipo I y beta tipo II.

Lema 2.3.1 Sea X ~ CB!, (a,b). Entonces, para un entero positivo r, (i) E(X") = &,(m,a, b)I,,
y (ii) si E(X ") existe, entonces estd dada por E(X™") = d,(m,a,b)l,, donde &,(m,a,b) y

d,(m,a,b) son constantes dependientes de r,m, a'y b.

19



Prueba: Como para cualquier matriz unitaria U de orden m X m, las matrices complejas X

y UXU" tienen la misma distribucién, se obtiene
E(X") =E[(Uxu®)1=UEX"U",
lo cual implica que
E(X"U = UE(X").
Luego, E(X") debe ser un miltiplo escalar de la matriz identidad. Un argumento similar es

valido para E(X ). u

Lema 2.3.2 Sea X ~ CB! (a,b;Q). Entonces,

() E(X)=¢1(m,a,b)Q,

(i) EX Y =di(m,a,b)Q7 !,

(iii) E(XQ™'X) = & (m,a,b)Q,

(v) EX'QX 1) = dy(m,a,b)Q 1,

WM EXQ'XQ'X) =& (m,a,b)Q,

i) Exlex—1ox—1 = dy(m,a,h)Q 7!,

donde é,(m,a,b) y d,(m,a,b) se definen en el lema 2.3.1.

Prueba: Sea Q = MM" donde M es una matriz compleja no singular de orden m x m.
Considere a W = M~ !X (M)~ y notese que W ~ CB!, (a,b). Ahora

E(X)=EMWMY) =& (m,a,b)MM™ = ¢ (m,a,b)Q,

EX H=g[(M) WM =d|(m,a,b)(MM")~" = d|(m,a,b)Q"!

Ex'ox 1 = (MY 'W2M™Y = do(m,a,b) (MM") ™! = dy(m,a,b)Q .
Similarmente, puede verificarse que

EXQ7'X) = EMW>M") = é(m,a,b) MM = é,(m,a,b)<Q,
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EXQ'xQ7'x) = EMW M) = &3(m,a,b) MM = &3(m,a,b)Q,

Exlox—'ox N = E[(M")"'W3M™ Y = dy(m,a,b)Q7 L.
|

Teorema 2.3.1 Sean las constantes é,(m,a,b) y d,(m,a,b) definidas como en el lema 2.3.1.

Entonces,

a
< by — 4
Cl(m7a7 ) Cl+l’),
a(a®>+ab+bm—1)

~ b) —
ealm.a ) = Y atb)a+b 1)’
- b—
dl(maaab):ajl—_—rn’n7 a>m,

2
. —m)[(a— —1
dz(m,a,b):(a+b m)|(a—m)”+ab—1] a>m+1.

(a—m)(a—m—1)(a—m+1)’

Prueba: Como, E(X") =¢é,(m,a,b)l,, se tiene E[tr(X")| = é,(m,a,b)m. Asi, el coeficiente
de m en E[tr(X")] es E(X"). Ahora, usando (1.3.13), (1.3.14), (1.3.15), (2.2.3), (2.24) y
(1.3.19), se obtiene

Elr()] = € ()] = =0 _¢ 1,

[a+b](1)
_ . B [—a—b+m|) ~
El(X )] = EC (X )] = ), a>m
E[w(X?)] = E[Ci)(X)] — E[C(12)(X)]
_ lal) - [a](12) ~
- [a+b](2) (2)<Im)_ [a+b](12) (12)(IWZ)7

E[wr(X?)] = E[Co)(X )] —E[Cippy(X )]
[—a —b+ m] (2)
[—a+m] (2)

[—a—b+m] 2

Cla) () —

[_a+m](12) C(]2)(Im), a>m+1.

21



Ahora, usando los resultados [n](1) =n, [n]2) = n(n+1), [n] 2y =n(n—1), [-n+m]) =
—(n—m), [-n+m]p) = (n—m)(n—m—1), [=n+m]2) = (n—m)(n—m~+1),Cs)(In) =
m, Ca)(In) = m(m+1)/2y C (12)(Im) = m(m—1)/2 en las expresiones anteriores y sim-

plificando, se obtiene

Elr(X)] = =%
E[we(x )] = W,a > m,
_ am(a*+ab+bm—1)
Ele ) = o D@ D)@ T L)’
y
Efu(x-?) = Metbomla—m?rab—1] =

(a—m)(a—m—1)(a—m+1) "’
Finalmente, el calculo de los coeficientes de m en las expresiones anteriores da los resulta-

dos deseados. ]

Teorema 2.3.2 Sea X ~ CB! (a,b). Entonces,

P [<a+1><a+z><m+1><m+z>_2<a2—1><m2—1>
~ 6(a+b) (a+b+1)(a+b+2) (a+b)?—
+(a—1)(01—2)(171—1)(171—2)}
(a+b—1)(a+b-2)
y
3y (a+b—m)[(a+b—m—1)(a+b—m—2)(m+1)(m+2)
EX) = 6(a—m) [ (a—m—1)(a—m—2)

(a+b—m+1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)
(a—m+1)(a—m+2)
_2[(a—|—b—m)2— 1](m?
(a—m)?—1

_|_

1
)], a>m+2.

Prueba: Usando (1.3.20), los valores esperados de tr(X?) y tr(X —3) se obtienen como

Er(X*)] = E[C3)(X)] ~ 3E [ (X)] + E[Cq) (X))

[ala)  « 1 [den - a3y -
——C L,)+ ———C
d+b](2’1) (271)( )
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Efir(X )] = E[C) (X))~ 3 E[Con (X ]+ ElCy (X )]
[—a—b+m]s3) 1[—a—b+m|n ~
i (3)<3)c(3) (In) — 5 [_a+m](27(12) 1)C(271)< In)
[—a—b+m| 3 -
[—aer](w()1 )C(13)(1m)7
respectivamente. Ahora, usando los resultados [n]3) = n(n+1)(n+2), [n]n 1) = n(n+
1)(n—1), [n]y3y=n(n—1)(n—2), [-n+m]3) = ( m)(n—m—1)(n—m—-2), [-n+
mlp1)=—(n—m)(n—m—1)(n—m+1), [-n+m];s ( m)(n—m+1)(n—m+2),

C3)(In) =m(m+1)(m+2)/6,C (3 1) (In) = 2m(m* — 1)/3 (13 (Im) =m(m—1)(m—2)/6

en las expresiones anteriores y simplificando, se obtiene

~am [(a+D)(a+2)(m+1)(m+2) 2(a*—1)(m*—1)
E[tr(X3>]_6(a+b)[ (a+b+1)(a+b+2)  (a+b)?—1
+(a—1)(a—2)(m—1)(m—2)}
(a+b—1)(a+b—2)
y
3y (a+b—m)m [(a+b-—m—1)(a+b—m—2)(m+1)(m+2)
E[tl’(X 3)] = 6(a—m) |: (a—m—l)(a—m—Z)

+(cH—b—m+1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)
(a—m+1)(a—m+2)
_2[(a+b—m)2— 1](m?
(a—m)?—1

Finalmente, el cédlculo de los coeficientes de m en las expresiones anteriores da ¢3(m,a,b)

)}, a>m+2.

y d3(m,a,b). |

Similarmente, aplicando la técnica descrita anteriormente, los valores esperados de

(trX)?, (trX)3, r(X) tr(X?), (rX 12, (rX—1)3 y tr(X 1) tr(X—2) se evaltian como

E[(wX)?] = E[Cio)(X)] +E[C 12 (X)]
_ ma(ma*+mab+b—m)
~ (a+b—1)(a+b)(a+b+1)

(2.3.1)
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E[(rX)’] = [

E[Cio,1)(X)] +E[C13)(X)]

X)]+
[a—l—l a—|—2 (m+1)(m+2) 4@ —1)(m*>—1)
a+b a+b+1)(a+b+2) (a+b)>—1
(a—2)(m—1)(m—2)
Tatb - Daih_2) } (232)

Efwr(X)u(X?)] = X)] —E[Ci13 (X))
[ a—|—2 (m+1)(m+2)

a+b a+b—|—1 Y(a+b+2)

)(a—

2)(m—1)(m—2)
(a+b )(a+b—2) ] (2.3.3)

E[(uX™")?] = E[Co) (X~ ] +E[Ciy2) (X )]

_ m(a+b—m)[m(a—m)(a+b—m)+b—m]
= (@—m—1)(a—ma—m+1) , a>m+1, (2.34)

E(rx—1y}) = (etb=mm {(Hb—m—1)(a+b—m—2)(m+1)(m+2)

6(a—m) (a—m—1)(a—m—2)
+(cH—b—m%—1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)
(a—m+1)(a—m+2)
4lla+b—m)*—1](m*— 1)
- (a—m)?—1

} , a>m+2, (2.3.5)

Efr(X™ ) u(X™?)] = E[C (X ] —E[Cp3)(X )]
_ (a+b—m)m {(a—l—b—m— (a+b—m—2)(m+1)(m+2)

6(a—m) (a—m—1)(a—m—2)
(atb—m+1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)
(a—m+1)(a—m+2)

,a>m+2.
(2.3.6)

Ademads, usando (2.3.1), (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.3.5) y (2.3.6), es fécil probar que

a(ma® +mab+b—m)
(a+b—1)(a+b)(a+b+1)"

E[(rX)X] =
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E[(urX)?x] = [<a+1><a+2><m+1><m+z> 4a> —1)(m2 — 1)

6(a+b) (a+b+1)(a+b+2) (a+b)>—1
+(a—1)(a—2)(m—1)(m—2)} /
(a+b—1)(a+b—2) "

E[tr(X?)X] = E[tr(X)X?]
__a {(a+1)(a+2)(m+1)(m+2)
6(a+0b) (a+b+1)(a+b+2)
= a2 2],
(a+b—1)(a+b—-2) "

cx-Iyx-! :(a+b—m)[m(a—m)(a~|—b—m)+b—m] g m
El(wx)x™] (a—m—1)(a—m)(a—m+1) Im, a>m+1,

-2y — (a+b—m) [(a+b—m—1)(a+b—m—2)(m+1)(m+2)
ElleX )X ] = 6(a—m) [ (a—m—1)(a—m—2)

(a+b—m+1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)
(a—m+1)(a—m+2)
4[(a+b—m)>—1](m*>—1)
+ (a—m)?—1

_|_

]Im, a>m+2,

E[tr(X )X 2] = E[r(X )X 1]
_(a+b—m)[(a+b—m—1)(a+b—m—2)(m+1)(m+2)
~ 6(a—m) (a—m—1)(a—m-2)

(a+b—m+1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)

- I > 2.
(a—m+1)(a—m+2) } m @ >+

SeaY ~ CB!!(a,b). Entonces, usando la invarianza, es ficil mostrar que para un entero
positivo r, E(Y") = é&,(m,a,b)l,,, donde &,(m,a,b) es una constante dependiente de r,m, a
y b. Asi, usando este resultado, (2.2.5) y propiedades de los polinomios zonales, se obtiene

a
W)=ty b>m
a(1+ab+bm—m?)
E(Y?) = In, b 1
) (b—m)(b—m—1)(b—m+1)" >mtd
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E[(rY)Y] = (b_i?g(_b;'f)lj(gfgﬂ)lm, b>m+1,

E(r?) = a {(a+1)(a+2)(m+1)(m+2) 2(a®> —1)(m?> —1)

6(b—m)| (b—m—1)(b—m—2)  (b—m)>—1
(a—1)(a—=2)(m—1)(m—2)

(b—m+1)(b—m+2)

}Im, b>m+2,

E[(trY)%Y] =

a (a+1D)(a+2)(m+1)(m+2) 4(a®>—1)(m>—1)
6(b—m)[ b—m—1)(b—m—2) (b—m)?—1
(0—1)(0—2)(’”—1)(’"—2)1 !

(b—m+1)(b—m+2) "

E[tr(Y?)Y] = E[tr(Y)Y?]
a [(a+1)(a+2)(m—|—1)(m—|—2)
6(b—m) (b—m—1)(b—m—2)
(a—1)(a—2)(m— 1)(m—2)} !
(b—m+1)(b—m+2) "

Ademis, los valores esperados de funciones de ¥ ! tales como E(Y '), E(Y™2), E(Y3),
E[(cY DY, E[(rY =12y !y E[tr(Y =2)Y '] pueden obtenerse de E(Y), E(Y?), E(Y?),
E[(trY)Y], E[(trY)?Y] y E[tr(Y?)Y] respectivamente observando que Y ' ~ CBX (b, a).
Finalmente, si ¥ ~ CBX(a,b;Q), entonces

a(1+ab+bm—m?)
(b—m)(b—m—1)(b—m+1)

E(YQly) = Q, b>m+1,

Ayo-tyy @ [latD(@+2)(m+1)(m+2) 2(a®—1)(m* 1)
E(ro”ro 11/)_6(19—;71) (b—m—1)(b—m—=2)  (b—m)2—1
(a—1)(a—2)(m—1)(m—2) o
(b—m+1)(b—m+2) ’

b>m+2.
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CAPIiTULO 3

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION
DIRICHLET DE VARIABLE MATRIZ
COMPLEJA

3.1. INTRODUCCION

Como generalizacion de la densidad (2.1.1), se define la distribucion Dirichlet tipo I a
matriz compleja como sigue:

Se dice que las matrices X1, ..., X, definidas positivas, hermitianas y aleatorias de orden
m X m tienen la distribucion Dirichlet tipo I con parametros (ay,...,an; a,+1), denotada por
(X1,...,X,) ~ CD! (ay,...,an;a,11), si su funcién de densidad de probabilidad conjunta

estd dada por
n n Apy1—m
{Bu(ar,...,an;an41)} " ] det(X;)“ " det <Im - ZX,-) (3.1.1)
i=1 i=1
donde I,, — Y\ | X; es hermitiana definida positiva, a; >m—1,parai=1,...,n+1y
- U (a))
Bu(ai,...,ansans1) = e L
Ly (Z?ill a,')
Para n = 1, dicha distribucién se reduce a una distribucién beta tipo I con pardmetros

(al,az).



La distribucién Dirichlet a matriz compleja ha sido definida y estudiada por varios
autores (ver, por ejemplo, Troskie [59], Tan [60], Gupta y Nagar [25], y Cui, Gupta y
Nagar [9]). Un recuento extenso sobre la distribucion Dirichlet esta disponible en Gupta y
Nagar [32].

En este capitulo, veremos algunas propiedades incluyendo la expansion asintdtica de la

distribucion.

3.2. PROPIEDADES
En esta seccidn, se obtiene varios resultados sobre la distribucion Dirichlet tipo 1.

Definicion 3.2.1 Las matrices Zi,...,7Z, hermitianas y definidas positivas de orden
m X m se dice que tienen distribucion Dirichlet tipo I de variable matricial compleja con
pardmetros ay,. .., ap;a,y1 y Q, denotada por (Zy,...,Z,) ~ CD! (ay,...,ap;a,11;Q), si

su f.d.p. conjunta estd dada por

?:1 det(Zl-)ai*m det(Q . Z?:l Zi)a”“ —m

>3 n+1 (321)
Bp(ay,... ana,.1)det(Q)Li=1 4=
dondeO<Zi:ZlH <Qi=1,...,n,y Y7 | Z; <Q.
Teorema 3.2.1 Sea (Xi,...,X,) ~ CD! (ay,...,an;a,11) y A una matriz compleja cons-
tante no singular de orden m X m. Entonces,
(AX, AT AX,AP) ~ CD! (ay,. .. an a,, 1, AAT).
Prueba: Usando la transformacién Z; = AX;A”, i = 1,...,n con Jacobiano
J(X1,.... Xy — Z1,...,Z,) = det(AAH )=
en (3.1.1), se obtiene el resultado deseado. [ |
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Es f4cil probar que si (Wy,...,W,) ~ CD! (ay,...,an;a,+1;B), entonces
(B"IW\B™2,...,B 2W,B 1) ~CDL.(a,... apdns1)-

En el proximo teorema, se demuestra que la distribucion Dirichlet tipo I es invariante

unitaria.

Teorema 3.2.2 Sea (X1,...,X,) ~CD! (ai1,...,an;a,+1) y U (m x m) una matriz unitaria,
cuyos elementos son constantes o variables aleatorias distribuidas independientemente de
X. Entonces, la distribucion de (X1, ...,X,) es unitaria invariante bajo la transformacion

X; — UX;U", i=1,....ny es independiente de U en el segundo caso.

Prueba: Primero, Sea U una matriz constante unitaria. Entonces, usando el Teorema 3.2.1,
se tiene (UX UM ..., UX,U") ~ CD! (ay,...,ay;a,.1) puesto que UU = I,,. Sin embar-
go, si U es una matriz unitaria aleatoria, entonces (UX,U",... , UX,U")|U ~ CD! (ay,...,
an;an+1)- Como esta dltima distribucién no depende de U es también distribucién incondi-

cional, lo que prueba el teorema. [

Teorema 3.2.3 Si (Xi,...,X,) ~CD! (ay,...,an;a,11). Entonces, para 1 < i <n,

n

! .

(Xla' "7Xl.*17lm_ ZXV7Xi+17"'7XI’l) ~ (CDm(ah"'7ai717an+17ai+17'"7an’ai)'
r=1

Prueba: La transformacion ¥, = Xi, k=1,...,i—1,i+1,....ny Y, =1,—Y X, con
Jacobiano J(X1,..., X, — Y1,...,Y,) = 1 enladensidad (3.1.1) da el resultado deseado. m

Teorema 3.2.4 Sea (Xi,...,X,) ~CD! (ay,...,a,;a,11) definase
1

s - N )
‘/Vl:(Im—ZXl) XZ(IM_ZXI) 7l:S+1,,n
i=1 i=1

Entonces, (X1,...,Xs) y Wyt1,...,W,) son independientes,

n+1
(Xi,...,X;) ~CD!, (al,...,as; Z ai> ,

i=s+1

1
2

(Wys1, - os W) ~ CDh (a1, Qi ns).
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Prueba: Transformando W; = (I, — leXi)f%Xi (I — ZleXi)f% ,J=s4+1,...,nconel

Jacobiano

m(n—s)
J( X1y X — Weit,..., W, det( ZX) ,

en la densidad de (Xi,...,X,), se obtiene el resultado deseado. ]

Usando (3.1.1), el “momento” mixto de orden (hy,...,h,)™ se deriva como

n+1 ; n 1—‘ ; I’l
E[det(Xl)hl ---d@t(Xn)h"] — (Zz 1 a I—I m (l +

(Zn 1az+z i=1 | al)
stai+h; >m—1,i=1,...,n,yno existe en otros casos. Las medias, varianzas y covariazas
se obtienen como
m
i — 1
Eldet()] = [[ == i1,
r=1 (Zizl ai—r+ 1)
M k—1(4i) i (ai—r+1)?
Varldet(X;)] = H n’ — =1
(X i+ 1) (@i —m+1) i (T ai—r+ 1)
i +1 +1
cov(det(X;),det(X;)] = — " H< —r+ )= ),

yrtlai4+ 1,
i#ji,j=1,...,n

(Z? lal I’—l—l)

En el proximo teorema, se obtiene la f.d.p. conjunta de sumas parciales de matrices

aleatorias distribuidas conjuntamente como Dirichlet tipo 1.

Teorema 3.2.5 Sea (Xi,...,X,) ~CD! (ay,...,an;a,11) y definase

& ;j
X(z): X], a(,): Z aj, n8:0, n;": an’ l—l, ,f
J=n; 1+l j:l’ll 1+1 j=1
Entonces (X(l), , (g)) ~CD! ( (1) ,a(g),anﬂ)
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Prueba: Se usa la transformacion

il 1o
Xo= Y Xpo oy Wi=Xg XX j=nig+lo.ni-1 (322
Jj=ni_+1
i=1,...,L. El Jacobiano de esta transformacién estd dado por

J(X17' s Xy = W, 7Wn1—17X(1)7 cee 7Wn271+17 cee 7Wn—17X(f))
4
= HJ(Xni*_]Jrl, ce ,Xn:f — W”?—1+1" --aWn;‘be(i))
=1

4
= [T det(X))m 0. (3.2.3)
i=1

Ahora, sustituyendo (3.2.2) y (3.2.3) en la densidad conjunta de (Xj,...,X,) dada por

(3.1.1), se obtiene la densidad conjunta de Wn;ﬁ_]+1,. .. ,Wn;f,l,X(i), i=1,...,4 como

¢ Vi Apy1—m
{Em(al yee ey Qnynil )}71 Hdet(X(i)yl(i)im det (Im - ZX(1)>
i=1

i=1
¢ ni—1 ni—1 Gpx —M
<[T| TI det(W;)®% " det <1m - Y Wj> , (3.2.4)
i=1 | j=nf |+1 Jj=ni_+1

donde 0 < X(i) :X(% < I, ZleX(i) <I, 0< W, = WJH <Ip, j=n,+1,...,n7 =1,
Z;l’:;i ,+1Wj < In, i =1,...,0. Por (3.2.4), es facil observar que (X(y),...,X(y)) ¥
(Wnlfllﬂ oo ,Wn;f,l), i=1,...,¢, estan independientemente distribuidas. Ademads,

(X(1),- - X(0)) ~ CDh(agry, - a(e):ani1)

1 )
(Wn;‘_lJrl? ce 7Wn;‘71) ~ CDm(an;-‘_1+l7 R 7an?fl’an;‘)7
parai=1,... /. [ ]
_ !
Cuando ¢ =1,Y"  X; ~ CB,, (X" | ai,an+1).
Ahora, daremos resultados sobre distribuciones marginal y condicional de matrices

aleatorias Dirichlet tipo I que serdn usados para obtener varios resultados distribucionales.
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Teorema 3.2.6 Sea (Xi,...,X,) ~CD}, ., (ai,...,an;an41) pdriase X; como

X110) X12(i)> .
Xi = s Xy (myxmy), i=1,...,n.
(Xg(i) X(i) 11y (mi X m1)

Entonces, (i) (Xi1(1)s---»X11(n)) ¥ (X22.1(1)»- > X22.1(n)) SOn distribuidas independiente-

mente. Ademds,

(Xll(l),--lel(n)> ~ (CDén(ala'“,an;aYH-l)?

(X22~1(1),~-7X22~1(n)> ~ CDfnz(al —My,... Gy —my;ap 1+ (n—1)my).

(i) (Xoo(1)s---:X00(m) ¥ Xira(1)s-- - X11.2n)) son distribuidas independientemente.

Ademds,

(X22(1)7 s 7X22(n)) ~ CDfnz(ala ce s An3Anyl),

(X11~2(1)7 e 7X11~2(n)) ~ (CDfnl (al —Mmy,...,,ap — M2 Ap4] + (n - l)mZ)
Prueba: Ver Tan [60] [ |

Ahora se obtendr las distribuciones de AXAY y (AX~'A")~! donde A (¢ x m) es una

matriz constante de rango g (< m).

Teorema 3.2.7 Sea (Xi,...,X,) ~CD! (ay,...,an;a,41). Entonces, para una matriz com-

pleja constante A (q x m) de rango q (< m),
(AX A" AX,AM) ~ CD](ay,. .. an;ans1:AA™).

Prueba: Escribase A = M (I, 0) G, donde M (¢ x q) y G (m x m) son matrices compleja

no singular y unitaria, respectivamente y (Iq O) es una matriz particonada de orden g x m
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con I, matriz identidad de orden ¢ x ¢ y 0 matriz nula de orden g x (m — g). Ahora, para

i=1,...,n,
AXA™ = M (1, 0) GX:G" (1, O)HMH = MUy M",

donde U; = GX;G" y U 1) (g x q) es el primer bloque de la diagonal principal de U;. Por
los Teorema 3.2.2 y Teorema 3.2.6, se sabe que (U, ...,U,) ~ CD! (a1,...,an;an0:1) Y

Uiy, Utim) ~ CDé(al,...,an;anH). Luego, usando el Teorema 3.2.1,
MUy M7, MUy (znM™) ~ CD(ay, ... aniani1; MM™)
y el resultado se sigue notando que AX;A” = MU MY, i=1,....my MM" = AA". =

Corolario 3.2.7.1 Sea (X1,...,X,) ~CD. (ay,...,as;a,11) y ¢ € C™, ¢ # 0, entonces
(cHch c'x,c

) NDI(al,...,an;anH).

cfle 7777 cfe
Prueba: Témese ¢ = 1 en el Teorema 3.2.7. ]
La distribucién Dirichlet tipo I designada por D' (ay,...,an;a,+1) usada en el anterior

corolario es definida por la f.d.p.
an_»,_]*l
F(Z?I]I ai) lﬁlx(.lifl 1 - ix_
M Ta) 1 i=1
dondex; >0,i=1,...,n,}7" jx;<lya;>0,i=1,...,n+1.

En Corolario 3.2.7.1 la distribucién de (CZX‘C CHX”°> no depende de c. Luego si

He 100 ole
z(m x 1) es un vector aleatorio complejo, independiente de (Xi,...,X,),y P(z#0) =1,
entonces se sigue que

(zHXlz 21X,z

gee ey

1z

i, ) NDI(al,...,an;anH).

Teorema 3.2.8 Sea A una matriz constante compleja de orden g x m'y de rango q (< m).

Si(X1,...,X,) ~CD! (ay,...,an;a,1). Entonces
((Ax;'Af =1 Aax AR T ~ (CD{I(al —m+gq,...,a,—m+gq;
1+ (n—1)(m—q); (AAT) 7).
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Prueba: Escribase A =M (I, 0) G, donde M (¢ x ¢) es no singular y G (m X m) es unitaria.
Ahora, parai=1,...,n,

(Ax;'AM) ™ = M (1, 0) GX;' 6" (1, 0)"

= (M7 [(lq 0)U; ! (%)TlM—l

_ (MH)fl(Uill)flel,

MH]*I

Uniy Unagi _ ,
donde U; = GX;G" = (U;Ez; UZE,;)’ Unigy (9% q).y Ul = U“.lz(i), i=1,...,n. Notese que

(Ui,...,U,) ~CD! (ay,...,an;a,+1). Luego, por el teorema 3.2.6,
(Unia(1ys - Uniamy) ~ CDg(al —m+q,....,ap—m+q;ayi1+(n—1)(m—q))
y el teorema 3.2.1,
(MDY UM (M) T U M
~ (CDé(al —mA4q,....an—m~+ g ans1 +(n—1)(m—q); (MM7)™h).
La demostracién se completa observando que (AX; 'A")~! = (M)~ Uy (M7, i =

1,....,ny MM" = AAH. n

Por el teorema anterior, cuando ¢ € C™, ¢ # 0, se sigue que

( cle ce

— P _
cfX, e cHx e

) ~Dlaj—m+1,....ap—m~+1Lia, 1 +(n—1)(m—1)).

Ahora, si z(m x 1) es un vector aleatorio independiente de (X1,...,X,),y P(z #0) =1,
entonces
< 7z 7z

_ ] _
X, Iz HX, 17

) ~Dlaj—m+1,....ap—m~+Liay 1 +(n—1)(m—1)).

Finalmente, sustituyendo n = 1 en los resultados obtenidos para la distribucion Dirichlet
tipo I, se logra varias propiedades interesantes de la distribucion beta tipo 1. Se asume que

X ~ (CB,In(al,az).
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(i) Sea A una matriz constante no singular de orden m x m. Entonces, la distribucién de

Z = AXA", denotada por Z ~ CB! (a1,a;AA™), estd dada por la siguiente f.d.p.

det(Z)“ " det(AAH — Z)®2—m

B ,O < Z = ZH < AAH.
B(ay,az) det(AAH )1 +ax—m

(ii) Si W ~ CB! (ay,az;B), entonces B IWB2 ~ CB! (ay,az).

(iii) Sea U (m x m) una matriz unitaria cuyos elementos son ya sea constantes o variables
aleatorias distribuidas independientemente de X. Entonces la distribucion de X es
unitaria invariante bajo la transformaciéon X — UXU", y es independiente de U en

el segundo caso.

(iv) Para una matriz constante compleja A de orden g X m y de rango g (< m),

AXAH ~ (CBg(al,az;AAH)

(AX_IAH)_1 ~ CBg(al —m-+q,ay; (AAH)_I).

(v) Seac e C™, ¢ #0, entonces

cixe

cHe ~ Bl(a17a2)

cle

I
m ~B (611 —m-+ 1,612).
Ademds, si z(m x 1) es un vector independiente de X y P(z # 0) = 1, entonces

Xz
7z

~ BI(al,az)
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ZHZ

g, ~ B (a1 —m+1,a2).

La distribucién beta tipo I univariada denotada por B (ay,a;) se define por la f.d.p.

['(a) +a2) a1

—x)2-! X )
I'(a1)[(a2) I=0%7.0<x<l

Los valores esperados de X y X! pueden obtenerse facilmente usando los anteriores

resultados. Para cualquier ¢ € C"*!, ¢ # 0, se sabe que % ~ Bl(aj,a) y CHC;;_C,C ~
Bl(a; —m+1,a;) y asi
1
E(cf'Xe)=E(u)cfle 'y E(f'Xl¢)=E (—) cfe
Uz
donde u; ~ B!(ay,az),uy ~ B'(a; —m+1,a,). Luego, para todo ¢ € C"*!,
H _ ai H
¢'E(X)c= cic,ay >m—lyay >m—1,
a+ap
y
cHE(X_l)c: (W) ch,al >m,ay >m—1,
ar—m
lo cual implica que
E(X)= <a1‘$a2)lm,a1>m—l,a2>m—l, (3.2.5)
y
1 ay+a;—m
E(X ) = W Im,a1 >m,ay; > m— 1. (326)

como para una matriz A (¢ x m) constante de rango ¢ (< m),

1

(AAT) "2 AXAY (AAY)~3 ~ CBl(a1,a2)
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1

(AA") 3 (AX AT (AAT): ~ CB @y —m + q.a2)

se obtiene de (3.2.5) y (3.2.6),

E(AXAH):( il )AAH,al Sm—1,ay>m—1,
ar+ap
E(AXAH)! = (M> AATY gy >may >m—1,
ay—q
E(AX’IAH)*I: a—mtq (AAH)’I,al >m—1l,ap>m—1,
ay+a—m-+gq
y
E(AX'AH) = (W) AAY ay > miay>m—1.
ay—m

3.3. EXPANSION ASINTOTICA

En esta seccion se da la expansion asintotica de la funcion de densidad de probabilidad de
la distribucion Dirichlet tipo 1. Primero se enuncian tres lemas que serdn necesarios para el

resultado final.

Lema 3.3.1 Para |arg(z)| < w—¢,€ >0, el logaritmo de I'(z+ ¢) puede expandirse como

1
InI'(z+¢) = (z+c— 5) Inz—z+InV2rm

- (_1)S+IBS 1<C) —s o
+s—21 S(S+1; S+0(z ),

donde By(x) es el polinomio de Bernoulli de grado k y orden uno.
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Lema 3.3.2 Para escalares c y c3, se tiene

I!‘m(Z'FCI) . B n
n [ o] = (e cmn |
(_1)s+
s(s+1)
1

), |are(z)| < T —,8 >0

[Bs+1(c1—i+1)=Bgpi(e2—i+1)]z"
+0(z7 "
donde By(x) es el polinomio de Bernoulli de grado k y orden uno.

Prueba: Escribiendo las funciones gamma multivariadas en términos de las funciones

gamma ordinarias utilizando (1.2.4), se obtiene

(3.3.1)

Tu(z4c1) ﬁF(Z+C1 —i+1)
Dn(z+c) filz+e—itl)

Ahora, tomando logaritmo y usando Lema 3.3.1 en la expresién anterior, se obtiene el

resultado deseado. []

Lema 3.3.3 Para max<j<, |Ai| <1, donde Ay,..., A, son valores propios de la matriz Z /n,

—Indet (Im — %) = i nt(Z’) +0(n"h.

n s—1 s

Teorema 3.3.1 Sea (Xi,...,X,) ~CD! (ay,...,an;a,41). Definase Wy=a, 1 X;, i=1,...,n.
Entonces, la f.d.p. de (Wy,...,W,) puede expresarse como

ndet(W;)i—m U d, 3d? + 4d-
[H&] exp (-Zm) [1+ L 22 0002|332
i=1

iot Dm(ai) 2an11 24a%+1

donde W;=WH >0,i=1,...,n,

2
n n
d =—tr (ZW,) 2mtr <ZW,> +am(a—m),
i=1 =



Prueba: Sustituyendo W; =a,,1X;,i=1,2,...,n, con

2

J( Xy, Xn = Wh,o oo W) = ’;’L”ln

en (3.1.1), se obtiene la f.d.p. de (Wy,...,W,) como

i det(W;)4i—m
Hef—’) NIy, Wi=WH>0, i=1,...n, (3.3.3)
i=1 Uin(ai)
donde
:ﬂl (Z? 1 al) —le 14i
F (ant1) m 7
Ap1—m n
fzzdet(lm— ) con W:ZW,
An+1 i=1
Ahora, usando Lema 3.3.2conr =2,z =a,+1,c1 =ay c; =0, se obtiene
Ingy = 3 Z[Bz a—i+1)—By(1—i)]
n+1
1

- i[33<a—i+1>—33<1—i>1+0< a2
n+1i=1

donde B;(x) =x?> —x+1/6 y B3(x) = x> — 3x? /2 +x/2. Sustituyendo por B(-) y B3(-) en
la expresion anterior y simplificando, se obtiene

_am(a—m) am(2a® —3am+2m* —1)

In.% = O(a,? 3.3.4

= 124, +0(a,)- (334
Ademas, aplicando Lema 3.3.3 da

In% =tr(—W)+ 2mtr(W) — tr(W?)]

2anJrl
+ Bmtr(W?) —2t(W?)]+0(a, ). (3.3.5)
6an+l
Luego, usando (3.3.4) y (3.3.5) se llega a
d, d;
I +1n.% = tr(—W) + — 2+ 0(a;?) (3.3.6)

2
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donde d 1y d> estan dadas en el Teorem 3.3.1. Luego se obtiene

dy  3d}+4d;

I I =etr(—W) |1+ +0(a )] . 3.3.7
Finalmente, sustituyendo (3.3.7) en (3.3.3) se consigue el resultado deseado. [ |

La expresion (3.3.2) puede usarse para dar una férmula asintética correspondiente para

la funcion acumulada de probabilidad de (X,...,X,), i.e.,
Pn(Al,...,An;al,...,a,,;anH) :P,,(O < X1 <Ap,...,0<X, <An)

donde Ay, ...,A, son matrices definidas positivas y hermitianas. Escribiendo B; = b, 1A;,
i=1,2,...,nsetiene

Pn(Al,. .. ,An;al,. .. ,an;anH)

=P,(0< W, <By,...,0<W, <Bp)

B nedet(W;)%—m 1
B 0<W;<B /()<Wn<B,, [H Fm(a,) ]ep( Z’ >

dy  3di+4d;
x |1+ + +0 dwy ---dw, 338
2ans T 24az,, O )| AW dWy 638
donde By, ..., B, son matrices definidas positivas hermitianas. Se observa que cada término

en (3.3.8) es una combinacién de las funciones

Gk, k,(B1,...,By)

" det(W;)%— <
Lo LI
o<wi<B, Jo<w,<B, |1 Dwm(a i=1

K>

X [tr(—;n}Wi) 0‘] ) [tr(—;‘%)] dwy ---dW,. (3.3.9)

La integral del lado derecho en (3.3.9) no parace fécil de evaluar.
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CAPIiTULO 4

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

e En el capitulo 2 se obtuvieron varios resultados esperados de la funcién de matriz
compleja de matrices beta tipo I y beta tipo II. Estos resultados fueron obtenidos us-
ando invarianza y resutados de polinomios zonales de matrices hermitianas para k =
2,3. Los resultados sobre polinomios zonales para k = 4,5 también estan disponibles,
entonces los valores esperados como E[(trX/1)" (trX/2)"2], jir + joary = 4,5 pueden

ser obtenidos. Este tema serd objeto de estudio de una futura investigacion.

e En el capitulo 3, se obtubieron también varios resultados esperados y la expansion
asintdtica de la distribucion Dirichlet tipo I de variable matriz compleja. Dado que
la distribucion beta tipo I matricial compleja es un caso especial de la distribucion
Diriclhet tipo I de variable matriz compleja, los resultados obtenidos en este capitulo
son también validos para la distribucion beta tipo I matricial compleja. Serd posible
obtener resultados similares a los del capitulo 3 para la distribucion Diriclhet tipo 11
de variable matricial compleja?. La integral al lado derecho de (3.3.9) no es fécil de
evaluar. Trabajo adicional sobre ésto se reportard posteriormente en un articulo de

investigacion o reporte técnico.



BIBLIOGRAFIA

[1] H. H. Andersen, M. Hgjbjerre, D. Sgrensen and P. S. Eriksen, Linear and Graphical
Models for the Multivariate Complex Normal Distribution, Lecture Notes in Statistics,

101, Springer-Verlag, New York, 1995.

[2] D.R. Brillinger, Asymptotic properties of spectral estimate of second order. Biometri-
ka, 56, 375-387 (1969).

[3] D. R. Brillinger, Time Series: Data Analysis and Theory. Holt, Rinehart and Winston,
New York (1975).

[4] R. V. Bronk, Exponential ensembles for random matrix, Journal of Mathematical
Physics, 6,228-237 (1965).

[5S] M. Carmeli, Statistical theory of energy levels and random matrices in physics, Jour-

nal of Statistical Physics, 10, 259-297 (1974).

[6] M. Carmeli, Statistical Theory and Random Matrices in Physics, Marcel Dekker, New
York (1983).

[7] Y. Chikuse, Partial differential equations for hypergeometric functions of complex
matrices and their applications, Annals of the Institute of Statistical Mathematics, 28,

187-199 (1976).

[8] W. . Conradie, and A. K. Gupta, Quadratic forms in complex normal variates: Basic

results. Statistica, 47, 37-84 (1987).



[9] Xinping Cui, Arjun K. Gupta and Daya K. Nagar, Wilks’ factorization of the complex
matrix variate Dirichlet distributions, Revista Matemdtica Complutense, 18 (2005),

no. 2, to appear.

[10] F. J. Dyson, Statistical theory of the energy levels of complex systems I, Journal of
Mathematical Physics, 3, 140—-156 (1962).

[11] F. J. Dyson, Statistical theory of the energy levels of complex systems II, Journal of
Mathematical Physics, 3, 157-165 (1962).

[12] F. J. Dyson, Statistical theory of the energy levels of complex systems III, Journal of
Mathematical Physics, 3, 166—175 (1962).

[13] F. J. Dyson, and M. L. Mehta, Statistical theory of the energy levels of complex sys-
tems 1V, Journal of Mathematical Physics, 4, 701-712 (1963).

[14] F. J. Dyson and M. L. Mehta, Statistical theory of the energy levels of complex sys-
tems V, Journal of Mathematical Physics, 4, 713-719 (1963).

[15] C.Fang,P.R. Krishnaiah and B. N. Nagarsenkar, Asymptotic distribution of the likeli-
hood ration test statistics for covariance structures of the complex multivariate normal

distributions, Journal of Multivariate Analysis, 12, 597-611 (1982).

[16] N.R. Goodman, Statistical analysis based on a certain multivariate complex Gaussian

distribution (an introduction), Annals of Mathematical Statistics, 34 (1963), 152-177.

[17] N. R. Goodman, The distribution of the determinant of complex Wishart distributed
matrix, Annals of Mathematical Statistics, 34, 178—180 (1963).

[18] N. R. Goodman, and M. R. Dubman, Theory of time-varying spectral analysis and
complex Wishart process. In Multivariate Analysis-1I (M. R. Krishnaiah, ed.), Aca-
demic Press, New York, 351-365 (1969).

43



[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

A. K. Gupta, Nonnull distribution of Wilks’ statistic for MANOVA in the complex
case, Commun. Stat.-Simulation Comput., BS, (1976), 177-188.

A. K. Gupta, Distribution of Wilks’ likelihood ratio criterion in the complex case.

Annals of the Institute of Statistical Mathematics, 23, 77-87 (1971).

A. K. Gupta, Noncentral distribution of Wilks’ statistic in MANOVA, Annals of Math-
ematical Statistics, 42, 1254-1261 (1971).

A. K. Gupta, On a stochastic inequality for the Wilks’ statistic, Annals of the Institute
of Statistical Mathematics, 27, 341-348 (1971).

A. K. Gupta, On a test for reality of the covariance matrix of a complex Gaussian

distribution, Journal of Statististical Computation and Simulation, 2, 333-342 (1973).

A. K. Gupta, Nonnull distribution of Wilks’ statistic for MANOVA in the complex

case, Communications in Statistics-Simulation and Computation, 5, 177-188 (1976).

A. K. Gupta and D. K. Nagar, Distribution of the product of determinants of random
matrices connected with the noncentral matrix variate Dirichlet distribution, South

African Statist. J., 21 (1987), no. 2, 141-153.

A. K. Gupta and D. G. Kabe, Characterization of gamma and the complex Wishart
densities. In Applied Statistical Science Il (E. Ahmed, M. Ahsanullah and B.K. Sin-
ha, eds.), Nova Science Pub., 393—400 (1998).

A. K. Gupta and D. K. Nagar, Nonnull distribution of LR-statistic for testing y =
Mo X = o2l in complex multivariate normal model, Statistica, 45(4), 457-464 (1985).

A. K. Gupta and D. K. Nagar, Distribution of the product of determinants of ran-
dom matrices connected with non-central matric variate Dirichlet distribution, South

African Statistical Journal, 21, 141-153 (1987).

44



[29] A. K. Gupta and D. K. Nagar, Nonnull distribution of likelihood ratio criterion for
testing multisample sphericity in the complex case, Australian Journal of Statistics,

30(3), 307-318 (1988).

[30] A. K. Gupta and D. K. Nagar, Asymptotic nonnull distribution of likelihood ratio
statistic for testing homogeneity of complex multivariate Gaussian populations, Jour-

nal of Statistical Computation and Simulation, 31, 83-91 (1989).

[31] A. K. Gupta D. K. Nagar, Distribution of LR-statistic for testing H : 4l = l1y; X = o’l
in multivariate complex Gaussian distribution, Statistica, 52(2), 255-267 (1992).

[32] A. K. Gupta and D. K. Nagar, Matrix Variate Distributions, Chapman & Hall/CRC,
Boca Raton, 2000.

[33] E.J. Hannan, Multiple Time Series, John Wiley & Sons, New York (1970).

[34] A. T. James, Distributions of matrix variate and latent roots derived from normal

samples, Annals of Mathematical Statistics, 35, 475-501 (1964).

[35] D.G. Kabe, Classical statistical analysis based on a certain hypercomplex multivariate
normal distribution, Metrika, 31, 63-76 (1984).

[36] C. G. Khatri, Classical statistical analysis based on a certain multivariate complex

Gaussian distribution, Ann. Math. Statist., 36 (1965), 98—114.

[37] C. G. Khatri, On certain distribution problems based on positive definite quadratic
functions in normal vectors, Ann. Math. Statist., 37 (1966), no. 2, 468-479.

[38] C. G. Khatri, Non-central distributions of i-th largest characteristic roots of three ma-
trices concerning complex multivariate normal populations, Annals of the Institute of

Statistical Mathematics, 21, 23-32(1969).

[39] C. G. Khatri, On the moments of traces of two matrices in three situations for complex

multivariate normal populations, Sankhya, A32 (1970), 65-80.

45



[40] Khatri, C. G. (1971). Series representation of distributions of quadratic form in the
normal vectors and generalized variance. Journal of Multivariate Analysis, 1(2), 199—

214.

[41] C. G. Khatri, and C. D. Bhavsar, Some asymptotic inferential problems connect-
ed with complex elliptical distribution, Journal of Multivariate Analysis, 35, 66—85
(1990).

[42] C. G. Khatri and C. R. Rao, Effects of estimated noise covariance matrix in optimal
signal detection, IEEE Trans. Acoust. Speech Signal Process., ASPP-35 (1987), No.
5, 671-679.

[43] P. R. Krishnaiah, Some recent developments on complex multivariate distributions, J.
Multivariate Anal., 6 (1976), no. 1, 1-30.

[44] P. R. Krishnaiah and J. Lin, Complex elliptically symmetric distributions, Communi-
cations in Statistics-Theory and Methods, 15(12), 3693-3718 (1986).

[45] M. L. Mehta, Random Matrices, Second Edition, Academic Press, New York, 1991.

[46] D. K. Nagar, and E. L. Arias, Complex matrix variate Cauchy distribution, Scientiae
Mathematicae Japonicae, 58(1), 67-80 (2003).

[47] D. K. Nagar, and A. K. Gupta, Asymptotic non-null distribution of likelihood ratio
statistic for testing i = ;X = 621, in complex multivariate Gaussian model, Sta-
tistica, 53(4), 603-617 (1993).

[48] D. K. Nagar, A. K. Gupta and L. E. Sdnchez, A class of integral identities with Hermi-
tian matrix argument, Proceedings of the American Mathematical Society, 134 (11),

3329-3341.

46



[49] D. K. Nagar, S. K. Jain and A. K. Gupta, Distribution of LRC for testing sphericity
of a complex multivariate Gaussian model, International Journal of Mathematics &

Mathematical Sciences, 8(3), 555-562 (1985).

[50] Daya K. Nagar, Elizabeth Bedoya and Elkin Lubin Arias, Non-central complex
matrix-variate beta distribution, Advances and Applications in Statistics, 4 (2004),
no. 3, 287-302.

[51] B. N. Nagarsenkar and M. M. Das, Exact distribution of sphericity criterion in the
complex case and its percentage points, Communications in Statistics, 4(4), 362-374

(1975).

[52] K. C. S. Pillai and G. M. Jouris, Some distribution problems in the multivariate com-

plex Gaussian case, Annals of Mathematical Statistics, 42, 517-525 (1971).

[53] C. E. Porter, Statistical Theory of Spectra: Fluctuations, Academic Press, New York
(1965).

[54] M. B. Priestly, T. Subba Rao, H. Tong, Identification of the structure of multivariable
stochastic systems. In Multivariate Analysis-III (M. R. Krishnaiah, ed.), Academic
Press, New York, 351-368 (1973).

[55] I. S. Reed, J. D. Mallett and L. E. Brennan, Rapid convergence rate in adaptive rays,
IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 10 (1974), 853—863.

[56] P. Shaman, The inverted complex Wishart distribution and its application to spectral

estimates, Journal of Multivariate Analysis, 10, 51-59 (1980).

[57] P.J. Smith and H. Gao, A determinant representation for the distribution of a general-
ized quadratic form in complex normal vectors, J. Multivariate Anal., 73 (2000), no.

1,41-54.

47



[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

M. S. Srivastava, On the complex Wishart Distribution, Annals of Mathematical
Statistics, 36, 312-315 (1965).

C. G. Troskie, Noncentral multivariate Dirichlet distribution, South African Statistical

Journal, 1 (1967), 21-32.

W. Y. Tan, Some distribution theory associated with complex Gaussian distribution,

Tamkang Journal, 7T (1968), 263-302.

G. L. Turin, The characteristic function of Hermitian quadratic forms in complex
normal variables, Biometrika, 47, 199-201 (1960).

G. Whaba, On the distributions of some statistics useful in the analysis of jointly

stationary time series, Annals of Mathematical Statistics, 39, 1849-1862 (1968).

G. Whaba, Some tests of independence for stationary multivariate time series, Journal
of Royal Statistical Society, B33, 153-166 (1971).

E. P. Wigner, Distribution laws for the roots of a random Hermitian matrix. In Statis-
tical Theory of Spectra: Flactuations (C. E. Porter, ed.), Academic Press, New York,
446-461 (1965).

E. P. Wigner, Random matrices in physics, SIAM Review, 9, 1-23 (1967).

R. A. Wooding, The multivariate distribution of complex normal variables, Biometri-

ka, 43, 212-215 (1956).

48



