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0.1. Objetivos

1. El objetivo principal de este trabajo es la determinacién del coeficiente de difusién
del problema de valor inicial y de frontera a partir de los datos medidos. Este trabajo
estd motivado por el articulo en la referencia [1].

2. Contribuir al fortalecimiento del estudio de problemas inversos en el medio.

3. Realizar simulaciones en Matlab para conseguir estimaciones del coeficiente de difusion
y analizar la convergencia del método.



0.2. Introduccion

Usar ecuaciones diferenciales parciales para modelar problemas fisicos es una de las tareas
mas frecuentes de la matematica aplicada. Un mddelo completo requiere cierto tipo de datos
de entrada dados en forma de valor inicial y de frontera. La estructura misma de la ecuacién
diferencial trae consigo uno o mas coeficientes que dan cuenta de las propiedades fisicas del
problema. Encontrar una tnica solucién para el problema constituye lo que reconocemos
como el problema directo.

Cuando uno de estos datos de entrada no esta disponible, podemos intentar determinarlo
tomando medidas de los datos de salida, y resolviendo un problema inverso apropiado. En
particular, si el dato desconocido es el coeficiente en la ecuacién diferencial parcial, el prob-
lema es llamado un problema de identificacion de coeficiente.

La identificacién de un coeficiente de difusién en una ecuacion diferencial parcial cuasi-
lineal es el problema escogido a tratar aqui como problema de identificacién de coeficiente.

En el capitulo 1 se definen y enuncian los teoremas que justifican el método para con-
seguir una aproximacon del coeficiente. En general éste es un problema inverso.

En el capitulo 2 se muestran y justifican las posibles causas de error y sus cotas en la
aplicacién del método.

En el capitulo 3 se muestran resultados de simulaciones de recuperacion de algunos co-
eficicentes.

En el capitulo 4, el cual se presenta como apéndice, en él aparecen las demostraciones de
algunos teoremas enunciados en el capitulo I. La ubicacion de tales demostraciones en este
capitulo pretende facilitar la lectura de la tesis.



Capitulo 1

Analisis del problema directo y del
problema inverso

1.1. Formulacién del problema directo

Para T > 0 sea ()7 el dominio dado por

Qr={(z,t)|0<z<1;0<t<T}

Supongamos que
feCo,T) y f(t) >0 para t >0 (1.1.1)

Sean J = [f(0), f(T)] y D : J — R, y supongamos que existen constantes positivas D,
D* v k tales que

D, <D< D" para z € J (1.1.2)

|D(ZQ) —D(21)| S k‘22—21| (113)
Consideremos el siguiente problema de valor inicial y de frontera
Owu(z,t) = 0.(D(u)0yu(z,t)) = O B(u(z,t)) en Qr (1.1.4)
u(z,0) = f(0) O0<z<1
uw(0,t) = f(t) Opu(l,t)=0 0<t<T
donde B(u) = fjf(O)D(s) dsy Qr =(0,1) x (0,7).



Para una funcién f que satisface ( 1.1.1) y una funcién D que satisface ( 1.1.2) y ( 1.1.3),
el problema ( 1.1.4) es conocido como el problema directo y tiene tnica solucién u que
satisface,

w e L0, T : H'(0,1)]()C[0,T : L*(0,1)]

O € L*[0,T : H1(0,1)]
Ver Ref [1].

En este trabajo trataremos el problema inverso que consiste en identificar de manera
aproximada el coeficiente D(u) a partir de datos de la forma,

g(t) = —D(u(0,£)0u(0,t) 6 h(t)=u(l.t) 0<t<T

Denotaremos por

W(J)={D|D:J— R quesatisface ( 1.1.2) y ( 1.1.3)}

Para una funcién f que satisface ( 1.1.1) podemos definir las funciones ® y ¥ cuyo
dominio es W (J), con imdgenes en L?[0,T] y dadas por:

O[f, D] = g(t) = =D(u(0,1))0u(0,t) 6 W[f, D] = h(t) = u(1,1)

1.2. Formulacién del problema adjunto

Lema 1.2.1. Sean f y D funciones que satisfacen las hipotesis dadas en ( 1.1.1),( 1.1.2) y
(1.1.3), y sea u la solucion del problema ( 1.1.4). Entonces para toda funcion F(x,t) suave
en Qr tenemos

_//(f(t) —u(w, ) F(x,t) dedt = //f’(t)w(x,t) dtdz, (1.2.1)
Qr O

en donde ¥ (x,t) es la solucion del problema adjunto;
K(z,t)0p0(2,t) + Op(x,t) = F(x,t) en Qp (1.2.2)
Yz, T)=0 0<z<l
¥(0,t) =0, 0(1,t) =0 0<t<T
siendo K (x,t) = m fujc((a:t?t)D(s) ds.

Demostracion. En el Apéndice O



Lema 1.2.2. Sean f, D y u como en el Lema 1.2.1. Entonces para toda funcién F(z,t)
suave en Qr tenemos

T

//(u(:z:,t) — H(0))F(x, ) dtda — —/B(f(t))axw(o,t) dt, (1.2.3)
Qr

0

en donde ¥(x,t) es la solucion del problema adjunto;

K(2,t)0p0(x,t) + Optp(z,t) = F(x,t) en Qr (1.2.4)
Y@, T)=0 0<x<l1
¥(0,t) =0, 0(1,t) =0 0<t<T
. R 1 u(,t)
siendo K(x,t) = m/f D(s) ds.
Demostracion. En el Apéndice O

Proposicion 1.2.3. Sean f, D y u como en el lema 1.2.1. Entonces para todo t € (0,T) y
para toda z € [0, 1]

f(0) <wu(zx,t) < f(¢) (1.2.5)

Demostracion. Sean iy como 1.2.2 y 1)y como en 1.2.4
- [ Js® ~ )Pty dodt = [ [7@nte. 0 deis
Qr Qr

en donde la funcién F'(z,t) se escoge tal que sea positiva en Q7. La suavidad de K(z,t) y
de F(z,t) permiten la aplicacién del principio del maximo fuerte al problema adjunto 1.2.2
para concluir que ¥ (z,t) < 0, y como f es una funcién creciente, entonces f’(t) > 0. Asi, el
lado derecho de la igualdad resulta ser negativo, como F'(z,t) se escogié positiva en Qr, se
concluye que f(t) — u(z,t) > 0, y por tanto que

f(t) = u(z, )
Por otro lado, del Lema 1.2.2 es cierto que

T

/ /(u(x,t) — F(0)) P, t) dtd — — / BUF(#)Dus(0, ) dt
Qr

0

y sabemos que 1y(x,t) < 0, entonces de las condiciones de frontera del problema adjunto
se sigue que O0,Ys(x,t) < 0. Como F(z,t) y B(f(t)) son términos no negativos en Qr,
entonces u(x,t) — f(0) > 0 para casi todo punto (z,t) en Q7.
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Una version del principio del Maximo fuerte puede ser encontrada con prueba en la

referencia [6].
[

Lema 1.2.4. Sean f, D y u como en el lema 1.2.1. Entonces para toda funcion suave
F(z,t) en Qr tenemos

//axu(x,t)F(az,t) dtdz = /2(07t)f’(t) dt, (1.2.6)

Qr
en donde ¢(x,t) es la solucion del problema
Op(z,t) + D(u(x,t))0pp(x,t) = F(z,t) en Qp (1.2.7)
oz, T)=0, O0<z<l1
0:0(0,8) =0, ¢(1,t)=0 0<t<T
Demostracion. En el apéndice ]

Proposicion 1.2.5. Sean f, D y u como en el lema 1.2.1. Entonces
Oyu(z,t) <0 (1.2.8)
en casi todo punto de Qr

Demostracion. La suavidad de D(u(z,t)) y F(z,t), con F(x,t) > 0 en Qr, permiten utilizar
el principio del méximo fuerte para concluir que ¢(x,t) < 0 en Qr, en particular ¢(0,t) < 0
en 0 <t<T,ycomo f'(t) >0en 0 <t < T entonces el lado derecho de la ecuacién 1.2.6
es negativo. Asi el lado derecho de la misma ecuacion también es negativo, lo que implica
que

Oyu(z,t)F(x,t) <0

y dado que F'(x,t) > 0 en Qr se concluye que

Oyu(z,t) <0 en Qr
]

Lema 1.2.6. Sean f que satisface ( 1.1.1), D1 y Do que satisfacen ((1.1.2) y ( 1.1.8), y sea
ug € J = [f(0), f(T)]. Entonces

/0 0()[g(t) — go(£))dt = / / (D (1) — D)) 9r 60, st (1.2.9)
QT

7



donde ¢ satisface el problema llamado g-adjunto

Ot + Dy (u(x,1))0:0 =0 en  Qr (1.2.10)
o(z, T)=0, O<z<l
6(0,t) =0(t), 0<t<T
O,0(L, ) =0, 0<t<T
y O(t) = f(T —1)

Demostracion. En el apéndice.
[

Proposicion 1.2.7. Sean f, Dy y Dy como en el Lema 1.2.6. Si Di(u) > Dsy(u) para
u € [f(0), f(T)], entonces
O[f, Di](t) > @[f, D:](?)

Demostracion. Como D;(x,t) es suave en Qr,si escogemos 0(t) = F(T —t) positiva donde F’
satisface 1.1.1, el principio del maximo fuerte aplicado al problema adjunto 1.2.10 permite
concluir que la funcién 0,¢(z,t) < 0 en Qr. Como O, us(z,t) < 0 en Qr y Di(u) > Ds(u),
el lado derecho de la ecuacion 1.2.9 es mayor que cero, esto implica que

g1(t) — ga2(t) > 0
de donde

91(t) > g2(1)
luego
OLf, Di](t) > RLf, Da(t)
O

Lema 1.2.8. Sean f, D1 y Dy como en Lema 1.2.6. Sean u; y us soluciones de los problemas
atUj = 8$(Dj81uj) en QT
u;(z,0) = f(0)
u;(0,t) = f(t)
amuj(l, t) =0

Para j € 1,2. Supongamos que ¢ es la solucion del siguiente problema adjunto
O) + Dy (p(x,t)0p =0 en Qr (1.2.11)

8



Y(x, T)=0 0<z<l1
¥(0,6) =0 0<t<T

Dl(:u(lvt))amw(lvt) = B(ﬂ
con B(t) = F(T —t). Entonces

/0 B(t)(ha(#) — ha(t))dt = /0 /0 (D1 () — Ds(112))3y 00, updadt (1.2.12)

Demostracion. En el apéndice Il

Las conclusiones de los Lemas 1.2.7 y 1.2.8 nos lleva a que ® y % son funciones
mondétonas.

Proposicion 1.2.9. Sean f, Dy y Dy como en el Lema 1.2.6. Si Di(u) > Dy(u) para
u € [f(0), f(T)]. Entonces

Demostracion. Se procede como en el lema 1.2.7 con 3(T) = F(T — t) positiva donde F’
satisface ( 1.1.1). Con esto se concluye que el lado derecho de la ecuacion ( 1.2.12) es positivo,
de donde

y de aqui se concluye

WIS, Di](t) < W[f, Dy)(t)
O

Sean wu; y ug soluciones del problema directo con Dj(uy), Do(usg) los respectivos coefi-
cientes que satisfacen ( 1.1.2) y ( 1.1.3). Para i = 1,2, sea

gi = ‘I)[f, Di] h; = q’[ﬁ Di]

En el problema g-adjunto, problema ( 1.2.10), sea

0(0.1) = o(t) = 9D = 92(1)

a g1 — 92HL2[0,T]

y en el problema h-adjunto, problema ( 1.2.11), sea

Dy (p(1,1))0510(1, 1) = B(t) = \]Zi(i)h_z!@([?ﬂ




Como

T
o — galZaror = / (g1 — go)2dr
0

Entonces

1 T
g1 — 92||L2[0,T] = / (91 — 92)2d7
g1 — 92||L2[0,T] 0

T )2

_ / (91 — g2) dr
0 g1 — 92HL2[0,T]

= / (91— 92) (g1 — go)dT
0 g1 — 92HL2[0,T]

— [ 0001 - gyar
0

Ahora por el lema 1.2.6, ecuacién 1.2.9 se sigue que

T
nm—wmqufe@@—mw

_ j / (D1 (uz) — Da(us))0s 6D, unddt
QT

De aqui que

lg: — gallzzoy = | / / (D1 (u2) — Ds(1))DsbDsundad

Qr
sz/umw»—Dmmmmw@wmwt

La continuidad de las derivadas 0,¢ y 0,us en Q7 implica su acotamiento en ()7, con eso

|91 = g2llr20m < C_'// | D1 — Ds||sodzdt
Q

T
< C||Dy = Dol
Asi,

g1 — g2ll2j0 < C||D1 — Da|so (1.2.13)

De la misma manera

10



T
I = el = [ (= hafa

De donde

1 T
th - hQHLQ[D,T] = th _ h2HL2[0 . / (hl - h2)2dt
T b

1
= hi — ho)2dt
/||h1 Fallpm 1~ he)
/5 V(ht — ho)dt

Ahora por el lema 1.2.8, ecuacién ( 1.2.12), se sigue que

T
|1 — ol 201 = B(t)(hy — hg)dt

:/ (D1(u2) — Da(ug))0,00,usdzdt

las derivadas parciales 0,1 y O,us son acotadas, de esto se concluye que

|~y = hal|2j0.1) < C||Dy — Dal|os (1.2.14)
De los resutados ( 1.2.13) y ( 1.2.14) se concluye que

191 — g2ll2p0,7) = 1 f, D1] — W[f, Dol 21017 < C|| D1 — Dal|os

171 = holl 20y = |1, Di] = @[f, Da]ll 20,1y < C|D1 — Dol
Es decir, que ® y ¥ son continuas como funciones de D desde W (.J) al espacio L?[0,T].

La siguiente proposicion muestra que ® y W son inyectivas.

Proposicion 1.2.10. Sea f una funcion que satisface ( 1.1.1), y sean Dy y Do coeficientes
que satisfacen ((1.1.2) y ( 1.1.3).

Para k = 1,2 definimos

ge(t) = @[f, Dr] vy hi(t) = V[f, Dy

Entonces

O[f, D1]| = ®[f, Do) = Di(u) = Do(u) VYu e J

11



2. W[f, D1] = U[f, D] = Dy(u) = Do(u) Vu € J

Demostracion. Veamos 1. Supongamos que g; = ®[f, D1] = ®[f, D3] = go, y que existe u € J
tal que Dq(u) # Dy(u) Como Dy y D, satisfacen 1.1.3, entonces Dy y Ds son continuas en
J, luego existe un intervalo I C J tal que D;(u) # Da(u) Yu € I. Como J = [f(0), f(T)],
podemos escoger un intervalo I; = (t1,t3) C [0,7] tal que Do(f(t)) — D1(f(t)) es del mismo
signo Vt € I;. Sin pérdida de generalidad supongamos que

Dy(f(t)) — Di(f(2)) > 0

Por consiguiente, el lema 1.2.6 aplicado a (0,1) x (t1,?2) garantiza

/t 2 0(t)[g1(t) — g2(t)]dt = //(Dl('uQ) — Dy (ug)) 0, ¢O0yusdxdt

1

Luego

to 1

//(DQ(U2) — Do(u2))0,¢0,usdxdt = 0

Este resultado es totalmente independiente del dato (t), el cual puede ser escogido tal
que 0,¢ resulte menor que cero en (0,1) X (1,1s), ademés de la proposicién 1.2.5 se puede
concluir que d,us < 0 en (0,1) x (¢1,t2). Por tanto,

Dl(UQ) — DQ(UQ) =0 en (0, 1) X (tl,tg)

Y entonces

Di(uz) = Do(uz) en (0,1) x (ty,12)

lo cual representa una contradiccién. Por tanto se sigue que

Di(u) = Do(u) Yue J

La prueba de la parte 2. es analoga.

12



Capitulo 2

La Soluciéon Aproximada

2.1. El algoritmo

Consideremos el problema inverso de aproximar el coeficiente de difusion D = D(u) en
un conjunto de nodos igualmente espaciados
O=to<ti < ---<itn=T

En donde los datos de entrada se escogen de la forma

)= k=1,2,..,N

O de la forma

[ ft)=m k=1,2,..,N
dato(f, g) —{ h(t:> :ngO,tk) o kE=1.2. N } (2.1.2)

Para I =1[0,T] y J = [f(0), f(T)], la funcién f es creciente de I en J.
A una particién de I la llamaremos malla interna, y a la particién de J definida por
fO)=po < <+ <py=f(T)
La llamaremos malla externa. Aqui fo = po v par = fv donde M < N, es decir, entre
dos nodos de la malla externa existen cierto nimero de nodos de la malla interna, esto es
fo=po=fo <fu<--<fig, =pm = f(Th)
fi=m=fo < fn < - < iy, = pg = f(T)

y en el intervalo final

13



Invot = pv—1 = foo < i < -0 < flgy = v = [

Entre dos nodos p,—1 y p, de la malla externa hay k, nodos de la malla interna, estos
nodos son necesarios para aproximar integrales entre dos nodos de la malla gruesa.

Asociada a la particién de J consideremos una familia de funciones poligonales, D. Cada
miembro de ésta familia se caracteriza por que su valor en los nodos py estd dado por
dr = D(p), siendo dj, una aproximacién para D(uy). Definimos D como

ﬁ(u) = dk—lpk—l + dk/\k (213)
donde
Hi4+1 — U
S o <u<
pr(u) = Hrgr — fe H st (2.1.4)
0 , otro caso
U — fhg—1
— I g <u<
Ak(u) = Qe — p—1 b= & (2.1.5)

0 ,otro caso

Las siguientes notaciones seran necesarias en la formulacion del algoritmo para la aproxi-
macién del coeficiente

1. D(u) = Pyldo,dy, ..., dy] denota el coeficiente aproximado por la poligonal ( 2.1.3)
basados en los valores delos nodos dy, d1, ..., dy.

2. u(x,t; D, f) denota la solucién de el problema directo ( 1.2.4) con coeficiente D y dato
I

3. ¢(z,t; D, ) denota la solucién de el problema adjunto ( 1.2.10) con coeficiente D(x,t) =
D(u(z,t)) y dato 0(t).

4. ¢Y(x,t; D, 3) denota la solucién de el problema adjunto ( 1.2.11) con coeficiente D(z,t) =
D(p(x,t)) y dato S(t).

Para una funcién f que satisface ( 1.1.1), un coeficiente desconocido D que satisface
(1.2.2) y ( 1.2.3) y un dato medido de flujo g(t) = ®[f, D], se asume que existe una particién
exterior IT = {0 = po < g < -++ < upy = f(T)} de J. Consideremos la poligonal dada por
( 2.1.3) que aproxima al coeficiente D por el siguiente algoritmo recursivo basado en el dato

/9

1. dy se asume conocido

14



2. dj. es determinado apartir de dy, dy, ..., dr_; mediante la siguiente féormula recursiva

(dy — d 1) Tk /0 Ne(1) By 10 it — /T o) — ®)Omdt (2.1.6)

donde

Dl(u) = PM[dO7d17 "'7dk]7

DQ(U) = PM[dO,dh ~--7dk—1adk—1]v

U2 :U(ZE,t;DQ,f),

o(z,t) =z, t; Dy, f(T —1) 0<2x<1, 0<t<T.

De la misma manera se consigue la aproximacién D(u) para el dato f, h.

2.2. Causas de error y cotas

En la ésta seccion se discutirdn detalles de algunas cotas de error por la suposicion de
algunos datos aproximados dentro del algoritmo. Empecemos con el siguiente Lema.

Lema 2.2.1. Para [ que satisface ( 1.1.1), para un coeficiente D(u) que satisface ( 1.1.2)
y ( 1.1.3), y para una particion fija de J = [0, F(T)] dada por Il = {0 = pp < pg < -+ <
up = f(T)}, sean [dy,dy,...,dx] los valores nodales determinados por la formula ( 2.1.6).
Entonces para k =1,2,..., M,

dx — D(px)| < Clpx — pa-1]

Demostracion. Supongamos el valor nodal inicial D(ug) = D(f(0)) = dy conocido, y que las
aproximaciones dy, da, ..., dj; son determinados por la formula recursiva ( 2.1.6).

Par aproximar d;, tenemos

L Ji = [po, ], Di(p) = Parldo, da], y Da(p) = Parldo, do].
2. Ql = (07 1) X (OaTl); ul<x7t) = U(l’,t; Dl?f)? y UQ(I‘,t) = U($,t; D2>f)'

Entonces
/01/0 (Dl(UQ)_DQ(UQ))axU2ax¢d$dt:/O l(g(t)—gg(t))e(t)dt (2.2.1)

En ésta ecuacién g(t) es el flujo medido y go(t) es el dato generado apartir de la solucién
ug del problema directo ( 1.1.4) con el coeficiente Ds(u) descrito al principio de la prueba.

15
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Figura 2.1: Curvas de nivel

Las funciones 6(t) y ¢(x,t) denotan el dato en la condicién de frontera y la solucién del
problema 6-adjunto 1.2.10.

Dado que f que satisface ( 1.1.1), entonces por la proposicién 1.2.3 se tiene que ug
satisface

J(0) = po gz, t) < = f(Th)
Para (x,t) € (0,1) x (0,71).
Deacuerdo con ( 2.1.3) se tiene, que para u € Jy (po < u < pq)

Dl(u) = d() -+ (do - d()))\l (Ug)
DQ(U) = d() + (dl — dO)/\l (u2)

de donde

DQ(U) — Dl(u) = (dl — do)/\l(’u?) (222)
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Para cada valor g, 0 < k < M, se tiene que ug(zx(t),t) = pi a lo largo de la curva
x = x1(t) donde z4(0) = 0y z,, (1) para algin 7, > 71 > -+ > 71 > 0.

Entonces se tiene que us(x(t),t) = po a lo largo de una curva z(t) = z¢(t), con x¢(0) =0
y xo(m9) = 1 para algin 73 > 0. Algunas curvas de nivel de u cuando el coeficiente en el
problema directo es D(u) = 2 — arctan(6(u — 1)) se muestran en la figura 2.1

Supongamos T} > 0 suficientemente pequeno como para que 0 < zo(7}) < 1. Entonces

A (ug(z, 1)) = Ho — Ha

y la integral ( 2.2.1) se reduce a

T1 Ty
d d 8 O, pdxdt = t) — £)0(t)dt 2.2.3
. // (1) Dy 5D /0(9” ga(1))6(2) (2.2.3)
de donde

/ (g(t) — ga(8))0(0)de

=dy+
/ / 1(u2)0pus 0y ddadt

Ahora bien, sea D M (u) el coeficiente poligonal sobre la particién IT que satisface

Dyi(u) = D(py,) Vk

Este coeficiente no es el generado por el dato de medida, g(t), por tanto no es el coeficiente
poligonal con valor nodal dj generado por el algoritmo antes descrito. sin embargo estos dos
coeficientes se realcionan de la siguiente manera

T T m0(15
/ / D(ug) — Ds(us))0puz0,pdxdt / / D(uz) — DM<u2>)a U O pdxdt
T

Ty xo(t R
_ / / (D(us) — Dt (u2))Oyusducsdadt
0 0

Ty x0 (t)
D) ~do) [ [ .o
0 0

17



La combinacion de estas ecuaciones lleva a la siguiente expresion

T1  pzo(t) 1 pzo(t) R
(di — D(n) / / M (1) DrtinOydndt — / / (D(us) — Dt (1)) By uady dilct
0 0 0 0

Ty x0 (t)
/ / Dy 150, bdadt
0 0

< "%|D — Dy

Ahora

max

‘D DM‘ |D(ps) — DM(M*)\ para algin p, € J;

Usando la desigualdad triangular sobre ésta ecuaciéon obtenemos

| D(pt+) — D ()| < 2K | — pao

y de ésta desigualdad se sigue

/Tl

T

x0 t)
O, us0, b dt
0

|di — D(m)] < 2K |k = Hol

T

UQ 6 U2 890 ¢d$dt

Por la forma en que se definié A, tenemos que 0 < A\; < 1, luego existe 0 < A7 < 1 tal
que

Ty pxo(t) Ty pxo(t)
/ / A1 (u2)Opusdppdrdt = A / / OOy pdadt
o Jo o Jo

luego

T X0 (t)
/ / O U0, pdxdt

T

1

< =

zo(t )\T
UQ 8 u2(9mgzﬁdxdt
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Por consiguiente se tiene el resultado para k =1

|di = D(1)] < 2;5
1
Para determinar los valores siguientes dj, asumimos que las aproximaciones dy, dy, ..., dg_1
son conocidas, y consideremos sobre el intervalo [ug, ] que Dy(u) = Py[do, dy, ..., di—1, di]
y que Dy(u) = Py[dy,dy, ..., dg—1, di—1]. Sobre el rectangulo Q = (0,1) x (0,T}), ui(z,t) =
u(z,t; Dy, f) y us(w,t) = u(z,t; Do, f).

’ﬂl - Mo’

Entonces Dy y Dj son idénticos sobre el intervalo [ug, 1] y s6lo son diferentes sobre el
intervalo Jy = [pr—1, k] donde se tiene que

Di(u) = dg—1 + (di — dp—1)Me(u); pre—1 < u < gy,
Dy (u) = dj—1; fr—1 < u < g

Entonces

Tl T, 1
/ / (D1 (un) — Da(u12))dy11a0y bt — / (D1 () — Ds(t12)) 3y 100, beldlt
0 0 Te_1J0
Ty, xp—1(t)
= (dy — di—1) / i (U2)Opo0ppdadt
Tr_1J0
donde
Tk x—1(t) T
(dy — diy) / / M (12)0y 20, Gt = / (9(t) — go(0))0(t)dt
Ti_1J0 Tk-1

Desde aqui se procede como en la primera parte y se concluye que

|dx — D(px)| < Oy — prx—1|

Un resultado similar se prueba, procediendo de la misma manera, para el dato { f(tx), h(tx)}
O
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El lema 2.2.1 afirma que dado uno de los datos { f(tx), g(tx)} o {f(tx), h(tx)}, se pueden
calcular los valores dj a partir de la ecuacién ( 2.1.6), estos valores nodales aproximan los
valores del coeficiente verdadero D en los puntos g, jt1, ..., ftas. Sin embargo, ésta conclusion
ignora ciertos aspectos, Veamos

1. No se conoce D (p(x,t)) en el problema adjunto ( 1.2.10), ya que D es el coefificente
que requiere calcular y p es un nimero desconocido entre py y ps. Si se supone éste
valor, entonces s6lo podemos aproximar la solucién del problema adjunto ( 1.2.10) y
esto va tener influencia sobre las conclusiones del lema 2.2.1.

2. Las integrales en la identidad ( 2.2.1) s6lo pueden ser aproximadas por algin método
numérico por lo que el grado de refinamiento es limitado. Este hecho interfiere con la
precision de dj con respecto a D(ju).

Se consideraran ambos aspectos, empezando por la aproximacion del problema adjunto.
Sea ¢(x, t) la solucién del problema adjunto ( 1.2.10) encontrada a partir de una conveniente
aproximacién de D;. Supongamos que el coeficiente en el problema g-adjunto se escoge como
un valor constante dj_q, es decir

Dy(p(,t) = di—1 p(x,t) € Ji = [ptr—1, ]

entonces si se reemplaza ¢ en ( 2.2.1) por g%(x, t), podemos denotar el valor nodal resul-
tante por dy.. Note que para esta escogencia del coeficiente, existe la dificultad de resolver el
problema adjunto ( 1.2.10) en el rectangulo (0,1) x [Tx_1,T}] v luego se calcula dj, usando
( 2.2.1). Ahora se procede a comparar el valor dy, con dy,.

Lema 2.2.2. Sea f(t) una funcion que satisface 1.1.1, sea D el coeficiente que satisface
1.1.2y 1.1.83y seall ={pux = f(Tx) : k=1,2,..., M} una particion de J. Para k entre 1 y
M consideremos el siguiente problema adjunto

Orp(x,t) + cOppd(x,t) =0 Sk = (0,1) X (Ty—1,Tk)

oz, Ty) =0 e (0,1)
¢(0,t) = f(T} — 1) t € (Ty-1,Ty)
&Cgb(l,t) =0 t e (Tk—laTk)

Suponga que {p;,¢;}, i = 1,2 denotan dos soluciones del problema adjunto correspondi-
entes a distintos valores del coeficiente c. En particular, suponga que ¢1 = ¢(x,t;cq,0) para
1 = dp_1 Yy &2 = ¢(x,t;¢9,0) para co(z,t) = D(pu(x,t)), donde u(x,t) denota una funcion
continua en Sy con valores en Ji = [ug_1, p]. Entonces

10:(01 — d2) || 22(s,) < Clpte — pia—1] (2.2.4)
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Demostracion. Primero notemos que o = ¢1 — ¢, satisface

3,50 -+ clama = (CQ — Cl)angbg (l’,t) € Sk

o(z,Tx) =0 z e (0,1)
O'(O, t) =0 t e (Tk—la Tk)
8360(1,75) =0 t e (Tkz—laTk)

Si ¢ es una funcién de prueba arbitraria, entonces

// (040 + 102200 00dzdt = // (o — €1)Ope POy tdzdt
Sk Sk
Integrando por partes se obtiene

1 Ty,
/ ataamzﬁd:rdt:/ @p@ﬂ/}dxdt—i—/ Jazwg’l:_ldx—/ o0|5dt
Sk Sk 0

Th—1

T

/ O0pp 00 0dxdt = — / 0,00, dxdt + 0,00, |5dt
Sk Sk

Tk—1
luego

1 T
/ D0 [0 — 10,010 ddt + / 00,0\ 7k dx — / 00,1t
Sk 0

Tk-1
Tk

ve [ duoo.uliit = [[ (- c)onondsvdnat
Sk

Tk

Escojamos ahora una funcién de prueba 1 que satisfaga

O) — 10400 = Opo (x,t) € Sk,

U(x,Ty—1) =0 z € (0,1),
@C@ZJ(O, t) - 0 t G (Tk:—la Tk),
w(l,t) =0 t e (kalaTk)-

Entonces la integral anterior se reduce a
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/ /s Oro dudt = / /Sk((@ — 1)) D)t

Note que 7 es la solucién de un problema lineal con coeficiente constante, ésta funcion
puede ser expresada en términos de la funcién de Green, I'(x, t),

t 1
Y(x,t) = /T /0 I'(z —y,t —7)0yo(y, 7)dydr, (x,t) € Sk

y con eso

¢ 1
O (x,t) = / O I'(x —y,t — 1)0,0(y, 7)dydr

Tp1 J0

Asi para (z,t) € S, se tiene

Tk

1
10,0 (z,t)] < / / |0, (x —y,t — 7)0y0(y, T)|dydT
Tr_1J0

. 1/2 — 1/2
< / / |0, (x —y,t — T)|2dyd7' X / / |0y0(y, T)|2dyd7'
Ty_1 J0 Tk—1 Y0

de donde

x| 0,1z, 1)] < C0,01]12

De otra parte

/ /S [0z0]*dxdt :‘ / /S (61—02)0mqb28x@/)dxdt'

< n;ax lep — C2|/ |0 P20, | dxdt
k Sk

MAax

S ‘Cl - 62||’axx¢2”L1Hax¢Hoo
k

IN
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luego

max max

10,01 < C g, [a—cllde<C g le—call[dy0]l2

ahora,
max max
— = di_1 — D ,t
s, c1 — ¢ S, |dg—1 — D(p(z,1))]
max
< |dk—1 — D(p—1)| + S, | D(pe-1) — D(p(, 1))]
< 2K |pg — pre-1]
entonces

10yl < Clik = px]
O

Ahora se usara el estimativo ( 2.2.4) para considerar el efecto al usar una aproximacién
del problema adjunto en la aproximacién del primer valor d;. La diferencia entre el valor dj,
calculado usando la solucién correcta pero desconocida del problema adjunto ( 1.2.10), y el
valor 6/1\1 calculado, usando una incorrecta solucion del problema adjunto esta dado por.

| 00 - steppioyi | o) - mieppioyi

dy —dy = —20 Sa—
1 1 T pzo(t) N T1  pzo(t)
0 0 0 0

1 1
= (97 920) {U(&) N U(sb)}

Y 11(9)

(ver ( 2.2.3))
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Donde

~ T1 CEO(t) e
I1(¢) = / / A1 (U2)Optio0yppdxdt.
o Jo
Se quiere demostrar que, cuando la maya exterior se refina, la diferencia I1(¢) — 11 (5)
en donde ¢ es la solucién del problema adjunto 1.2.10 con el mal coeficiente, tiende a cero.

~

Por otro lado, I1(¢) también tiende a cero cuando la malla exterior es refinada. Para ver si

~ ~

I1(¢) tiende a cero con aproximadamente la misma rapidez que I1(¢) — I1(¢), es necesario

~

examinar el comportamiento asintético de 117().

~

Para esto supongamos que (7)) < 1, entonces el dominio de integracién para I11(¢) es
aproximadamente la regién triangular {(x,t)/0 <z < x4(t),0 <t < T3 }.

~

Un posible analisis del comportamiento asintético de 11(¢) hacia 77 cuando T; tiende
a cero es el siguiente. Supongamos que f(¢) = At para una constante positiva A. En-
tonces es posible resolver el problema directo y el adjunto respectivamente para obtener
ug(z,t) v ¢(x,t). Siguiendo los argumentos de la referencia [1], encontramos que g(t) =
—D(u1(0,1))0u1(0,t) v g2(t) = —drOus(0,t) se comportan asintéticamente como +/%.

ésto lleva a
/O (g(t) - ga()P(t)dt = /O (9(t) = () ATy = D)t ~ CTY. (2.2.5)

Un resultado similar se consigue para 6xu28x<$ sobre 0 <z <1y0<t<Ty;

B2 d ~ Vim(z)\/Th — tm(z)

donde m(z) denota una funcién decreciente con m(0) = 1y m(1) = 0. Ademds, para T}
pequeno, se puede suponer zy(t) &~ at para una constante positiva a, y esto lleva a que

. 1 przo(t) R
1@ = [ [ Mo, sdut

~ /OTl (/Oat%\/%m(x) T —tm(x)dx) dt
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~

La cantidad I1(¢) ha sido calculada numericamente para una sucesién de valores T}

decreciente hacia cero. El resultado de este estimativo numérico muestra que 17(¢) decrece
a cero de la misma manera que T°2 cuando T} tiende a cero. Asf

11($) ~ CT. (2.2.6)

Ahora

I1(¢) — I1(9) }
11(9)

cﬂ—dlz(dl—do){ ~
y del lema 2.2.2 se sigue que

~

v pzo(t) ~
1(6) — I1(3)] — /0 /0 M (12)Ds1[0u — Oy dldadt

0.(¢ — ) < Ch [ — po

= O(T1> ’ L2(S1)

Por otro lado

|dy — do| = [D(p1) — D(po)| < K |p1 — pol

y con eso
- I1(¢) — 11(¢)|  KC(T,
)dl o dO‘ S |d1 o d0| (¢) _— (¢)' S (Al) IIul . ,u0|2
11(¢) 11(¢)
Luego para T} suficientemente pequeno
~ KC(Tv) s _ Kf(1) g
‘d1—do‘ SC’TE/le_MOl < TTI

Para algin 7 > 0

En general, se tiene

25



Lema 2.2.3. Para f(t) = At, A > 0, Para el coeficiente D que satisface 1.1.2y 1.1.5.
Para una particion fija, 11 = {up = Atg; k=0,1,...., M} de J, fijemos k entre 1 y M. Sea
3 = ¢(x,t,dp_1, A(T — t)) y ¢ = ¢(z,t,c.A(T}, — t)). Finalmente, sea dy y di, los valores
nodales determinados a partir de 2.1.6 usando los valores [dy, dy, ..., dx_1] y las soluciones
adjuntas gg y ¢ respectivamente. Entonces

~ K Kf'(r)?
’dk — dk‘ < —— | — a1 ? < L)mr@ — Tra| V2
I1(o) C

Este lema implica que el error introducido sobre la identificacién por la solucién del
problema adjunto con un coeficiente aproximaddo tiene un efecto decreciente cuando la
malla exterior es refinada.

~

Cuando la malla es refinada, la diferencia 11(¢)—11(¢) tiende a cero cuando el cuadradro
de la malla lo hace. Sin embargo, cuando el tamano de la malla tiende a cero, encontramos
que I1(¢) también lo hace, y quiza mas rapidamente. Es posible que la solucién del problema

adjunto pueda mejorarse a fin de que 11(¢)— II(Q/b\) tienda a cero con la rapidez que ‘c?k — dk‘

lo hace, cuando el tamano de la malla tiende a cero. Se vera a continuaciéon que esa mejora
no hace mejor la convergencia de la solucion aproximada.

Finalmente se va aconsiderar el efecto del error en la integracién numérica sobre el calculo
de d. Consideremos el caso k = 1. Se tiene

| o) - saenoteya -

d1 = dO + T zo(t) ~ B dO " T@7
/ / )\1 (Ug)@xu28x¢dxdt
0 0
y
~ I*(g —
R Ul )
11(¢)

~

Donde I*(g — g2) y II*(¢) denotan los respectivos resultados calculados usando la malla
interna para aproximar numéricamente los correspondientes valores de la integral simple y
la integral doble. Entonces,

FogrTo-g)-Ilg-—gp)+tlg=g)_, IHi-g)lta
’ 114(6) — 11(9) + 11(9) [1(¢) 1+
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donde

|- |- 1Ir
ST Y T T
14+ &
~ 1 —
1-'-62 e £
Con eso

~ I(g — 14¢ I(g —
Fodoyo—mite o Ho-w)g

1(g) l+e 0 11(9)

I(g — go)

~

i3
o 11(3)

< (e1+&2) = ‘@—do‘(sﬁrsz)

El error en la integracién numérica tiene un estimativo

I —I*| < C(At)?
Donde At es el tamano de la malla interna

[T — IT*| < C(AzAt) = C(At)?
de ( 2.2.6) se tiene

T xo(t) 5/2
o Jo
Entonces, para T} = kAt, se encuentra que

< I(g—gM)

e |0

-4,

C1(At)?
Co(kAt)5/2

dy — dy

IA

< C(At)~V?

(ver ( 2.2.6))
En general se puede enunciar el siguiente teorema
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Lema 2.2.4. Sobre las mismas condiciones del lema 2.2.3, sea dj el nodo con el efecto
de error inducido por la integral aproximada numéricamente necesaria para el lema 2.2.3.
Entonces, cuando el tamano de la malla exterior e interior, tiende a cero.

‘Ek _ I <o@ane

Este estimativo sugiere que cuando la malla exterior es refinada con el fin de mejorar la
aproximacién de la identificacién del valor nodal D(p;), més y més puntos son absorbidos
por la malla exterior, contribuyendo a los errores en la integracién numérica, |I — I*| y
|11 — 17|, que son de orden At2. Al mismo tiempo, 11(¢) tiende a cero con orden At3/2
por lo que el efecto de la integrales aproximadas es maginificado cuando At tiende a cero.
Evidentemente, para algunos puntos los valores de las integrales usados para calcular dy lleva
al mismo orden de magnitud que los errores de la integraciéon numérica y en este caso los
calculos no tienen ya ninguna informacién. Ademas cuando diminuye el tamano de la malla
el tamano del error aumenta.

Finalmente, se puede combinar los lemas 2.2.1, 2.2.3 y 2.2.4 para escribir

)D(Mk:) —UTZ

= ’D(ﬂk)_dk‘i‘dk_gi\k‘*’gk_@;

< D) = il + |dy — | + | — (2.2.7)

< C1At + CQ(At)_l/Q

Evidentemente el error en la identificacién de d; no tiende a cero cuando At tiende a
cero pero puede ser minimizado por un valor éptimo de At diferente de cero.
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Capitulo 3

Experimento Numérico

3.1. Un pseudocddigo en Matlab

Algunas simulaciones se hicieron en matlab para recuperar los siguientes coeficientes;

D(u) =2 —atan[6(u —1/2)], Du)=14+u y D(u)=1+ %sen(Qﬂu) O<u<l

El pseudocodigo que se uso para la recuperacion del coeficiente en cada caso, es llamado
por los autores del articulo, referencia [1], el método no iterativo.

Este método logra obtener buenas aproximaciones utilizando parcialmente las regiones
en donde tienen lugar los diferentes rangos de altura determinados por las curvas de nivel
de la solucién u del problema directo ( 1.1.4). Cada f(ux) k = 0,1,2,..., M representa un
valor de la superficie de nivel de u, en nuestro caso aproximada por u; y us. Las regiones de
iteracion son marcadas también por los nodos de la malla que se ha llamado gruesa y que
estan representados por la particiéon 0 =ty < t; < --- < tp;. En el algoritmo t3; = 1.

La figura 3.1 ilustra las curvas de nivel, los nodos de la malla gruesa y las regiones donde
se aproximan respectivamente dy, ds, ....

El pseudocddigo estd basado en la formula recurrente dada por ( 2.1.6) y en el algoritmo
explicado en las paginas 14 y 15 de este texto. El objetivo en éste es conserguir una aproxi-
macién del coeficiente D(u) por una poligonal Py[do, d, ..., dy] empezando la recuperacion
desde el intervalo [u(0), u(1)] = [f(to), f(t1)] aproximando d; y aumentando el intervalo a

[11(0), 1(2)] = [f(to), f(t2)] para aproximar el siguiente, do.

Pasar de un intervalo a otro significa una iteracion. En la k-ésima iteracion es necesario
resolver el problema directo ( 1.1.4) con Py[dg, dy, ..., dy, di] como coeficiente aproximado y
condicién de frontera en z = 0 dada por f(t) = t, con ésta aproximacién del problema directo
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Figura 3.1: Regiones de Integracion

se consigue una aproximaciéon de dy1, después con Py[dy,dy, ..., dk, dr+1] como coeficiente
aproximado se resuelve el problema adjunto dado por 2.1.6, y con la soluciéon aproximada
del problema adjunto ¢ se calcula la aproximacién dj, ;. Se repite éste proceso para calcular
el siguiente hasta terminar los nodos de la malla gruesa.

El cédigo en Matlab para realizar las simulaciones es el siguiente:

clc

clear all

% Primero simulamos las condiciones de frontera;
% g(t)=-D(u(0,t))d_xu(0,t) o h(t)=u(l,t);

% utilizamos el archivo datos.m;

datos
dx = 1/length(x);
dt = 1/(m*n);

% este programa tambien calcula la primera aproximaci\on;

NM = length(hp);
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tmax 1;

T(1) = 0;

D(2) = De(£(0));
nivel = 2;

k = m;

p = 1/n;

T(2)=p;

ti=t1;

si=0;

Dphi = D;
while tmax <= NM
[ul,Dupx,Dulx,phil,Dphi] = solver_probleml(x,tl,gl,delta,...);
[phil,Dphix] = solver_phi(x,tl,gl,delta,Dphi,...);
umin = F(T(nivel-1));
umax = F(T(nivel));

tmin = m-k+1;
tmax m+1;

IT = intedoble(umin,umax,tmin,tmax,ul,Dulx,Dphix,dx,dt);
I = intel(m,t1,Dupx,D,gl,theta,T,k);
D(nivel)=D(nivel)+I/II;

nivel = nivel +1;
D(nivel) = D(nivel-1);

p + 1/n;
m+k;

P
m

tl = linspace(0,p,m+1);
T(nivel)= t1(m+1);
theta = tta(p,tl);
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T
D

if nivel == n+1, break
end

end
[ul,Dupx,Dulx,phil,Dphi] = solver_probleml(x,tl,gl,delta,...);

[phil,Dphix] = solver_phi(x,tl,gl,delta,Dphi,...);

umin = F(T(nivel-1));
umax = F(T(nivel));
tmin = m-k+1;

tmax = m+1;
IT = intedoble(umin,umax,tmin,tmax,ul,Dulx,Dphix,dx,dt);
I = intel(m,t1,Dupx,D,gl,theta,T,k);

if abs(II-I)<0.1
D(nivel)=D(nivel-1)+I/II;
end

plot (£(T),D,’*’,£(T),D);

Con éste programa y el uso del software Matlab se consiguierén las aproximaciones de los
coeficientes propuestos al principio del capitulo, con diferentes tamanos para malla delgada
y gruesa, asi:

La figura 3.2 a) muestra la recuperacién del coeficiente D(u) = 2 —arctan(6(u— %)) para
una malla gruesa de cinco nodos con una malla fina de cuatro puntos.

La figura 3.2 b) muestra el efecto de aumentar el nimero de puntos de la malla fina a
cuatro, siete, diez y veinte puntos entre dos nodos de malla gruesa para el mismo coeficiente.
La figura 3.2 ¢) muestra una recuperacién con cuatro nodos en la malla gruesa y cuatro en
la malla fina.

La figura 3.2 d) muestra una recuperacion con siete nodos en la malla gruesa y cuatro en
la malla fina.

La figura 3.2 e) muestra una recuperacién del coeficiente para f(t) = 2t con siete nodos
de malla gruesa y 4 de malla fina. Debemos notar qué en este caso el intervalo de u es
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[£(0), f(1)] = [0, 2] aunque ¢ € [0, 1].

Coeficiente recuperado con malla gruesa 5 nodos y malla fina 4

25F

15r

D(u)
* d
—Pg(w)

0.5
0

5 Coeficiente recuperado con malla gruesa de 4 nodos y malla fina 7

25

15

D(u)

0.5
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Coeficiente recuperado con malla 7 nodos malla gruesa, malla fina 4 y f(t)=2t

25F

15

D(u)
*
P_(u) 5

0.5
0

La figura 3.2 e) muestra una recuperacién del coeficiente para f(t) = 2t con siete nodos

Coeficiente recuperado con malla gruesa 5 nodos y malla fina 4,7,10 y 20
3.5 T T T T
D]
*
— P

251

151

05 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

b)

Coeficiente recuperado con malla gruesa 7 nodos y malla fina 4
3.5 T T T T

D(u)
4
~__ * dk
3t XOL
25}
ol
15}
1L
05 . . . .
0 0.2 0.4 06 08 1
d)

Coeficiente recuperado con malla 5 nodos malla gruesa, malla fina 4 y

3.5 0=2 ‘ ‘ ‘

D(u)
* d
3t P H




de malla gruesa y 4 de malla fina. Debemos notar que en este caso el intervalo de u es
[£(0), f(1)] = [0, 2] aunque ¢ € [0, 1].

La figura 3.2 f) muestra una recuperacion del coeficiente para f(t) = 2¢ con cinco nodos
de malla gruesa y 4 de malla fina.

Podemos dar una idea de que tan buena es la recuperacién del coeficiente, comparando
la u que es la solucién del problema directo (Resuelta con el coeficiente original D(u)) con
la u; que es la solucién aproximada (Resuelta con la poligonal P,(u)). La figura 3.3 muestra
a u 'y a up. Para la recuperacion se utilizé un malla gruesa de 5 nodos y una malla fina de 4.

La u solucién real del problema directo y ul solucién aproximada

0.8

Figura 3.3: La solucién real u y la solucién aproximada para 2 — arctan(6(u — %))

Otras aproximaciones se hicieron con el programa en matlab para los coeficientes D(u) =
1+uy D(u) =1+ }sin(2mu) con diferentes tamafios para malla gruesa y fina. Las graficas
para 1 + %sin(27ru) se presentan a continuacén con diferentes tamanos de malla gruesa y
malla fina.
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Coeficiente recuperado con malla gruesa de 7 nodos, malla fina 3 Coeficiente recuperado con Malla gruesa 9 nodos, malla fina 3
T T T T 1.8 T T T T T

18

D(u) D(u)
* * G
16 P 16r P

02 04 06 038 1 “o 02 04 06 038 1 12 14
a) b)

Figura 3.4: Coeficiente recuperado D(u) = 1 + 1sin(27u)

También podemos comparar para éste coeficiente la u real con la u; aproximada, veamos
la siguiente grafica.

La u real y la ul aproximada

14

124

Figura 3.5: La u real y la ul aproximada para D(u) = 1 + $sin(2mu)

Y para el coeficiente D(u) = 14 u obtuvimos las siguientes aproximaciones con diferentes
tamanos de paso en la malla gruesa y en la malla fina
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18

17

1.6

15

14

13

12

11

Coeficiente recuperado con 2 nodos malla gruesa, 45 en malla fina
T T

D(u)

19

1.8r

1.7

16

15

1.4

13

1.2

1.1

0.2

0.4 0.6
a)

Coeficiente recuperado malla gruesa 4, malla fina 15

*

D(u)

g

P.()

0.2

0.4 06
c)

191

1.8

171

161

151

141

131

12r

11r

Coeficiente recuperado Malla gruesa 3, malla fina 25
T

D(u)‘
* d
P (u)

0.8

0.2 0.4 0.6
b)

La solucién verdadera u y la solucién aproximada u

0.6

08
d)

Figura 3.6: Coeficiente recuperado D(u) =1+ u

La figura 3.6 muestra las aproximaciones del coeficiente D(u) = 1+ u con tamanos en la
malla gruesa 2,3 y 4. En estas gréficas se nota que cuando se uso un tamano de malla gruesa
pequeno la mejor aproximacon se consgue con un tamano de malla fina grande. Al final se
obtiene una muy buena aproximacion de la solucién verdadera u la cual se muestra en la
figura 3.6 d).

En las ecuaciones diferenciales parciales se utilizo "solver_probleml"para resolver el
problema directo y solver_phi para resolver el problema adjunto. Ambos programas incor-
poran el resolvedor ode15s que hace parte del Tolboox de Matlab para resolver ecuaciones
en derivadas parciales.

Para calcular las integrales se utilizo trapz una de las funciones incorporadas de Matlab
para calcular integrales simples. Este comando de matlab se uso también de manera iterada
para calcular la integral doble.
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3.2. Conclusiones

1. El algoritmo funciona rapidamente. Esto es relevante ya que el programa debe resolver,
en cada iteracion, dos ecuaciones diferenciales parciales, ademas de un sistema de
ecuaciones que aumenta de tamano en cada iteracién.

2. Las cotas de error dadas en teoria evidencian en el algoritmo la pérdida de informacion
en la recuperacién del coeficiente cuando la malla en general crece (Malla gruesa y malla
fina). Las mejores aproximaciones se consiguieron con tamanos de malla pequenos.

3. La conclusién 2. estd obviamente ligada al estimativo ( 2.2.7)

’D(,uk) - CZ;;‘ < AL+ cy(Ab)E

En esta tesis no se explica un método para hallar un At 6ptimo para la recuperacién
de D(u). No obtante, el lado derecho de la anterior desigualdad sugiere la posibilidad
de calcular un At 6ptimo, aplicando técnicas como L-cuvas o GCV (General Cross
Validation).
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Capitulo 4

Apéndice

Lema 1.2.1

Demostracion. Sean fy D funciones que satisfacen las hipotesis dadas en ( 1.1.1), ( 1.1.2),
(1.1.3), y u la solucién del problema ( 1.1.4). Sean F'(z,t) una funcién suave en Qr y ¥(z,t)
una funcién de prueba en ()7, entonces

(On(f (1) = w(z, 1)) + Oua B(ulz, )0 (. 1) = [ (t)(x, )

Integrando sobre ()7, tenemos
/ (Ou(f(t) —u(z,t)) + 0w B(u(x, $tdtdx—//f Y(z, t)dtdx

de donde

Q//{ &m(ag{f(z))_f ’ >(), 1)) } (2,1) dtdx—//f (z,t)dtdz

luego

Ay (f(t) — u(xw,t))(x, t)dtdr + [ [Dyu(B w(z, t)))Y(x, t)dtde
o5 J o

//f (, t)dtda. (4.0.1)

Calculemos la primera integral del lado izquierdo
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/ O(f u(z,t))Y(x, t)dtde = / / O(f(t) —u(x,t)y(z,t)dtd
Integrando por partes en la integral iterada del lado derecho, tenemos

/ O(f(t) —u(x,t))(x,t)dtdz

-/ (1) — ula, ) (ar ))/F [ - u(x,t»ath,t)dt} da

0

V[ (D) = ula, T, T) = (£(0) = ul, 0))(x, 0)
/0 - / (f(t) = ulw, ), t)dt e

Sabemos que, f(0) — u(x,0) = 0 e imponemos la condicién

Uz, T) =0 (4.0.2)

//at —u(z,t)Y(x, t)dtde = / / — w)Oy(x, t)dtdx

Para la segunda integral del lado izquierdo de la ecuacién ( 4.0.1), tenemos

//am(B(f(t)) — B(u(z,t)))(x, t)dzdt = /0 /0 0w (B(f(t)) — B(u(zx, 1)) (z, t)dzdt
Qr

Integrando por partes la integral iterada, tenemos

con eso,
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//a“’ u(z, 1))y (z, t)dzdt

_/0 {(‘)m(B(f(t)) (1))} — /a )))Qx@b(x,t)dz} dt
-/ ' :—az<B<u<x, )b, 1)/ / 2,.(BU(W) B<u<x,t>>>arw<x,t>dx} a

:/0 __D(u(x,t))ax(U(x,t))W(x,t)/(l)—/Oﬁx(B(f(t)) —B(U(x,t)))amw(x,t)dxl p

r [ =Dt )2 (u(1,)6(1,6) + D(w(0, )2 (u(0, ) (0. )
/0 - / Ou(B(F(£)) — Blulw, £))0,(x, t)d .

En la ultima integral tenemos del problema directo que d,u(1,t) = 0, e imponemos sobre
1 la condicién

¥(0,1) =0 (4.0.3)

con eso,

[
- _/0 /oa’”(Bq(t)) — B(u(w,1)))0.9 (v, t)dxdt

de nuevo integrando por partes tenemos

u(z,t)))(x, t)dedt

/0 | 0,(B(f(t) = Blulz, )0, (x, )dads

o[ (BU(0) ~ Blulz. 0)0su(x. 1)/
:/o — [ B((t) - Blu(w,t))0usi(e, t)dx |

0

dt

r[ (B(f(t) - Bu(L,£)))0:0(1,) = (B(£(t)) — B(u(0,1)))0:4(0, 1)
_/0 —/B(f(t)) — B(u(,1))) Ot (2, t)dx

0
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del problema directo u(0,¢) = f(t), e imponemos sobre 1 la condicién

B,0(1,1) =0 (4.0.4)

y entonces tenemos que

/ / » ua, 1))z, )

) / 09w<3<f<t>>—B<u<x,t>>>am<x,t>dmt
[ / / (B (0) ~ Blulo, )00 o )]
(70

- [ fsuo

Podemos escribir la ecuacién ( 4.0.1), como sigue

[ [0 - Bate, 0ot s //f -
0 (x,t)dx (4.0.5)
/ / — u)Op(z, t)dtdx

@) u(z,t) f(0)
B () — Blu(z,t)) = [ D(s)ds — / D(s)ds=— [ D(s)ds.
£(0) £(0) ()
Ahora para (z,t) fijo, existe u(x,t) € J tal que

£)))Oaatp (, ) ddt

Notemos que

B(f(#)) = B(u(z,t)) = —/ D(s)ds = =D(a(x, 1)) (f(t) — u(z,1))

luego

_/01 /OTD(ﬂ(x,t))(f(t)—u(mjt)) Oy, 1)t
{ _/01 /OT(f—U)@w(x,t)dtd;p //f (@, t)dwdt

De donde

/ / —u)(D(u(x,t)) 0wt (x,t) + Optp(2,t))dtdx = //f (x,t)dxdt, (4.0.6)
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e imponemos la siguiente condicién

D(a(,£))uate(,1) + (. 1) = Fla,t)

donde F(x,t) es una funcién suave en Qr.
Escribimos entonces la ecuacion 4.0.6 como sigue

// £) — ulz, t)F xtdtda:—//f Oz, t)dadt

donde 9(z,t) es la solucién del problema adjunto
K(z,t)0p0(x,t) + 0p(z,t) = F(x,t) en Qr

(@, T)=0 0<x<l1
¥(0,t) =0, (1,t) =0 0<t<T

1 f(®)
D(s)ds.

con Kz t) = Dla(e. ) = g5 |

Lema 1.2.2

Demostracion. Sean fy D funciones que satisfacen las hipotesis dadas en ( 1.1.1), ( 1.1.2)
y ( 1.1.3), y sea u la solucion del problema ( 1.1.4). Del problema directo tenemos que

Owu(z,t) = O B(u(z,t)) en Qr

= / D(s)ds
f(0)

8t(u($l},t) - f(O)) = ach(u(:Evt))

Sea 1)(x,t) una funcién de prueba en @7, entonces

donde

tenemos

at<u($’ t) - f(O))@D(l’,t) = 8sz(u(:E,t))¢(:E,t)

Ahora integremos sobre ()7, esto es,

/ / By (u(z,t) — F(0))¢(w, t) dedt = / / By Bu(z, t)0(x, t) dudt
Qr QT
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Integrando por partes en el lado izquierdo de la ecuacion 4.0.7, tenemos

/ O(u(z,t) — f(0)(z,t) dedt
Q

-/ m@¢>(ﬂmmmwvg/wu¢>ﬂmWW@xm4dx

0

[ (u(z,T) = f(0))¢(z, T) = (u(z,0) — f(0))¢(z,0)

T

‘/ - [ tute.0) ~ 0Pty

0

dx

Ahora imponemos sobre v, la condicién ¥ (x,T) = 0, para obtener

Q/T@t(u(m,t)—f( (@, t) dedt = // (2,) — £(0))d)(x, t)dtdx

Integrando por partes en el lado derecho de la ecuacién 4.0.7 tenemos

/ Ove B(u(z,t))t(x, t) dudt
Qr

[ w(x{ £)0,B(u(x, 1))/

- 0/ - / 0. B(u(z, 1)) duts(z, )z |

[ 770(11 t)aacB(u(lv t)) - ¢<0’ t)a:cB(u(Ov t))

- / 0, B(u(x, )0y (x, £)da di

|
St~

E imponemos una segunda condicién sobre 9, la cual es ¢(0,t) = 0, con eso,
r | ¥(1,8)0,B(u(l,1))

)
Q/T / Ou Blu(z, )z, t) dudt — 0/ B /laxB(u(% e e | &
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Integrando por partes en la integral entre 0 y 1, tenemos que

/‘@ﬁW@ﬂwmﬂMﬁ

I
O\ﬂ
HaQD

= /Tamo, t)B(

:! - _ijLm@m@ﬁM

o f]

En esta tultima igualdad se impuso la COHdlClOIl sobre 1),

w(x,t))0zt(x, t)dx

dt

dt

VOt (z, t)dadt

9.0(1,t) = 0, y se uso la regla

de la cadena y la condicién d,u(1,t) = 0, del problema directo, para mostrar que

Luego

/ Ove B(u(x, t))(z,t)dt =

8,B(u(1,£)) =0

-78x¢OtBuOt))dt
// ) Ot (z, t)dzdt

(4.0.9)

De las igualdades de ( 4.0.8) y ( 4.0.9), y por la ecuacién ( 4.0.7) tenemos que
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Que podemos escribir

[ w0~ sopaute i

Qr :—/@wmwmmamﬁ
+ B(u(x,t))0z0(x, t)dzdt ;
/!

O también, en virtud del teorema del valor medio, con f(0) < pu(z,t) < u(z,t), podemos
escribir

. [ Pt ) ulz,t) = 1(0)0us (ot / rn

Que es equivalente a

/ / w— F(0))(@b(x, 1) + D(p(x, £))0rgtd(x, 1)) ddt = — / 0,0(0, £) B(u(0, 1))t

Sea F(z,t) = Owp(x,t) + D(u(x,t))0pt0(z,t) en donde F(x,t) es una funcién suave en
Qr-

Entonces podemos escribir la ecuaciéon anterior como,

//w@w—ﬂ F(z,t)dedt = /@¢0t
Qr

En donde v es la solucion del problema adjunto en Q1

O, t) + K (x,8)0,00(2, ) = F(x, 1)
W(0,6) =0, 0<z<1
Uz, T) =0, 9(1,t)=0, 0<t<1

u(z,t)

donde K (z,t) = D(u(x,t)) = m /f(O)

D(s)ds es una funcién suave en Q7.

]
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Lema 1.24

Demostracion. Del problema directo tenemos

Owu(z,t) = O B(u(z,t))

Multipiquemos ambos lados de la ecuacién por 9,¢(x,t) para una funcién de prueba
arbitraria ¢(x,t), esto es

Op0(x, t)0pu(x,t) = Ope B(u(z,1))0:p(x, t)

e integremos sobre Q)r, tenemos

Q// OxP(x,t)O0pu(z, t)dxdt = // Ope B(u(z,1))0:p(x, t)dxdt (4.0.10)

De la integral del lado izquierdo, obtenemos

T 1
// 0p (2, t)Opu(z, t)dxdt ://8z¢:ct8tuxt)d:cdt
00

Integrando por partes conseguimos

Q/T / 0,62, t)Dyu(x, t)dudt

Oz, t)p(z,t) /5 — /(b(x,t)axtu(:c,t)dx ] dt

Owu(1,t)p(1,t) — Ou(0,t)p(0,t) — /cﬁ(x,t)@xtu(x,t)dx ] dt

Impongamos la primera condicién sobre ¢, esta es ¢(1,t) = 0 con eso

T

// Op0(x,t)Opu(z, t)drdt = O/lﬁtu()t »(0,1) /¢xtmtu(xt)dx]dt
/atUOt $(0,8)dt — //qutmuxt)dxdt
—O/Gtu((),t)¢(0,t)dt—O/O/qﬁ(x,t)@xtu(x,t)dmdt
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Como se ha supuesto continuidad del integrando de la integral doble en el lado derecho,
podemos cambiar el orden de integracion, e integrar por partes con respecto a ¢, obtenemos

Q/T/ Ou¢(,t)Opu(z, t)dudt

_ /T D (0, 1)H(0, t)dt — /1

= —/Tatu(O,t)ng(O,t)dt—/l

En esta tltima igualdad imponemos una segunda condicién sobre ¢, que es ¢(x,T) = 0,
ademés d,u(x,0) = 9,(f(0)) = 0 obtenemos

T
o(@, )duu(z,1)/T — / () Dyule, £)dt | da
0

¢(x, T)Opu(x, T) — ¢(x,0)0u(z,0)
dx

T
— / Oy p(x, t)0pu(z, t)dt
0

Q/T/ Opp(z,t)0pu(, t)drdt = —0/8tu(0,t)¢(0,t)dt+0/0/8t¢(m,t)8$u(x,t)dtdm (4.0.11)

Por otra parte, integrando por partes en el lado derecho de la ecuacién ( 4.0.10), obten-
emos

/ Ove B(u(x,t))0,0(z, t)dxdl
Qr

|

0pp(,4)0: B(u(x, 1)) /g /3m¢($,t)3zB(U(I,t))dm} dt

[ 8m¢(17 t)axB(u(L t)) - 8m¢(07 t)axB(u(()? t))

1

—/8x1¢($,t)8IB(u(w,t))dx

0

dt

I
Ot — 5

Ahora imponemos una tecera condicién sobre ¢, que es 9,¢(0,t) = 0. Ademés 0, B(u(1,t)) =
OuB(u(1,t))0,u(1,t) =0, ya que d,u(1l,t) = 0. Con eso
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T 1

/ Ope B(u(z,1))0:p(x, t)dxdt = —//8w¢(a:,t)8x3(u(x,t))dmdt (4.0.12)
Qr 0 0
La igualdad 4.0.10 nos conduce a

T 1

- /T D (0, 1) (0, £)dt + /1 /T Bz, t)0pu(x, t)dtds = — / / Dnd(, )0, B(u(z, t))dadt

00
De donde

/T (0, £)6(0, £)dt — / / O, ), )t + / / Dnn b, )0, Blu(z, 1)) dtda
0 Qr Qr

Que implica

/gb(O,t)f’(t)dt = // [0rp(x,t)Opu(z,t) + Opud(, )0, B(u(x, t))] dtdz
0 Qr

- / Oy, £) [ (@, 1) + D B(w)Dnad (i, )] b
Qr

= / Oyu(x, t)F(x,t)dtdz
Qr
Finalmente obtenemos que

T

/gb(07 t)f(t)dt = / Oyu(x, t)F(x,t)dtdz,
0 Qr

para una funcién F(z,t) positiva y continua en Q7 y ¢ que satisface el problema adjunto

en QT

Od(x,t) + D(u)0pp(x,t) = F(x,t)
oz, T)=0, 0<z<l1

9:0(0,t) =0, ¢(1,¢)=0, 0<t<T
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Lema 1.2.6

Demostracion. Sean wu; y ug soluciones del problema directo ( 1.1.4), entonces se satisface
que
Oyur(x,t) = Ope By (uy(z, 1))

Opug(x,t) = Opp Ba(us(z, 1))

Restando las ecuaciones anteriores, tenemos

Oi(uy — ) = Opr(B1(u1) — Ba(us))
= achl (ul) - ar:tBl (u2) + ax:pBl(HZ) - axxB2<u2)
= (a:ch1<u1) - aszl(UQ)) + (axxBl(u2> - axxB2<u2))

Luego

at(ul - u2) - (ax:tBl<ul) - a:r:xBl(u2)) = (6x:cBl (UZ) - aach2<u2)>

O también podemos escribir
at(ul - UZ) - (3zzB1(U1) - @mBl(Uz)) = 3m(31(u2) - Bz(u2))

Multipliquemos ambos lados de la ecuacién anterior por ¢(z,t) e integremos sobre Qr,
obtenemos

T
/(b@t uy — ug)dtdx 1 T
0 0

S — _

1

T
//am Bl u1 Bl(U/Q)] qﬁdtdw
0 0

Sean

1 T

I— 0/0/¢8t(u2 — up)dtdz

11 = /1/T3m [B1(u1) — Bi(ug)] ¢dtdx

1 T
//ﬁm Bl UQ) Bl(U/Q)] ¢dtd$
0 0
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Integrando por partes, obtenemos

1

I= / [b(u1 — ug)]i=g d — / /T Oy (uy — ug)dtdz

T T

/ Bl ul) BQ UQ // x(b(? B1 Ul Bl(u2)] dxdt
0 0

T T
/ (Bi(u1) — Bi(u2))@]i 1dt / 02 ¢(B1(u1) — By(ug))];— 1dt
1T = 0

+ / / 0re [B1 (1) — By ()] drdt

[0:(B1(u1) — Bi(ua))pls g dt — [ [0:0(Bi(ur) — By(u))]oz, dt

St~
o\%

Il =

T 1
—0—//8m¢D1 t))(uy — ug)dadt
00

Conviene recordar las condiciones dadas para u; y us

O = 05(Dj(u;)0pu;) = 0 B(uj) 7 =1,2
uj(z,0) = f(0) 0<z <1
u;(0,t) = f(t) 0<t<T
O.0(L,t)=0 0<t<T

Si ademds imponemos sobre ¢ las siguientes condiciones

0rp+ Dy(p(x,t)0pd =0 en Qr
oz, T)=0 0<z<l1
#(0,t) =0(t) 0<t<T
0,0(1,t) =0 0<t<T
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Entonces llegamos a

1

T T

1

T
//D1 (x,t))(u1 — ug)Oppipdadt
0 0

Retomemos la expresion 111

T 1
1171 = [qb@ (Bl<’LL2 m¢a Bl UQ BQ(UQ))d[Edt
|

0

St —

T
/0 D1 UQ O t DQ(UQ(O,t))] Oqu(O,t)dt

0
T 1
//&,gb (D1(ug) — Da(ug))0yusdxdt
00

Ahora como I — II = I11, entonces

D1u10t 8u10t)

/

] o(t)dt = — / 0(t) D1 (us(0, 1)) — Do (us(0,))] Dz (0, t)dlt
D1U,20t 0uQ(0t) 0

1

T
—//8m¢ D1 UQ D2 Ug))a$U2dl'dt
0 0

Luego
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T T 1
/9 D1 Ul 8 U1 — D2 UQ 8 UQ //(%(ﬁ D1 UQ DQ('LLQ))a UQdilZ'dt
0

0

De donde
0 0 0 -
Lema 1.2.8

Demostracion. La demostracion es igual que la demostracion del Lema 1.2.6 basta escribir
las expresisones I, Il y [11 cambiando ¢ por ¢. Después de igualar I —11 con I11. obtenemos

1

T
/ ul — u2 / x, t D1 u1 0 U1l — DI(UQ)axUQ) - 8x¢(Bl(u1> - Bl(u2)>]édt
0

0

/ / wr — us) (Db + Dy (1, 1)) Dnath(z, t))ddt

/Q/th - (B1(u2) — Ba(usg) /Odt—/ / (D1 (u2) — Da(uz))0pus0,tpdadt

y evaluando los limites de integracion se obtiene

(W, T)(ur (2, T) = up(x, T)) — (2, 0)(ur(x,0) — ua(z,0)))dx

G(1,8) (D (u (1, 4))5ur (1, 8) — Dy (uz(1,1))duuia(1, )
—0:0(1,t)(B1(w(1,1)) — Bl(w(l t)))
— (0, £)(Dy (u (0, £))3p1u1 (0, £) — Dy (ua(0, £))Dyuz(0, 1))
+0,1(0,8) (B (u1(0,1)) — Bi(u2(0,1)))

o — _

dt

/ s — 1) (Db + Di (1)) Dot (1))t
0
T

No\q St~

(¥ (1, ) (0x(B1(ua(1,1)) = Ba(ua(1,1))) — (0, 4)0:(B1(u2(0, 1)) — Ba(uz(0,1)))dt

(Dl (Ug) — D2 (u2))8xu28$wdmdt

T

|
S~
S—
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Se establecen las siguientes condiciones sobre 1)

¢(I7T) =0 vy 1/}(0725) =0

y recordemos del problema directo 1.2.4, que

uy(z,0) = us(x,0) =0

u1(0,t) = us(0,t) = f(t)

&cul(l,t) = 8I’LL2(1,75) =0
Entonces
/az,lvb(lvt)(Bl(ul(lvt)) - Bl(u2(1vt)))dt - // (ul - Uz)(atﬂj + Dl(/j’(x’ t))a$x¢($,t))d$dt

:/0 (g[z(l,t)(@r(Bl(uz(l,t)) BQ(UQ 1 t / / D1 U2 Dg(Ug))@ uzax¢dxdt
Ahora

31(Bl(u2(1,t)) - BQ(UQ(]_, t)) = (Dl(UQ(]_, t)) — DQ(Ug(l,t))amUQ(l,t)
Luego

1

/ O, (1,t)(By(ui(1,t)) — By(ua(1,1)) // uy — ug) (O + Dy (p(x, 1)) Opetp(x, t))dadt

/ / D1 u2 DQ(UQ))@ Ugaxwdl'dt

y como
By (u1) — Bi(uz) = Di(p(z,t))(ur — uz)

para f(0) < p(z,t) < f(t) (z,t) € Qr, entonces
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1

/ax@z) (1,4) D1 (1, £)) (s (1, £) — (1, £)) // w1 — ) (O + Dy (1, 1)) Duats(x, £) )t

/ / D1 UQ DQ(UQ))@ U28I¢d$dt
Asi, para ¢ que satisface el problema llamado h-adjunto

atdj + Dl(”(x7 t))aa:acl/) =0 cn QTa
P(x,t) =0 0<t<1
¥(0,t) =0 0<t<T
Dl(ﬂ(lat))axw(lvt) = ﬁ(t) 0<t<T

Se tiene de todo lo anterior que

/ﬁ(t)(ul(l,t) — Ug(l, t))dt = —/0 /O (Dl(UQ) — DQ(UQ))axUandeL'dt

De donde

[ 3e)hnte) = hateit = = [ [ (Dte) = Datua))0uad,vdodt
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