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"The fundamental laws necessary for the mathematical
treatment of a large part of physics and the whole of
chemistry are thus completely known, and the difficulty
lies only in the fact that application of these laws leads
to equations that are too complex to be solved.”

Paul Dirac
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Resumen

El grafeno se ha convertido en el material revolucionario de esta década, no solo en
el ambito tedrico sino también en &dreas de desarrollo tecnolégico por sus exoéticas
propiedades. Estas propiedades, surgen como resultado de la naturaleza de los elec-
trones presentes bajo la red del grafeno, en la cual estos poseen comportamientos aso-
ciados a la mecénica cuantica relativista.

Para fin de su estudio tedrico y concebir sus posibles aplicaciones mediante el calculo
de sus propiedades se hace necesario recurrir a la ecuacién de Dirac como aproximacion
a la ecuacién de autovalores del hamiltoniano de amarre fuerte del grafeno.

Esta aproximacion lleva a mostrarnos una serie fenémenos peculiares como lo son el
efecto Zitterbewegung y la paradoja de Klein, que influyen en la presencia de una
conductancia minima en el grafeno y otros efectos de posible aplicacion.

El estudio tedrico de caracter netamente analitico puede tener limitaciones a condiciones
muy particulares de potenciales externos y zonas de andlisis, limitaciones que las her-
ramientas numéricas de simulaciéon no contienen, ampliando el panorama de condiciones
posibles de analizar.

Este trabajo realiza una exploracion del estado del arte en el estudio de grafeno, técnicas
numéricas en mecanica cuantica y mecanica cuantica relativista, al igual que los de-
sarrollos matematicos que llevan a considerar los efectos relativistas en el grafeno, y
un proceso exploratorio de la técnica del operador de separacion con transformada de

Fourier para la dinamica de paquetes de onda relativistas en 2D de fermiones sin masa.

Palabras Claves: Grafeno, Ecuacion de Dirac, Paradoja de Klein, Efecto Zitterbe-

wegung, Estructura de bandas, Stmulacion Numérica.
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Capitulo 1
Introduccion

A continuacion se presenta el resumen de la propuesta de trabajo de grado entregada

en el documento de anteproyecto.

1.1 Objetivos

Objetivo general

Modelizar y simular efectos de confinamiento en el grafeno con métodos de la fisica

computacional.

Objetivos especificos
e Documentar los aspectos analiticos necesarios para el desarrollo de los efectos de

confinamiento en el grafeno.

e Hacer uso de los métodos numéricos para simular el efecto Zitterbewegung en el

grafeno.

e Hacer uso de los métodos numéricos para simular el tunelamiento de Klein en el

grafeno.



1.2 Justificacion

La elaboracién del presente trabajo gira entorno a las tendencias actuales en inves-
tigacion y desarrollo en las areas de materiales, fisica y otras ciencias; en donde las
técnicas y métodos de la fisica tedrica y computacional se han convertido en una he-
rramienta de alto impacto [7, 8], permitiendo la realizacién de laboratorios virtuales
que eviten la realizacion de experimentos y pruebas de costo significativo o de dificil
realizacién por limitaciones tecnolégicas [9].

El grafeno es un arreglo hexagonal planar (monocapa) de dtomos de carbono que com-
ponen las capas constitutivas del grafito [10,11]. Este material exhibe propiedades
electrénicas exdticas [12,13] y aspira a propiciar un cambio importante en la electrénica
y sus aplicaciones [14-16], lo anterior unido a sus extraordinarias propiedades mecanicas
[17,18] nos permiten pensar en este como el material del futuro [19,20].

Es un material que sirve como escenario para el estudio tedrico y experimental de
algunos aspectos de la teoria cuantica de campos y de la mecanica cuantica relativista
[20,21] dada la presencia de efectos cudnticos como el efecto Hall cudntico y efectos
de confinamiento relativistas como el efecto Zitterbewegung y el tunelamiento de Klein
(14,22, 23].

En anos recientes, hay un creciente interés por la realizacién de simulaciones de los
efectos cuanticos relativistas en sistemas fisicos controlables, teniendo como ejemplo el
efecto Unruh en las trampas de iones, el efecto Zitterbewegung para fermiones masivos
en estado solido, propiedades de condensados de Bose-Einstein y estados de excitacion
de electrones en sistemas 2D como el grafeno [5,24] donde los pardmetros de tunelabil-
idad permiten acceder a distintos regimenes fisicos [5].

El efecto Zitterbewegung relativista no ha sido observado ain experimentalmente, se ha
observado este mismo efecto producido por el acoplamiento espin-érbita en estructuras
semiconductores (teoricamente mostrado a partir de la solucién de la ecuacién de Dirac
y su expansién no relativista) representa un gran interés de estudio para la emergente
espintronica en el desarrollo y modelizacién de nanoestructuras semiconductores [25].

El estudio y simulacién de los efectos relativistas de confinamiento en grafeno [23,26] en
lo cual se basa este trabajo, se constituye en el estudio del comportamiento de fermiones
de Dirac sin masa bajo las condiciones estructurales y energéticas que impone el grafeno

tal como se encuentran asociados estos efectos en la literatura [23,27].

2



1.3 Definicion del problema

Se busca implementar algoritmos de simulacién numérica para el anélisis de los efectos
de confinamiento relativistas Zitterbewegqung y el tunelamiento de Klein presentes en el
grafeno, en los cuales sea posible ajustar algunos parametros, condiciones iniciales, la

lectura y visualizacién de los resultados.



Parte 1

Estado del arte



Capitulo 2
Grafeno

Con el descubrimiento del grafeno en el 2004, aislado de cristales de grafito, se ha con-
vertido en un tema de gran interés para la comunidad cientifica, tanto de investigadores
teoricos como de experimentalistas, relacionando un gran numero de publicaciones y
citaciones en el medio académico, aumentando continuamente dichas publicaciones por
ano [1,2]. El h-indice asociado al tema del grafeno es 149! (ver fig.2.1?), y tiene un
promedio de 20 citaciones por articulo [2], lo que muestra el impacto cientifico que ha
tenido el grafeno desde su descubrimiento.

En la figura 2.2 se aprecia el crecimiento de las publicaciones acerca del tema de na-
noestructuras de carbono, cronoldgicamente (fig.2.2a) y desde el momento de su des-
cubrimiento (fig.2.2b). En fig.2.2a podemos notar que el interés teérico por el grafeno
surgié mucho antes de su descubrimiento, incluso unos 60 anos antes [28]. Si bien el
area de investigacion en nanotubos se ha mostrado mas fructifera, se observa que con
base al ano de descubrimiento el numero de publicaciones acerca de grafeno es mu-
cho mayor, indicando la tendencia en investigacion entre estas 3 formas alotropicas de
carbono nanoestructurado [1].

La National Science Foundation (NFS) es una de las mayores entidades en finan-
ciamiento de proyectos de investigacién en grafeno. En el periodo 2004-2008 (ver

fig.2.3a), la NFS aporto 28 millones de délares para los investigadores en dicho tema,

! H-indez, es un indice bibliométrico que indica el mayor numero de articulos que tienen como

minimo A citaciones. En este caso, el tema del grafeno cuenta con 149 articulos
2Elaboracion propia. Los datos para la construccién de este grafico fueron extraidos de la base de

datos SCOPUS en el mes de abril de 2011.
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Figura 2.1: Calculo de los indices H y G para las publicaciones en investigacién sobre

grafeno.

de los cuales, 12 millones de dolares fueron entregados en el ano 2008 [2].

La evolucion de las areas exploradas en la investigacion en grafeno se han tornado mas
tedricas sobre los ultimos anos como puede apreciarse en fig.2.3b [1]. Un gran numero de
publicaciones se han enfocado en el estudio de estructuras y propiedades fisicas de varias
formaciones de grafeno. Estas estructuras incluyen nanocintas, apilamientos, hojas y
capas bidimensionales. Algunas de las propiedades fisicas que han sido exploradas
son la estructura de bandas, defectos atémicos, transporte de carga, ferromagnetismo
y propiedades de semiconductor. Publicaciones mas recientes se han enfocados en
sus potenciales aplicaciones como dispositivos de efecto de campo, semiconductores
y resonadores electromecanicos, asi como aplicaciones en teoria de la informacién y
sistemas de computo y almacenamiento avanzado de informacién como computacion

cudntica y espintrénica [1,29].
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2.1 Primeros compuestos

La historia del grafeno, inicia con los éxidos de grafito y 6xidos de grafeno (por ex-
foliacién del oxido de grafito), los cuales han sido estudiados desde hace méas de 170
anos. Las primeras preparaciones de exfoliacion de oxido de grafito fueron reportadas
hacia 1840 por el aleman Schafhaeutl, quien hace mencién del procedimiento asistido
por acido sulfirico y por dcido nitrico [30].

En lo posterior, otra familia de compuestos, denominados Compuestos Intercalados de
Grafito (GIC, por su sigla en ingles - Graphite Intercaletion Compounds -) fueron desa-
rrollados y estudiados. La estructura apilada de grafito es sostenida por los GIC’s pero
los espacios entre capas son ampliados a varios angstrom conduciendo a un desacople
electronico de las capas individuales y produciendo efectos de superconductividad en
algunos casos, también observado en capas individuales de grafeno [30]. Esta separacién
entre los planos atomicos se logra mediante la técnica de exfoliaciéon quimica, en la cual
entre los distintos planos atémicos es ubicada una molécula de gran tamano teniendo

asi capas de grafeno aisladas en una matriz tridimensional [3].

Figura 2.4: Modelo Cs K que muestra el apilamiento de capas de grafito y potasio. El
arreglo del intercalamiento sigue la secuencia AaAGA~ donde A es la capa de grafito y

las letras griegas las capas de potasio [3].

En 1961, Boehm encuentra que la reduccién quimica de 6xidos de grafito en un medio
alcalino diluido con hidrazina, sulfito de hidrogeno y sales de hierro lleva a la formacion
de delgadas capas de carbono que tienen pocas cantidades de hidrégeno y oxigeno.

Boehm en esta observacién concluye que las delgadas capas estan constituidas de una



tnica capa de carbono [30,31].

2.2 Descubrimiento del grafeno

En 1968 Morgan y Somorjai obtienen por medio de caracterizacion LEED (Low-Energy
Electron Diffraction) patrones producidos por absorcién de pequenias moléculas organicas
en Pt(100). En 1969 después del andlisis de estos patrones, podria interpretarse de los
datos que posiblemente habia presencia de monocapas de grafito en la superficie del
platino [30].

Los fulerenos, los primeros de esta familia nanoestructurada, son descubiertos en 1985
por los quimicos Harold Kroto, James Heath, Sean O’brien, Robert Curl y Richard
Smalley [32]. Los fulerenos son moléculas de carbono esféricas que aproximan un cuerpo

de cero dimensiones [22].

El nombre de grafeno fue acunado por primera vez por Boehm en 1986 [33], y tiene
su origen en la necesidad de la descripcion de las capas intercaladas de grafito en los
GIC’s [30]. Este término fue oficializado por la IUPAC en 1997 afirmando que ” The
term graphene should be used only when the reactions, structural relations or other
properties of individual layers are discussed” [34].

Los nanotubos de carbono fueron descubiertos por S. Iijima en 1991 durante el desarrollo
de una investigacién en fulerenos [32]. Estos primeros nanotubos de carbono fueron
multipared, teniendo diametros exteriores en el rango de 4 a 30 um, y fue hasta 1993
que el nanotubo de carbono de pared sencilla fue obtenido mediante arco de descarga
en grafito [35].

Recientemente se han observado formas mixtas entre nanotubos de carbono y fulerenos
[35].

En 2004, Novoselov y Geim, de la Universidad de Manchester, descubren el Grafeno.
Hasta este momento, se concebia que estructuras 2D no podian existir ya que serian
termodinamicamente inestables. La teoria de Landau indicaba que las contribuciones
térmicas en cristales de baja dimensionalidad introducirian desplazamientos en los
atomos comparables a las distancias inter-atémicas [10] y llevarian al cristal de grafeno

a tomar una forma 3D mas estable, como nanotubos o fulerenos® [36, 37].

3Si bien los nanotubos y fulerenos en su modelizacién se conciben como estructuras 1D y 0D,



Figura 2.5: Tlustracion de formas alotrdpicas del carbono [4].

La técnica para su obtencién en 2004 era de tipo mecanico. Se trata del método de

exfoliacion mecanica del grafito. Se usa una cinta adhesiva sucesivamente para separar

los cristales de grafito en piezas cada vez mas delgadas. Posteriormente la cinta se

disuelve en acetona, y el material es sedimentado sobre una oblea de silicio. En 2005, los

investigadores simplificaron la técnica usando el método de deposicién en seco evitando

las etapas en las que el grafeno quedase suspendido en liquido [37].

Posterior a ello, técnicas de distinta naturaleza, quimica, fisico-quimica, mecdnica,

eléctrica o catalitica, comenzaron a desarrollarse con éxito para la obtencién de ho-

jas de grafeno [4,30].
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Figura 2.6: Linea de tiempo del grafeno.

realmente son estructuras 3D al ser estructuras con didmetros distintos a una capa atémica.
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2.3 Tratamiento del grafeno

El grafeno es un arreglo hexagonal planar (monocapa) de dtomos de carbono que com-
ponen las capas constitutivas del grafito formado por una red hexagonal (dos redes
triangulares opuestas) [10,11,21,27], cuyos dtomos presentan hibridizacién sp? [10,21].
Sin embargo, es posible extender esta definicion al caso de grafeno bicapa, ambos con
un espectro electronico simple presentando un gap cero de semiconductor con un tipo
de electrones y un tipo de huecos. La estructura electrénica evoluciona rapidamente
acercandose al limite de cristal 3D en 10 capas [4,10]. La cantidad de portadores carga
incrementa con las capas, y las bandas de conduccién y valencia comienzan a sola-
parse notablemente. Esto conduce a distinguir incluso entre 3 tipos de redes cristalinas
bidimensionales de grafeno, monocapa, bicapa y pocas capas (3 a 10 capas) [10].

En un modelo de primeros vecinos, el grafeno es un semiconductor con separacién
de banda nula entre los electrones de valencia y los electrones de conduccion, y el
comportamiento de su estructura de bandas en cercania de los puntos K en las esquinas
de la primera zona de Brillouin es lineal [15,27,28,36]. El grafeno contiene dos dtomos
por celda unitaria que resulta en dos puntos cénicos (puntos K') por zona de Brillouin
(38].

Antes de su descubrimiento, el grafeno era intensamente estudiado a nivel teérico como
un camino previo al andlisis de las propiedades de los nanotubos de carbono y de los
fulerenos, y hoy dia podria considerarse el material méas estudiado tedéricamente [4,36].
A través de la deteccion del efecto Hall cudntico anémalo se confirma la presencia de
particulas/fermiones de Dirac en su espectro electrénico. Dado que en estos sistemas
la densidad de estados se desvanece sobre los puntos de Dirac, este semimetal se desvia
considerablemente de la teoria de Landau de liquidos de Fermi, siendo muy similar a
modelos de fisica de particulas, en particular electrodindmica cudntica relativista [23].
Dado su comportamiento, la ecuacién de Schrodinger no muestra de manera natural el
comportamiento de las cargas en el grafeno, sin embargo no implica su imposibilidad
de uso para el estudio de ciertas propiedades [28,39-41], y se observa que el compor-
tamientos de estos es mejor descrito por la ecuacion de Dirac reflejando naturalmente el
caracter lineal de su relacién de dispersién a bajas energias (limite hasta 1eV') [40,42].
Su relacién lineal alrededor de los puntos K conduce a un tratamiento equivalente de

fermiones de Dirac sin masa [38,42].
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2.4 Potenciales aplicaciones

Este material exhibe propiedades electrénicas exdticas [12,13] y aspira a propiciar un
cambio importante en la electrénica y sus aplicaciones [14-16], lo anterior unido a sus
extraordinarias propiedades mecénicas [17, 18] nos permiten pensar en este como el
material del futuro [19,20].

Es un material que sirve como escenario para el estudio tedrico y experimental de
algunos aspectos de la teoria cuantica de campos y de la mecénica cuantica relativista
[20,21] dada la presencia de efectos cudnticos como el efecto Hall cudntico y efectos
de confinamiento relativistas como el efecto Zitterbewegung y el tunelamiento de Klein
[14,22,23].

En afios recientes, hay un creciente interés por la realizacion de simulaciones de los
efectos cuanticos relativistas en sistemas fisicos controlables, teniendo como ejemplo el
efecto Unruh en las trampas de iones, el efecto Zitterbewegung para fermiones masivos
en estado solido, propiedades de condensados de Bose-Einstein y estados de excitacién
de electrones en sistemas 2D como el grafeno citeLamata2007, Gerritsma2010 donde
los pardametros de tunelabilidad permiten acceder a distintos regimenes fisicos [5].
Debido a las restricciones experimentales, usualmente las muestras de grafeno corre-
sponden a escalas mesoscopicas que conducen a una situacion en la que los fermiones
de Dirac son confinados tanto por las estructuras de borde tipo zigzag como por las
estructuras brazo de silla. Este confinamiento es particularmente importante para la
producciéon de guias de ondas para electrones que son el elemento principal para la
produccién de dispositivos electronicos como los transistores de carbono (all-carbon
transistors) [16,23].

Los transistores basados en grafeno serian mas rapidos y pequenos, consumiendo menos
energia y disipando mas rapidamente el calor que el silicio. Potenciaria nuevas tec-
nologias en celdas solares y dispositivos de cristal liquido. Los sensores quimicos basa-
dos en grafeno pueden ser aplicados para la deteccion de moléculas gaseosas, tales
como amoniaco y didxido de nitrégeno. La alta relacién de superficie-masa permitiria

la fabricacién de nuevos ultracapacitores y baterias [2].
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Capitulo 3
Confinamiento cuantico

Por confinamiento se entiende la accién que producen los potenciales potenciales de
la estructura y/o externos a los cuales se encuentran sometidos los electrones en su
dindmica, restringiendo estos a una determinada zona en el espacio directo o en el dual.
La ecuacién de Dirac como una version relativista de la ecuacion de Schrodinger para
fermiones (incorporando el grado de libertad de espin de manera ab initio), describe
de manera precisa el espectro del atomo de hidrégeno y posee gran importancia en la
teoria de campos cuanticos, en donde los operadores de creacién y aniquilacion son
permitidos. Sin embargo, la solucién de la ecuacién de Dirac para un solo fermién
predice dos extranos efectos, la paradoja de Klein y el effecto Zitterbewegung [24].

Estos efectos de confinamiento corresponden a casos en los cuales los fermiones de Dirac
son confinados a regiones finitas [23]. Dado que estos efectos de confinamiento relacio-
nan la interaccién con antiparticulas de los fermiones, estos efectos de confinamiento no
se presentan para casos de bosones [43]. El motivo por el cual a esta escala espacial se
observan comportamientos cudnticos es porque la zona de confinamiento es del orden

de la longitud de Compton del electrén,
h

MeC

= 0.024A.

3.1 Fermiones de Dirac

Los fermiones de Dirac son fermiones que no son sus propias antiparticulas y que res-

ponden a la descripcién de la ecuacién de Dirac, distinguiéndose de los fermiones de
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Majorana (fermiones que son sus propias antiparticulas y responden a la descripcién de
la ecuacién de este nombre); los fermiones de Dirac en este caso corresponden a estados
de excitacién del grafeno a bajas energias alrededor de los puntos de Dirac (de ahi su
nombre), en donde su energia es linealmente dependiente de k y su masa efectiva es

nula.

#?E \
* 12
m* =h (—ak‘xﬁky) . (3.1)

La masa efectiva se obtiene a partir de la relacion de dispersion segin la ecuacion 3.1.
La masa efectiva es un escalar para los fermiones ubicados cerca de un minimo de

energfa, en este caso en los alrededores de los puntos de Dirac [44,45].

3.2 Efecto Zitterbewegung

El efecto Zitterbewegung fue observado por primera vez por Schrodinger al analizar los
resultados de particula libre para electrones de la ecuacién de Dirac. Fue el mismo
Schrédinger quien acunarfa el término de Zitterbewegung [46].

El efecto Zitterbewegung corresponde a un movimiento de oscilacion alrededor de una
trayectoria en linea recta del movimiento del electrén, al observar la evolucion de un
paquete de onda en el tiempo [5,24,46,47].

Este resultado corresponde al valor esperado del operador v (matriz de Dirac) que da

cuenta del operador velocidad a través del teorema de Ehrenfest [46,47] de la forma

a(t) = (d(O) — ]C:Z) exp <%Hft> .

Esta oscilacién en el operador de velocidad a pesar de la ausencia de perturbaciones

que sigue:

externas lleva a una ruptura con el caso cldsico de causalidad ante la presencia de una
variacion de la velocidad sin causa aparente [47]. Este efecto es interpretado como
la interaccién entre los fermiones y sus respectivas antiparticulas!' [5,24,46-48]. Sin
embargo, estas interpretaciones son discutidas, y en particularmente en las estructuras

periddicas se considera como un efecto de la conservacién de la energia [49].

!La ecuacién de Dirac conduce a soluciones de energia positiva y negativa a la vez, cuya inter-

pretacién corresponde a la existencia de las particulas y antiparticulas.
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Figura 3.1: Tlustracién del efecto Zitterbewegung para distintas masas [5].

Si bien en el vacié su observacion y definicion experimental y en simulacién es compleja
debido al orden de magnitud de la frecuencia de oscilacién (fw, ~ 1MeV'), al estudiar el
fenémeno los medios semiconductores nanoestructurados se vuelven un escenario ideal

para mejorar las condiciones de los pardmetros caracteristicos del fenémenos [25,50].

El grafeno, se ha presentado como una estructura ideal para acercar el estudio de los
efectos cuanticos-relativistas desde la experimentacion y simulacién a escalas menos
exigentes en términos de resolucién de la medida [21]. Una de las implicaciones de este
efecto en el grafeno es la presencia de un minimo finito de conductividad definido por
e?/h [21]. Efectos de segunda cuantizacion pueden hacerse necesarios para considerar
efectos mas finos ante la presencia de confinamientos por campos magnéticos externos
[25,50].

El grafeno, como estructura peridédica, podria notar el efecto Zitterbewegung como un
efecto de conservacion de energia tal como lo propone Zawadzki para solidos cristalinos
[50], siendo asi un fenémeno comun de la propagacién de paquetes de onda en el medio,

y que no requiere la presencia de un campo externo para su aparicion.
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3.3 Paradoja de Klein

La paradoja de Klein hace referencia a un efecto relativista poco intuitivo en el fenémeno
de tunelamiento a través de barreras de potencial. Este corresponde a que fermiones con
energias superadas incluso en un factor de dos por la barrera de potencial, pueden pasar
a través de esta con probabilidad 1 [21,47,48,51]. Asi, la probabilidad de tunelamiento
depende muy poco de la altura de la barrera, siendo esta casi transparente a medida
que se acerca a moc?, contrario al decaimiento clésico de la probabilidad con el aumento

de la altura de la barrera de potencial [40].

IE‘L .......................................... My

Figura 3.2: Esquema del fenomeno de tunelamiento. Barrera de alto Vj y ancho D. Se

acerca un fermién de Dirac de momento k y energia E [6].

Debido a la presencia de los efectos relativistas en el grafeno, este material presenta
interés para el estudio del paradoja de Klein y de sus consecuencias [20,52].

Distintos tipos de potenciales son analizados para observar caracteristicas particulares
de confinamiento para posibles aplicaciones, dadas las implicaciones que posee el efecto
de tunelamiento en el grafeno para el transporte de electrones [20, 38, 52].

La alineacién de estados de positrones al interior de la barrera de potencial es lo que
posibilita la probabilidad probabilidad de transmision del electrén a través de la barrera
[6,21,38], ya que mientras que los estados electrénicos resultan repulsivos a barreras de
mayor energia, esta resulta atractiva para estados positrénicos [6,21,40].

Este elemento resulta importante debido a que los fermiones en el grafeno son insensi-
bles a la aplicacién de potenciales electrostéticos (no sufren efectos de localizacién de
los electrones clasicos) y pueden viajar sin dispersién largas distancias en grafeno del
orden de micrometros [52]. Asi, los fermiones de Dirac resultan no ser confinados por
potenciales electrostaticos pero pueden ser confinados mediante la aplicacion de campos
magnéticos [52].

Dado que los fermiones de Dirac en el grafeno no tiene masa no existe un requerimiento

tedrico de campo eléctrico minimo para formar estados positrénicos bajo la barrera.
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Para crear barreras bien definidas realistas en grafeno con desorden, campos electros-
tdticos de € = 10°Vem ™! son comtinmente usados en experimentos [6].

La variacion de la probabilidad de tunelamiento no solo es funcién de la altura de la
barrera de potencial y de la energia del fermién, sino tambien del angulo de incidencia
de este frente a la barrera, como se ilustra en la figura 3.3.

Una importante consecuencia asociada a la paradoja de Klein presente en el grafeno, es

la existencia de un minimo de conductividad aun en ausencia de portadores de cargas.

Figura 3.3: Probabilidad de transmisién para una barrera de ancho de 100nm para el
grafeno monocapa en funcién del angulo de incidencia. La energia de Fermi del electron
incidente es 80meV, A = 50nm, y barrera de potencial V de 200 y 285 meV (curva roja

y azul respectivamente) [6].

3.4 Efecto Hall cuantico

El efecto Hall cuantico es uno de los fenémenos mas peculiares en sistemas electronicos
bididmensionales. La cuantizaciéon de la conductancia Hall o,, ha sido ampliamente
aceptada como una cantidad topoldgica. Cuando un potencial quimico es localizado

con un gap de energia, se tiene

5 Cr (3.2)



donde ¢ es un entero topoldgico definido para estados ocupados. En el grafeno, debido a
la presencia de fermiones de Dirac sin masa, se presenta el efecto Hall cuantico anémalo
en el que la discretizacién de la conductancia Hall [53] es dada como
2N +1¢?
Ozy = —.
2 h

En presencia de un campo constante B perpendicular al plano del sistema, el espectro
de energia es discreto (discretizacién de Landau). Para el caso de fermiones de Dirac

sin masa, el espectro viene dado por

1 1
El/o’ = \/2|€’Bh'l}%-v (l/ + 5 + 5), (33)

donde v es el nimero cudntico, vr es la velocidad del electrén (velocidad de Fermi)

y el termino +1/2 esta relacionado con la quiralidad, en oposicién al caso usual de
dispersién parabdlica relacionada con los niveles de Landau E = hw,(v £ 3) donde w,

es la frecuencia de ciclotrén [21].
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Capitulo 4
Modelos y métodos de simulacion

El efecto Zitterbewegung es dificil observacién tanto en el espacio vacio como en sélidos,
sin embargo las condiciones presentes en los sélidos semiconductores son mas favorables

al considerar posibilidades de experimentacion [50].

Al considerar el analisis, conviene tener en cuenta que seguir un electrén individual
posee dificultades y serfa més 1til seguir un grupo de electrones en fase [50].

Debido a la magnitud de la amplitud de oscilacion asociada al efecto Zitterbewegung,
muchos de los esquemas de simulacién usados para el andlisis de este efecto consid-
eran sistemas de trampas idénicas en interacciéon con luz laser o la modificacién de los
pardmetros mc? y ¢ con el fin de aumentar la amplitud de oscialcién [24,50]. Las tram-
pas iénicas igualmente sirven de escenario favorable para el andlisis y simulacion del

tunelamiento de Klein [24].

4.1 Modelizacion

Como primera aproximacion para la modelizacion de sistemas cuanticos es posible partir
de la ecuacién de Schrodinger (modelo no relativista) [54]. Una referencia clésica en el
estudio tedrico del grafeno es el trabajo de Wallace en 1947 que estudia las propiedades
del grafito a partir del estudio de capas individuales de este sin consideraciones rela-

tivistas, concibiendo esto como una aproximacion inicial y aclarando que una estructura
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bidimensional de este tipo no serfa posible [28].

2
BY() = 50 4 Vi) + Vo (7). (1.1)
Al considerar la ecuacién de Schrodinger en el grafeno, se hace necesario representar el
potencial de la red triangular de forma explicita [40]. En la ecuacién 4.1 se observan
dos términos de potencial, que corresponden a la aplicacién de un potencial externo
Vet v el potencial debido a los atomos de carbono que constituyen la red con sus
respectivas nubes electronicas V. Este tultimo potencial es de naturaleza electrostatica.
El potencial asociado a la red del grafeno surge del potencial electrostatico de los &tomos
segun las dos redes triangulares presentes [41]
La presencia de dos tipos de portadores de cargas en el grafeno (electrones y huecos)
hace necesario que al usar la ecuacién de Schrodinger sean tratados en ecuaciones
independientes, sin conexién alguna como una consecuencia de la regla de suma de
Seitz (ademas de involucrar cada ecuacién una masa efectiva diferente) [6].
Sin embargo, dado el comportamiento observado en el grafeno experimentalmente y
consideraciones sobre la simetria presente por la presencia de las dos redes triangulares,
la literatura enfatiza fuertemente en que la descripcion del grafeno se realiza adecuada-
mente a traves de la ecuacién de Dirac [6,55-57].
Al definir la masa efectiva es posible simplificar el hamiltoniano del sistema (ver ec.4.2)
[6], validando la expresién alrededor de un punto de interés, en este caso los puntos
de Dirac. La masa efectiva generalmente tiene interés en los minimos de la relacién
de dispersion en los cuales la masa efectiva puede ser expresada como un escalar (in-
dependiente de la direccién de la relacién de dispersiéon evaluada) segin la expresién
3.1 [44,45].

Hy = —hvpo - V. (4.2)
La ecuacién 4.2 es la ecuacién de Dirac para fermiones sin masa. Alrededor de los
puntos de Dirac, la masa efectiva de los electrones es nula. Esta aproximacién es solo
vélida para bajas energias [40,42,55]. o corresponde a las matrices de Pauli y vg la

velocidad de Fermi.

Sin embargo, a altas energias el perfil no lineal no se reproduce, y la masa efectiva de

los electrones puede ser negativa. Para tener en cuenta estos efectos se hace necesario
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tomar la forma completa del hamiltoniano de Dirac expresado en la ecuacién 4.3 [40].

zh% = (ca- p + Bmc?)i, (4.3)
donde c es la velocidad de la luz, a el vector de matrices de Dirac, p es el operador de
momento y [ es la matriz identidad.

La ecuacién de Dirac (ec.4.2 y ec.4.3) a diferencia de la ecuacién de Schrodinger incluye
los efectos de spin :I:% que no eran naturales en esta ultima, y reflejan de manera general
un sistema de 3+1 dimensiones (3 dimensiones espaciales y 1 dimension temporal) para
una particula libre [24].

Al incluir potenciales electromagnéticos, la ecuacién de Dirac luce como se indica a

continuacion en ec.4.4

zh%—f = (ca- (p—eA(r,t)) + Bmc® + eg(r, 1)) ¥, (4.4)

donde A es el potencial vector electromagnético y ¢ el potencial electrostatico.

Los nuevos términos incluidos en ec.4.4 permiten incluir las interacciones de los elec-
trones con potenciales externos. Aca debe tenerse en cuenta que al usar la ecuacion
de Dirac sin consideraciones de masa efectiva de los electrones en grafeno, debemos
partir de la construccién del potencial de la red de manera similar como se expone
en ec.4.1 [40,41]. Conocer este potencial electrostatico con el que contribuye la red
del grafeno (sus atomos de carbono y la distribucién electrénica sobre el plano de la
misma, los electrones con hibridacién sp?) constituiria resolver inicialmente la ecuacién
de Dirac (o en primera aproximacién la de Schrodinger) para los electrones sp?.

Dado el costo computacional de esta metodologia, es posible utilizar una aproximacion
que parta de los resultados conocidos para los orbitales a partir de solucionar atomos
individuales, conocida como aproximacién de tight binding (amarre fuerte), como la
usada por Wallace [28] y posteriormente ampliamente referenciada en la literatura para
la obtencion del hamiltoniano del grafeno y usada en los paquetes computacionales de
calculos de atomos, moléculas y cristales.

Para moléculas simples como el hidrégeno, la aproximacion del potencial electrostéatico

molecular puede ser incluido explicitamente sin requerir de la construccion del hamil-
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toniano por un método adicional, tal como se expresa en la ecuacién 4.5 [58],

~

H=c¢

QL

. ﬁ‘i‘ Bmc2 — ZK: _)62—Zk_,7 (45)
k=1 ’7”— Rk‘

siendo Zj, el niimero atémico de los dtomos (ya que el modelo es vilido en general para

atomos hidrogenoides) y Ry, las posiciones de los niicleos.

4.1.1 Potencial electrostatico

La densidad electrénica de una molécula o sistema molecular esta definida por ec.4.6 [59]

o(77) = N / T T T S SRS S (4.6)

donde 1) es la funcién de onda y N es el niimero total de electrones. Una vez calculada
la densidad electrénica del sistema, el potencial electrostatico se obtiene aplicando la
expresion 4.7 [59, 60]

-

0]

El primer termino de la ecuacién 4.7 representa la contribucién nuclear al potencial de

Py (4.7)
|7 — 7|

cada uno de los atomos de carbono, y el segundo termino corresponde a la contribuciéon
de la densidad electrénica. Estos calculos pueden ser realizados con distintos niveles
de tedria como métodos de funciones de ondas puras o funcionales de densidad [59].
Dado que los electrones 2p, son aportados a la conduccion, estos no se incluyen en la

densidad electréonica ya que son el objeto de andlisis bajo el potencial de la red.

La caracterizacion de superficies de potencial de estructuras tipo grafeno esta descrita
por Peralta-Inga [60], estudiando las superficies para estructuras de distinto tamano

(entre 6 y 62 datomos de carbono).

4.1.2 Aproximacion de amarre fuerte

El trabajo precursor del estudio teérico de grafeno de Wallace [28] hace uso de la

aproximacion de amarre fuerte a primeros vecinos para la construccion del hamiltoniano
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del grafito monocapa®.

La aproximacién a primeros vecinos puede ser suficiente para describir efectos relevantes
del grafeno, pero aproximaciones de segundos vecinos también son reportadas en la
literatura [27].

La aproximacién de amarre fuerte es una aproximacion al calculo de estructuras de
bandas usando un conjunto de funciones de onda base. La solucién aproximada de
la funciéon de onda del sistema se expresa como la combinacién lineal de las funciones
bases de atomos aislados.

Cuando los atomos son puestos en un cristal, las funciones de onda de los orbitales
presentan solapamiento con funciones de onda de 4tomos adyacentes. Sin embargo los
términos de solapamiento se desprecian al considerar que los electrones tienen enlaces
fuertes. Asi, cualquier correccién al potencial atomico AU se expresa como una adicion

a la suma de los hamiltonianos de dtomos aislados (ver 4.8).

H(F) =Y Hy(F - R,) + AU(). (4.8)
Luego, la solucién aproximada a la funcion de onda de la ecuacion de Schrédinger se

puede expresar como la superposicion lineal de las funciones onda base de la expresion
4.9

V() =D bR (7 — ), (4.9)

donde m es el m-ésimo nivel de energia atémico y n es el n-ésimo sitio atémico en la
red cristalina [61].

Es conveniente, al asumir que en promedio los electrones se encuentran en enlace fuerte

con los centros de la red, expandir la solucién en estados de Wannier (ver ec.4.10) [62].

1 B.Z. L 1 L
V) = ;exm—zk R W) = %exp(zk R)ldg,)  (410)

En la seccion 6.3 se encontrara con detalle el desarrollo de amarre fuerte para el grafeno.

'Reconocemos que las capas de grafito son en realidad grafeno cuando estas se afslan.
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4.2 Simulacion

4.2.1 Ondas planas

Las ondas planas son solucion a la ecuacion de Helmholtz homogénea que forman una
base que representa campos en medios periddicos. Los campos (escalares o vectoriales)
se puede expandir en términos de componentes de series de Fourier a lo largo de los
vectores de la red reciproca. De manera similar, las propiedades del medio (periddicas
a lo largo del vector de la red reciproca) también pueden expandirse en componentes

de Fourier.

El método de ondas planas se usa para el célculo de estructuras de bandas. El grado
de precision esta relacionado con el nimero de ondas planas tomadas. Para medios ho-
mogéneos, un pequeno conjunto de ondas planas (bajas frecuencias) puede representar
bastante bien la soluciéon. Sin embargo, ante la presencia de pequenas irregularidades,
presencia de microestructuras u otros tipos de inhomogeneidades, caracterizadas por

altas frecuencias, el método no resulta adecuado.

4.2.2 Método espectral

La idea de los métodos espectrales es transformar el problema de su descripcién orig-
inal a una descripcién que involucre la transformada de Fourier para la solucién. La
motivacién de esto esta en que en muchas situaciones la solucién en el espacio transfor-
mado se obtiene mas sencillamente que en el espacio directo. Luego, la solucién original
se evalia aplicando la transformada inversa de Fourier a la solucion encontrada en el
espacio transformado [63].

La posible facilidad ofrecida al transformar la descripcion, es la transformacion de las
derivadas de la coordenada del espacio original en multiplicaciones por la coordenada
del espacio transformado [63].

Analizando las propiedades espectrales de la soluciéon de la ecuacion de Schrodinger
dependiente del tiempo se pueden obtener los autovalores y autovectores del sistema

[64]. El analisis espectral de la ecuacién de Dirac permite obtener la densidad de
estados [65].

Para estructuras periddicas la solucién numérica de la ecuaciéon de Dirac y de esta
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con acoplamiento de las ecuaciones de Maxwell se puede desarrollar mediante métodos
espectrales usando la soluciéon directa de ecuaciones de evoluciéon no lineal sobre las

cuales se aplica su transformada de Fourier [66].

4.2.3 Operador de separacién

En los ultimos anos, este método se ha constituido en un método estandar de simulacién
de propagacion de ondas y en un método de uso frecuente en solucién de ecuaciones
diferenciales no lineales [67].

Aplicado a los sistemas cuanticos, el uso del método requiere de una primera suposicién
para recurrir a la expansion de Trotter, que es el fundamento del método. Los oper-

adores que actian sobre los estados deben conmutar [68].

Los sistemas cuanticos en general se pueden formular como una ecuacion tipo Schrodinger

. 0
Hy =150 (4.11)

En general, dado el estado del sistema en el tiempo inicial ¢y, su descripcién en el futuro
es dada por

D(a, ) = exp <—@¢> o(, 0). (4.12)
El operador hamiltoniano consiste de operadores T y v, que respectivamente son los
operadores de energia cinética y energia potencial. El operador de energia cinética es un
operador derivativo y el operador de energia potencial es un operador multiplicativo. En
el espacio directo, el manejo del operador derivativo podria no ser tan sencillo, pero al
aplicar la transformada de Fourier este seria un operador multiplicativo. Sin embargo,
en el espacio transformado el operador multiplicativo del espacio directo podria no ser
tan conveniente manipularlo [63].
Dado que los operadores no conmutan, no es posible la separacion de la exponencial de la
suma de operadores como el producto de la exponencial de cada operador, pero por ser la
exponencial matricial, debe cumplir con la formula de Baker-Campbell-Hausdorff? [68].

Aqui se usara la expansién de Trotter para truncar y obtener una aproximacion de este

2En la  representacién de Zassenhaus se describe como exp(4 + B) =
exp(A) exp(B)exp(—[4,B] /2) ...
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resultado.

T () € [ (P 1 o

Truncando la expansion 4.13 en p = 1 obtenemos (exp (é) exp(B) exp (%)), aproxima-
cion que puede obtenerse mediante el siguiente argumento, suponiendo la conmutacion
de los operadores.

Dado que los operadores conmuten (suposicién realizada)
exp(A + B) = exp(A) exp(B),
y aplicando la propiedad de potencia
exp(A + B) = exp(A/2) exp(A/2) exp(B).
Nuevamente dado que los operadores conmutan
exp(A + B) = exp(A/2) exp(B) exp(A/2).

La evaluacién del operador multiplicativo es sencilla en el espacio directo. Una vez
se evalia, se aplica la transformada de Fourier en donde es evaluado con el operador
derivativo (ahora multiplicativo), se aplica la transformada inversa, y nuevamente se

multiplica por el elemento faltante del operador multiplicativo [63,68].

Y(x,t) = exp (—zAt%) F! {exp (—zAt%) F {exp <—1At%> w(:p,O)}} .

(4.14)

4.2.4 FElementos finitos

El método de elementos finitos, FEM?3, corresponde a una formulacién vélida para la
solucion de ecuaciones diferenciales parciales de diversa indole y no solo correspondi-
ente a problemas de naturaleza clasica. El formalismo matematico desarrollado en los
esquemas FEM permite extender su aplicacion como un método general de solucion

aplicables en distintos campos, entre ellos la mecénica cuantica [69].

3Finite Element Method
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Su formulacién se basa en el método de Rayleigh-Ritz [69,70]. El dominio del prob-
lema esta discretizado y se propone como soluciéon una funcién interpolante por cada
dominio, sobre la cual se reduce la exigencia de ser diferenciable dos veces a ser una vez
diferenciable por tramos (Cy — Cj) al obtener la formulacién débil de las ecuaciones
de segundo orden (podemos observar que la solucién es una funcién continua una vez
diferenciable por tramos).

Una vez se hace esto, se obtiene un sistema matricial que representa la formulacion
débil (formulacion integral) de la ecuacién diferencial.

Los principales trabajos de FEM aplicados a problemas atémicos y moleculares aparecieron
en la década de 1970, para casos uno y dos dimensionales. En 1975, Askar calculo las
energias del dtomo de hidrogeno en el estado base y primer estado excitado. Luego
Nordholm y Bacsky aplicaron FEM a problemas més generales de estados ligados.
Fridman y Rosenfeld analizaron problemas modelo de la ecuacién de Schrodinger con
FEM en 1977. Todos estos trabajos mostraron que FEM era un método simple y efi-
ciente para problemas moleculares y atémicos uno y dos dimensionales. El primer caso
de FEM aplicado a un caso tridimensional fue por Levin y Shertzer, quienes calcularon
los estados basales del helio en 1985 [71].

Soluciones numéricas a problemas vibracionales en hojas de grafeno y nanotubos de
carbén por la técnica FEM se han reportado [72-74] y la solucién de la ecuacién de
Shrodinger para propiedades electrénicas y estructuras de bandas [69, 70].

Si bien el método FEM es ampliamente usado para la solucién de ecuaciones diferen-
ciales parciales de segundo orden, este método realmente consiste en una metodologia
general aplicable a otros sistemas. La ecuacién de Dirac, ecuacion de primer orden, se

puede solucionar con alta precisién con la aplicaciéon de FEM [58].

4.2.5 Monte Carlo

En términos generales el método Monte Carlo es una aproximacion estadistica al célculo
de integrales mediante el llamado de posiciones aleatorias, denominadas muestras, cuya
seleccién de funcién de distribucién es importante [75].

El método Monte Carlo es extremadamente general. Sus principios basicos nos permiten
resolver cualquier problema de la fisica estadistica (contexto fisico) o en general aquellos

problemas cuya naturaleza sea aleatorio [75], tomando adecuadamente la distribucién
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que describe el fenémeno [76].

En una simulacién Monte Carlo atendemos a seguir la dependencia temporal de un
modelo, para el cual el cambio o crecimiento no procede de un mecanismo riguroso
predefinido (como las ecuaciones de movimiento de Newton) pero si de una manera
estocéastica que depende de una secuencia de nimeros aleatorios generados durante la
simulacién [76].

El programa de calculo y predicciéon de estructuras cristalinas USPEX esta basado
en técnicas de dindmica molecular mediante Monte Carlo y métodos evolutivos para
obtencion de las estructuras mas estables para una cierta configuracién bajo condiciones
de temperatura y presién especificas [77].

Una implementaciéon en python del método Monte Carlo Cuéntico para la ecuaciéon
de Schrodinger tratado como un problema de difusién con tiempo imaginario, Monte-
Python, ofrece buenos resultados en simulacién de los problemas clasicos de tunelamiento
y con alta eficiencia gracias a opciones de paralelizacién [78].

Al incluir modelos fuertemente interactuantes en sistemas de redes hexagonales, varias
aproximaciones no perturbativas se han incluido, entre ellas, Monte Carlo, para la
simulacion de campos cristalinos efectivos en el grafeno y hamiltonianos de amarre
fuerte [79].

4.2.6 Funcionales de densidad

Distintas metodologias de simulacion ab initio se han implementado en el estudio de
propiedades de interacciones de grafeno, en particular siendo funcionales de densidad
una de las mas usadas para estudios de oxidacién de grafeno [80] y de propiedades de
adsorcién [81].

Quantum Espresso constituye una implementacion opensource de un programa de sim-
ulaciéon ab initio para estructuras cristalinas con funcionales de densidad y con con-
juntos base de ondas planas que representan las soluciones de funciones de onda en
cristales [82].
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4.2.7 Quantum walkers

La técnica de caminadores cuanticos no solo se constituye en una técnica para la
busqueda de algoritmos rapidos en para simulacién en computacion cuantica sino que
permite realizar un anélisis de la ecuacion de Dirac con caminadores cuanticos de tiempo

discreto (DTQW) y obtener descripciones de los efectos de confinamiento [26].
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Capitulo 5
Fisica computacional

Las simulaciones numéricas ahora son parte integral de la ciencia y la tecnologia, y la
computacién ha llegado a ser un medio necesario para el estudio de la ciencia. Todas
las actividades de intensa investigacién desarrolladas en la década de 1950 alrededor
de los primeros sistemas de computo electronico como ENIAC y MANIAC, mostraron
la indudable relevancia que tendrian estos sistemas como una herramienta de soporte
activo a las investigaciones cientificas [83].

La fisica computacional constituye una 4rea madura de las ciencias computacionales'
en la cual se unen integramente diversos elementos de la fisica, la matematica y las
ciencias de la computacién, en lo cual siendo el foco la solucién de problemas fisicos se
requiere de la comprensiéon de las herramientas de computo y herramientas matematicas
(fig.5.1) [84].

La incorporacion de la simulacién al desarrollo de la ciencia lleva a un nuevo paradigma
de solucién de problemas en el que a partir de un problema de la ciencia se elabora un
modelo que bien puede ser de caracter continuo o discreto. Se plantea un método de
solucién basado en técnicas simbdlicas? o numéricas, y segin el tipo de técnica selec-

cionado continuar con su implementacién en lenguajes de programacion o paquetes de

!Distinguir ”Ciencias computacionales” (Computational Science o también en espafiol ”com-
putacién cientifica”) de las ”Ciencias de la computacién” (Computer Science). La primera hace
referencia al uso de las herramientas computacionales en la ciencia y la segunda trata de las bases

tedricas de la informacién y las posibilidades de automatizacién eficiente.
2En este ambito, la fisica computacional incluye igualmente el uso de paquetes de dlgebra computa-

cional que asistan los desarrollos simbdlicos/analiticos de los problemas.
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FiSICA MATEMAT.

COMPUT.

COMP.
Hard/Soft

Figura 5.1: Representacion de la naturaleza multidisciplinar de la fisica computacional
como un solapamiento de la fisica, la matematica aplicada y las ciencias computa-

cionales.

algebra computacional. Las posibilidades dadas por la simulacién numérica amplian el
tipo de modelos abordables al facilitar su solucién para escenarios particulares. Ademas
del ultimo punto incorporado frente al paradigma clésico de soluciéon de problemas, se
encuentra la asistencia de las herramientas para la visualizacién, lo cual contribuye a

la comprension y andlisis de datos (ver figura 5.2) [84].

Problema; Modelo | Método ! Implementacién

ciencia :;discreto numerico:; Fortran, C, Python, Matlab
Econtinuo;simbplico ‘Maple, Mathematica, Maxima

Valoracion

visualizacién
exploracién

Figura 5.2: Nuevo paradigma del desarrollo de la ciencia.

5.1 Algoritmos computacionales

El uso de un equipo de computo para la solucion de un problema especifico requiere
de la creaciéon de un conjunto de instrucciones que indican el procedimiento a llevar a

cabo con el fin de obtener el resultado deseado. Podemos afirmar que este problema
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contiene dos pasos, el primero es transformar el problema en forma de ecuacién o de
un conjunto légico de pasos que pueda ser seguidos por un computador, y el segundo
es indicarle a este que debe ejecutarse [83].

Este conjunto de pasos légicos y/o instrucciones (finitas) para la solucién de un prob-

lema especifico es conocido como algoritmo.

5.2 Lenguajes de programacion

Los programas de computador son los medios a través de los cuales nos comunicamos
con un computador. Estos programas o cédigos se caracterizan por ser un conjunto
de sentencias tipicamente escritas en un lenguaje de programacién bien definido. Los
lenguajes de programacién pueden dividirse en dos grandes categorias, bajo nivel y alto
nivel.

Los lenguajes de bajo nivel son disenados para trabajar con un hardware dado y su
estructura sintactica y semantica es bastante lejana de los lenguajes naturales. Los
lenguajes de alto nivel no son dependientes del hardware al cual se destinara la apli-
cacion y su estructura sintéctica resulta mas cercana al lenguaje del usuario que al
lenguaje de la maquina [83].

Segun las necesidades especificas, puede o no ser conveniente un lenguaje de progra-

macién dado.

5.2.1 Breve comparaciéon de lenguajes

La creciente necesidad de incluir el uso de los sistemas de computo para reducir los
tiempos de ejecucién de tareas de distinta indole, desde la contabilidad de un pequeno
negocio hasta los célculos de alto rendimiento para simulaciones de interaccion de mil-
lones de particulas, y desde la automatizacién de sistemas fisicos hasta el andlisis de
datos de grandes laboratorios, ha conducido a que el andlisis de multiples cualidades
de lenguajes de programacién y su comparacién sea un tema frecuente en diversas pub-
licaciones, con el fin de ayudar a realizar la seleccién de plataforma rapidamente en el
transcurso de un proyecto.

Como marco inicial, tendremos como lenguajes de interes C+-+, ForTran, MatLab y
Python.
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C++ y ForTran son lenguajes compilados de alto nivel® incluidos por defecto en muchas
distribuciones de linux y facilmente se puede obtener versiones instalables y portables
para windows de manera libre (tanto compiladores como editores).

Dado que su sintaxis incluye elementos de bajo y medio nivel requiere un mayor tiempo
de desarrollo para las aplicaciones pero sus tiempos de ejecucion son bajos y ofrecen
mayor flexibilidad en el manejo de tipos de datos (ideal para calculos criticos) [85, 86].
Las estructuras requieren cierre y poseen un nivel de interoperatividad media.
MatLab posee un instalador pesado* y el espacio en disco requerido es ya superior
a 6GB. MatLab es una plataforma comercial de MathWorks de muy alto costo® y
los compiladores libres de lenguaje M no poseen compatibilidad completa debido a
ligeras variaciones de la plataforma de MatLab frente a los estandares de codificacion
de caracteres®. Al igual que C++ y ForTran requiere terminacién de estructuras pero
su sintaxis es mas simple.

Dado que MatLab constituye un lenguaje basado en C++ y ForTran y para su ejecucion
requiere una etapa de precompilacién, MatLab posee una eficiencia menor que C++ y
ForTran. Posee baja interoperatividad [86].

Python esta incluido por defecto en muchas distribuciones linux y su instalaciéon es
bastante simple en windows usando la distribucién EDP”. Las plataformas de desarrollo
e interpretes son libres y su sintaxis es simple tipo MatLab, lo que facilita la migracién
[85,87]. Un listado de equivalencias entre MatLab y Python puede encontrarse en
http://mathesaurus.sourceforge.net/matlab-numpy.html.

En python la indentacion es obligatoria para indicar las sentencias pertenecientes a una

estructura, lo cual disminuye el numero de lineas y favorece la legibilidad de cédigo
[85,87].

3Algunos autores suelen mencionar lenguajes de medio nivel, en los cuales ubican a C/C++ y

ForTran para separarlos de lenguajes de mayor nivel de abstraccién como Python, MatLab o Java.
4La versién 2011a del instalador de MatLab esta alrededor de 5.7GB para windows y 4.9GB para

linux.
5La versién 2011b de la instalacién basica de MatLab tiene un costo de 2650 dolares. Este valor

no incluye ningin toolbox. El toolbox para compilaciéon de cdédigo MatLab para la generaciéon de

ejecutables tiene un costo de 6250 dolares.
6Salvo por las aplicaciones que hagan uso de funciones de lectura y escritura en consola y archivos,

se puede esperar un buen nivel de compatibilidad de los compiladores libres frente a las funciones de

MatLab de versiones de 2 anos atras.
"Enthought Python Distribution http://www.enthought .com/products/epd.php
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El uso directo de Python con el paquete numpy para las manipulaciones matriciales y
operaciones numéricas es algo més lento que MatLab, pero el uso de cualquier modulo
adicional para optimizarle es mucho mas rapido que MatLab como es ilustrado en la web
de la referencia [88,89]. Para aplicaciones criticas tenemos la posibilidad de embeber
c6édigo C++ y ForTran reduciendo los tiempos de computo y facilitando el reciclaje de
c6digo. Tiene un alto nivel de interoperatividad [85,90].

Enfocados en la reduccion del tiempo de desarrollo y pensando en un mayor nivel
de interoperatividad, se selecciona el lenguaje python para el desarrollo del presente

trabajo de grado.

5.3 Python

Python es un lenguaje de muy alto nivel orientado a objetos dinamicos. Es un lenguaje
interpretado y sacrifica en algo el rendimiento con el fin de optimizar el tiempo de
desarrollo. Puede llamar a otros programas y puede ser embebido en otros programas,
permitiendo el uso de este como lenguaje de scripting para estos programas [85].
Python fue liberado para dominio publico en 1991 y actualmente se encuentra en la
version 3.2, sin embargo aun no hay compatibilidad entre muchas aplicaciones de la
version estable anterior y la actual, por lo que es recomendable aun el uso de la version
2.7 para usuarios finales [90].

Actualmente es fuertemente promovido como un lenguaje para computacién cientifica

y en particular como un lenguaje para la fisica computacional [85-87,91].

5.3.1 Numpy y Scipy

Numpy y Scipy son dos paquetes de uso frecuente en python para las aplicaciones de tipo
cientifico en lo concerniente a la manipulacién, operacién, procesamiento y visualizacion
de datos numéricos. Surgen como una necesidad de la comunidad cientifica bajo los
aspectos mencionados [86].

Numpy cumple el papel equivalente a las funciones de manipulacién matricial de Mat-
Lab, y Scipy (el cual es dependiente de Numpy) contiene diversos médulos de cien-
cias computacionales para diferentes aplicaciones como interpolacién, integracion, es-

tadistica, optimizacién, procesamiento de imagen, funciones especiales entre otras,
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siendo un equivalente de los toolboxes de MatLab o de librerias de computacién cientifica
como la GSL [86].

5.3.2 Matplotlib

Matplotlib probablemente constituye el paquete de python més usado para graficos 2D.
Provee una manera rapida de visualizacion de datos y permite la generacién de figuras
de calidad de publicaciéon en miltiples formatos. Pylab ofrece una interface orientada
a objetos para Matplotlib muy similar en sintaxis a las opciones graficas de MatLab y

permite extender las capacidades de este a graficos 3D [86,92].

5.4 Paraview

Paraview es una aplicacion de visualizacién y analisis de datos multiplataforma y de
codigo abierto. Es posible construir muy rapidamente visualizaciones para analizar
datos por técnicas cualitativas y cuantitativas, y se puede hacer la exploracién de datos
interactivamente o programaticamente a través de las capacidades de procesamiento

por lote de Paraview. Paraview admite python como lenguaje de scripting [93].
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Parte 11

Modelizacion y simulacion
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Capitulo 6
Hamiltoniano del grafeno

Una metodologia comtinmente usada para construir el hamiltoniano de un sistema es
la aproximacién de amarre fuerte o tight binding. Los electrones en esta aproximacién
se asumen que interactian, pero su interaccion se considera débil para perturbar las
funciones de onda a nivel atomico. Los electrones estan fuertemente unidos a los atomos,
pero no completamente [45].

Uno de los aspectos principales del método de amarre fuerte es la seleccion de las bases
para la expansiéon de la solucion. Las funciones seleccionadas deben cumplir con los

requerimientos de las funciones de Bloch (ec.6.1) [45]

Uy (r) = Z ug,; (r —rj)exp (tk - 13) , (6.1)

donde i son los orbitales atémicos, r; son las posiciones de los niicleos iénicos y wuy(r)

es una funcién peridédica en el espacio reciproco.

6.1 Enlace quimico del carbono

Un 4tomo de carbono tiene 6 electrones distribuidos en los orbitales atémicos 1522s5%2p?.
Los electrones del orbital 1s del carbono no contribuyen al enlace quimico. En el grafeno,
los orbitales 2s, 2p, y 2p, hibridizan para formar 3 orbitales planares denominados sp?,
cada uno con un electrén. Estos orbitales sp? originan los enlaces o en los sélidos.
Los orbitales sp? se orientan a lo largo de tres lineas que forman dngulos de 120°entre

ellos (ver figura 6.1b), lo cual es responsable de la estructura de red hexagonal del
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grafeno [11].

En el estado basal del carbono, los orbitales s S 2
N N + * se encuentran completos, y los orbitales 2px

y 2py tienen ocupacion parcial.

1s 2s 2px  2py 2pz 1209
Un electron del orbitales 2 itado,
Hen atupacien parca en toaos os e Sp?
2p.
1s 2s  2px  2py 2pz P 120¢
SglgroorcétijtzelIzap‘hibridizacién sp”2, y deja un
1s S~ 2p
2sp”™2
120° Sp?
(a) Estados ocupados en el carbono (b) Orbitales sp?

Figura 6.1: Hibridizacién sp? del grafeno.

El orbital 2p, remanente es perpendicular al plano formado por los atomos de carbono,
y se combina con los mismo orbitales de diferentes atomos de carbono para formar
enlaces w. Cada orbital 2p, contribuye con un electrén, habiendo asi un electrén por

sitio de red. Es este orbital el responsable del comportamiento inusual del grafeno [11].

6.2 Estructura cristalina

La red hexagonal es una de las 5 redes de Bravais existentes en 2 dimensiones. Esta,
puede verse como la superposicién de dos redes triangulares opuestas con angulos de
60°(fig.6.2), las cuales corresponden a cada uno de los sitios A y B de la red ilustrados
en la figura 6.3.

Interesa obtener los vectores de la red, que son las direcciones en las cuales desplaza-
mientos en unidades enteras de estos permiten reproducir el patrén en todo el espacio,
y en el espacio dual dan cuenta de la periodicidad de las funciones de onda para el

electrén en el potencial. A partir de la figura 6.2 se tiene que los vectores de red son
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Figura 6.2: Determinacién de los vectores de red del espacio directo.

Figura 6.3: Estructura hexagonal de la red del grafeno. La celda unitaria esta confor-

mada por dos atomos, que identifican los sitios de red A y B. a; y as son los vectores

de red en el espacio directo.

(cos (5) =0 (5))
ap = afcos(=),sen(=
6 6
V3 1
_ vy - 6.2
a<2,2 (6.2
2 = afcos () —sen ()
2 = afcos(),—sen|g
(i
- M\ )
donde a = ||a;|| = ||az]|| es la distancia al primer vecino de la red.
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A partir de las expresiones de los vectores de red del espacio directo (ec.6.2) y de la

relacién entre los vectores de red del espacio directo y reciproco dada por [44]
bi . aj =27 52‘]‘

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

V3
2
?be_%be = 07
V3
2
V3

1
Tblx_ §b1y = 2,

1

62x+_b2y - 27T7
2
1

b1x+§b1y = 07

cuya solucién indica los siguientes vectores de red en el espacio reciproco

1 /27
by = - (22 o),
! a(ﬁ )

_ % (%_?> , (6.3)

- ()
dr (1 V3
B E(?T)'

6.3 Aproximacion de amarre fuerte

La aproximacion de amarre fuerte para la construccion del hamiltoniano y el calculo de

la estructura de bandas lleva a un sistema de la forma 6.4 [94]

J
donde H es la matriz del hamiltoniano y S es la matriz de solapamiento de orbitales

atémicos. Para la consideracién de primeros vecinos esta ultima matriz es igual a la

matriz identidad.
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Siendo ¥ y ¢ las funciones de onda del electrén del orbital p, asociadas a las respectivas
subredes (en la figura 6.3 A 'y B) y ¢ la constante de salto’, se obtiene como aproximacién

de amarre fuerte la expresién 6.5% [23]

- t¢n+1,m—1 - t¢n+1,m+1 - t¢n,m - wn,mEa (65)
_t¢n—l,m+1 - t¢n—1,m—1 - tl/}n,m = ¢n,mE-

Tal como se advirtiéo al principio del capitulo, las funciones deben cumplir con los
requerimientos de funciones de Bloch (ec.6.1) que con los vectores de red del espacio

reciproco (ec.6.3) se plantean las formas

Z\/gk:xan 1k, am
wn,m = €eXp ( 9 + y2 ) U(k), (66)
¢n,m = €Xp (Z\/gsxan + Zky;m> U(k)

Reemplazando ec.6.6 en ec.6.5 y considerando la periodicidad de las funciones®

ko k ky k ke, k
—tv(k) exp <Z\/§2 an + ! yam> [exp (Z\/g a_ ! ya> + exp (Z\/g a + ! ya> +1

2 2 2 2 2

3k, k
= u(k) exp (Z\f2 an + ! y2am> E,

kg k ky k ke k
—tu(k) exp <Z\/§ an + ! yam> [exp (—“/g ¢ + ! ya> + exp <—Z\/§ @ _ T ya> +1

2 2 2 2 2 2
ke, k
= v(k) exp (z\/§2 an + ! y2am> E,

y eliminando términos comunes

1La constante de salto da cuenta de las transiciones de electrones de una subred a otra.
2Esta aproximacién surge de consideraciones de segunda cuantizacién segin la forma

Zija tij (@ tia bja + Giabtja) donde af y bt son los operados de creacién de las dos subredes, o el

espin y t la energfa de salto de primeros vecinos [23].
3Al provocar un desplazamiento en el espacio reciproco iguales a un vector de red las funciones

toman el mismo valor que sin desplazar, u(k) = u(k + K) donde K = n1b; + nabs.
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—to(k) exp (“@kxa) [exp (—Z%’a> +exp (szya) +exp (W) — u(k)E,

—tu(k) exp (-Zﬁjﬁ”a> lexp (Z%’“) +exp (—”%’“) +exp (Zﬁjﬂ?“) — o(k)E.

Ahora se convierten a trigonométricas los términos exponenciales. Comenzando por la

primera ecuacién del conjunto, y se reagrupan términos

2 cos \/gk cos [ -2 ) 4+ 2sen \/§k @ CcoS By + sen? @ + cos® \/§k; a =
2 2 2 2 2 2
2 exp <Z\/§2kza> cos (k:;a> + 1.

De igual manera para la segunda expresion se obtiene el conjugado de este.

Expresado de forma matricial se tiene

(o 25) ()= 6)
) —E) \ol)) 0

F(k) = —2texp (Z\/gkxa> cos (@) ¢ (6.8)

con

2 2

Para asegurar una solucién no trivial al sistema representado en la expresion 6.7, el

determinante de la matriz debe ser igual a cero. Desarrollando el determinante y

u/gkxa) +exp (—Z\/gkaL))
2 2
= 4t? cos? (%) + 12 + 4¢% cos (La) Cos (\/ik,ﬂ)

k 1 k
E = =£2t,|cos? (%a) + 7+ cos (%) Cos <\/§2 w). (6.9)

despejando para la energia F

kya
2
k

k
E? = 4#?cos® (%a) + 12 + 22 cos (

s
N——
D
4

o]
N

(\]
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(A9) 3
IS
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Figura 6.4: Relacién de dispersion del grafeno a partir de la aproximacion de amarre

fuerte.

6.4 Hamiltoniano de Dirac

Se puede observar en la figura 6.4a que alrededor de ciertos puntos, en los cuales la
energia es igual a cero, la relacién de dispersion puede aproximarse a una relacion
lineal. Estos puntos son llamados puntos de Dirac.

A partir de la expresion 6.9 sabemos que las raices corresponden a las raices de la

expresion al interior de la raiz (¢ es distinto de cero).

k,a 1 k,a V3k.a
_ 2 Yy - Y i . 1
0 cos(z)+4+cos(2)cos< 5 ) (6.10)

k Ky
Yzcos(%a) y X = cos <\/§2 a),

1
0 = Y2+Z+XY,

—X+vX?2-1
5 .

Sustituyendo

Yy —

(6.11)

Lo cual genera dos curvas solucion en el plano complejo. Dado que interesan las solu-

ciones reales, se buscan las soluciones con X tal que el argumento de la raiz cuadrada
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presente en ec.6.11 sea mayor que 0, y dada la sustitucién, X es el rango de la funcion

coseno imponiendo un intervalo adicional a cumplir

= {_17 1} )
1
Y = +£-.
2
Ahora, se llevara la solucién a las variables originales segun la sustitucién realizado para

ec.6.10. Segun la sustitucion realizada tenemos

—1 = cos 5 .

Aplicando la inversa del coseno y despejando para la coordenada k

V3k.a

arccos(—1) =

2
7r(2n+1)\/g = k.
a

De igual manera

1
2
1 ~ kya
arccos <§> = -
2
a

1
2 _
7r<m+3>

y para el segundo par coordenado

arccos(l) = :

2
2mn/ = k,,

V3a

-1 kya
— = cos|— ],
2 2
1 kya
arccos | — = —=
2 2’
2
a

2
2m! + —
7T<m+3)
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Asi, las coordenadas del punto de Dirac del primer par coordenado, conn =0, m =0,

son

K= (% %) . (6.12)

Dado que las contribuciones de los puntos de Dirac pueden ser consideradas de manera
independiente, solo se considerara el punto de Dirac de ec.6.12. Realizando la expansion

en series de primer orden alrededor de este punto

fk) = fK)+ Vi) - (k- K),

2m
—t1n/3a exp (1) cos <z) ke —
= 0+ 3 . V3a
at exp(17) sen (—) 2
3 Y 3a

Es conveniente para efectos posteriores definir un desplazamiento del sistema coorde-
nado para ubicar el punto de Dirac en el origen de coordenadas, k' = k — K, y la

expresion 6.8 linealizada en las nuevas coordenadas es

FK) = \/g“t(k; — k). (6.13)

Sustituyendo ec.6.13 en ec.6.7 obtenemos

\/gat

-E 5 (ke — k) (u(k’)>:<0>
V) -k w)) A0/

de donde solucionando el determinante de la matriz se observa que la relacion de dis-

E— i‘/gat, [k 4 k2.

En la forma matricial 6.4, multiplicamos y dividimos por 4 el lado izquierdo
V3at 0 P —wpy \ [ u(k) & u(k’)
2h \pl + i, 0 v(k’) v(k’)

vr(op;, + oyp, ) (K) = EY(K), (6.14)

persion es lineal (fig.6.5)
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Figura 6.5: Relacién lineal de dispersion alrededor del punto K.

donde ¢} con i=z,y son las matrices de Pauli, p; con i=z,y el operador de momento y

vr la velocidad de Fermi, y los autoestados asociados a la forma de autovalores 6.14

b= — <i eXp(_Z¢)> : (6.15)

son de la forma [40]

V2 1

con tan ¢ = ky/k,. Acorde a la literatura, los valores para la energfa de salto ¢ y la
distancia a primeros vecinos es 2.7eV [23] y 1.47A [27,41] respectivamente, convertidos a
unidades del sistema internacional, y sustituyendo tenemos que el valor de la velocidad
de Fermi es 463557m/s.

La expresion 6.14 corresponde a la ecuacién de Dirac para fermiones sin masa*. Esta
descripcion de los electrones en el grafeno lleva a la presencia de efectos como la paradoja

de Klein y el efecto Zitterbewegung.

4En el grafeno, en el limite de bajas energias, los electrones poseen una masa efectiva nula.
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Capitulo 7

Efectos de confinamiento en el

grafeno

La accién de campos electromagnéticos sobre el grafeno produce una serie de efectos
particulares de interés tedrico y practico. Entre estos efectos cabe senalar el efecto Hall
fraccionario, el efecto Zitterbewegung y la paradoja de Klein. Esta tultima genera una
caracteristica electronica particular del grafeno, y es la existencia de un minimo distinto
de cero para la conductancia.

Los campos eléctricos contribuyen con un potencial dado por Vg = qo(r,t) [67,95].
La inclusion de los campos magneticos se realiza usando el principio de acoplamiento
minimo [95] que involucra solo la distribucién de carga en este y no los momentos de
multipolos de la distribucién de carga en contraste al acoplamiento de Pauli. Asi, usando
el principio de acoplamiento minimo que resulta de redefinir el operador momento como
p — eA [96].

Aplicando estas dos consideraciones en ec.6.14 obtenemos la forma de la ecuacién 4.4

para m = 0.

(vr(02ps + oypy) —vreo - A+ eg(r,t)) (k) = E¢(k) (7.1)
(vp(0ps + oypy) — vreo - A +eg(r,t)) (k) = zh%@/}(k). (7.2)

La ecuacién 7.1 es independiente del tiempo, y la ecuacién 7.2 es dependiente del tiempo
y permite analizar la evolucién de paquetes de onda en el tiempo. A es el potencial

méagnetico vector.
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Las matrices de Pauli o estan dadas por [47]

01 0 — 1 0
Oy = , Oy = , O, = .
10 v 0 0 -1

7.1 Efecto Zitterbewegung

Para efectos experimentales, una posibilidad de validacién del efecto lo constituyen las
oscilaciones de la corriente, tal como indico Katsnelson debidas al efecto Zitterbewegung
[97].
El valor del operador de densidad de corriente en la representacién de Heisenberg se
construye como

j=edive,
donde v es el operador de velocidad.
En mecdnica cudntica relativista, el teorema de Ehrenfest también es valido [47]. Asi
que se aplica para obtener el operador de velocidad. Por la definicion del teorema de

Ehrenfest tenemos que

o  [. A~
— =z, H|.
at L |
Multiplicando por una funcién de onda auxiliar para aplicar los operadores
oz [~
¥ = j’:a H )
ot i | v

y expandiendo el conmutador

Aplicando los operadores

oz . . .
5 = ~urdd - pY —vrG (Y + ipy),
y simplificando
oz .
E = —UFUT/%
0z .
a = —Vpo.

Usando este resultado para el operador de velocidad, la representacion de Heisenberg

del operador de corriente y la expresién 6.15, tenemos desarrollando
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-j 0 1—1\ [exp(—w)exp(—1Et/h)
o (exp(zzb) exp(1Et/h) 1) (1 0 ) ( . ) )
1—1
B (exp(zw) 1) <exp(—m/1) exp(—Et/h) + zexp(—z¢)exp(—zEt/h)> ’
= exp(w))exp(tEt/h) — rexp(w)) exp(1Et/h) +
exp(—w)) exp(—1Et/h) + 1exp(—w)) exp(—1Et/h),
j = —2evp(cos(¢ + Et/h) + sen(¢ + Et/h)).

(7.3)

De la expresion 7.3 para el operador de densidad de corriente, se observa la oscilacion

correspondiente al efecto Zitterbewegung.

7.2 Paradoja de Klein

Dado un campo eléctrico que impone una barrera de potencial de la forma

Siendo las soluciones [6] de los espinores 11 y 19

( (exp(thyx) + rexp(—ik,)) exp(tkyy), x <0
Y1 = q (aexp(ig,x) + exp(—1g,x)) exp(thyy), 0 <z <D
\ texp(thyx + 1hyy), D<z
(s (exp(tkyx + 19) + 1 exp(—tk,x — 1)) exp(kyy), <0
Yy = Q& (aexp(1gzx +18) + exp(—iq,x — 10)) exp(tk,y), 0<xz <D,
st exp(1k,x + 1kyy + 19), D<ux

donde
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(B —Vo)?
e = \/W—k‘i,

s = sgn(E),
s = sgn(E—Vp),

k
0 = arctan (—y),
qx

siendo @ el angulo de refraccién (la indicacién de las variables puede verse en la figura
7.1). Usando las condiciones de continuidad de la funcién de onda se pueden hallar los

valores de a, b, t y 7.

[ J
k D
e —o

oO———>

Figura 7.1: Esquema del fenémeno de tunelamiento.

Para el coeficiente de refleccidén r se tiene

r = 21exp(19) sen(q, D) sen(¢) — ss"sen(0)

ss' [exp(—1q, D) cos(¢ + 0) + exp(1q. D) cos(¢ — 0)] — 21sen(q, D)

Asumiendo |Vp| >> |E| el angulo de refraccion 6 tiende a cero ya que ¢, se hace mucho

mayor que k,, y s’ = —1 debido a la misma suposiciéon. Luego

21exp(1¢9) sen(q, D) sen(¢)
—2cos(¢) cos(q. D) — 21sen(q, D)’

sen?(g, D) sen?(¢)
cos?(¢) cos?(¢. D) + sen?(q, D)’

r'r =
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y definimos la probabilidad de transmisién como T = t*t =1 — r*r

cos?(¢) cos?(q, D) + sen?(q, D) — sen?(q, D) sen?(o)
cos?(¢) cos?(q, D) + sen?(q, D)

cos?(¢) cos?(q, D) + sen?(q, D) (1 — sen?(¢))

cos?(¢p) cos?(¢, D) + 1 — cos?(g, D) ’
cos?(¢) cos?(q, D) + sen?(q, D) cos*(¢)

T ¥ cos?(q. D) (eos(0) ~ 1)
cos?(¢)(cos?(q, D) + sen?(q. D))

1 — sen?(¢) cos?(q, D) ’

cos?(9)

o1 sen?(¢) cos?(q, D) (7.4)

T =

)

En la expresién 7.4 se observan dos caracteristicas de interés. Bajo condiciones de
resonancia q,D = mIN con N entero la barrera es invisible al igual que para incidencia
normal (f = 0V 6 = ) la probabilidad de transmisién siempre sera 7' = 1. También
se puede observar que para ¢, D = (N + 1/2) la probabilidad de transmisién tambien
es independiente de la barrera de potencial y solo depende del dangulo de incidencia
T = cos(¢).

Las dos condiciones de transmision total corresponden al motivo paraddjico que enuncia
el nombre, ya que la intuiciéon indicaria que la transmision deberia depender de las
caracteristicas de la barrera de potencial [21,47,48,51], que como se indico en la seccién
3.3 se debe a la alineacion de estados positrénicos al interior de la barrera ya que si
bien los potenciales altos son repulsivos para los electrones, estos son atractivos para

los positrones.

7.2.1 Conductancia minima

Si un cable se conecta a la izquierda a un reservorio con niveles ocupados hasta Ep
y a la derecha a un reservorio con niveles ocupados hasta Er 4+ eV, donde V es un
potencial electrostatico, fluird una corriente I (fig.7.2).

Para un cable ideal, un electréon en un estado k contribuye con una corriente de I = enwvy,

L9Bk o5 1a velocidad del electrén.

donde n = 1/L es la densidad lineal y vy = 7

Teniendo en cuenta la degeneracion del espin, g = 2, la corriente total de izquierda a

derecha es

2¢ kr 1 OE), 2¢
Iop=— - T )
PR e T /0 hdk )y

o1



E(k,)

EF F+ eV
LR R-L
'kz

Figura 7.2: Esquema ilustrativo del flujo de corriente en un cable con diferencia de

niveles ocupados en los extremos conectados.

Similarmente, la corriente total de derecha a izquierda sera

2 Ep+eV
IR—>L = _e dEa
h Jo

y por ende la corriente total neta es

2¢?
-y,
h

La conductancia, en este caso vendra dada

G = 7 inverso de la resistencia,
2¢? 1 L .
= V ——, sustitucion de la corriente,
h V
2¢?
o
Aplicando el formalismo de Biittiker-Landauer, se agrega un factor a la conductancia

que d& cuenta de los modos de transmisién [98]

22
G = 5= Tn

G = “_MT. (7.5)

La expresion 7.5 da cuenta de la cuantizacion de la conductancia. Si consideramos el

caso del grafeno, con incidencia normal o condiciones resonantes, la probabilidad de
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transmision es 1, y con un solo modo de transmisién M = 1, tenemos

2¢?
G p—
hbar’

que es la conductancia minima en el grafeno.
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Capitulo 8
Simulacion

El presente trabajo de grado se centra en la implementacion del método de operador de
separacion con transformada répida de Fourier! para la ecuacién de Dirac bidimensional
dependiente del tiempo para fermiones sin masa con aplicacién de campos externos. Sin
embargo, esta técnica no es restrictiva solo para estas condiciones [67], pero para los

objetivos del trabajo propuesto solo se hara el abordaje especifico de estas.

8.1 Método de operador de separacién con FFT

El esquema de operador de separacion ha sido aplicado en distintos célculos/simulaciones
de paquetes de onda en aproximaciones no relativistas tipo Schrodinger en fisica atomica
y molecular, propagacion de paquetes de onda no relativistas en potenciales externos, e
interaccién electrén - ldser bajo aproximaciones de Schrodinger y Dirac [67]. El método
se ha convertido en un referente y un estandar para el estudio de la dinamica de paquetes
de ondas [68].

Como se indico en la subseccion 4.2.3 el método consiste en proponer como solucion
general en un tiempo futuro de un estado inicial del sistema como el resultado de la
aplicacion de un operador de evolucion unitario. Sobre el operador de evolucion se aplica

una separaciéon dada a partir de la expansién de Trotter (hasta aqui, es propiamente el

LFFT-Split operator.
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operador de separacién [63]). Asi, de las expresiones 4.11 y 4.12 [67,68, 95].

~ WALH WALV AT WALV
U(At) = exp (— - ) A exp (— o7 )exp (— - )exp (— o7 ) . (8.1)

donde T es el operador de energia cinética, Vel operador de energia potencial, U es el

operador de evolucion y At el intervalo de tiempo entre cada paso temporal.

La separacién simétrica asegura que el error sea del orden At3. El error esta asociado
a que no se consideran los aportes de los conmutadores de los dos operadores, lo cual
se observa del teorema de Baker-Hausdorff, y por ende el error puede ser estimado a
partir de los conmutadores [68]. Tedricamente el método es exacto si los operadores de
energia cinética y potencial conmutan.

La solucién 4.12 con el operador de evolucién propuesto es estrictamente valida si no
hay dependencia explicita de los potenciales con respecto al tiempo, sin embargo se
puede usar un paso temporal muy pequeno para despreciar los efectos (cumpliendo con
una frecuencia de muestreo temporal mayor a la frecuencia caracteristica de la variacién
del potencial externo) [67].

Otro aspecto adicional en la seleccion del paso temporal es la frecuencia de oscilacion

asociada a la energia de la particula incluyendo su energia en reposo

E + moc?
h

[67,95] y la relacion entre la velocidad asociada al fendmeno y el tamano de particion
espacial vdt = dz [95].
El paquete de onda inicial, no debe ser gaussiano, sino cualquier otra descripcién [67].
Posterior a la separacion, el operador de potencial se aplicaré de forma directa, mientras
que el operador de energia cinética se aplicara en el espacio de momento mediante una
transformada de Fourier. Esto tiene como ventaja, volver el operador diferencial en un
operador multiplicativo [67,68].
La discretizacién de los operadores se realiza directamente sobre la malla [67, 68, 95],
es decir, los elementos de la matriz que representa el operador se encuentran en la
(fila,columna) asociada con indices cartesianos a la malla en el espacio directo (en

discretizaciones de esquemas como diferencias finitas y elementos finitos las matrices
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poseen una fila y una columna asociada a los nodos, es decir se hace un mapeo del
espacio 2D a 1D para su representaciéon matricial) [95].

La seleccion del orden de aplicacion de los operadores puede tener razones especificas por
diversos motivos, entre ellos posibilidades de optimizacién de los algoritmos, de donde
observamos que Braun comienza con la aplicacion del operador de potencial en el espacio
directo [68] y Mocken comienza con la aplicacién del operador de energia cinetica [67].
Bajo un esquema simple, conviene la aplicacién del operador de potencial inicialmente,
ya que evita realizar en esta primera operacién la transformada de Fourier, ec.8.2.
Sin embargo el esquema de Mocken permite lograr una optimizacién para sistemas
que requieren simulaciones con ¢ grande y alta resolucion, mediante la aplicacién de
ciertas propiedades sobre el operador que resulta de la aplicacién sucesiva de pasos

temporales [67].

—1Ate (V]I — vpcif' . A)
2h

AR - —1Ate VH—chA?-A
F 1| exp (M) F | exp ( ) WY(to) . (8.2)

Y(to + At) = exp

h 2h

Dado el costo computacional que implica el computo de la exponencial matricial, con-
viene indicar esta en forma trigonométrica [67], para lo cual se expande la exponencial
en series de potencias y factorizamos (teniendo en cuenta las respectivas propiedades

del operador) [99, 100].

Teniendo exp(20 - &) con 6 = ﬁ siendo @ un vector arbitrario. De la identidad

(@a-0)(b-0)=a-b+1(axb)-o,
y por ende
0-6)*=1.
Asi

exp(10-5) = exp(2|0|(0-5),

= 1@ o) - 0 L

= 1+40[( '0)—7—@§| °(6-0)...,
)sen(]0]). (8.3)

= cos(|O))l+(0-&
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Usando ec.8.3 en ec.8.2, y sabiendo que la aplicacién del operador momento genera sus

autovalores p = —ihk, se obtiene

—1Ate (V]I — UF3 . A)

— 2 2
exp o < VitoupA-A h)
I- A
VI —vpo - sen( 2A AeAt)
VVZE0RA A 2h

sen (\/_vat>

h

—1AtORG - p>
exp (— = cos (vk : kaAt> I— z\/_
k

8.2 Unidades de variables

Debido a la escala de magnitud de las variables en este problema particular, desde
cantidades muy pequenas como la carga del electron, la constante de Planck, y otras
de magnitud grande como la velocidad de la luz o la velocidad de fermi, resulta poco
conveniente el uso de unidades del sistema internacional para efectos numéricos, ya que
contribuye al aumento de la propagacién del error.

Con este fin, es recomendable trabajar con unidades atémicas [67]. Para ver la definicién
de estas unidades puede remitirse al enlace de wikipedia Atomic Units http://en.
wikipedia.org/wiki/Atomic_units.

Para el trabajo desarrollado aqui sera de importancia las siguientes definiciones?

8.3 Implementacion

La implementacion del algoritmo de operador de separacién con transformada rapida
de Fourier para este trabajo puede separarse en 4 bloques como se ilustra en la figura

8.1 y se indican a continuacién:

e Definiciones.

e Discretizacion.

2Los valores indicados en las magnitudes corresponden a la equivalencia de 1 unidad atémica de

dicha magnitud. La tabla contiene los valores aproximados a 4 decimales.
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Me 1
e 1
h 1
1
c 137 G
Longitud (radio de Bohr ay) 0.5292A
Energia (energia de Hartree Ej,) 27.211eV
Tiempo 2.4189 x 107175
Velocidad 2.1877%
Campo eléctrico 51.421%
Campo magnético 2.35 x 10°T

Tabla 8.1: Tabla de equivalencia de magnitudes y constantes en unidades atomicas.

e Propagacién temporal.

e Visualizacion.

8.3.1 Definiciones

El bloque de definiciones lo constituyen los llamados de los médulos requeridos por el
programa principal (lineas 3 a 10 del cédigo A.1), la definicién de las constantes bésicas
(lineas 14 a 17 del cédigo A.1) y, de la geometria y condiciones del sistema (lineas 18 a
26 del cédigo A.1).

En los llamados de los mddulos se cita el paquete numpy para la creaciéon, manipu-
lacion y operacién de arreglos multidimensionales. Ademas de arreglos bidimensionales
(tipo matriz) se hard uso de arreglos tridimensionales para el manejo de entidades de
multiples componentes, como el potencial magnético vector, la funciéon de onda de dos
componentes y los operadores.

El médulo numpy . £t es llamado para el uso de las funciones de transformada rapida de
Fourier. Python ofrece una interface a la libreria de FFTW?. En el programa principal

se usa para determinar la posiciéon de los nodos del mallado del espacio dual.

3 Fastest Fourier Transform in the West, http://www.fftw.org/.
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Carga de Mddulos.

Definicién de
Constantes.

Definicién de
condiciones
del sistema.

Numpy
mshCreator
Evalmsh
SplitOps
Drawing

hbar
Velocidad de Fermi
Carga del electrén

Geometria
Tiempo
Potenciales
Paquete inicial

Mallado
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% DISCRETIZACION
Espacio directo

Tiempo
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VISUALIZACION
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Split Operator
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(Tunelamiento)

|
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> trayectoria
> Gréficar
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Figura 8.1: Diagrama de flujo del programa principal.

29




El médulo time se utiliza para determinar el tiempo que toma cada ejecucion de la
simulacion con la instruccion clock.

Adicional a los médulos propios de python, se definen nuevos médulos con el fin de
simplificar algunos procedimientos del programa. El mdédulo mshCreator contiene la
funcién que define un mallado cuadrado regular que se usara para la discretizacion
del espacio directo. El moédulo Evalmsh define las funciones de evaluacion de campos
escalares y vectoriales (por vectorial entiéndase cualquier elemento que al evaluarse
requiera de almacenarse en un arreglo tridimensional). El médulo SplitOps define
las funciones de cambio de espacio a partir de transformadas de Fourier, la aplicacién
de las matrices de Pauli, la definicién de la exponencial matricial sobre un tensor, la
aplicacion de un operador sobre las funciones de onda, la probabilidad de densidad y
la normalizacion de las funciones de onda. El médulo Drawing contiene las funciones
de graficacién usadas en este trabajo.

En la segunda parte del bloque se definen las constantes bésicas, como la velocidad de
la luz, la carga del electrén y la velocidad de Fermi. La tercera parte define la longitud
de los lados de la zona de simulacién en el espacio directo, el tiempo total de simulacién,

los pasos temporales, la funcion de onda inicial y los potenciales externos.

8.3.2 Discretizacion

La discretizacion consiste en la generacion de los nodos asociados a los dominios de
interés y de la evaluacion de las funciones y operadores sobre este espacio discreto
generado.

Tanto el espacio directo como dual, se generan con un mallado cuadrado regular. Para
el espacio directo se hace uso de la funcién sqrgrid del médulo mshCreator (codigo
A.2) creado para este trabajo y el espacio dual directamente con la aplicaciéon de la
instruccién de numpy meshgrid. Notese que el mallado consiste en una matriz en la
cual las filas y columnas se asocian directamente con coordenadas X y Y (lineas 28 a
32 del cddigo A.1).

Una vez generado los mallados se procede a la definicion de los valores de las funciones
de potencial, onda y operadores sobre el mallado. La funcién de potencial electrostéatico
se puede almacenar en un arreglo bidimensional, mientras que la funcién de potencial

magnético y la funciéon de onda requieren ambos de un arreglo tridimensional de dos
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capas. En el caso del potencial magnético las dos capas corresponden a la componente
X y ala componente Y de este, y en la funcién de onda corresponde a los valores del
paquete de onda de energia positiva y al paquete de energia negativa de la funcion de
onda (lineas 34 a 39 del cédigo A.1). La evaluacién requiere del médulo propio Evalmsh
(cédigo A.3), el cual para la evaluacion de funciones a tramo conocidas como la funcién
escalon, rectangulo entre otras comunmente usadas en las formas de potenciales depende
del modulo propio piecefun (cédigo A.4).

Una vez discretizados los potenciales, se definen las componentes de energia potencial
y energia cinética del operador de evolucion. El operador de evolucion analitico es una
matriz de 2x2, pero dado que el espacio esta discretizado, cada componente a su vez
es una matriz donde sus componentes reflejan el valor del operador en dicho punto.
Asi cada punto del espacio discreto tiene asociado 4 componentes del operador. Luego
la aplicacién de las matrices de Pauli y la identidad de dimensién 2 son representadas
como un arreglo tridimensional de 4 capas, generando al igual dicha representacion
de los operadores de evolucién (lineas 41 a 53 del cddigo A.1). La definicién de las

aplicaciones de las matrices de Pauli y la identidad se encuentran en el médulo SplitOps

(cédigo A.5).

8.3.3 Propagacion temporal

La propagacién temporal es el bloque principal del programa (lineas 64 a 80 del codigo
A.1). Definido el orden de aplicacién de los operadores se procede a la aplicacion ciclica

del siguiente procedimiento

e Aplicacién del operador potencial en el espacio directo.

Transformacién de la funcién de onda al espacio dual.

Aplicacién del operador cinético en el espacio dual.

Transformacion de la funcion de onda al espacio directo.

Aplicacion del operador potencial en el espacio directo.

Cada determinada cantidad de pasos se almacena el valor esperado de la posicion
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del paquete de energia positivo

X=> vlxu,

x?y

y la densidad de probabilidad

P= Z Uiy,

$7y,E(+1_)

La aplicacion de los operadores sobre las funciones de onda se definen en el mddulo
SplitOps. Esto es necesario ya que no se trata de un producto matriz vector sino del
producto de un arreglo tridimensional de 4 capas (operador) con un arreglo tridimen-
sional de 2 capas (funcién de onda). El producto de una capa con otra se define como
un producto elemento a elemento, pero el producto entre los dos arreglos (operador y
funcién de onda) genera un arreglo tridimensional de dos capas tal como se define en

ec.8.4, donde los subindices corresponden a las capas de los arreglos tridimensionales.

Opy Opy v, _ Opo¥o + Op1 ¥4 (8.4)
Opy Ops vy Op,¥o + Ops Uy /)

donde las capas del arreglo tridimensional del resultado son representadas por las com-

ponentes del vector resultante en ec.8.4.

8.3.4 Visualizacion

El bloque de visualizacién corresponde a la graficacion de la curva de trayectoria del
paquete de energia positiva a partir de los valores esperados de la posicion en los tiempos
usados para la ilustracién del efecto Zitterbewegung, v la graficacién de los contornos
de la funcién de densidad de probabilidad de los dos paquetes para la ilustracion de la

paradoja de Klein. Para ello se hace uso del médulo Drawing (cédigo A.6).
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Parte 111

Resultados y discusion
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Capitulo 9
Resultados y discusion

Los resultados presentados en este capitulo hacen uso de las constantes y unidades

indicadas en la tabla 8.1 y usando los siguientes valores por defecto para los parametros

del script.
Longitud zona (1) 3
Tiempo simulacién (t) 3000
Resolucién espacial (res_1) 256
Resolucién temporal (res_t) 1500
1

loci Fermi (v_f —_—
Velocidad de Fermi (v_f) 137 % 300
Potencial eléctrico (V) 0.2 x rect(1.5,2, )

Potencial vector magnético (A) | (0,0.0027 x rect(1.5,2.,x))
(z —0.3)? + (y — 1)?

Paquete inicial positivo exp [ — =
—2.5)? —1)?
Paquete inicial negativo exp (_ (2 )I/I;L (y—1) )

Tabla 9.1: Constantes y funciones usadas en la simulacion.

La constante W presente en las funciones del paquete de onda en la tabla 9.1 permiten

modular el ancho de banda del paquete de onda.

Los calculos fueron realizados en un equipo doble nicleo de 2.1GHz y 2GB de memoria

RAM. El tiempo promedio de cada corrida del programa es de 25 minutos.

La energia asociada a los potenciales externos se encuentra alrededor de 1eV que es el
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limite valido de la aproximacién de Dirac, superior a la energia de los posibles paquetes
usados (esto precisamente se debe al interés en la paradoja de Klein).

La interaccion de un paquete de onda con componente positiva con la barrera de poten-
cial impuesta por el campo eléctrico (ver fig.9.1), resulta en una pequena distorsién de
este y finalmente produce su reflexion. Aqui, el efecto relacionado con la paradoja de
Klein no se hace presente dado la ausencia de la segunda componente que da cuenta de la
presencia de positrones. La ausencia de positrones, para los cuales la barrera de poten-
cial positiva resulta atractiva, lleva a la aparicién de un efecto clasico de tunelamiento,

en el cual existe una dependencia directa de la altura de la barrera de potencial.

\psi \psi

y (a.u.)
y (a.u.)

_0'8.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 -° 3.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
X (a.u.) x (a.u.)

(a) 300 pasos (b) 600 pasos

\psi \psi

y (a.u.)
y (a.u.)

-0 B.O 0.5 1.0 15 20 25 3.0 70'3.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
x (a.u.) x (a.u.)

(c) 1200 pasos (d) 1500 pasos
Figura 9.1: Test 3. Paquete de onda positivo, campo eléctrico y W=0.01.

Para este caso de una sola componente, en presencia de campos magnéticos el efecto

de distorsion sobre el paquete de onda se hace mas manifiesto. Igualmente se produce
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la reflexién del paquete (ver fig.9.2).

\psi \psi

y (a.u.)
y (a.u.)

-0 8.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 _0'8.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
x (a.u.) x (a.u.)

(a) Inicial (b) 900 pasos

\psi \psi

y (a.u.)
y (@.u.)

-0 B.O 0.5 1.0 15 20 25 3.0 70'30 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
X (a.u.) x (a.u.)

(c) 1200 pasos (d) 1500 pasos
Figura 9.2: Test 6. Paquete de onda positivo, campo magnético y W=0.01.

Los efectos de distorsién en el paquete deben manejarse con cierto cuidado, ya que
pueden ser dependientes del mallado espacial y también del ancho del paquete de onda.
En los dos casos anteriores, el ancho de banda es comparable al ancho de la barrera de

potencial.

En el caso de paquetes de onda con presencia de las dos componentes de energia, la
interaccién con la barrera de potencial impuesta por el campo eléctrico resulta en un
efecto de tunelamiento con probabilidad 1. Obsérvese en la figura 9.3 que los paquetes
de onda entre los tiempos iniciales y finales terminan opuestos a las posiciones iniciales.
El efecto de la paradoja de Klein se relaciona con la interacciéon de ambos paquetes de

onda sobre la barrera de potencial, tal como se ha mencionado antes. Ya que la barrera
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de potencial positiva resulta atractiva para positrones, la presencia de estos produce

finalmente el paso de los paquetes de onda al otro lado de la barrera de potencial.

\psi \psi

y (a.u.)
y (a.u.)

030 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 035 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
X (a.u.) x (a.u.)

(a) Inicial (b) 900 pasos

\psi \psi

y (a.u)
y (a.u.)

-0 B.O 0.5 1.0 15 20 25 3.0 _0'8.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
x (a.u.) x (a.u.)

(c) 1200 pasos (d) 1500 pasos
Figura 9.3: Test 12. Paquete de onda con dos componentes, campo eléctrico y W=0.01.

La modificacion del tamano del paquete de onda bajo la influencia de la misma barrera
de potencial, en la cual el ancho es semejante a la barrera de potencial lleva a la mani-
festacion de efectos de distorsiéon mas significativos pero aun permitiendo el fenémeno
de tunelamiento (ver fig.9.4).

Tal como se mostr6 en la seccién 7.1, la manifestacion del efecto Zitterbewegung es
posible en ausencia de campos externos. Realizando la simulacién con potenciales
nulos y calculando los valores esperados de la posicion se observan las trayectorias de
la figura 9.5. Se considera que la forma ciclica de la trayectoria hacia el lado derecho,

obedece a los efectos de oscilacion de Zitterbewegung inducidos por la interaccién con
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\psi \psi

y (a.u.)

y (a.u.)

035 05 1.0

15 2.0 2.5 3.0 030
x (a.u.)

0.5 1.0 15 2.0

25 3.0
x (a.u.)

(a) 600 pasos (b) 900 pasos

\psi \psi

y (a.u.)

y (a.u)

030 05 1.0

15 2.0 2.5 3.0 030
x (a.u.)

0.5 1.0 15
x (a.u.)

(c) 1200 pasos (d) 1500 pasos

Figura 9.4: Test 16. Paquete de onda con dos componentes, campo electrico y W=0.05.

el paquete de onda de energia negativa.
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Trayectoria

O%.O 12 14 16 18 2.0 2.2 24 2.6
X (a.u.)

(a) res1= 512, res_t=3500

Trayectoria

2.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
x (a.u.)

(¢) res1=1024, res_t=7000, t=6000, 1=6

Trayectoria

2.0
x (a.u.)

(b) res_1=1024, res_t=7000, t=6000

Trayectoria

0"6.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
x (a.u.)

(d) res_1=1024, res_t=7000, t=3500

Figura 9.5: Manifestacién del efecto Zitterbewegung.



Capitulo 10
Conclusiones

Tal como se ha indicado en la literatura, se muestra la presencia de comportamientos
relativistas en el grafeno. El comportamiento relativista presente en este caso no obe-
dece a condiciones de velocidades cercanas a la luz sino debido a las condiciones creadas
por la hibridacién sp? de los dtomos de carbono.

Se debe resaltar que las consideraciones de amarre fuerte permiten simplificar los mo-
delos requeridos para el andlisis, ya que parten de un conjunto de soluciones base
provenientes de resultados de orbitales atomicos individuales o de resultados de medios
periddicos como las funciones de Bloch. Ambos casos, originados de la ecuacién de
Schrodinger.

Sin usar el método de amarre fuerte se puede partir de los modelos de Schrodinger o
de Dirac, lo cual requiere conocer los potenciales aportados por los niicleos iénicos y el
potencial aportado por la distribucion electrénica sobre los enlaces. Sin embargo este
camino posee un mayor costo computacional y una mayor complejidad matematica.
Se genero documentacién de los procedimientos de caracter analitico de manera deta-
llada, en los cuales para el efecto Zitterbewegung y la conductancia minima se presenta
una metodologia alternativa de mayor sencillez a la presentada en la literatura, y se
detalla el procedimiento de determinacion de los puntos de Dirac ausentes en la litera-
tura.

La aplicacion de técnicas de simulacién numérica permite reducir limitaciones analiticas

de soluciones a modelos complejos.

La técnica del operador de separacion con FFT tiene un alto costo computacional, prin-
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cipalmente debido a la aplicacién de dos transformadas de Fourier por paso temporal,
y el nivel de discretizacién requerido en las componentes espaciales y temporales.

Se obtuvo una simulacion del efecto de tunelamiento asociado a la paradoja de Klein.
Adicionalmente se pudo verificar a través de la simulacién que aun bajo el modelo
relativista de la ecuacién de Dirac la ausencia de la componente del paquete de onda
asociada al positron elimina los efectos de la paradoja de Klein, asociando de manera
clara la relacion del fenémeno con la interaccién de los electrones con su antiparticula,
los positrones.

El céalculo del valor esperado del operador de posicién permitié reconstruir la trayecto-
ria del paquete de onda positiva y observar la manifestacion del efecto Zitterbewegung
de manera numérica. Se resalta que las publicaciones asociadas al estudio de estos
fendmenos en el grafeno hacen uso de elementos de caracter analitico, que restringen la
posibilidad de variar condiciones iniciales o potenciales de barrera dada la restriccién
de la posibilidad de encontrar una solucion analitica y los trabajos de caracter numérico
abordan otros tipos de propiedades distintas observables a escalas de mayor dimension
(problemas de cardcter mesoscépico) o propiedades en las que los efectos de confi-

namiento poseen una manifestacién indirecta.

10.1 Trabajo futuro

Se espera como trabajo futuro la ampliacién del conjunto de rutinas de simulacién con

el fin de cubrir los siguientes aspectos

e Fermiones con masa.

Ecuacion de Dirac 3D.

Condiciones periddicas en el potencial externo.

Célculo de autocorrelacion para determinacién de autovalores de energia y relacion

de dispersion.

Igualmente el desarrollo de rutinas de elementos finitos para ecuaciones de primer orden,

para su aplicacion a la ecuacién de Dirac, y contrastar y analizar
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Dinamica de paquetes de ondas.
Aproximaciéon del hamiltoniano por potenciales atémicos.
Célculo de estructuras periddicas y cédlculo de estructura de bandas.

Dominios no regulares.

72



Bibliografia

1]

Andreas Barth and Werner Marx. Graphene - a rising star in view of scientomet-

rics. pre-print, September 2008.

Mazdak Taghioskoui. Trends in graphene research. Materials Today, 12(10):34—
37, 2009.

M. S. Dresselhaus and G. Dresselhaus. Intercalation compounds of graphite.
Advances in Physics, 51(1):1-186, 2002.

Mauricio Terrones, Andrés R. Botello-Méndez, Jessica Campos-Delgado, Flo-
rentino Lopez-Urias, Yadira I. Vega-Cantd, Fernando J. Rodriguez-Macias,
Ana Laura Elias, Emilio Mu noz Sandoval, Abraham G. Cano-Méarquez, Jean-
Christophe Charlier, and Humberto Terrones. Graphene and graphite nanorib-
bons: Morphology, properties, synthesis, defects and applications. Nano Today,
5:351-372, 2010.

R. Gerritsma, G. Kirchmair, F. Zahringer, E. Solano, R. Blatt, and C. F. Roos.
Quantum simulation of the dirac equation. Nature, 463:68-71, 2010.

I. M. Katsnelson, K. S. Novoselov, and A. K. Geim. Chiral tunnelling and the
klein paradox in graphene. Nature Physics, 2:320, September 2006.

Christian Melhiot. Material by computer design: An introduction. Energy and
Technology Review, 8:1-3, August - September 2004.

W. Hergert, A. Ernst, and M. Dane. Computational Materials Science. Lectures
Notes in Physics. Springer, 2004.

Dieter W. Heermann. Computer Simulation Methods in Theoretical Physics.

Springer, 2 edition, 1990.

73



[10]

[11]

[12]

[13]

A. K. Geim and K. S. Novoselov. The rise of graphene. Nature Materials, 6:183—
191, March 2007.

N. M. R. Peres. Graphene, new physics in two dimensions. FEurophysics News,
40(3):17-20, May-June 20009.

M. Ishigami, J. H. Chen, W. G. Cullen, M. S. Fuhrer, and E. D. Williams. Atomic
structure of graphene on sio2. Nano Letters, 7(6):1643-1648, 2007.

J. Milton Pereira, V. Mlinar, and F. M. Peeters. Confined states and
direction-dependent transmission in graphene quantum wells. Physical Review
B, 74:045424, 2006.

A. K. Geim. Graphene: Status and prospects. Science, 324(5934):1530-1534,
2009.

M. Dragoman and D. Dragoman. Graphene-based quantum electronics. Progress
in Quantum FElectronics, 33(6):165-214, 2009.

T. Thn, J. Giittinger, F. Molitor, S. Schnez, E. Schurtenberger, A. Jacobsen,
S. Hellmiiller, T. Frey, S. Droscher, C. Stampfer, and K. Ensslin. Graphene
single-electron transistors. Materials today, 13(3):44-50, 2010.

Q. Wang. Simulations of the bending rigidity of graphene. Physics Letters A,
374(9):1180 — 1183, 2010.

I. W. Frank, D. M. Tanenbaum, A. M. van der Zande, and P. L. McEuen. Me-
chanical properties of suspended graphene sheets. Journal of Vacuum Science
and Technology B, 25(6):2558, November - December 2007.

Nobel Foundation. The nobel prize in physics 2010, October 2010. Popular

Information.

M.F. Craciun, S. Russo, M. Yamamoto, and S. Tarucha. Tuneable electronic

properties in graphene. Nano Today, online:1 — 19, 2011.

M. I. Katsnelson and K. S. Novoselov. Graphene: New bridge between con-
densed matter physics and quantum electrodynamics. Solid State Communica-
tions, 143:3-13, 2007.

74



22]

23]

[24]

[25]

[28]

[29]

[30]

[33]

Mikhail I. Katsnelson. Graphene: carbon in two dimensions. Materials today,
10(1 - 2):20-27, January - February 2007.

N. M. R. Peres, A. H. Castro Neto, and F. Guinea. Dirac fermion confinement in
graphene. Physical Review B, 73(24):241403, 2006.

L. Lamata, J. Ledn, T. Schétz, and E. Solano. Dirac equation and quantum
relativistic effects in a single trapped ion. Physical Review Letters, 98(25):253005,
2007.

J. Schliemann, D. Loss, and R. M. Westervelt. Zitterbewegung of electronic wave
packets in semiconductor nanostructures. Physical Review Letters, 94:206801,
2005.

Pawel Kurzynski. Relativistic effects in quantum walks: Klein’s paradox and
zitterbewegung. Physics Letters A, 372:6125-6129, 2008.

A. H. Castro Neto, F. Guinea, N. M. R. Peres, K. S. Novoselov, and A. K. Geim.
The electronic properties of graphene. Reviews of Modern Physics, 81(1):109-162,
January-March 2009.

P. R. Wallace. The band theory of graphite. Physical Review, 71(9):622-634,
1947.

Thomson Reuters. Graphene, December 2008. Accesed 27 september 2011.

Daniel R. Dreyer, Rodney S. Ruoff, and Christopher W. Bielawski. From concep-
tion to realization: An historial account of graphene and some perspectives for
its future. Angewandte Chemie International Edition, 49:9336-9344, 2010.

Mike Sprinkle. Boehm’s 1961 isolation of graphene, December 2009. Accessed 27
september 2011.

Humberto Leonardo de la Vega Gramegna. Nanotubos de carbono y sus aplica-
ciones. Master’s thesis, Escuela de Ingenieria Civil Electrénica, Valvidia - Chile,
2009. Titulo de Pregrado.

H. P. Boehm, R. Setton, and E. Stumpp. Nomenclature and terminology of
graphite intercalation compounds. Carbon, 24(2):241-245, 1986.

5



[34]

[35]

[36]

[41]

[44]

[45]

IUPAC. Compendium of Chemical Terminology. Blackwell Scientific Publications,
2 edition, 1997. XML on-line corrected version: http://goldbook.iupac.org (2006-
) created by M. Nic, J. Jirat, B. Kosata; updates compiled by A. Jenkins. ISBN
0-9678550-9-8.

H. Rafii-Tabar. Computational Physics of Carbon Nanotubes. Cambridge Univer-
sity Press, 2007.

René Petersen. Study of excitons in gapped graphene and of the influence of hole
geometry on the band gap of graphene antidot lattices. Master’s thesis, Institute
of Physics and Nanotechnology, Aalborg University, June 2009.

A. K. Geim and A. H. MacDonald. Graphene: Exploring carbon flatland. Physics
Today, 60(8):35-41, 2007.

José M. Cerver6 and Enrique Diez. The massless dirac equation in the refrigerator.

International Journal of Theoretical Physics, 50(7):2134-2143, December 2010.

Betti Hartmann and Wojtek J. Zakrzewski. Electrons on hexagonal lattices and
applications to nanotubes. Physical Review B, 68(18):184302, 2003.

Francisco Javier Lépez Rodriguez. Transporte de carga en grafeno bajo radiacion
electromagnética. PhD thesis, Universidad Nacional Auténoma de México, August
2010.

Christian Schonenberg. Bandstructure of graphene and carbon nanotubes : An
exercise in condensed matter physics. Lectures and exercises Nanoelectronics

group of the University of Basel, 2000.

Kentaro Nomura and A. H. MacDonald. Quantum transport of massless dirac
fermions. Physical Review Letters, 98(7):076602, 2007.

Partha Ghose, Manoj K. Samal, and Animesh Datta. Klein paradox for bosons.
Physics Letters A, 315:23-27, 2003.

Charles Kittel. Introduction to solid state physics. John Wiley & Sons, Inc, 8
edition, 2005.

H. P. Myers. Introductory Solid State Physics. Taylor & Francis, 2 edition, 2009.

76



[46]

[47]

[52]

[53]

[54]

[55]

B.G. Sidharth. Revisiting zitterbewegung. International Journal of Theoretical
Physics, 48:497-506, 2009.

W. Greiner. Relativistic Quantum Mechanics wave equation. Springer, 3 edition,
2000.

James D. Bjorken and Sidney D. Drell. Relativistic Quantum Mechanics.
McGraw-Hill Book Company, 1964.

Wlodek Zawadzki and Tomasz M. Rusin. Nature of electron zitterbewegung in
crystalline solids. Physics Letters A, 374:3533-3537, 2010.

Wlodek Zawadzki and Tomasz M. Rusin. Zitterbewegung (trembling motion) of
electrons in semiconductors: a review. Journal of Physics: Condensed Matter,
23:143201, 2011.

A. Calogeracos and N. Dombey. The vacuum charge, klein tunnelling and the
klein paradox. Physica B, 255:126-131, 1998.

Nojoon Myoung and G. Thm. Tunneling of dirac fermions through magnetic
barriers in graphene. Physica E, 42:70-72, 2009.

Masao Arai and Yasuhiro Hatsugai. Numerical study of quantum hall effect in
two-dimensional multi-band system: Single- and multi-layer graphene. Physica
E, 42:740-743, 2010.

Nouredine Zettili. Quantum Mechanics. Concepts and Applications. Wiley, 2
edition, 2009.

Changlin Tang, Weihua Yan, Yisong Zheng, Guangshe Li, and Liping Li. Dirac
equation description on the electronic states and magnetic properties of a square
graphene quantum dot. Nanotechnology, 19(43):435401, 2008.

D. Dragoman and M. Dragoman. Negative differential resistance of electrons in
graphene barrier. Applied Physics Letters, 90(14):143111, 2007.

K. S. Novoselov, A. K. Geim, S. V. Morozov, D. Jiang, M. I. Katsnelson, I. V.
Grigorieva, S. V. Dubonos, and A. A. Firsov. Two dimensional gas of massless
dirac fermions in graphene. Nature, 438:197-200, 2005.

7



[58]

[59]

[60]

O. Kullie and D. Kolb. High accuracy dirac-finite-element (fem) calculations for
hy and thy™". The European Physical Journal D, 17:167-173, 2001.

Norma L. Rangel and Jorge M. Seminario. Molecular electrostatic potential
devices on graphite and silicon surfaces. Journal of Physical Chemistry A,
110(44):12298-12302, 2006.

Z. Peralta-Inga, J.S. Murray, M. Edward Grice, S. Boyd, C.J. O’Connor, and
P. Politzer. Computational characterization of surfaces of model graphene sys-
tems. Journal of Molecular Structure, 549:147-158, 2001.

Neil W. Ashcroft and N. David Mermin. Solid State Physics. Harcourt College
Publisher, 1976.

Alexander Altland and Ben Simons. Concepts of Theoretical Solid State Physics.
2001.

Paul L. DeVries. A first course in computational physics. John Wiley & Sons,
Inc, 1994.

M.D Feit, J.A Fleck Jr, and A Steiger. Solution of the schrodinger equation by a
spectral method. Journal of Computational Physics, 47(3):421-433, 1982.

Riccardo Giachetti. Spectral properties of the dirac equation in unbounded vector

potentials. Applied Numerical Mathematics, 2011.

John V. Shebalin. Numerical solution of the coupled dirac and maxwell equations.
Physics Letters A, 226:1-6, 1997.

Guido R. Mocken and Christoph H. Keitel. Fft-split-operator code for solving the
dirac equation in 2+1 dimensions. Computer Physics Communications, 178:868—
882, 2008.

Michael Braun, Christoph Meiera, and Volker Engel. Nanosecond wave-packet
propagation with the split operator technique. Computer Physics Communica-
tion, pages 152-158, 1996.

78



[69]

[70]

[71]

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

[77]

78]

[79]

L. Ramdas Ram-Mohan. Finite Element and Boundary FElement Applications
in Quantum Mechanics. Oxford Text in Applied and Engineering Mathematics.
Oxford University Press, 2002.

Debra J. Searles and Ellak I. von Nagy-Felsobuki. Numerical experiments in quan-
tum physics: Finite-element method. American Journal of Physics, 56(5):444—
448, 1988.

Weiying Zheng, Lung an Ying, and Peizhu Ding. Numerical solutions of the
schrodinger equation for the ground lithium by the finite element method. Applied
Mathematics and Computation, 153:685-695, 2004.

K. Hashemnia, M. Farid, and R. Vatankhah. Vibrational analysis of carbon
nanotubes and graphene sheets using molecular structural mechanics approach.
Computational Materials Science, 47:79-85, 2009.

Antonio F. Avila, Alexandre C. Eduardo, and Almir S. Neto. Vibrational analysis
of graphene based nanostructures. Computers and Structures, 89:878-892, 2011.

S. Kitipornchai, X. Q. He, and K. M. Liew. Continuum model for the vibration
of multilayered graphene sheets. Physical Review B, 72:075443, 2005.

W. Krauth. Statistical Mechanics: Algorithms and Computations. Oxford Master
Series in Statistical, Computational, and Theoretical Physics. Oxford University
Press, 2006.

D. Landau and K. Binder. A guide to Monte-Carlo Simulations in Statistical
Physics. Cambridge University Press, 3 edition, 2009.

C. W. Glass, A. R. Oganov, and N. Hansen. Uspex - evolutionary crystal structure
prediction. Computer Physics Communications, 175:713-720, 2006.

Jon Kristian Nilsen. Montepython: Implementing quantum monte carlo using

python. Computer Physics Communications, 177:799-814, 2007.

Wesley Armour, Simon Hands, and Costas Strouthos. Monte carlo simulation
of monolayer graphene at non-zero temperature. Physical Review B, 84:075123,
2011.

79



[80]

[81]

[82]

[84]

[85]

[89]

[90]

[91]

Terry J. Frankcombe, Suresh K. Bhatia, and Sean C. Smith. Ab initio mod-
elling of basal plane oxidation of graphenes and implications for modelling char
combustion. Carbon, 40:2341-2349, 2002.

Wu Qin, Xin Li, Wen-Wen Bian, Xiu-Juan Fan, and Jing-Yao Qi. Density func-
tional theory calculations and molecular dynamics simulations of the adsorption

of biomolecules on graphene surfaces. Biomaterials, 31:1007-1016, 2010.

Paolo Giannozzi, Stefano Baroni, and Nicola Bonini. Quantum espresso: a modu-
lar and open-source software project for quantum simulations of materials. Jour-
nal of Physics: Condensed Matter, 21(39):395502, 2009.

Tao Pang. An Introduction to Computational Physics. Cambridge University
Press, 2 edition, 2006.

Rubin H. Landau, Manuel José Paez, and Cristian C. Bordeianu. A survey of

computational physics. Princeton University Press, 2008.

Fotis Georgatos. How applicable is python as first computer language for teaching
programming in a pre-university educational environment, from a teacher’s point
of view? Master’s thesis, AMSTEL Institute, Faculty of Science, Universiteit van
Amsterdam, June 2002.

EuroScipy tutorial. Python Scientific lecture notes. team, July 2010.

P.H. Borcherds. Python: a language for computational physics. Computer Physics
Communications, 177:199-201, 2007.

Lorenzo Bolla. Numerical computing: matlab vs python-+numpy+weave, April
2007. Accessed 14 October 2011.

Warren Weckesser. Performance python, September 2011. Accessed 14 October
2011.

Python. Python documentation. Accessed 2 October 2011.

Hans Petter Langtangen. Python Scripting for Computational Science. University
of Oslo, 2004.

80



[92]

[99]

[100]

John Hunter, Darren Dale, and Michael Droettboom. Matplotlib, October 2011.
Accessed 14 October 2011.

Paraview documentation. Accessed 2 October 2011.

H. Hakan Giirel, Ozden Akinsi, and Hilmi Unli. Tight binding modeling of
band gaps and band offsets in heterostructures. Computational Materials Science,
33:269-275, 2005.

Francois Fillion-Gourdeau, Emmanuel Lorin, and André D. Bandrauk. Numer-
ical solution of the time-dependent dirac equation in coordinate space without

fermion-doubling. pre-print, July 2011. arXiv:1107.4650v1 [physics.comp-ph].

Wikipedia contributors. Minimal coupling, October 2011. accessed 28 October
2011 23:42 UTC.

M. I. Katsnelson. Zitterbewegung, chirality, and minimal conductivity in
graphene. European Physical Journal B, 51(2):157-160, 2006.

Andrea Dal Corso. The pwcond code: Complex bands, transmission, and ballistic
conductance. Slides, 2010.

Luis de la Pena. Introduccion a la mecdnica cudntica. Ediciones Cientificas
Universitarias. UNAM, 3 edition, 2006.

Walter Greiner and Berndt Miiller. Quantum Mechanics Symmetries. Springer,
2 edition, 1994.

81



Anexo A
Cddigo y modulos

En este anexo, se indica el cédigo realizado.

A.1 Cddigo principal

El cédigo principal es el script que contiene las definiciones de los parametros, constantes
y desarrolla secuencialmente las distintas operaciones que llevan al resultado presentado.
Actualmente es aplicado para la ecuacién de Dirac 2D para fermiones sin masa. A futuro
se espera desarrollar un modulo de FFT-SOM que soporte el problema 3D y fermiones
con masa. La estructura matemadtica para el problema 1D es igual al problema 2D (se

debe tener en cuenta que en 1D no existen campos magnéticos).

Cédigo A.1: Rutina principal que ejecuta FFT-Split operator

# FFT Split Operator applied to Dirac Massless 2D equation
__author__ = "Edward_.Y.._Villegas”

from numpy import =

from numpy. fft import fftfreq , fftshift

from mshCreator import sqrgrid

from Evalmsh import scalarfield , vectorfield

from SplitOps import appliedop, kspace, xspace,probabdens, sigma_p, \
iden2, normalize

from Drawing import contourM , CurvaV

from time import clock #,gmtime, strftime

print ”"Initialize_clock”

Xvi



tic = clock ()

13 print "Load_.constants_and_define_geometry_and_parameter._simulation”

c = 1./137
15 hbar = 1.
e_charge = 1.
17 v_f = ¢/300
1 = 3.
19 origen = array ([0.,0.],dtype=float)
t = 2500.
21 res_l = 256
res_t = 4000

23 PsiO_str =["exp(—((x[0] —=0.3)*x24+(x[1] —1.)%%2)/0.05) " ,\
Texp (—((x[0] =1.7)**24+(x[1] —=1.)*%2)/0.05) "]
25 Vstr = 70.05%xrect (1.5,2.,x[0]) "’
Astr = [70%x[0]’,70.0027*rect (1.5,2.,x[0]) ]
27 print ” Building._spatial _and._time._mesh”
XYgrid = sqrgrid(origen ,1,res_1)
20 k_line = fftshift (fftfreq(res_1,1/(res_-1—-1)))
KKgrid = meshgrid (k_line , k_line)
s1 dt = t/res_t
times = 10
33 print ”Building_inital _condition”
Psi = array(vectorfield (XYgrid, PsiO_str),dtype=complex)
35 Psi = normalize (Psi)
Psi_ini = Psi
s7 print ”Building._external _potentials”
V = scalarfield (XYgrid, Vstr)
39 A = array(vectorfield (XYgrid, Astr),dtype=float)
print 7 Calculate _exp(—\imath._\Delta_t_\hat{V}/\hbar)”
a1 Vsqrt = sqrt (V«V + v_fxv_fxsum(AxA,0))
ArgPot = Vsqrt = e_charge % dt / (2 % hbar)
13 Vcos = iden2(cos(ArgPot))
Vsin = sin (ArgPot) x (iden2(V) — v_f x sigma_p(A)) / (Vsqrt + \
15 (abs(Vsqrt)==0))
expV = Vcos — 1.j * Vsin

XVil



ar print 7 Calculate_exp(—\imath_\Delta_t_\hat{T}/\hbar)”
KK = array (KKgrid ,dtype=float)
19 Ksqrt = sqrt (sum (KK«KK,0))
ArgKin = v_f x dt x Ksqrt
51 Kcos = iden2 (cos(ArgKin))
Ksin = sin (ArgKin) = sigma_p(KK) / (Ksqrt + (abs(Ksqrt)==0))
53 expK = Kcos — 1.j * Ksin
print 7 Split_operator_propagation”
55 timer = 0
print "Save._fig._ini”
57 Psib = zeros ((1,2),dtype=float)
Psib[0,0] = sum(Psi[0].conjugate ()*xXYgrid[0]«Psi[0]).real
5o Psib[0,1] = sum(Psi[0].conjugate ()*XYgrid[1]*Psi[0]).real
indPsi = Psib.copy ()
61 contourM (XYgrid , probabdens (Psi) ,['x.(a.u.)’,’yo(a.u.)’, \psi’], \
"Psi_ini.png’)
63 print 7 fig._saved”
while timer < res_t:
6s Psi = appliedop (expV, Psi)
Psi = kspace(Psi)
ov Psi = appliedop (expK, Psi)
Psi = xspace(Psi)
6o Psi = appliedop (expK, Psi)
if (timer%20==0):
71 print "Time._step”, timer
Psib[0,0] = sum(Psi[0].conjugate ()« XYgrid[0]«Psi[0]).real
73 Psib[0,1] = sum(Psi[0].conjugate()*XYgrid[1]+«Psi[0]).real
indPsi = vstack ([indPsi,Psib])
5 if (timer%500==0):
print "Save._.fig_time._.step”, timer
77 contourM (XYgrid , probabdens (Psi) ,['x.(a.u.)’,’y_(a.u.) ', "\psi’], \
"Psi_’4str(timer)+’.png’)
79 print 7 fig._saved”
timer = timer -+ 1

s1 CurvaV (indPsi[:,0],indPsi[:,1],[ ’xo(a.u.)’,’yo(a.u.)’, Trayectoria’],\

xXviil
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‘zitterbewegung .png’)

contourM (XYgrid , probabdens (Psi) ,[ 'x.(a.u.) ’,’yo(a.u.)’, \psi’], \
"Psi_’+str (timer)+’.png’)

toc = clock()—tic

” 7

print 7 Calculation.is_done._Time_processing:”, toc, ”s.

print "c¢”, c

print "hbar”  hbar
print "e_charge” ;e_charge
print "v_f” v_f

print 717 1

print "t”7, t

print "res_1”7 jres_I
print "res_t” ,res_t
print 7dt”, dt

print "Psi”, PsiO_str
print "V’ Vstr

print 7A” | Astr

A.2 mshCreator

Actualmente este médulo solo contiene una funcién. La finalidad del médulo es la
creaciéon de mallas bajo ciertos parametros sin recurrir a malladores externos. El médulo
esta en desarrollo para incluir otros tipos de mallas (no regulares y con elementos no

cuadrados).
Cédigo A.2: Médulo mshCreator

#! Jusr/bin/python

## module mshCreator

# —x— coding: utf8§ —x—
_-all__=["sqrgrid’]
__author__="Edward.Y._Villegas”

from numpy import =

def sqrgrid(corner, lenght, resolution ):
endcorner = corner + lenght

x = linspace(corner [0] ,endcorner [0] ,resolution)
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y = linspace (corner[1],endcorner[1],resolution)
x,y = meshgrid(x,y)

return x,y

A.3 Evalmsh

Este médulo contiene funciones para la evaluacién de campos escalares y vectoriales
sobre una malla dada. Adicionalmente contiene una funcién auxiliar para la divisién
auxdivide usada para evitar la division por cero en la normalizacion de elementos de

magnitud cero.
Codigo A.3: Modulo Evalmsh

#! Jusr/bin/python
## module FEvalmsh
# —x— coding: utf8§ —x—
_—all__=["scalarfield’, ’vectorfield ’]
_—author._ = "Edward.Y.._Villegas”
from numpy import x
from piecefun import delta ,step,rect ,ramp,saw
def scalarfield (msh, field ):

if ’list’ in str(type(msh)):

dim = len (msh)

if not ((dim = 2) or (dim = 1)):

print "msh_argument._input_as.a_.list _take_one” \

?or.two_vectors ,_but_have,” , dim
return
else:

grid = ’'vec’

elif ’'tuple’ in str(type(msh)):#tuple of numpy—arrays of meshgrid
dim = len (msh)

grid = ’msh’

else: # numpy—array

dim = msh.shape[1]

grid = ’msh’

count = 0



wox =[]
while count < dim:

26 x.append (msh[count|)
count = count + 1

285 value = eval(field)
return value

s0 def vectorfield (msh, field ):
n = len(field)

32 value = []
cont = 0

s« while cont < n:
value .append(scalarfield (msh, field [cont]))

36 cont = cont + 1

return value

A.4 Piecefun

Este médulo define conocidas funciones por tramos unidimensionales. Estas son us-
adas para las definiciones de las barreras de potencial. El moédulo esta en proceso de

desarrollo para la inclusion de funciones periddicas.

Codigo A.4: Modulo Piecefun

1 #! Jusr/bin/python
## module piecefun
3 # —x— coding: utf8 —x—
__all__=["delta’,’step’,’rect’,’ramp’,’saw’, 'triangle’]
5 __author__="Edward.Y._.Villegas”
def delta(a,x):
7 value = (a=—x)x*1.
return value
o def step(a,x):
value = (a<x)x*1.
11 return value
def rect(a,b,x):
13 # value = step(a,x) — step(b,x) # not because rect(a,b,b) should be 1

xxi
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value = ((a<x)=*(x<b))=*1.
return value

def ramp(a,x):

value = (x—a)xstep(a,x)
return value

def saw(a,b,x):

value = (x—a)*rect(a,b,x)
return value

def triangle(a,x):

value = (1—abs(x))x*(abs(x)<1)

return value

A.5 SplitOps

Este médulo define las operaciones/algebra realizadas sobre las representaciones de los
tensores. Los tensores son almacenados como hipermatrices (matrices/arreglos de 3

dimensiones) y se definen las reglas de operacién.
Cédigo A.5: Médulo SplitOps

#! Jusr/bin/python

## module SplitOps

# —x— coding: utf8§ —x—

__all__=["appliedop ’, 'kspace’, ’xspace’, ’probabdens’, ’sigma_p’, iden2’ ’expM’ ]
__author__="Edward.Y._Villegas”

from numpy import =

from numpy. fft import fft2 , ifft2 , fftshift , ifftshift

from scipy.linalg import expm

sigmax = array ([[[O0.]] ,[[1.]],[[1-]],[[0.]]] ,dtype=complex)
sigmay = array ([[[0.]],[[~1.51],[[1.3]],[[0.]]] , dtype=complex)
sigmaz = array ([[[1.]],[[0.]],[[0.]],[[ =1.]]] , dtype=complex)
sigmap = [sigmax ,sigmay ,sigmaz |

I2ten = array ([[[1.]],[[0.]],[[0.]],[[1.]]],dtype=complex)
def normalize (state):

state = state / sqrt(sum(state.conjugate()*xstate))

return state

xxil
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def appliedop (op,state ):
dim = state.shape[0]
dim2 = dim=%*2
count = 0
applied = []
while count < dim2:
acum = zeros (state [0].shape,dtype=complex)
countl = 0
while countl < dim:
acum = acum + state [countl]xop[count |
countl = countl + 1
count = count + 1
applied .append (acum)
applied = array (applied ,dtype=complex)
applied = normalize (applied)
return applied
def kspace(state):
dim = state.shape[0]
elm = state [0].shape[0]*state [0].shape[1]
count = 0
kval = []
while count < dim:
kval.append (fftshift (fft2 (state[count])))
count = count + 1
kval = array (kval ,dtype=complex)
kval = normalize (kval)
return kval
def xspace(state):
dim = state.shape[0]
count = 0
xval = []
while count < dim:
xval.append (ifftshift (ifft2 (state[count])))
count = count +1

xval = array(xval ,dtype=complex)

xxiil



52

60

62

3

0

72

74

78

80

82

84

xval = normalize (xval)
return xval
def probabdens(state):
prob = sum(state.conjugate ()*xstate ,0)
prob = prob/sum(prob)
return prob
def sigma_p (VecOp):
dim = VecOp.shape [0]
dim2 = VecOp.shape [1]
count = 0
acum = zeros ((4,dim2,dim2),dtype=complex)
while count < dim:
acum = sigmap [count|*VecOp[count| + acum
count = count + 1
return acum
def iden2(op):
value = I2tenx*op
return value
def expM(op):
dim = op.shape [0]
diml = op[0].shape
value = zeros ((dim,dim1[0],diml[1]),dtype=complex)
countx = 0
while countx < diml[0]:
county = 0
while county < diml[1]:
matrix = op[:,countx,county |

matrix.shape = (int(sqrt(dim)),int(sqrt(dim)))

matrix = expm(matrix)
matrix = reshape(matrix,(dim,1,1))
value [: , countx ,county] = matrix[:,0,0]

county = county + 1
countx = countx + 1

return value

XX1v



A.6 Drawing

Este modulo contiene las funciones de graficacion basadas en la interface de matplotlib.

Codigo A.6: Mdédulo Drawing
#!/usr/bin/python
## module Drawing
3 # —x— coding: utf8 —x—
__all__=[’surface’, surfaceM ’]
5 __author__="Edward.Y.._.Villegas”
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

=

7 import matplotlib as mp
import matplotlib.pyplot as plotear
o from matplotlib import rc
mp. text . usetex=True
u #re(font ' xx{ family ': 'sans—serif ’, 'sans—serif ':[ Helvetica ’]})
#rce('text ', usetex=True)
13 from numpy import =
def surface (domain,fun,labels):
15 if not (len(domain)==6):
if len(domain)==4:
17 dx = (domain[1l] —domain[0])/20.
dy = (domain[3] —domain[2])/20.
v else:
print "Domain_should _be_have_4_or_6_elements ,”\
21 "but.it._have”, len (domain)
return
23 else:
dx = domain [4]x1.
25 dy = domain[5]x1.
xmin = domain [0]*1.
27 xmax = domain[1]x1.
ymin = domain [2]x*1.
20 ymax = domain[3]x1.
figura=plotear.figure ()
31 ejes=Axes3D (figura)
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ejes.set_xlabel(labels [0])
ejes.set_ylabel (labels[1])
ejes.set_zlabel(labels [2])
ejes.set_aspect (’equal’)

x=arange (xmin , xmax, dx)
y=arange (ymin ,ymax, dy)
x,y = meshgrid(x,y)

z=eval (fun)

ejes.plot_surface(x, y, z, rstride=1, cstride=1, cmap=mp.cm. jet)

plotear .show ()

def surfaceM (domain, Values,labels ,path):
figura=plotear. figure ()
ejes=Axes3D(figura )
ejes.set_xlabel(labels [0])
ejes.set_ylabel (labels[1])
ejes.set_zlabel(labels [2])

ejes.set_aspect(’equal’)

ejes.plot_surface (domain[0],domain[1], Values.real,

cstride=1, cmap=mp.cm. jet )
plotear.savefig (path)
def contourM (domain, values ,labels ,path):
figura = plotear.figure ()

plotear.contourf(domain[0] ,domain[1], values.real)

D)
1)
)

plotear.xlabel(labels [0
plotear.ylabel (labels[1
plotear. title (labels [2]
plotear.axes ().set_aspect(’equal’, ’datalim’)
plotear.savefig (path)

def CurvaV(vl,v2,labels , path):
plotear.plot (vl,v2)

[0])

plotear.ylabel(labels[1])

plotear. title (labels [2])

plotear.xlabel(labels

plotear.savefig (path)
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A.6.1 bandstructdrawgraph

Este script es usado para la graficacion de la estructura de bandas a partir de la ex-
presién analitica con matplotlib, generando un grafico de superficie y otro de contorno.

Con este script se realizaron los graficos 6.4 y 6.5.

Codigo A.7: Script bandstructdrawgraph

from numpy import x
from Evalmsh import scalarfield

from Drawing import surfaceM , contourM

lkx = 5
lky = 9
a= 100

kx = linspace (0,lkx ,lkx150)

ky = linspace (0,lky ,lky«150)

xygrid = meshgrid (kx,ky)

E = scalarfield (xygrid, "2%2.7xsqrt (cos (x[1]%1.47/2)%%240.25+ " + \
cos (x[1]%1.47/2)*cos(sqrt (3)*x[0]x1.47/2)) ")

surfaceM (xygrid ,E,[ *$k_{x} (1/\AA)$’,’Sk_{y} (1/\AA)S’,’E (eV) ]\

-, Graph_surface.pdf’)

contourM (xygrid ,E, [ "$k_{x} (1/\AA)$’,’Sk_{y} (1/\AA)$’,’E (eV) ']\
., ' Graph_contour.pdf’)
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