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Introducciéon

Un cristal es un arreglo periédico de atomos o moléculas y el patréon con el que este
arreglo se repite en el espacio genera una red cristalina. Estos cristales presentan un
potencial peridédico al cual esta sometida la propagacién de los electrones a través de
su estructura, donde tanto los constituyentes del material como la geometria de la red
rigen las propiedades de conduccién del cristal. En este tipo de estructuras la mecanica
cuantica explica la capacidad que tienen los electrones de propagarse como un gas difuso
de particulas libres en un cristal conductor y muestra cémo los electrones se comportan
como ondas. Estas ondas con ciertos criterios pueden propagarse a través de un po-
tencial peridédico con sélo algunos pequenos efectos de dispersion debidos a impurezas
en el material [1]. En estos cristales la red puede prohibir la propagacién de ciertas
ondas presentando brechas o gaps en la estructura de bandas de energia. Esto implica
que los electrones con ciertas energias no se pueden propagar en ciertas direcciones
donde, si el potencial de la red es lo suficientemente fuerte, la brecha puede extenderse
hasta cubrir todas las direcciones de propagaciéon posibles, dando como resultado una
brecha completa o banda prohibida, como sucede en los semiconductores [2]. En cierto
sentido, un cristal fotonico es el analogo optico de los cristales electronicos, en el cual
los atomos o moléculas son reemplazados por un medio macroscopico con diferentes
constantes dieléctricas y el potencial periddico por una funcién dieléctrica periddica. Si
los materiales en el cristal tienen una constante dieléctrica lo suficientemente diferente,
la refraccién y reflexion de la luz desde todas las multiples interfaces pueden producir
para los fotones muchos de los fenémenos que los cristales electrénicos presentan para
los electrones, como por ejemplo las brechas completas o bandas prohibidas.

De esta forma un cristal fotonico es un medio dieléctrico periddico, el cual podemos
disenar y construir de tal forma que presenten determinadas bandas fotonicas que pro-
hiban la propagacion de la luz en ciertas direcciones y frecuencias llamadas bandas
foténicas prohibidas [3].

Para determinar el tamano y posiciéon de las bandas foténicas se utiliza un célculo
de simulaciéon numérica utilizando métodos como: método de expansién de ondas
planas [4], método de diferencias finitas en el dominio del tiempo [5], método espectral
de orden-N [6], entre otros, donde bésicamente se calculan las frecuencias del cristal

foténico para cada valor de direccién de propagacion dada por el vector de onda k.

x1



Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1 Definicion del problema

Se busca obtener la estructura de bandas de un cristal foténico bidimensional a través
de la implementacién de un método numérico en el cual se establecerd una configuracién

de cristal determinada y un modelo que permita simular el fenémeno deseado.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Establecer un modelo matematico para simular la estructura de bandas de un cristal
fotonico bidimensional con el fin de obtener su estructura de bandas mediante la im-

plementacién de un método ntimerico.

1.2.2 Objetivos especificos

e Realizar un analisis comparativo entre los elementos tedricos correspondientes a

los cristales electrénicos y foténicos.

e Eistablecer conceptos que nos permitan desarrollar la teoria de bandas en cristales

foténicos bidimensionales.

e Determinar un tipo de configuracion para el cristal fotonico que se quiere andlizar.



e Seleccionar un método nimerico y un lenguaje de programacion con base en los

criterios impuestos por el tipo de problema a desarrollar.

e Utilizar los elementos seleccionados e implementados para obtener la estructura

de bandas del cristal foténico.

e Realizar un andlisis de los resultados obtenidos con el fin de estrablecer el alcance

en la ejecucion del proyecto y su correspondiente validacion.



1.3 Justificacion

Desde el comienzo de la humanidad, el uso de los diversos materiales provistos por
la naturaleza ha sido fundamental para establecer mejores condiciones de vida y es el
entendimiento de las propiedades de dichos materiales lo que ha representado una de
las principales fuentes de tecnologia, ademas de colaborar con el desarrollo de areas
del conocimiento como la ingenieria y la fisica siendo uno de sus principales objetos
de estudio; con el pasar del tiempo y el avance tecnoldgico, la humanidad aprendié a
manipular los materiales con el fin de mejorar e incluso obtener nuevas propiedades que
le permitieran depurar las aplicaciones existentes y desarrollar e implementar nuevas
tecnologias [7]. Todos estos avances se han realizado en diversos campos que van desde
la metalurgia la cual trabaja con propiedades macroscépicas hasta la fisica del estado
solido, que se enfoca en propiedades microscépicas y ha permitido el desarrollo del tran-
sistor y la electrénica [8], que sin exagerar significé toda una revolucién tecnolégica que
hasta el dia de hoy sigue mostrando grandes avances como el desarrollo de supercon-
ductores de alta temperatura [7] y otros materiales con propiedades particulares, los
cuales pueden formar la base de futuras tecnologias [9, 10].

En este orden de ideas, una nueva frontera se ha estado desarrollando en las tdltimas
décadas, cuyo objetivo es lograr el control de las propiedades épticas de los materiales
con el fin de resolver ciertos problemas sujetos a nuevas aplicaciones, como por ejemplo:
obtener materiales que respondan a las ondas de luz sobre un rango de frecuencias
deseado para obtener su total reflexion o permitir que la luz se propague solo en ciertas
direcciones, o lograr su confinamiento en un volumen especifico; con esto en mente
los cristales fotonicos se presentan como materiales atractivos por tener propiedades
dpticas que permiten controlar y manipular el flujo de luz [11].

Ya se tienen algunos progresos en fibras épticas y guias de onda con estos materiales
[12, 13] también en recubrimientos [14] y computacion éptica [15], entre otros, que
significarian un enorme desarrollo tecnolégico, y aplicaciones que llegarian a ser posibles
una vez se logre controlar la fabricacién de estas estructuras. Es asi como creemos
pertinente el desarrollo de este proyecto no sélo por su proceso formativo, sino también
por el recorrido y el aporte que desde una carrera afin al desarrollo y apropiacién de
nuevas tecnologias se puede hacer en un campo con un espectro de investigacién y

desarrollo tan amplio y aun en evolucion.



Capitulo 2

Marco de referencia

2.1 Antecedentes

Los cristales fotonicos como estructuras unidimensionales formadas a partir de apilar
periddicamente varias laminas de dieléctricos como en los espejos de Bragg empezaron
a ser estudiados en 1887 por Lord Rayleigh [16], obteniendo evidencia de que dichos sis-
temas poseen una banda foténica prohibida, es decir, un rango espectral que presentaba

una gran reflexién en una dimension.

Previamente Bykov realizé un estudio tedrico detallado sobre estructuras épticas uni-
dimensionales [17], siendo el primero en investigar el efecto de una banda foténica pro-
hibida sobre la emision espontanea de atomos y moléculas infiltradas en una estructura
con propiedades foténicas. Bykov incluso llegd a predecir que pasaria si se emplearan
estructuras bidimensionales y tridimensionales [18]. No obstante estas ideas no tuvieron
éxito hasta después de las dos publicaciones de Eli Yablonovitch y Sajeev John en 1987
[19, 20], ambos articulos consideraron estructuras peridédicas macroscopicas.

La motivacién principal de Yablonovitch era eludir las densidades de estados foténicos,
con la intencién de controlar la emisién espontanea de materiales infiltrados en cristales
foténicos, mientras que la idea de Sajeev era utilizar los cristales fotonicos para influir
la localizacion y el control de la propagacion de la luz.

A partir de 1987 el nimero de publicaciones cientificas sobre cristales foténicos comenzé
a crecer rapidamente. La mayoria de estas investigaciones tenian un enfoque tedrico

debido a la gran dificultad que implica la fabricacién de estas estructuras a escala
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Optica. Los estudios que presentaban reportes experimentales se realizaron en el rango
de las microondas, donde los cristales foténicos pueden ser fabricados en la escala de
los centimetros, lo que es mucho mas accesible.

Mas adelante en 1996 Thomas Krauss hizo la primera demostraciéon de un cristal
fotonico en dos dimensiones para ondas electromagnéticas con longitudes de onda en el
visible [21]. Esto abri6 el camino a la fabricacion de cristales foténicos aprovechando
los métodos y tecnologias empleados en la industria de los semiconductores.

Sin duda alguna el mayor desafio para obtener cristales fotonicos de alta dimensional-
idad es lograr la fabricacion de estas estructuras con suficiente precision para prevenir
pérdidas debidas a la dispersion, lo cual afectaria sus propiedades. En este orden de
ideas, para cristales foténicos bidimensionales, un método prometedor para su fabri-
cacion es utilizar las técnicas de grabado desarrolladas para fibras 6pticas permitiendo
obtener fibras de cristal fotonico o fibras microestructuradas; las primeras fibras de
cristal foténico fueron desarrolladas por Philip Russell [22] y pueden disenarse para
obtener propiedades mejoradas sobre una fibra 6ptica convencional.

Otro método para desarrollar cristales fotonicos en dos dimensiones son los cristales
foténicos planares. Estas estructuras consisten en ldminas de un material (por ejemplo,
silicio) el cual es litografiado usando técnicas prestadas de la industria de los semi-
conductores. Estos disenos tienen el potencial de combinar las propiedades fotonicas
y electrénicas en un mismo circuito integrado. Las investigaciones en esta drea estan
enfocadas al uso de cristales fotonicos planares en circuitos integrados de ordenadores
para mejorar el procesamiento 6ptico de comunicacion tanto dentro como entre los chips
[23].

También se han estudiado y utilizado otros métodos en los que particulas dieléctricas
suspendidas en un disolvente se depositan sobre un sustrato; este tipo de procedimiento
se puede llevar a cabo mediante “Spin Coating” [24].

El estudio de los cristales foténicos tridimensionales ha avanzado mas lentamente debido
a la mayor dificultad en su fabricacion, aunque se ha intentado adaptar algunos métodos,
como la fotolitografia y técnicas de grabado similares a las usadas en la fabricacién de

circuitos integrados. Con esto se han obtenido importantes avances [25].

Actualmente se han logrado desarrollar algunas técnicas, como la fabricaciéon de estruc-

¢

turas “woodpile”, construidas a base de depositar sucesivas capas de materiales [26].

Incluso ya se tienen algunas tecnologias disponibles como el “Nanoscibe Direct Laser



Writing System” [27], También se realizan investigaciones para fabricar estructuras
fotonicas tridimensionales mediante “autoensamble”, donde esencialmente se busca que
nanoesferas dieléctricas suspendidas en un disolvente se dispongan en arreglos periédicos

tridimensionales [28].



Capitulo 3

Red cristalina

3.1 Cristales

En la fisica del estado sélido se le llama cristal a un solido homogéneo cuya estructura
interna presenta un patron ordenado en sus componentes reticulares, sean atomos, iones
o moléculas. A diferencia de los sélidos amorfos, los cristales tienen una geometria
regular y un grado de anisotropia en sus propiedades que depende de su estructura,
ademas de tener la caracteristica de poseer elementos de simetria. Sin embargo, la
concepcién de un cristal podria ir mas alla de aquellos estudiados por el estado sélido
y la quimica, en la cual consideramos un cristal como un ente matematico que cumple
las caracteristicas descritas previamente y en el que sus componentes reticulares son

simplemente puntos interpretados como nodos.

3.2 Red puntual

Con el fin de describir las estructuras cristalinas debemos introducir el concepto de red
puntual, un ente matematico sobre el cual se puede definir y construir una red cristalina.
Esta consiste en un arreglo infinito de puntos discretos que llenan todo el espacio, en
el cual se define una base vectorial que genera la red a través de un conjunto de de
operaciones de traslacion discretas sobre la base definida, formando las llamadas redes
de Bravais, dicha base esta compuesta por un conjunto de vectores llamados vectores

primitivos que definen la estructura o forma de la red, de manera que podemos definir



una red respecto a su base a, la cual tiene la forma:

donde {ay,---,a,} es una base de R" con A; entero. En general una red se expresa en
términos de un vector R llamado vector de red, el cual retine todas las caracteristicas
de la red: su base a y sus propiedades de simetria al aplicar operaciones de traslacion

sobre dicha base, de tal forma que:

R = zn: la, (3.2)
=1

donde los coeficientes [ son ntimeros enteros que indican la cantidad de desplazamientos
aplicados sobre la base de la red, generando asi, de forma parcial o total la red definida
por a. El entero contenido en los coeficientes [ no necesariamente es el mismo para
cada componente y en el caso particular en el que todos los coeficientes [ son iguales
a la unidad, el vector de red R es el mismo vector base o primitivo a, y describe la
minima regién de la red a partir de la cual se puede generar dicha red en su totalidad,

esta region se conoce como celda unitaria o primitiva.

3.3 Caracteristicas de la red

Para facilitar el estudio de una red, definida por un vector R, elegimos una region del
espacio sobre la cual aplicando operaciones de traslacion podamos generar toda la red,
dicha zona es llamada la celda unitaria de la red y se caracteriza por poseer un solo
elemento reticular o nodo; en general su construccion puede abarcar un amplio niimero
de posibilidades, pero las mas importantes son: la que se define a partir de los vectores
primitivos trazando paralelas reciprocas desde sus extremos hasta el punto en el que
se cruzan como se muestra en la Figura 3.1, y la que se forma a partir de la celda de
Wigner-Seitz [3] como veremos mds adelante.

Otra caracteristica a tener en cuenta es el parametro de red, dado por la longitud
de la celda unitaria, y con base en el cual se aplican las operaciones de simetria. Puede
haber mas de un parametro diferente segtin el tipo de red que se esté estudiando. Los
vectores de red primitivos se definen respecto al pardametro de red, el cual queda incluido

en los coeficientes A; de (3.1).
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Figura 3.1: Esquema de una red puntual bidimensional: (a) seccién de una red cuadrada
con vectores primitivos a; y ag, (b) su correspondiente celda unitaria con parametros

de red iguales a a.

3.4 Funciones periddicas en el espacio de frecuen-
cias

Una funcién f(r) es periédica si cumple la condicién de periodicidad dada por:

f(r) = f(r+R), (3-3)

en cuyo caso decimos que R es el periodo de la funciéon. Se observa que si R es el
vector primitivo de una red, entonces se puede concluir que una red es una funcién
periddica, ya que si modelamos la funcién que describe su celda unitaria, dicha funcion
se mantendria invariante bajo operaciones de traslacion discreta, de manera que
al aplicar estas traslaciones sobre la celda unitaria generamos la red en su totalidad
llenando todo el espacio sobre la que esta definida. Mas adelante veremos con mas

detalle en que consisten estas operaciones.

Con esto en mente consideremos una funcién periddica f(r) asociada a una celda uni-

taria, para esa funcién se tiene que (3.3) debe cumplirse para todos los vectores de red
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R que trasladan la red al interior de si misma, es decir, que trasladan la celda unitaria
sobre todo el espacio en el que estd definida dicha red; veamos lo que sucede cuando
analizamos nuestra funcion en el espacio de frecuencias también conocido como espacio
reciproco o de Fourier debido a que podemos ir del espacio directo al reciproco y del
reciproco al directo por medio de la transformada y transformada inversa de Fourier
respectivamente. En ese orden de ideas, para expresar nuestra funcién f(r) en términos
de su transformada en el espacio de las frecuencias debemos utilizar la transformada
de Fourier, la cual nos permite construir una funciéon a partir de integrar ondas planas
sobre todas las frecuencias y es por definicién [29]:

/() = / g(k)e™r Pk, (3.4)

(2

donde g(k) representa la funcién en el espacio reciproco y dice qué tanto aporta a f(r)
una onda plana con vector de onda k; ahora, debido a la condicién de periodicidad
(3.3):

/ g(k)e™T P’k = / g(k)e™ R g3y (3.5)

v v

/ g(k)e*T PPk = / g(k)e*Rekr Pk, (3.6)

v v

La periodicidad de f(r) nos indica que para su transformada de Fourier g(k) se debe
cumplir que:
g(k) = g(k)e’™ ™. (3.7)

kR — 1. ]a primera condicién es la solucién trivial

Esto sélo es posible si g(k) =00 e
y no tiene sentido en nuestro sistema, de manera que se debe cumplir e*® = 1, 1o
cual quiere decir que g(k) es cero en todas partes a excepcién de picos en los valores

ik-R

de k en los cuales e = 1 para cualquier R. De lo anterior concluimos que para

construir una funcién periédica de red f(r) a partir de ondas planas, s6lo necesitamos

kR — 1 0 de forma

considerar aquellas ondas planas con vectores de onda k tales que e
equivalente, k- R = 27n con n entero. Estos vectores se denominan los vectores de red
reciproca y los denotamos con la letra G. Ahora podemos expresar nuestra funcién f(r)
como una sumatoria ponderada sobre todos los vectores de red reciproca, de manera
que:

flr) =D f(G)e'S™. (3.8)
G

10



3.5 Red reciproca

Ya vimos cémo una red puntual en el espacio directo y sobre la cual se construyen
las redes cristalinas, puede expresarse en términos de una funcién f(r) que describe su
celda unitaria y vimos también cémo dicha funcién puede expresarse en términos de
una sumatoria que contiene los vectores G y que es el resultado de aplicar un anélisis
de Fourier sobre la funcién f(r), asi como de sus propiedades de simetria debido a su
periodicidad. Estos vectores G se relacionan directamente con los vectores de la red
espacial R de modo que G-R = 27n con n entero. Observemos que dada esta igualdad,
G estd relacionado con la periodicidad de la red espacial contenida en R, de manera que
pueden definir una red propia en el espacio de frecuencias cuya periodicidad se relaciona
directamente con la periodicidad de la red definida por R en el espacio directo; es asi
como podemos decir que la red definida por G es la red reciproca de aquella definida
por R.

En general, segin el espacio en el que se esté trabajando el término red reciproca hace
referencia a la red correspondiente en el otro espacio, bien sea el espacial o directo, o
el de frecuencias, ya que ambos espacios son reciprocos uno del otro. Sin embargo, en
nuestro estudio concentraremos el concepto de red reciproca a la red en el espacio de
frecuencias, es decir aquella definida por los vectores G, los cuales llamamos vectores
de la red reciproca. Como ya se ha visto, los vectores de red R pueden escribirse en
términos de los vectores primitivos a que a su vez pueden ser escritos en términos de
los vectores unitarios a; y el parametro de red a, de tal forma que para una red ciibica

en las tres dimensiones se tiene:

R= Z la; = laa; + naas + maas. (3.9)

=1

De forma anéloga, los vectores de la red reciproca G pueden escribirse en términos de

los vectores primitivos de la red reciproca b con vectores unitarios b; y parametro de

red b, de manera que:

b=1{Y B, (3.10)
i=1
donde {51, e Bn} es una base del espacio de frecuencias rectangular K™ con B; entero.
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Ademas:

G =) Lb; = Lbb; + Nbby + Mbbs, (3.11)

i=1
donde los coeficientes L son niimeros enteros no necesariamente iguales para cada com-
ponente y dan cuenta de la cantidad de desplazamientos aplicados sobre la base b;, de

manera que se pueda generar de forma parcial o total la red reciproca. Conociendo la

forma de R y G, y debido al requerimiento:
G- R =2mn, (3.12)
se tiene que:
G - R = (la; + nag + mag) - (Lby + Nby + Mbs) = 271/, (3.13)

Para cualquier eleccién entera de (I, n,m, L, N, M) este requerimiento se debe satisfacer
para un determinado n’. Con esto en mente y dada la ortonormalidad de los vectores
base a; y b;, de forma intuitiva podriamos pensar en construir los vectores b; de manera

que a;-b; =27 sit=jya;-b; =0sii#j, es decir:
a; * bj = 27T5ij- (314)

Ahora, para encontrar tales vectores b; dado un sistema determinado de vectores a;,
tenemos en cuenta la identidad vectorial v - (v x w) = 0 para cualquier par de vectores
v v w en el mismo espacio; de esta manera podemos construir los vectores b; como
sigue:

1:a1-(a2><a3)
aj - (ag X 83)’
como ya es sabido a; - by = 27, entonces:

a - b1 = 27T—a1 . (a2 x a3),
a; - (ag x a3)

aj - 271'(82 X a3)

a ! a1~(a2><a3)

comparando términos se puede ver que:

271'(&2 X a3)
bj=—7-—"-.
aj - (a2 X 8.3)

Mediante un procedimiento analogo construimos by v bz de manera que:

2 2
bl _ 7T(3_2 X ag) , b2 _ 7r(a3 X al) ’ b3 _
a - (a2 X 3_3> aj - (ag X a3)

27(a; x ag)
ar (g X ay) (a5 x a3)" (3.15)
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3.6 Primera zona de Brillouin

Cuando analizamos una funcién periddica y tomamos su transformada de Fourier, en-
contramos que, dada la condicién de periodicidad (3.3) para su transformada g(k), se
debe cumplir (3.7) lo que impone el requerimiento (3.12) con n entero. Ahora con-
ikr

sideremos una funcién definida sobre una red de la forma e De la condicion de

periodicidad tenemos que:

eik-r — ez‘k-(r—&-R)’ (316)

= ¢kReikr, (3.17)

Observemos que para un determinado vector k la funcion es la misma salvo un multi-
plicador global que sélo aporta informacién de amplitud y como veremos mas adelante,
dicha informacién no es relevante para nuestro estudio. Por lo tanto decimos que am-
bos lados de la igualdad representan la misma funcién. Ahora aumentemos el vector
de onda k en una cantidad entera de veces (s, de tal manera que ahora k = k + mG

con m entero. Entonces:
6z‘(k—l—mG)-r _ 6i(k+mG)~(r+R)
- 9

_ esz-RezkvRez(k—i-mG)r

(3.18)

)

_ ezk-Rez(kerG)-r

Y

ya que G - R = 2mn. Cuando aumentamos el vector de onda k un ntimero entero de
veces G se puede ver que para un determinado k 4+ mG, al aplicar la condicién de
periodicidad (3.3) que se manifiesta como una operacién de traslacién bajo la cual la
funciéon permanece invariante; se obtiene infinito nimero de funciones con el mismo
factor multiplicativo y la misma fase, debido a que el aumento de k en una cantidad
mG significa una traslacion de 27n en el espacio reciproco y como consecuencia de
esto se puede observar una grado de redundancia en el vector de onda k, de manera
que solo es necesario considerar aquellos valores de k contenidos en un intervalo de 27w
en todas las direcciones cuando la red es cubica, y en general para cualquier tipo de
red, aquella region de la red reciproca cuyos k no se pueden obtener por la adicion de
vectores mG sobre algin otro k en dicha regién, particularmente aqui G es el vector
de la red reciproca primitivo.

Esta regién se define alrededor de un punto o nodo de la red reciproca, en el cual se
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establece el origen k = 0 y es conocida como la primera zona de Brillouin. A partir
de este origen también se definen segundas, terceras y en general enésimas zonas de
Brillouin segin el ntimero entero de veces m que se puede adicionar el vector de red
reciproca G sin generar una redundancia particular, de manera que esta region sera la
|m| + 1—ésima zona de Brillouin. Las zonas de Brillouin se construyen como celdas de
Wigner-Seitz. En particular, para la primera zona como se muestra en la Figura 3.2,
esto es: se trazan los vectores de la red reciproca G desde el punto de red establecido
como origen a los primeros vecinos y se trazan planos perpendiculares a dichos vectores
en sus puntos medios, la interseccién de estos planos define la celda de Wigner-Seitz

para la primera zona de Brillouin.

@

® &6'6'e

O
O

® ® @

® &

Figura 3.2: Esquema de una red puntual bidimensional en el espacio de frecuencias: (a)
seccion de una red cuadrada con vectores primitivos by y by y construccion de una celda

de Wigner-Seitz, (b) su correspondiente celda unitaria o primera zona de Brillouin.
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3.7 Condicion de difraccion

Como se introdujo previamente, un cristal foténico es una estructura macroscopica que
posee una funcién dieléctrica periédica e(r). En dicho sistema se identifica claramente
una disposicion de red puntual en la que los nodos contienen un medio con una constante
dieléctrica diferente a la del resto del espacio; dado que €(r) es una funcién periédica,

puede ser escrita como:

e(r) = Ze(G)eiG'r, (3.19)

G

donde G son los vectores de la red reciproca del cristal fotonico. Si se considera una
onda plana con vector de onda k que incide sobre el cristal, intuitivamente se puede
suponer que la amplitud de la onda dispersada por un elemento de volumen dV con
vector de onda k’ depende directamente de la constante dieléctrica local e(r), de manera
que la amplitud total de la onda dispersada A esta dada por la integral sobre todo el

K’—k)-r

sistema con €(r)dV veces el factor de fase el , por lo tanto:

dVv

Figura 3.3: Dispersion de una onda plana por un elemento de volumen dV'.
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A= / KT (p) Y
A= / e=ier (1) gy (3.20)

donde:
k - Ak =k’. (3.21)

Como se ve en la Figura 3.3, Ak representa la diferencia de fase, es decir, el cambio en
el vector de onda del haz dispersado respecto al haz incidente. Y ya sabemos que €(r)
es una funcién periddica, de manera que podemos introducirla en (3.20) en términos de

sus coeficientes de Fourier dados por (3.19), asi que:

A= /e—iAk-r Z E(G)eiGTdV’
G

lo cual puede reescribirse como:
A=) / NGAKT(G)dV, (3.22)
G

observemos que cuando la diferencia de fase Ak es igual a un vector de red reciproca
particular tal que:
Ak = G, (3.23)

el término exponencial en (3.22) desaparece de modo que A = ¢(G)V. En desarrollos
andlogos hechos para cristales electrénicos [1] se puede demostrar facilmente que (3.22)
es muy pequeno cuando Ak es significativamente distinto de G. Ahora, si se considera
dispersién eldstica para los fotones, de tal forma que su energia hw sea conservada,
tenemos que la frecuencia w’ = ck’ del haz dispersado es igual a la frecuencia w = ck
del haz incidente, de manera que las magnitudes de los vectores de onda k = |k| y
k' = |k’| son iguales y por lo tanto k? = k2. Retomando (3.21) y (3.23) encontramos
que:
k-G=k’,

entonces:

(k o G)2 :k27
2k - G — G* =0. (3.24)
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Este resultado se conoce como la condicién de difraccién y dado que G es un vector

de la red reciproca al igual que —G podemos reescribir (3.24) como:
2k - G = G?, (3.25)

se observa que esta condicién se satisface siempre que:

k:i%. (3.26)

Una importante anotacién acerca de este resultado es que los k que satisfacen la
condicién de difraccién se encuentran en los extremos de la primera zona de Brillouin

de la red reciproca con vector de red G.
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Capitulo 4

Fundamentos y propiedades de los

cristales fotonicos

4.1 Ecuaciones de Maxwell

Los cristales fotonicos pueden ser tratados como un medio dieléctrico mixto y para
estudiar cualquier tipo de fenémeno electromagnético inclusive la propagacién de la luz
en cristales foténicos, se debe partir de las ecuaciones de Maxwell, las cuales gobier-
nan todo el electromagnetismo macroscépico y nos permitiran desarrollar un modelo
tedrico que nos permita entender y analizar los conceptos fisicos asociados a los cristales
fotonicos; a continuacion se presentan dichas ecuaciones respecto a las unidades del sis-

tema internacional y que seran la base de nuestro estudio.

V'D:pva
V-B =0,
4.1
VxE:—a—B7 (4.1)
ot
0D
H=J+—
V x +<‘9t’

donde respectivamente E y H son los campos eléctrico y magnético macroscopicos, D
y B son los campos de desplazamiento eléctrico e induccién magnética, y p y J son
las densidades de carga y corriente libres. En este trabajo nos restringimos bajo cinco

consideraciones que para muchos materiales dieléctricos son muy razonables.

1. Se asume que la fuerzas de campo son lo suficientemente pequenas de modo que
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nos encontremos en un régimen lineal.

2. Se considera que el material es macroscépico e isotrépico, de manera que E(r,t) y
D(r,t) estén relacionados por ¢, multiplicado por una funcién dieléctrica escalar

¢, llamada permitividad relativa.
3. Seignora cualquier dependencia explicita de la frecuencia con la constante dieléctrica.

4. Nos enfocamos en materiales transparentes de manera que podemos tratar a €(r)

como real y positivo.

5. No se tienen densidades de carga ni de corriente libres, asi que p, =0y J = 0.

Como el sistema consiste en un material dieléctrico mixto, en el cual la constante

dieléctrica depende de la posicion en el sistema, tenemos que:
e = €(r), (4.2)
ademas, sabemos que:

D(r) = epe(r)E(r),

(4.3)
B(r) = piopu(r) H(r).

Sin embargo para los materiales de nuestro interés la permeabilidad magnética relativa

es muy cercana a la unidad de manera que:
B(r) = poH(r). (4.4)

Con todas estas consideraciones en mente las ecuaciones de Maxwell (4.1) nos quedan:

V- (e(r)En,t)) = 0,
V- -H(r,t) =0,
V x B(r.1) = —MoaHa(?t), (4.5)
V x H(r,t) = eoe(r)%.

Bajo las restricciones que nos hemos impuesto claramente hay una parte fenomenolégica

que se pasa por alto. Sin embargo, muchas de las propiedades mas interesantes y tutiles
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resultan de analizar el caso de materiales lineales y sin pérdida y establecen la base
de estudios mas especificos. Para separar la parte espacial de la parte temporal de
los campos E y H, hacemos una expansién de los campos en modos armoénicos. Asi
tendremos un patréon de campo que varia sinusoidalmente con el tiempo. Lo cual
nos permite escribir los modos armoénicos como un patrén espacial o perfil modal,

multiplicado por una exponencial compleja en el tiempo:
H(r,t) = H(r)e ™,
(r.0) = H(r)e™ "
E(r,t) = E(r)e ™"

Con el fin de modelar los perfiles modales para una frecuencia determinada reem-
plazamos (4.6) en (4.5):

V- (e(r)E(r)) = 0,
V-H(r) =0, (47)
V x E(r) = iwuoH(r),
V x H(r) = —iwepe(r)E(r)

Al mirar las ecuaciones de divergencia en (4.7), su interpretacion fisica es la ausencia
de fuentes y sumideros de desplazamiento eléctrico y campo magnético. Ademas, dado
que las ondas electromagnéticas son transversales, si nuestro campo es de la forma

H(r) = ac’*™, para cualquier vector de onda k se tiene que:
a-k=0, (4.8)

conocida como la condicién de ortogonalidad. Sin embargo, la mayor informacion es

aportada por las ecuaciones rotacionales:

V x E(r) =iwuoH(r), (4.9)
V x H(r) = — iwepe(r)E(r). (4.10)

Dividimos (4.10) por €(r):
LV X HE) + iweB(r) = 0, (4.11)

e(r)

Ahora tomamos el rotacional de (4.11):

1 | B
V x (@V X H(r)) +iwegV X E(r) =0, (4.12)
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reemplazamos (4.9) en (4.12):

1 : : B
V x (@V X H(r)) + iweo (iwpgH(r)) = 0. (4.13)

Utilizando la igualdad para la velocidad de la luz en el vacio ¢ = y reorganizando

€oto
(4.13) obtenemos:

v x (Lv < H(r)) _ (ffﬂ(r). (4.14)

e(r) c
La ecuacion (4.14) es llamada la ecuacién maestra o central y junto a las ecuaciones de
divergencia en (4.7) nos dird todo lo que queremos saber acerca de H(r), no obstante
nosotros nos enfocamos en encontrar las frecuencias w de los modos, ya que nuestro

interés es hallar el diagrama de bandas del sistema.

4.2 El electromagnetismo como un problema de au-

tovalores

Como vimos previamente el estudio de las propiedades electromagnéticas de medios
dieléctricos mixtos queda sintetizado en la ecuacién (4.14) la cual es claramente una

ecuacion de autovalores y autovectores que tiene la forma:
Ov = \v, (4.15)

se puede identificar al lado izquierdo de la ecuacién (4.14) un conjunto de operaciones
que actian directamente sobre H(r) las cuales pueden reunirse en un tnico operador
@, y al lado derecho se identifica rapidamente el término (c_u)Z que retine todos los
atovalores; de manera que (4.14) puede ser escrita como: ‘

OH(r) — (%)2H(r). (4.16)

Los autovectores H(r) son los patrones espaciales de los modos arménicos donde los
autovalores (w/c)? son proporcionales a las frecuencias de dichos modos. Ademaés,
puede notarse que cualquier combinacién lineal de soluciones con una misma frecuencia
w es en si misma una solucién de (4.16), por lo que O es un operador lineal y en
general podemos asumir aquellos patrones modales que difieren en un multiplicador

global como un mismo modo. En este punto, es evidente un grado de similitud en el
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tratamiento que se esta llevando a cabo con aquel realizado en la mecanica cuantica,
en el cual se obtiene una ecuacién de autovalores al operar sobre la funcién de onda
con el Hamiltoniano. Como sabemos, los autoestados del Hamiltoniano poseen algunas
propiedades importantes: sus autovalores son reales, son autoestados ortogonales y
pueden ser clasificados por sus propiedades de simetria [30]. Ahora veremos que todas
estas propiedades se cumplen para la formulacién del electromagnetismo. En primer
lugar, todas estas propiedades se basan en el hecho de que el operador es un tipo
especial de operador lineal conocido como operador hermitico y para verificar si O es
un operador de este tipo primero debemos definir un dlgebra que nos permita formalizar
matematicamente nuestra formulacién electromagnética, asi como el algebra de Dirac
lo hace para la mecanica cuantica. En este orden de ideas, se debe partir por definir
en analogia al producto interior de dos funciones de onda, un producto interno de dos
campos H(r), de manera que si F(r) y G(r) son dos campos, entonces:

(F,G) = / F*(r) - G(r)d’r, (4.17)

donde F* es el complejo conjugado de F. De la definicién (4.17) se puede ver que
(F,G) = (G,F)*, para cualquier F y G. Ademas, se tiene que (F,F) es siempre real
y no negativo. Si F(r) es un modo arménico del sistema electromagnético se puede
establecer (F,F) = 1 con el fin de normalizar los modos, de manera que si (F’, F’) # 1,

entonces:

(4.18)

Puede notarse que en realidad F(r) y F’(r) son el mismo modo ya que sélo difieren por
un multiplicador global. Sin embargo, tener los modos normalizados es de gran utilidad
en el desarrollo del formalismo matemaéatico. Ahora, para verificar la Hermiticidad de
O, debemos comprobar que (F, @G) = (é)F, G), esto es:

(F,0G) = / F* -V x (%v X G) d’r. (4.19)
Se utiliza la identidad vectorial:
V-(AxB)=(VxA)-B-A-(V xB), (4.20)
Se integra (4.20) a ambos lados y se hace uso del teorema de la divergencia:

/S(A x B) - d°r + /UA -(V x B)dr = /v(v x A) - Bd’r. (4.21)
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Maés adelante se vera que para los casos de interés los valores de los campos en las
fronteras de integracién pueden despreciarse debido a que los campos decaen a cero a
grandes distancias (modos evanescentes), o los campos son periédicos en la regién de

integracion. En ambos casos los términos de superficie desaparecen de modo que:

/A x B - d*r =0, (4.22)
/A (V x B)d /(v x A) - Bd’r. (4.23)

1
Usando (4.23) y redefiniendo los campos en (4.19), con A = F*y B = -V x G se
€
obtiene: '
(F,0G) = /(v x F)*. -V x Gd’r. (4.24)
v €

1
Se repite el procedimiento sobre (4.24) utilizando (4.23) con A = - (Vx F)*y B =G
€

para obtener:
1 - 3
-V xF - Gd’r, (4.25)
€

(F, é (4.26)

A

De este modo se comprueba que O es un operador Hemitico ya que o = 6.

4.3 Propiedades generales de los modos armoénicos

Ya se establecié que © es Hermitico. Ahora se debe mostrar que sus autovalores deben
ser ntimeros reales. Supongamos que H(r) es un autovector de © con autovalor (w/c)?,

se toma el producto interior de la ecuacién maestra (4.16) con H(r):

(H, 6H) = (“’2) (H, H), (4.27)

c2

se toma el complejo conjugado:

A~ « w2 *
(H,0H)" = (§> (H,H). (4.28)
De (4,26) se observa que:
(H,60H) = (6H, H). (4.29)



~ ~

Ademds, de la definicién de producto interior (4.17) se tiene que (H, OH)* = (OH, H)

para cualquier operador O; con esto en mente:

(H,0H)* = (6H, H), (4.30)
con (4.29) en (4.30):

(H,0H)* = (H,0H), (4.31)

y reemplazando (4.27), (4.28) en (4.31) se obtiene:

(%) - (%) oL,

W\ _ (v (4.32)
) \e2)’
()" =u?.
De manera que w? es un nimero real. También se puede mostrar que w? es no negativo
para € > 0; si se reemplaza F = G = H en (4.19) se obtiene:

(H,0H) = /l\v x H*d%r, (4.33)
€

v

y de (4.27):
[ A9 s - (%) ) (434)

Como €(r) > 0 el valor del integrando en (4.34) siempre es no negativo, y por lo tanto
w? también lo es; decimos entonces que O es un operador semi-definido positivo. Por
ultimo se puede comprobar que dada la Hermiticidad de @, si se tienen dos modos
armonicos normalizados Hy(r) y Ha(r) con frecuencias diferentes wy y we su producto

interior es cero, para ello se retoma (4.16) para los modos Hy y Hy:

. w?
OH, = = H,, (4.35)
~ (,,J2
OH, = <—§) H,. (4.36)
c
Ahora se forman los productos internos:
. w?
(H27 @Hl) = C_2 (H27 Hl)? (437)
. w?
(6Hy, Hy) = 2 (Hy, Hy), (4.38)



como © = O, entonces:

(HQ, éHl) - (éHQ, H1>, (439)

al reemplazar (4.37) y (4.38) en (4.39) se obtiene:

2 2

w w
C_Ql(H27H1) :C_22<H27H1)> (4.40)
(w? — w))(Hy, Hy) =0. (4.41)

De (4.41) se puede observar que si wy # wsq, entonces (Hy, Hy) = 0 y decimos que H; y
H, son modos ortogonales, y si w; = wq, los modos son degenerados y sélo difieren por

un multiplicador global. Por lo tanto definen el mismo modo.
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Capitulo 5

Simetrias

5.1 Simetria de traslacion continua

Un sistema que posee una simetria de traslacién continua, se mantiene invariante bajo
cualquier desplazamiento continuo d aplicado sobre dicho sistema, para cada d se puede
definir un operador de traslacién Ty, que al operar sobre una funcién f(r) genera un

desplazamiento sobre el argumento de la funcién en una magnitud d; esto es:
Tuf(x) = f(r+d), (5.1)
si se tiene un sistema invariante bajo este tipo de transformacion, entonces:
Taf(r) = f(r+d) = f(x). (5.2)

Por ejemplo, un sistema con simetria de traslacion continua en la direccion a,, dicho
sistema es invariante bajo todas la traslaciones en esa direccién; entonces, si para un

modo del sistema se propone la funcién:

H(z) = e'**, (5.3)
se tiene que:
T H(z) =@+, (5.4)
Ty H(z) =e*dex (5.5)
TaH(z) =AH(z). (5.6)
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Donde A es un numero y representa el autovalor de operador T yva que H es un
autoestado tanto de © como de Td, se puede identificar claramente una relacién de

conmutacion entre dichos operadores, lo cual quiere decir que:

[6.7,] = 6Ty~ 1,6, (5.7)
debe ser igual a cero; para comprobar si esto se cumple, se aplica el conmutador sobre
el autoestado H:

[é, Td] H-OT,H — T,6H,

2
—ONH - T,_H,
C

E 7 (5.8)
:g)\H — g)\H,
=0,
de manera que:
[é,Td} —0. (5.9)

El campo no se eligié de la forma (5.3) solo por conveniencia, si se piensa en un sis-
tema consistente en un cubo de material dieléctrico homogéneo y se quiere analizar la
propagacién de una onda electromagnética a través de dicho sistema, se debe retomar

(4.14) donde para dicho sistema €(r) = ¢, entonces:

1 w2
Vx -V x Hr) = <Z> H(r), (5.10)
1 2
SV XV x H(r) = (f) H(r), (5.11)
€ c
w2
V x V x H(r) :egH(r), (5.12)
se utiliza la identidad vectorial:
Vx(VxV)=V(V-V)-VV. (5.13)
De manera que con (5.13) en (5.12) se obtiene:
w2
V(V-H(r)) — V?H(r) = e—H(r). (5.14)

2
Se sabe que V - H(r) = 0, y con la relacién de dispersién:

w?

k= |k|* = e (5.15)

)
C2
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se obtiene:
V2H(r) + k¥*H(r) = 0, (5.16)

las soluciones de (5.16) son de la forma:
H(r) = Ae™™ = Hye'*™. (5.17)

Donde Hj es un vector constante, puede verse que estas soluciones son ondas planas

polarizadas en la direccién H debido a la condiciéon de ortogonalidad, entonces:

V- H(r) =0, (5.18)

V - Hye™ ™ =0, (5.19)

ik, Hpe™ " + ik, H,e™™ + ik, H,e™" =0, (5.20)
k - Hy =0. (5.21)

De esta forma se pueden clasificar las ondas planas por su vector de onda k, los cuales
dan informacion de cémo los modos transforman bajo operaciones de traslacién con-
tinua. Ahora se analizara un sistema sencillo con simetria de traslaciéon continua que
sirve como una primera aproximacion a un cristal fotonico, este sistema consiste en
un plano infinito de material dieléctrico homogéneo en el vacio como se muestra en la
Figura 5.1, de manera que a lo largo del plano la funcién dieléctrica es una constante;
si el plano es paralelo al plano xy, entonces el sistema es invariante bajo operaciones
de traslacién en las direcciones a, y a, ya que €(x,y) = e. Ademds se observa que en
la direccién a, se tiene una funcién dieléctrica €(z) debido al cambio de medio experi-
mentado cuando nos movemos a lo largo de dicha direcciéon. En Primer lugar se analiza
lo que sucede al interior del plano de material dieléctrico. Aqui se pueden clasificar los
modos acorde a sus vectores de onda en el plano k = k,a, + kya,, donde la dependencia

en x y y debe ser una onda plana dada la simetria:
H(r) = ¢*Vh(z2), (5.22)

donde v = za, + ya,. Estas ondas planas representan los modos paralelos al plano.
El término h(z) da cuenta de los modos perpendiculares al plano para los cuales hay
un efecto de confinamiento debido a la finitud del material en la direcciéon de z y
que no puede ser determinada siguiendo la linea de razonamiento que se ha empleado

hasta el momento ya que no existen argumentos de simetria en esta direccién. Ahora
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Figura 5.1: Plano de grosor de un medio dieléctrico en el vacio. La constante dieléctrica

del material es € y v es un vector en el plano xy.

extendamos el andlisis al exterior del plano, notemos que el sistema ahora contiene
dos interfaces en las que claramente se encuentra un cambio de medio, esto es wvacio-
dieléctrico y dieléctrico-vacio. En primer lugar recordemos la ley de Snell para haces o

rayos que encuentran cambios de medio en su trayectoria:

nysen(6) = nosen(6y). (5.23)

Si 0; > sen~!(ny/ny), se tendria que sen(fy) > 1, para lo cual no se encontrarfa solucién
real; en este caso decimos que el haz es totalmente reflejado y 6, es denominado el angulo
critico. El dngulo critico 6, = sen™!(ny/n;) solo existe para ny < ny, asi la reflexién
total interna ocurre solo en el medio de permitividad relativa e(r) o indice de refraccién
n mas alto. De la Figura 5.2 puede verse facilmente que en general kj = |k|sen(f), y

de la relacién de dispersion (5.15) se ve que |k| = nw/c; con estas igualdades en mente
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Figura 5.2: Trayectoria de un haz de luz a través de una interface plana entre dos

dieléctricos €71 y €.

veamos como de la ley de Snell establece que k| es igual ambos lados de la interface:

ny sen(6y) =nsy sen(6y),

= (i) sen(8h) == (k)2 sen(@y).
) N ), (5.24)
sen(6;) (62) ~sen(fy) (62):
(ky)r = ()2

Considerando los modos que no quedan confinados al material dieléctrico, estos se
extienden al infinito a través del vacio convirtiéndose en ondas planas, las cuales son

superposiciones de ondas con:

w = C|k| = Cy/ |kH|2 —+ |kl‘2. (525)

Para cualquier vector de onda perpendicular y real k; y un valor determinado de k;
se encuentran modos con cada posible frecuencia mayor a ck||, ya que k; puede tomar
cualquier valor. Asi, el espectro de estados es continuo para todas las frecuencias por
encima de w = ck, esta zona es llamada el cono de luz y los modos alli localizados son
soluciones de la ley de Snell con #; < .. No obstante el plano de material dieléctrico
introduce otras soluciones de campo que yacen bajo la linea w = ck|| y cuyas frecuencias

son menores a las que tendrian sus modos en el vacio ya que € es mayor en el dieléctrico,
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estas soluciones deben estar localizadas al interior del dieléctrico, para evidenciar esto se
comienza por considerar la solucién general de campo electromagnético en un dieléctrico
homogéneo (5.16):

H(r) = Ae*" 4+ Be *". (5.26)

De las condiciones de confinamiento se tiene que el campo debe ser igual a cero en
las fronteras, de manera que si el grosor del dieléctrico es a y se ubica el sistema de

referencia en la frontera inferior, entonces:

H(0) =A + B =0, (5.27)
A=-B. (5.28)

reemplazando (5.28) en (5.26):

H(r) =Ae’™™ — Ae™™7,

ikr _ —ikr
H(r) =2iA <L) , (5.29)
21

H(r) =Csen(k - r).

Ahora, se hace uso de la condicién de confinamiento en la frontera superior:
H(a) = Csen(ka) =0, (5.30)

como C' # 0, entonces:

sen(ka) = 0. (5.31)

Esta igualdad se satisface para todo ka = nw (con n =0,1,2,---), asi que si se retoma

. 7 . .7 w
la relacién de dispersion k = |k| = —4/€ se observa que:
c

k=—= Zﬁ, (5.32)

de manera que:
nwe

= e

Claramente estos modos forman una configuracion de frecuencias discretas para un

w (5.33)

determinado k.
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5.2 Simetria de traslacion discreta

Al igual que los cristales de dtomos y moléculas, los cristales foténicos no presentan
una simetria de traslacion continua. En vez de eso poseen una simetria de traslacién
discreta; esto quiere decir que son invariantes bajo traslaciones en distancias que son

multiplo de un tamano de paso fijo definido, esto es:

Taf(r) = [t £R) = f(r). (5.34)

Se considera una estructura dieléctrica que es repetitiva en una direccién como se mues-
tra en la Figura 5.3. Para este sistema tenemos simetrias de traslaciéon continua en las
direcciones x y z, sin embargo en la direccién y se presenta una simetria de traslacion
discreta. Recordando lo visto en el capitulo 3, se puede reconocer en este sistema una
estructura cristalina en la que podemos identificar una constante o parametro de red
a. FEste serd el tamano de paso fijo. Y el vector que nos indicara la direcciéon en la
cual se realizaran las traslaciones es el vector de red primitivo, el cual en este caso
es a = aa,. Asi el sistema es un cristal foténico unidimensional donde la simetria de

traslacion discreta establece que:
e(r) = e(r + a). (5.35)

Si repetimos la operacién de traslacién un nimero de veces determinado, se observa

que:

e(r) =e(r £ R). (5.36)

donde R = na con n entero.

Puede verse que la unidad de dieléctrico que se considera para ser repetida una y otra
vez es justamente la celda unitaria, que por operaciones de traslacion puede generar
toda la estructura; en este caso la celda unitaria consiste en un bloque xz de espesor
a en la direccién y. Debido a las simetrfas traslacionales © debe conmutar con todos
los operadores traslacionales en la direccién z, en la que existe una simetria continua;
asi como con los operadores de traslacion discreta en la direccion y con vectores de red
R = naa,. Con esto en mente y recordando la relacién de conmutacién que vimos en la
seccion anterior, se pueden identificar los modos de © como autofunciones simultaneas

de ambos tipos de operadores de traslacion; como ya se ha visto, estas autofunciones

32



€

Figura 5.3: Arreglo periddico de capas de dos medios dieléctricos €; y € donde se
establece una funcién dieléctrica que varia periédicamente en la direccion y con periodo

a.

deben ser ondas planas. Para la simetria continua:

Typelox = eihoOcbd) — (Fikad) gikax (5.37)
szeikz-z — eikz'(zj:d) — (eiikzd) eikz-z. (538)

Y para la simetria discreta:
TReikyy _ eiky.(y:lzR) _ (e:tikyna) eiky-y. (539)

Para el operador de traslacién discreta se observa que no todos los valores de k,, tienen
. , . 2m Qy
diferentes autovalores. Veamos qué ocurre si k, = k,+m ( — | con m enteroy a = —:

a
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TRei(ky+m2w/a)-y :ei(ky+m27r/a)-(yina) ’

:ei(ky+m27r/a)naei(ky+m2ﬂ'/a)~y’ (540)
:eznm27r€zkynaez(ky+m27r/a)-y.
Como n y m son enteros entonces ™2™ = 1, luego:
TRez(kermZﬂ/a)-y — elkynael(ky+m27r/a)-y‘ (541>

Se observa que los modos con vectores de onda de la forma k, + m (27/a), con m
entero, forman un sistema degenerado donde todos ellos tienen el mismo autovalor
ehvne  notemos que el término 27 /a corresponde a la magnitud del vector de la red
reciproca primitivo b = bb; donde b = 27/a, de manera que al aumentar k, en un
multiplo entero del vector de la red la reciproca b no se producen cambios en el estado
del sistema, evidenciando las facilidades de trabajar en el espacio reciproco en virtud
de las propiedades que los sistemas periddicos poseen en dicho espacio, de manera que
solo es necesario considerar aquellos vectores de onda contenidos en la primera zona de
Brilouin como se evidencio en el capitulo 3. Ya que cualquier combinacion lineal de

estas autofunciones degeneradas es en si misma una autofuncién con el mismo autovalor,

podemos tomar combinaciones lineales de los modos originales y ponerlos de la forma:

H(z,y, 2) =e*=elt=* Z Ch, me'Fvtmol, (5.42)

H(iL‘, n Z) :eikzzeikzz (eikyy Z Cky,meimby) ’ (543)

H(z,y, 2) =e’*~ Z Ch,me™. (5.44)

La sumatoria en (5.44) es claramente una funcién periédica en y de manera que la
dependencia del campo en esta direccion es simplemente el producto de una onda plana

con una funcién periddica en y, de forma que:
H(y) = ¢™u(y), (5.45)

donde:
u(y) =u(y +R). (5.46)
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Este resultado evidencia el teorema de Bloch y es la consecuencia de la periodicidad
discreta en y. Este teorema establece que el perfil modal de una onda plana que se
propaga a través de una estructura periddica es la misma onda plana modulada por una
funcién que comparte la periodicidad de dicha estructura [1], donde estos estados son
llamados estados de Bloch. Para un sistema que posee simetria traslacional discreta
en las tres direcciones, sus modos o estados de Bloch pueden ser clasificados por un
vector k = kiby + kaobs + k3bs llamado vector de Bloch. Cada vector k identifica un

autoestado de © con frecuencia w(k) y un autovector Hy de la forma:

Hy (r) = ™ uy(r), (5.47)
donde:

uk(r) = uk(r+R), (5.48)

para todos los vectores de red R.

5.3 Estructura de bandas fotdonicas

Ya se ha visto como los modos electromagnéticos de un cristal foténico con periodicidad
discreta en las tres dimensiones pueden ser escritos como estados de Bloch (5.47), asi
que toda la informacion sobre dichos modos estda dada por el vector de onda k y la
funcién periddica u(r). Ya que se conoce la forma de los modos Hy, se puede resolver
(4.14) para ug(r):

V x (Lv x Hk(r)) - (w(k))2Hk(r), (5.49)

€(r) c
1 . wl(k 2
V x (@V X elk'ruk(r)) = ( (c )) e®ruy(r), (5.50)
usando la identidad vectorial:
V X (pA) =Vo x A+ ¢V x A, (5.51)

con ¢ = e*T y A = uy(r) en (5.50):

V x (L (ike™™ x w(r) + 5TV x uk(r))> - ( )2 e*Tuy(r),  (5.52)

e(r)
V x <eik'”$(z’k + V) x uk(r)> - <“(k)

>2 e™Tuy(r), (5.53)
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de nuevo se utiliza la identidad vectorial (4.51), con ¢ = e*Ty A = ﬁ(ik+ V) xug(r)
e(r

en (5.53) se obtiene:

e <(z’k 4 V) x (k4 V) x uk(r)) _ ( )2 T (1), (5.54)

e(r)

((z’k +V) x %(z’k + V)x) (1) = (@)2 i (r), (5.55)

O (r) — (w(k))z i (r). (5.56)

Se encuentra una nueva ecuacién de autovalores ahora para ug(r) con un nuevo oper-
ador Oy, este operador depende de k pero tiene las mismas propiedades y autovalores
de © en (4.16). Debido a la condicién de periodicidad (5.48) el sistema puede ser sim-
plificado a una sola celda unitaria del cristal foténico, y al restringir el problema a un
volumen finito debemos llegar a un espectro de autovalores discreto donde para un valor
determinado de k obtendremos un infinito sistema de modos con frecuencias discreta-
mente espaciadas, las cuales se pueden clasificar por un indice de banda n. Como k
es un parametro continuo en el operador @k, es de esperarse que banda de frecuencias
n varie continuamente cuando k también lo hace; en este orden de ideas se pueden
describir los modos de un cristal foténico como una familia de funciones continuas con

una estructura de bandas w,, (k).

5.4 Electrodinamica y mecanica cuantica

De todo lo que se ha expuesto para el electromagnetismo en medios dieléctricos mix-
tos se puede observar una clara analogia con la mecénica cuantica. En ambos casos
los campos se pueden expresar como un modo o patrén espacial que varian sinusoidal-
mente con el tiempo. La funcion de onda de la mecanica cuantica es un campo escalar
complejo mientras que los campos de la electrodinamica son vectoriales; observamos
que en ambos casos los sistemas estan determinados por una ecuacién de autovalores
con operador Hermitico. Ademads por el teorema variacional [30], encontramos que en
la mecénica cuantica el autoestado mas bajo suele ser aquel en el que la funcion de
onda concentra su amplitud en las regiones de bajo potencial mientras que en la elec-
trodinamica los modos de mas baja frecuencia concentran su energia de campo eléctrico

en las regiones de constante dieléctrica més alta [3]. Al analizar los cristales foténicos
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Mecanica cuantica | Electrodinamica
Campo U(r,t) = U(r)(r)e P/ | H(r,t) = H(r)e ™!
p
Ecuacién de autovalores HV = EV OH = w_2H
c
p
. 1
Operador Hermitico H=—-——V?+V(r) 0=V x—Vx
2m €(r)
Simetria traslacional discreta V(r)=V(r+R) e(r)=€¢(r+R)
Relaciones de conmutacién [H,Tg] = ©,Tx] =

Teorema de Bloch

Tabla 5.1: Mecanica cuantica vs. Electrodindmica.

y los cristales electronicos, se puede ver que en ambos casos los sistemas presentan

simetria de traslacién discreta. En la Mecénica cuantica el potencial V(r) es peridédico

mientras que en el caso electromagnético la funcién €(r) es periédica; debido a esta peri-

odicidad los operadores de traslacién conmutan con el operador diferencial principal de

cada caso, el hamiltoniano en los cristales electrénicos y el operador electromagnético

© en los cristales foténicos. Los autoestados Wy y Hy pueden clasificarse en funcion

del vector de onda k y la estructura de bandas; ademas ambos autoestados pueden ser

expresados como estados de Bloch: ondas planas moduladas por una funcién periédica.

En la Tabla 5.1 se presenta de forma resumida la comparacién hecha previamente entre

la mecénica cuantica y la electrodinamica.
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Capitulo 6
Cristales fotonicos unidimensionales

En el capitulo anterior se desarrollaron las bases tedricas que nos permiten estudiar los
cristales foténicos. Se expusieron ligeramente sus propiedades y simetrias y se introdujo
un primer sistema electromagnético consistente en un cristal foténico unidimensional
debido a su simetria de traslacién discreta en una direccion. En este capitulo se analizara
con mas detalle dicho sistema con el fin de encontrar la estructura de bandas de un

cristal foténico unidimensional.

6.1 Estructura multicapa

Un cristal foténico unidimensional es aquel que posee una simetria de traslacién discreta
en una sola direccién, de manera que se tiene una red puntual unidimensional, en la
que los nodos son reemplazados por un medio dieléctrico homogéneo con una constante
dieléctrica distinta a la del medio asignado al espacio entre los nodos de la red como se
muestra en la Figura 6.1.
Este sistema consiste en un arreglo peridédico de dos capas de materiales con diferente
constante dieléctrica, de manera que se obtiene un sistema con una constante dieléctrica
alternada de forma periddica de tal forma que € = ¢(z). Este sistema se conoce como
estructura multicapa y como se muestra en la Figura 6.1 es un sistema tridimensional
con simetria de traslacion discreta en una direccién por lo tanto es un cristal foténico
unidimensional.

De la Figura 6.1 y teniendo en cuenta lo visto en el capitulo 5 se puede identificar

claramente una simetria de traslaciéon continua en las direcciones x y y y una simetria
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Figura 6.1: Estructura multicapa construida con base en una red puntual unidimen-

sional con vector de red primitivo a, y celda unitaria con pardmetro de red a.

de traslacion discreta en la direccién z de manera que el vector de red es R = naa, con
n entero.

Debido a la simetria del sistema se puede centrar el estudio en la celda unitaria del
cristal. Con este fin se define la celda unitaria como la celda de Wigner-Seitz, de
manera que se elije como origen un punto de red y se trazan desde éste vectores de
red R a los primeros vecinos o puntos de red mas cercanos, luego se trazan lineas
perpendiculares en los puntos medios de dichos vectores como se muestra en la Figura
6.2, dado que se trata de una red unidimensional, la celda de Wigner-Seitz y por lo
tanto la celda unitaria, es la regién definida por las perpendiculares a los vectores de
red: Ya que se ha definido la celda unitaria, el siguiente paso es identificar la funcién

€(z) que modela la constante dieléctrica en esta regién, y como se puede observar en la
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celda unitaria

Figura 6.2: Celda unitaria de la estructura multicapa construida como una celda de

Wigner-Seitz y para la cual se define la forma de la funcién dieléctrica €(z).

Figura 6.2 la constante dieléctrica es:

( a
€1 81 —§<Z<—§,
€(z) =< e si —£ <z < £ (6.1)
2 2’
St : <z < a
6 J— J—
L 1 2 27

donde €; y €3 son las constantes dieléctricas de los medios 1 y 2 respectivamente, en
nuestro sistema el medio uno es aire y el medio dos es un material de alta constante
dieléctrica, ademas por la simetria discreta en la direccién z los modos de Bloch son de

la forma:

H(r) = ¢ u(z), (6.2)

donde:



Ahora que se conoce la funcién dieléctrica y la forma del campo H retomamos (5.56)

para encontrar las frecuencias w y por lo tanto el diagrama de bandas del cristal:

(ik + V) x Ilr)(z'k +V) x u(z) = %u(z),
y como €(r) = €(z), entonces:
(tk + V) x Ti)(zk + V) xu(z) = ucj—ju(z). (6.4)

A diferencia del problema de autovalores para las funciones de onda en cristales electronicos
el cual es un problema escalar, dada la naturaleza de la fenomenologia electromagnética
nuestra ecuacion de autovalores es una ecuacién vectorial por lo que las soluciones
analiticas son escasas y para sistemas muy restringidos; por lo tanto debemos recurrir

a métodos aproximados los cuales implementamos computacionalmente.

6.2 Métodos computacionales

Los métodos aproximados son en esencia metodologias que permiten resolver proble-
mas cuya solucién no puede ser calculada de forma exacta, en general se plantea la dis-
cretizacion del modelo con el fin de llevar las ecuaciones continuas a un sistema matricial
truncado que puede resolverse mediante el algebra lineal y de esta manera aproximar
la solucion del sistema; estas metodologias pueden desarrollarse analiticamente aunque
ya no de forma exacta en su totalidad, desde el planteamiento del método hasta la
solucion de la ecuacion matricial, sin embargo la ecuacion matricial que se obtiene al
aplicar un método aproximado suele constar de matrices con un orden elevado lo que
hace engorroso y poco factible su solucién analitica, por lo tanto se recurre a las her-
ramientas computacionales que pueden hacer este trabajo de forma mas facil y eficiente,
para esto se debe implementar el método aproximado en un entorno computacional o
software en el cual se resuelve el problema numéricamente. Para la solucién de (6.4) se
escogieron dos métodos aproximados que se ajustan muy bien a las caracteristicas de

sistema debido a sus propiedades.
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6.3 Diferencias finitas en el domino de frecuencias
(FDFD)

En general el método de diferencias finitas busca discretizar los operadores diferenciales
de manera que se puedan expresar como simples operaciones algébricas. Para esto se
divide el dominio en una malla de puntos igualmente espaciados de manera que una
funcién f(x) continua sobre el dominio original 0 < x < L ahora se evalia de forma
discreta sobre cada subdominio representado por cada punto de la malla zg, 1, -+, zp;
por lo tanto la malla constard de L + 1 puntos. Los operadores diferenciales pueden
ser aproximados utilizando la serie de Taylor [31] de manera que podemos escribir
exactamente:

df (x)

dx

1d%f(x
(fEl+1 — xl) + 5%

flxi) = f(z) + (T — )2+, (6.5)

l l

si el tamano de cada elemento es Az = x;,; — x;, entonces:

Flon) =f(@) + AT + > Lr) R (6.6)
df (x) Nf($z+1) — flz)
dr |, Ax ' (67)

El resultado (6.7) se conoce como aproximacién en deferencias hacia adelante. De forma

analoga podemos ultizar la series de Taylor para obtener:

df () 1 f(x)

dz (xlil B xl) + 2 d(lj2 (xlfl - I’l)Z T+ ) (68)

flzioa) = f(m) +

l l

como Ax = x; — x;_1, entonces:

Flan) =) - 2L ~ Sl (6.9)
df () Nf(%) — f(@1-1)
7 Rad v (6.10)

Donde (6.10) es denominada aproximacién en diferencias hacia atrés, tanto (6.7) como
(6.10) tienen un error dado por el tercer término de las expansiones (6.5) y (6.8) dado
por O(Az) ya que se hizo una aproximacién de primer orden, de manera que para

tener una mejor aproximacion truncamos la serie en el tercer término haciendo una
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aproximacién a segundo orden, esto es:

d Ax? d? A3 d?
o) =t + Al o+ SECLE L SECIE e
df A2 d2f Aa® B f
o) =t - 2T+ SEEIE - Se IR ey
substrayendo (6.12) de (6.11) se obtiene:
d A3 d?
f(rg) = flaio1) =2A% J;(;) l ; (j;(f) l C (6.13)
df (z) Nf($l+1) — f(@11)
dr |, 2Ax ' (6.14)

El resultado (6.14) se denomina aproximacién en diferencias centrales y tienen un error
de O(Ax?) por lo tanto se tiene una mejor aproximaciéon para la primera derivada;
ahora, para la segunda derivada se suman (6.11) y (6.12):

2
flri) + fla) =2f () + Az? d;;(f) l e (6.15)

()| fle) = 2f (@) + foa)
dz? |, - Ax?

. (6.16)

Para solucionar el sistema se utilizaran las diferencias finitas en el dominio de frecuen-
cias, es decir, con fase estacionaria, en el que se formula el fenémeno como un problema
de autovalores con una matriz finita, con el fin de encontrar la estructura de bandas
w(k) para un nimero de onda k fijo. Dada la naturaleza vectorial del campo en este
punto se deben imponer algunas restricciones segiin el tipo de propagacion que se quiera
estudiar; esencialmente hay 4 modos de propagacion: Transversoelétrica con el campo
eléctrico perpendicular a la direccién de propagacion, Transversomanética en la cual
solo el campo magnético es perpendiculares a la direccién de propagacion, Transverso-
electromanética donde tanto el campo eléctrico como el magnético son perpendiculares a
la direccion de propagacion, y Omnidireccional donde no hay ningtn tipo de restriccién
sobre la direccién de los campos.

Aqui se estudiara la propagacién transversoelectromagnética de manera que si la onda
se propaga en la direccién z con k = ka., el campo debe estar contenido en el plano
xy y por lo tanto las componentes de u deben ser u,(2)a, y u,(2)a,, con esto en mente

se retoma (6.4) y se desarrollan las operaciones que actian sobre los autoestados u(z)
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donde sus componentes indican la direcciéon del campo H.

De (6.4) se toma:

Ay Gy a,
. g 0 ) 0
Uy Uy 0
obteniendose:
Q (6.18)

d d
(ik+ V) xu(z) = (—ik:uy - El@) ay + (zl{:uz + Euz) Qy.
Continuando con las operaciones en (6.4) donde:

(ik + V) x le)(ik + V) % u(z) = Opu(z),

con (6.18):
Gy Qy a
A g 2 ‘k’—l-—
Oku(z) = ox dy ! 0z ;
1 1
— ku, — — | ik
) ( g “) ) < et “) ’
se obtiene:

A 1 du d 1 1 d®u, du, d 1
© = — ( K, — 2ik— | — iku,— — e iy
ku(2) ( ( " ! dz) e €(z)  €(z) dz? dz dz e(z)) Gat

1 du d 1 1 d*u, du,d 1
— | Ky, — 2ik—2 ) — ikuy——— — y_ Y .
( ( Uy == ) R €(z)  €(z) dz?  dz dz e(z)) %
(6.19)

Como la funcién dieléctrica es constante por tramos, se considera su derivada igual a

Cero:
d 1
(6.20)



con (6.20) en (6.19):

X 1 du,  d*u,
Oxu =—— (k2um—2ik Yo OO )dm—i-

€(2) dz  dz?
1 du d?u,\
@ (kzuy — 2de—zy — dz2y) ay. (621)

Ahora se puede separar (6.21) por componentes:

1/, Cduy  dPug . WP
@ <k Uy — 21k T g ) Uy = —5 Usll, (6.22)
1 9 ., duy, d2uy R _w2 R
@ (k: Uy — 2zk—dz o ) W= iy (6.23)

Se obtiene un sistema de dos ecuaciones. Sin embargo, se observa que los autovalores
son los mismos para las dos ecuaciones y la tinica diferencia entre las componentes u,
y u, estarfa dada por un multiplicador o factor de amplitud cuya informacién puede
introducirse para un campo particular, no obstante nuestro analisis es independiente de
esto ya que sélo interesan las frecuencias de los modos. En este orden de ideas se puede
continuar el estudio sobre sélo una de las ecuaciones (6.22) o (6.23) independiente de
la componente, de manera que:
2 2

le) (l{;zu - 2z'kfl—z - %) - %u (6.24)
Ahora se pueden aplicar las diferencias finitas de manera que, con (6.14) y (6.16) sobre
(6.24) se obtiene:

1 21k Uprq — 2u; + Ull) w?

2 —
E_l (k‘ Uy — E(UZ_H — ul—l) — A2 = gul, (625)

reorganizando (6.25):

1 ik 1 2 ik 1 w?
o ((E - E) Up—1 + (k2 =+ m) up — (E + p) Ul+1> = gul- (6.26)

En (6.26) [ representa el elemento de la malla en las diferencias finitas centrales y el
punto del dominio discreto zq,--- , 2, sobre el que se evalia la funcién u. el dominio
original yace sobre la celda unitaria del cristal de manera que —a/2 < z < a/2 donde
ademds debemos distinguir las regiones con diferente constante dieléctrica de tal forma

que ¢; tomara un valor determinado para cada elemento, para una mejor aproximacion,
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sobre los elementos que quedan ubicados en las interfaces entre los dos dieléctricos se
aplica un simple procedimiento para asignar una constante dieléctrica efectiva sobre
dichos elementos, ya que al estar ubicados sobre las interfaces la longitud Az del ele-
mento queda distribuida entre los dos medios; por lo tanto la constante dieléctrica se

determina en base a la proporcion del elemento en cada medio:

L L
€ = €1A—12 -+ EQA—Z, (627)

donde L, y Ls son las porciones de longitud del elemento en el medio uno y dos respec-

tivamente y Az = Ly + Lo es la longitud del elemento, entonces:

L, N Lo
€ =¢ € ,
"Ii+ Ly  PLi+ Ly
_ 6.28
ey oy L S (6.28)
L
€ :A—IZ(El - 62) + €2.

Se retoma (6.26) y se evalia para n elementos, de manera que el operador de la parte

izquierda de la ecuacion queda:

2 ik 1

2 - - _ _~- .
B Az? Az Az? 0 0
ik 1 5 2 1k 1
- _|_ - —
Az Az? Az? Az Az?
A 1
O = — 0 0
€
L, 2 k1
Az Az? Az? Az Az?
ik 1 5 2
0 0 A Az MRz
Obteniéndose una ecuacién de autovalores de la forma:
~ w2
Oxu = Au = —u, (6.29)

c2

donde A es una matriz cuadrada y es la representacion discreta del operador O. de

manera que al hallar los autovalores de A se encontrarian las frecuencias de los modos
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en el cristal, pero primero se deben introducir las condiciones de frontera del sistema las
cuales son condiciones de periodicidad ya que u(z) = u(z+ R) con R = ma y m entero,
esta condicion reine todas las interacciones de la onda con cada capa del cristal y es
por ello que se puede sintetizar el sistema a su celda unitaria. En el dominio discreto

de las diferencias finitas esta condicion esta dada por:
U, = Uima- (630)

El dltimo elemento del dominio discreto es [ = n ubicado en el extremo derecho de la
celda unitaria y representa justamente un desplazamiento de magnitud a respecto al
primer elemento ubicado en el extremo izquierdo de la celda, de manera que si se toma

m = 1 se puede reescribir (6.30) como:
u; = Ujinp- (631)

al suministrar (6.31) en (6.26) se obtiene:

1 ([ ik 1 2, 2 ik 1 w?
o \\az "az) e T\ A e T A7 T A ) e ) T @ e

si el primer elemento es [ = 1, entonces:

1 ([ ik 1 , 2 ik 1 w?
o (2 (0 ) o= (35 4 ) ot = S 3

De (6.32) se observa que al aplicar la condicién de periodicidad aparece un nuevo

término que hace parte del dominio de evaluacién (1,--- ,n):

1 [ ik 1

— | = ] un. 6.33

€1 (Az AZQ) " (6.33)
Ya que la condicién de periodicidad también satisface que u(z) = u(z — R) de forma

andloga a (6.31) se tiene que:

u = 4u—p. (634)
Aplicando (6.34) sobre (6.26) para el elemento [ = n:
€ Az Azz) "t Az2 )" Az A2 ) )T
(6.35)
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de la misma forma, en (6.35) encontramos otro término que hace parte del dominio de
evaluacién (1,--- ,n):
1 [ ik 1
— | —+-— . 6.36
€n (Az + Az2) “ (6.36)
Ya establecidas las condiciones de frontera se construye nuevamente la matriz A de
(6.29) teniendo en cuenta (6.33) y (6.36):

el 2 k1 L
Az2 Az Az? Az Az?
1k 1 2 1k 1
- k2 = "
Az Az? + Az? Az Az? 0
1
A=— 0
€
L2 ik 1
Az Az? Az? Az AZ?
ik 1 ik 1,2
R, 0 Ce - + —
Az Az? Az Az? Az?

En este punto ya se pueden calcular los autovalores de Or=A y por lo tanto las fre-
cuencias de u(z). Para facilitar el cdlculo ya que el nimero de elementos puede llegar a
ser muy elevado se debe utilizar un software que permita resolver el problema computa-
cionalmente; en este orden de ideas se implementé un algoritmo sobre la plataforma
computacional Maple 13 [32] que se detalla en el cédigo A.1 del anexo. La eleccién
del software se debe a que, a pesar de no ser una herramienta numérica muy potente,
permite hacer calculos numéricos de forma eficiente cuando los sistemas no son muy
grandes. Ademas es una herramienta con una componente analitica muy poderosa que
permite resolver de forma rapida y eficiente todos los desarrollos de caracter analitico,
permitiendo integrar el modelo matematico y su desarrollo con los calculos numéricos.
Por otro lado, la visualizacién de resultados es de facil construcciéon y manipulacion.
Y al ser un lenguaje de alto nivel, simplifica el niimero de comandos requeridos en el
algoritmo.

Para el calculo de la estructura de bandas se utilizaron los parametros normalizados
que se muestran en la Tabla 6.1, evaluando para aquellos vectores de onda k con-

tenidos en la primera zona de Brillouin. En la Figura 6.3 se muestran los resultados
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Simbolo | valor normalizado
Parametro de red a 1
Grosor de la capa de dieléctrico e, 1 0.2
Constante dieléctrica del medio 1 €1 1
Constante dieléctrica del medio 2 €9 13
Ntumero de elementos n 80

Tabla 6.1: Pardmetros utilizados en el calculo de la estructura de bandas del cristal

fotonico unidimensional utilizando las diferencias finitas.

obtenidos para algunos valores de k tomando para cada uno los primeros tres autoval-
ores, obteniéndose un diagrama de bandas w, (k) donde el subindice n denota el nimero
de banda y a su vez el nimero del autovalor, de manera que por ejemplo: los primeros
autovalores de cada k forman la primera banda y los segundos autovalores la segunda
banda; tanto los vectores de onda k como las frecuencias w estan normalizados, por lo
tanto el diagrama de bandas es general y adimensional. Al analizar los resultados de
la Figura 6.3, la caracteristica mas importante que se puede observar en el diagrama
de bandas son los intervalos en el eje de frecuencias para los cuales ningin vector de
onda tiene un valor posible, estos intervalos se denominan bandas prohibidas y su
interpretacién fisica es que una onda con una frecuencia w perteneciente a una banda
prohibida no se puede transmitir a través del cristal. Esta caracteristica constituye la
propiedad més importante de los cristales foténicos y es en base a la cual se pueden
realizar estudios mas especificos con el fin de desarrollar aplicaciones particulares. De la
Figura 6.3 también es importante notar que la primer banda prohibida esta definida en-
tre los k ubicados en los extremos de la zona de Brillouin y son aquellos que justamente
cumplen la condicién de difraccién (3.26), lo cual quiere decir que los efectos dispersivos
del cristal s6lo son importantes para aquellas ondas cuyas longitudes de onda tienen

una magnitud cercana a dos veces el periodo del cristal a. Retomando (3.26):

COIMo:
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Figura 6.3: Diagrama de bandas del cristal foténico unidimensional obtenido mediante

diferencias finitas.

entonces:
T _27‘(‘
a N\’
A=2a.

Ya que las bandas prohibidas son el interés esencial a la hora de encontrar el diagrama
de bandas de un cristal foténico, el estudio de las mismas puede centrarse en aquellos

k alrededor de los extremos de la zona de Brillouin simplificando atin mas el célculo.

6.4 Expansion en ondas planas

Este método es un caso particular de un método aproximado mas general llamado
Método espectral [6], el cual consiste en expresar una funcién desconocida como una

expansion en series de un sistema completo de funciones base donde se trunca la serie
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para tener un numero finito de términos. En particular, cuando esta expansion se hace
en una serie de Fourier, obtenemos el método de expansiéon en ondas planas y como en
el problema que se quiere resolver tanto €(r) como u(r) son funciones periddicas que
pueden ser expresadas como una expansion en series de Fourier el método de expansion
en ondas planas es visiblemente muy adecuado para el sistema. En primer lugar se
expresa la funcién dieléctrica como una expansion en series de Fourier con el fin de
encontrar su transformada sobre el dominio de interés dado por la celda unitaria:

e(z) =Y €(G)e'", (6.37)

G

se multiplica a ambos lados de (6.37) por ¢'“’# y se integra sobre el dominio de la celda

unitaria:
a/2 a/2
/ e(2)e " dz = Z e(G) / eI eiG5
—a/2 G —a/2
a/2 ‘
/ e(2)e ¢ dy = Z e(G)(adger),
—a/2 a
a/2 '
/ e(2)e"*dz =a Z e(@)dger,
—a/2 a
a/2 .
/ €(2)e " dz =ae(G'),
—a/2
y como Gy G’ son indices mudos entonces:
1 a/2 '
() =+ / €(2)e . (6.38)
aJ_as2

Ya que €(z) es una funcién constante por tramos, podemos partir la integral para cada

subdominio en el que €(z) es constante:
1 [ e ' 1/2 ' a/2 4
€«(G) = - / e1e” %% dz +/ €20 G2 d +/ ere” 9% dz | (6.39)
a —a/2 —1/2 /2

se resuelve (6.39) para G = 0:

L[ e 12 a/2
6(0) =— / €1dZ +/ €2dZ + Ele s
a —a/2 —1/2 /2
(0)—1 _£_|_g + £+£ + g_l
W=\ T2y TR\ Ty T\ T o) I
)
€(0) =€ + 5(62 —€1). (6.40)
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Y para cualquier G # 0:

e, [ e iG(=1/2) _ o—iG(=a/2) e, [ e~ iGU/2) _ o—iG(~1/2)
€(G) == ( ) + 52 ( ) -

a —1G —1G
€1 (eiG(a/2) _ eiG(l/2)>
+ - . 9
a —1G
1 2 1
2 (61 sen <§ZG> — €1 sen (§ZG) — €1 sen (ﬁaG)>
G) = — 6.41
() 2 Y
donde G es la magnitud del vector de la red reciproca G, el cual para la red del sistema

2 1
es G = ﬂdz con n entero, de manera que sen (QaG) =0y (6.41) queda:
a

2(eg — €1) sen <%ZG>
aG ’

ya que el cambio en G sélo depende del niimero entero n se puede expresar (6.42) como

€(G) =

(6.42)

una funcion de n:

1.2
2(€e3 — €1) sen <—lﬂ)
2 a
e(n) = 2mn ’

(€2 —€1) sen (%T”) | (6.43)

™n

e(n) =

Ahora, se debe reunir (6.40) y (6.44) de manera que la funcién € quede completa:

(€ — €1) sen (%n) (15,0, (6.44)

™

e(n) = [61 + é(éz - 61)} On,0 +

En el desarrollo realizado con las diferencias finitas se encontré que para los modos
transversoelectromagnéticos, el estudio del sistema es independiente de la componente
de H en las ecuaciones (6.22) y (6.23), de manera que para el analisis que se desarrollard
a continuacion, de entrada se escoge H en una sola direccién de tal forma que H = Ha,,.
Ya que u, es una funcién periddica, si se expresa como una expansion en series de Fourier

queda de la forma:

u(z) = Zu(G)eiszy. (6.45)
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Al reemplazar (6.37) y (6.45) en (6.4) se obtiene:

1 w?
(ik + V) x ——(ik+ V) x > u(G)e' = =3 u(@)e'¥,  (6.46)
e e(Ge e c? G

entonces, de (6.46) se toma:

Qg Ay a,

. 0 0 0

k iGz — _ . ok _

(ik+ V) x EG:U(G)e pe o (z + (92) ,
0 You(@)e 0
se obtiene:
(ik + V) x Z u(G)e'“ = ( zk‘Zu v Zu(G)e’GZ> g,
IE IE G

(k+V) x Y u(G)e' =—i (k:+G) (@)e'“ay.
G

Continuando con las operaciones en (6.46) donde:

1 R
(ik + V) x e ((k+ V) u(G)e'“* = Oyu,
> (G ;

entonces con (6.47):

g ay a.
: 9 9 (2
@ku = or ay 0z

—i > ok + G)u(@)e'e* 0 0

S o €(Gei@
Si se tiene en cuenta (6.20) se obtiene:
A 1 R
@k = G’ Z(k + G) (G) lGZa/?J’




y reemplazando en (6.46) se obtiene:

= (é/)em 3 (k + G)?u(@)e = w—2 3 u(@)ei. (6.48)

G G

Reorganizando (6.48):

Z(k+G)2u(G>esz :w Z G/ szZu sz

G

D (k+ G u(@)e' == Z Z @)+, (6.49)

G

Se multiplica a ambos lados de (6.49) por e~*¢"*

a/2 a/2 o )
Z(k + G)QU(G)/ —’LG z szdZ == Z Z / e—zG zez(G—‘rG )de’
o/ c

G Ied —a/2
CLZU{? + G)Qu (SG G :—GZZ 5G’+G G- (650)
G

Si se cumple que G'+G = G”, entonces G' = G” — G de manera que (6.50) se convierte

y se integra sobre la celda unitaria:

en:
2

(k + G")u(G") = = D (G = Gu(G). (6.51)

Dado que G, G’ y G” son indices mudos, (6.51) puede reescribirse como:

(k + G)*u(G) = = Z G — Gu(G). (6.52)

/

Y como ya se menciono previamente, los cambios en G sélo dependen del niimero entero

n, entonces se puede expresar (6.52) en términos de n:

(k n %—n>2 u(G) e > G- u@),

a

(' +n)*u(n) =w"™ Z e(n —n")u(n'), (6.53)

donde:
L
2 )
X Ja (6.54)
2me



De esta manera se obtiene una ecuacién de la forma:
Bu = Ww"*Cu. (6.55)

Donde los valores de n’ en la sumatoria de (6.53) estan acotados por la base u(n) y se
barren para cada valor de n de tal forma que si se hace una expansién desde n = 0

hasta un n determinado se obtiene:

(K +0)? 0 e 0 €(0) e(—=1) --- €(—n)
0 (K +1)2 . : e(1) €(0)
— WP
0 (1)
0 e 0 (K +n)? e(n) -+ €(1) €0)
donde cada columna corresponde a los estados wug,uq,--- ,u, respectivamente. La

ecuacion (6.55) se puede reorganizar para obtener:
C~'Bu = w™u. (6.56)
Se observa que (6.56) es una ecuacién de autovalores de la forma:
Du = w™u, (6.57)

donde:
D=C"'B.

Ahora se pueden hallar las frecuencias w’ al calcular los autovalores de D, para lo cual
se implementé un algoritmo en Maple el cual se detalla en el cédigo A.2 del anexo.
Se observa que €(n) al ser la transformada de Fourier de una funcién periddica sin
desplazamientos, es una funcion de picos que decae rapidamente conforme nos alejamos
del origen, de manera que los picos més cercanos al origen dados por los n mas pequenos
son los coeficientes que aportan més informacién por lo que no se requiere de una base
muy extensa. Para llevar a cabo el cdlculo de las frecuencias se utilizaron los parametros
que se muestran en la Tabla 6.2, en la cual se puede observar que se escogieron los

mismos pardmetros empleados con las diferencias finitas (Tabla 6.1) con el fin de realizar

25



Simbolo | valor normalizado
Parametro de red a 1
Grosor de la capa de dieléctrico e, 1 0.2
Constante dieléctrica del medio 1 €1 1
Constante dieléctrica del medio 2 €9 13
Numero de coeficientes m 9

Tabla 6.2: Pardmetros utilizados en el calculo de la estructura de bandas del cristal

fétonico unidimensional utilizando la expansién en ondas planas.

una comparacion entre los dos métodos.

En la Figura 6.4 se muestran los resultados obtenidos utilizando el método de expansion
en ondas planas. Al igual que en los resultados obtenidos con las diferencias finitas
(Figura 6.3), se muestran las primeras tres bandas para varios valores de k en la primera
zona de Brillouin.

En la Figura 6.5 se muestran los resultado obtenidos con ambas metodologias donde
se puede observar que con ambos métodos se obtuvieron los mismos resultados para
las bandas n = 1 y n = 2 pero a partir de la banda n = 3 los resultados empiezan a
desfasarse. Esto se debe a que la base escogida para la expansion en ondas planas fue
de tan solo 9 coeficientes obteniendo una matriz 9 x 9 mientras que con las diferencias
finitas se refiné la malla con 80 elementos obteniendo una matriz 80 x 80 mejorando la
precisién en los resultados. Sin embargo, como ya se menciond, los primeros coeficientes
en la expansion en ondas planas son los que aportan mé&s informacién, por lo tanto
se puede ver que aun con solo 9 coeficientes los resultados obtenidos son muy buenos,
haciendo que el método de expansién en ondas planas sea muy adecuado para el estudio

realizado, ademéas de ser un método muy facil de implementar.
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Figura 6.4: Diagrama de bandas del cristal foténico unidimensional obtenido mediante

la expansion en ondas planas.
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Figura 6.5: Diagrama de bandas del cristal foténico unidimensional: (circulos) uti-

lizando las diferencias finitas y (cruces) mediante la expansién en ondas planas.
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Capitulo 7

Cristales fotonicos bidimensionales

7.1 Simetria discreta en dos direcciones

Como ya es sabido, la principal caracteristica de una red cristalina es su simetria de
traslacion discreta, de manera que si se tiene esta simetria en dos direcciones se puede
definir una red cristalina bidimensional. Con esto en mente se considera una red puntual
bidimensional como la presentada en la Figura 3.1. Esta es una red cuadrada con vector
de red R = na, 4+ ma,. Sobre dicha red se puede definir un sistema electromagnético
asignando un medio dieléctrico a los puntos de red y otro medio dieléctrico al espacio
entre ellos, de esta forma se obtiene un cristal foténico bidimensional en el cual se tiene

una funcion dieléctrica que depende de la posicion en el plano xy de manera que:
e(r) = e(x,y). (7.1)
Dada la periodicidad del cristal para (7.1) se tiene que:
€(x,y) = e(x + nad,,y + maa,). (7.2)

Retomando (5.47) y teniendo en cuenta la simetria del cristal foténico bidimensional,

los modos de Bloch son de la forma:
H(r) = ¢**u(x.y), (7.3)

donde:
u(x,y) = u(x + nad,,y + maay). (7.4)
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Conociendo la forma del campo y la funcién dieléctrica se retoma (5.56):

w2

(tk+ V) xu(x,y) = gu(x, y). (7.5)

(ik +V) x
e(x,y)
Con el fin de encontrar las frecuencias w en (7.5), al igual que se hizo con (6.4) se
debe implementar un método aproximado que nos permita resolver el problema com-
putacionalmente, pero primero se tiene que definir un sistema particular para el cual

se pueda identificar la funcion dieléctrica.

7.2 Estructura de venas dieléctricas

Esta estructura consiste en un arreglo de capas dieléctricas dispuestas de forma perpen-
dicular, de manera que se cruzan sobre los nodos de la red puntual como se muestra en la
Figura 7.1. En esta estructura se puede identificar facilmente una funcién dieléctrica que

es periodica en las direcciones x y y v que depende del grosor de las venas dieléctricas.

a,

Y

A
<L

Figura 7.1: Estructura de venas dieléctricas y su correspondiente celda unitaria.
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7.3 Expansion en ondas planas (PWE)

Para el calculo de la estructura de bandas del sistema se emplearda el método de ex-
pansion en ondas planas. Ya que, como se mencioné en el capitulo 6, es un método
que no requiere de una base extensa y supone una implementacién menos tediosa que
el método de diferencias finitas obteniéndose los mismos resultados.
En primer lugar, se debe calcular la transformada de Fourier de funcién dieléctrica
e(x,y) sobre la celda unitaria del sistema. En este punto se omitira el detalle del de-
sarrollo matematico ya que es el mismo que se realizo en el capitulo 6 para el caso
unidimensional, s6lo que ahora se debe tener en cuenta el desdoblamiento en las dos
direcciones del cristal bidimensional. Con esto en mente se retoma (6.38), que para la
dos dimensiones queda:

a/2

€(Gs, Gy) / / e(z,y)e CrTeT Y dady. (7.6)

a/2J—ay2

Para la funcion dieléctrica se propone una separacion de variables, de tal forma que

e(x,y) = e(x)e(y) v se integra siguiendo los pasos (6.40), (6.41) y (6.43) para obtener:

l l
e(n,m) = {61 + 5(62 — 61)} 0.0 [61 + 5(62 — 61)] Om.0+

n,O)
™ mn

I

(€2 —€1)sen <—

a

m) (1= 60). (7.7)

Ahora, con el fin de analizar el efecto de la periodicidad del cristal en las direcciones x
y y se deben elegir los modos de tal manera que el vector de onda tenga componente
en ambas direcciones, por lo que los modos transversoelectromanéticos no son los ade-
cuados para este estudio. En su lugar se tomaran los modos transversomagnéticos de

manera que la forma del campo H es:
H(z,y) = e u(z, y)a., (7.8)

ya que €(x,y) y u(z,y) son funciones periddicas, se pueden expresar como:

ZZ G/ G/ zG;zeiG;y7 (79)
ZZ (G, Gy)eiGe2eiCuyg, (7.10)
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al reemplazar (7.9) y (7.10) en (6.4) se obtiene:

1 . .
(ik + V) x — = ((k+ V) x W(Gy, G, )OO, =
ZG; ZG; E(Glr, G{y)eleive ny %ﬂ: %y: Yy
2
w—Q Z Z u(G,, Gy)eiszez’nydm
“ G
(7.11)

y al desarrollar los productos cruz se obtiene:

((kar + Gx) k? + G Z Z Ga:, G ZwaeinydZ —

ZZZZ (G, GL)u(Gy, Gy )e'CetGulmeiCuttig, (7.12)

Aplicando lo hecho sobre (6.49) pero ahora para las dos dimensiones en (7.12) se obtiene:

((ky + G2)* + (ky + Gy)?) u(Gy, Gy) Z Z (G, — G, Gy — G (G, GY).

(7.13)
Y como G, y G, sélo dependen de los enteros n y m respectivamente, se puede expresar
(7.13) como:

((Ky 4+ n)* + (K, + m)*) u(n,m) = w” Z Z e(n —n',m —m"u(n,m). (7.14)

donde:
1 kea
x ]37_[_ )
a
k; :#, (7.15)
,  wa
w =5

Se obtiene una ecuacién andloga a (6.55), sélo que ahora se debe realizar un barrido
sobre los coeficientes en dos direcciones. Sin embargo, se puede trabajar sobre una base
que contenga las dos componentes, y ya que la red es cuadrada se tomara como base el
vector G = G, + G, con |G| = |G,| de manera que n = m.

Como ya se mencioné en el analisis de los resultados obtenidos para el cristal unidimen-

sional estudiado en el capitulo 6, lo mas importante a la hora de hallar la estructura
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de bandas es ver si existen bandas prohibidas en el cristal, y se evidencié que dichas
bandas quedan definidas por aquellos vectores de onda k que cumplen la condicién de
difraccién (3.26) y que por lo tanto son los valores de k en los extremos de la primera
zona de Brilloiun; con esto en mente para el sistema bidimensional se puede simplificar
el célculo de la estructura de bandas identificando aquellos puntos que satisfacen (3.26).

Ya que el sistema que se estd estudiando consiste en una red cuadrada, la primera

(-1/2,112) (0,ky) (Ky,ky)
A B

(0,0) (k,,0)
O

(-1/2,-1/2) (1/2,-1/2)

Figura 7.2: Primera zona de Brillouin normalizada de una red cuadrada en la que se
detallan: la zona irreducible de Brillouin (drea sombreada), el punto de red tomado
como origen (O), los puntos que satisfacen la condicién de difraccién (A y B) y el

contorno de la zona irreducible (linea roja).

T a

zona de Brillouin es un cuadrado de lado b = — que de forma normalizada es o = 1
a i

centrado sobre un punto de la red reciproca como se muestra en la Figura 7.2 en la cual

el drea sombreada se conoce como la zona irreducible de Brillouin y se define debido
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a que la forma de la Primera zona de Brillouin posee algunas simetrias que permiten
simplificar el analisis a la zona irreducible, ya que cualquier punto por fuera de dicha
zona puede ser obtenido mediante operaciones de rotacion e inversion sobre los vectores
k contenidos en la zona irreducible.

Sin embargo, el analisis puede simplificarse aiin mas debido a (3.26); ya que en el sis-
tema bidimensional se pueden tener ondas cuyos vectores k solo tengan componente
en una direccién de manera que la condicién de difraccién (3.26) para dichas ondas se
cumplird en los puntos medios de las aristas de la primera zona de Brillouin (punto
A de la zona irreducible en la Figura 7.2), y para aquellas ondas cuyo vector k tenga
componente en las dos direcciones, (3.26) se satisface en los vértices de la primera zona
de Brillouin (punto B de la zona irreducible en la Figura 7.2); por lo tanto se puede
sintetizar el calculo al contorno de la zona irreducible (linea roja de la Figura 7.2) el
cual considera todas las posibles direcciones de la onda electromagnética pasando por
aquellos puntos donde se satisface la condicion de difraccion.

Para el calculo se implement6 un algoritmo en Maple el cual se detalla en el cédigo A.3

Simbolo | valor normalizado
Pardametro de red a 1
Grosor de la capa de dieléctrico €, 1 0.2
Constante dieléctrica del medio 1 €1 1
Constante dieléctrica del medio 2 €9 13
Numero de coeficientes m 12

Tabla 7.1: Pardmetros utilizados en el cédlculo de la estructura de bandas del cristal
fétonico bidimensional (estructura de venas dieléctricas) utilizando el método de ex-

pansién en ondas planas.

del anexo y se evalud para la magnitud de k sobre el contorno de la zona irreducible
utilizando los parametros de la Tabla 7.1 y los resultados obtenidos se muestran en la
Figura 7.3.

De la Figura 7.3 se observa que, como era de esperarse, la banda prohibida estd
definida entre los valores de k que satisfacen la condicién de difraccion (3.26) en este
caso particular en el punto M que corresponde al vector k de mayor magnitud sobre el

contorno de evaluacion; y debido a que se evalué para todas las posibles direcciones de
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Figura 7.3: Diagrama de bandas del cristal foténico consistente en una estructura de

0,57

0,41

0,3

0,2

0,17

X
=2 XXX
n= Xxx

XXX

venas dieléctricas.

k la banda prohibida es omnidirecional en el plano xy de manera que sea cual sea la

direccion de una onda transversomagnética, si tiene una frecuencia perteneciente a la

1 1 1

04 A 06 B 058
ka_
2

banda prohibida, no podra transmitirse a través del cristal.

Cabe senalar que con el algoritmo implementado se puede obtener la estructura de
bandas para modos de propagacién transversomagnética de cualquier cristal foténico

bidimensional de red cuadrada, en la medida que se pueda conocer o calcular su funcién

€(GQ).
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Capitulo 8
Conclusiones

En el desarrollo del trabajo se estudiaron los conceptos que permitieron el estudio
de medios dieléctricos mixtos como cristales electromagnéticos o cristales foténicos,
aprovechando las propiedades de simetria que poseen dichos sistemas. Ademas se logro
establecer una clara analogia entre los cristales fotonicos y los cristales electronicos,
tanto en el formalismo matematico como en la interpretacion de algunos fenémenos
presentes en ambos tipos de sistemas.

Con el fin de encontrar la estructura de bandas en un cristal foténico bidimensional se
estudié en primera instancia un sistema unidimensional para el cual se implementaron
rutinas con dos métodos numéricos distintos que permitieron el cdlculo de las frecuencias
y asi la construccién del diagrama de bandas. De los resultados obtenidos se realizé
un analisis que permitié interpretar el efecto que tienen los cristales fotéonicos sobre
la propagacion de ondas a través de ellos. Ademas se pudo realizar una comparacion
entre los métodos implementados (FDFD y PWE) lo cual permitio elegir el método que
se consideré mas apropiado para resolver el caso bidimensional, de manera que con el
método de expansion en ondas planas se implementd una rutina que permitié obtener
el diagrama de bandas para un sistema bidimensional y de los resultados obtenidos se
pudieron constatar las propiedades encontradas en el caso unidimensional pero ahora
para dos dimensiones, lo cual permite generalizar las propiedades dispersivas de un

cristal fotonico a la propagacion de ondas electromagnéticas en dos direcciones.
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8.1 Trabajo futuro

De todo el estudio realizado en el presente documento y de los resultados obtenidos se

espera generalizar el algoritmo implementado de manera que pueda:

e Obtener el diagrama de bandas para modos transversoeléctricos y omnidirec-

cionales.

e Extender el estudio al cédlculo de sistemas tridimensionales con el fin de obtener
bandas prohibidas para la propagacion de ondas electromagnéticas en las tres

direcciones y de este manera obtener bandas prohibidas omnidireccionales.

De igual manera, a partir del trabajo desarrollado se pueden estudiar casos particulares
con el fin de evidenciar propiedades mas especificas, tanto en los sistemas unidimen-

sionales como en los bidimensionales como lo son:

e Inclusién de defectos locales en el cristal con el fin de obtener cavidades resonantes.

e Inclusién de defectos que abarquen todo el cristal para obtener sistemas de guiado

de ondas.

e Variar las constantes dieléctricas de los cristales para obtener filtros de frecuencia

especificos.
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5

7

Anexo A
Cddigos de simulacion

En este anexo se presentan los codigos implementados para el célculo de la estructura
de bandas de los cristales foténicos estudiados; en general los codigos implementados
consisten en construir la representacién discreta del operador Ok dando lugar a las
matrices que se explicaron en el capitulo 6 para luego hallar sus autovalores evaluando
sobre algunos valores del vector de onda k, luego se hace un barrido sobre todos los
autovalores obtenidos para cada valor de k y se seleccionan algunos atovalores siguiendo
un indice que representa el nimero del autovalor de menor a mayor y que a su vez indica
el nimero de banda y finalmente se grafican los autovalores seleccionados dando lugar

al diagrama de bandas.

Cédigo A.1: Cédigo implementado para el calculo de la estructura de bandas de un
cristal foténico unidimensional utilizando el método de diferencias finitas en el dominio

de las frecuencias

restart ;
with (LinearAlgebra), with(plots), with (MIM);

Entradas

a: /parametro de red

L1: /grosor del medio con ‘&epsilon;2*
‘&epsilon;1‘: /constante dielectrica 1
‘&epsilon;2‘: /constante dielectrica 2

n: /numero de elementos

xiil
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35

37

39

41

LTI DT T

l:=a/n; /magnitud del elemento

constantes dielA@ctricas efectivas

‘&epsilon;rl ‘:=((1/2)xLl-1xfloor (L1/(2x1)))x
(‘&epsilon;l1‘—‘&epsilon;2*)/1+&epsilon ;2 ‘;

‘&epsilon;r2:=((1/2)*xLl4a—Ll-1xfloor (((1/2)«Ll+a—L1)/1))x
(‘&epsilon;2‘—‘&epsilon;l*)/1+&epsilon;1 *;

definicion de la matriz incluyendo la condicion de periodicidad

u:=proc(i,j) options operator, arrow; ((Ixk/1—-1/1"2)x
piecewise (i=j+1,1,i<>j+1,0)+(k"242/1"2)*xpiecewise (i=j,1,i<>j,0)—
(Ixk/141/1"2)xpiecewise (i=j —1,1,i<>j—1,0)+
piecewise (i=n and j=1,—Ixk/1-1/1"2,i=1 and j=n,Ixk/1-1/1"2))x
piecewise (i<floor ((1/2)xL1/1)+
1,1/&epsilon;1‘,i=floor ((1/2)*L1/1)+1,1/‘&epsilon;rl‘, floor ((1/2)xL1/1)+
1<i and i<floor ((—(1/2)*Ll4a)/1)+1,1/‘&epsilon;2‘,i=floor ((—(1/2)*Ll4a)/1)+
1,1/‘&epsilon;r2 ¢, floor ((—(1/2)«Ll+a)/1)+1<i,1/ ‘& epsilon;1*)

end proc

construccion de la matriz
Matrix (n,u)
calculo de bandas
for i from 1 by 1 to 3 do
if n=1 then
b[i]:=poinplot{for k from —evalf(Pi/a) by 0,1 to —evalf(Pi/a) do
[k, sort(Re(evalf(Eigenvalues(C)))[i])"(1/2)]end do}
end if

[ITTTTTTEET Tl T
Salida

display ({b[1], b[2], b[3]})
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Cédigo A.2: Cédigo implementado para el calculo de la estructura de bandas de un

cristal fotonico unidimensional utilizando el método de expansién en ondas planas

restart ;

with (LinearAlgebra), with(plots), with (MIM);

Entradas

a: /parametro de red

‘&epsilon;1‘: /constante dielectrica 1
‘&epsilon;2‘: /constante dielectrica 2

l: /grosor del medio con ‘&epsilon;2°
m: /nC:mero de coeficientes

T T T

u:= proc (i, j) options operator, arrow;
e(i—j)xpiecewise (i=j,1)+
epsilon (i—j)*piecewise (i <> j, 1)

end proc

uf[tem]:=proc (i,j) options operator, arrow;
(k+i—floor ((1/2)*m)—1) 2xpiecewise(i = j, 1)

end proc

epsilon:=proc (w) options operator, arrow;
(‘&epsilon;2‘—‘&epsilon;1 ‘)«
sin(lxevalf (Pi)xw/a)/(evalf(Pi)xw)

end proc;

e := proc (w) options operator, arrow;
‘&Lepsilon;l‘+(‘&epsilon;2‘—‘&epsilon;l‘)x1/a

end proc;

S := Matrix(m, u)
A := MatrixInverse(S);
B := Matrix(m, u[tem]);

)

XV



C := simplify (MatrixMatrixMultiply (A, B));
35

for i from 1 by 1 to 3 do

37 if n=1 then
bl[i]:=poinplot{for k from —-0.5 by 0,013 to 0,5 do
39 [k, sort(Re(evalf(Eigenvalues(C)))[i])"(1/2)]end do}
end if
w I
Salida

display ({b[1], b[2], b[3]})
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Cédigo A.3: Cédigo implementado para el calculo de la estructura de bandas de un

cristal fotonico bidimensional utilizando el método de expansién en ondas planas

restart ;
with (LinearAlgebra), with(plots), with (MIM);

Entradas

a: /parametro de red
‘&epsilon;1‘:/constante dielectrica 1
‘&epsilon;2‘:/constante dielectrica 2

l: /grosor del medio con e2

m: /numero de coeficientes

ITTTTEETETTT 7T T

u:= proc (i, j) options operator, arrow;
e(i—j)xpiecewise (i=j,1)+
epsilon (i—j)*piecewise (i <> j, 1)

end proc

epsilong:=proc (w) options operator, arrow;
(‘&epsilon;2‘—&epsilon;l ‘)" 2x

sin(lxevalf(Pi)xw/a)"2/(evalf(Pi) " 2xw"2)

end proc;

e:= proc (w) options operator, arrow; (‘&epsilon;l‘+

(‘&epsilon;2‘—‘&epsilon;l‘)x1/a)"2

end proc;

n:=1
while n<4 do
if n=1 then
u[tm]:=proc (i, j) options operator, arrow;
((k+i—floor ((1/2)*m)—1)"2+
(—1+i—floor ((1/2)*m))"2)* piecewise (i
end proc
end if

XVil
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if n=2 then
u[tm]:=proc (i, j) options operator, arrow;
(((k"2—-1/4)"(1/2)+i—floor ((1/2)*m)—1)"2+
(=1/24i—floor ((1/2)*m))"2)«* piecewise(i = j, 1)
end proc
end if

if n=3 then

u[tm]|:=proc (i, j) options operator, arrow;
2% ((1/2)%2°(1/2)% (k" 2)"(1/2)+
i—floor ((1/2)*m)— 1) 2xpiecewise(i = j, 1)
end proc

end if

:= Matrix(m, ufe])
:= MatrixInverse (S);
:= Matrix (m, u[tm]);

= simplify (MatrixMatrixMultiply (A, B));

i from 1 by 1 to 3 do

if n=1 then

bl[i]:=poinplot{for k from 0 by 0,033 to 0,5 do

[k, sort(Re(evalf(Eigenvalues(C)))[i])"(1/2)]end do}
end if

if n=2 then

b2[i]:=poinplot{for k from 0.5 by 0,013 to 0,7 do

[k, sort(Re(evalf(Eigenvalues(C)))[i])"(1/2)]end do}
end if

if n=3 then

b3[i]:=poinplot{for k from 0.7 by 0,013 to 0 do
[k, sort(Re(evalf(Eigenvalues(C)))[i])"(1/2)]end do}

xXviil



end if
70 n:=n+1
en do
e,
Salida
74 display ({ bl[1], bl[2], b2[1], b2[2], b3[1], b3[2]})

Xix
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