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Introduccidén

Las enfermedades cardiovasculares son una de las principales causa
de muerte en nuestro pais, y en muchos otros, principalmente en paises
desarrollados como Estados Unidos donde un tercio de las muertes en el
2004, fueron debidas a enfermedades del corazén, mientras que en Europa
las enfermedades del corazén son responsables de unos cuatro millones
de muertes al ano, segin Novartis Farmacéutica. Las causas de estas
enfermedades cardiovasculares que ocurre desde unos cien afios en los paises
industrializados, y en las ultimas décadas se ha extendido a otros paises,
son relativamente claras. Las estadisticas muestran que este tipo de muerte
estd asociada al sedentarismo, al consumo de alimentos ricos en grasas y
azucares, como también al alto consumo de tabaco y licor; sin dejar de
mencionar el intenso nivel de tension nerviosa que se presenta en los distintos
sitos de trabajo con el propdsito de alcanzar el anhelado éxito personal.

Queda claro que los padecimientos cardiacos son la primera causa de
muerte en amplias regiones del mundo. Lo méas comun es que la persona
estd sufriendo de un desorden llamado fibrilacion ventricular (FV) o
Taquicardia Ventricular (TV) que se manifiesta como un ritmo acelerado
y cadtico del corazén, el cual impide el bombeo de la sangre al resto
del organismo. En este caso, la victima necesita una descarga eléctrica de
desfibrilacion para corregir el ritmo del corazén [7, 26, 31, 32, 51, 52]. Esto
conlleva a que se estudien modelos matematicos para analizar la dinamica y
el comportamiento de estas descargas eléctricas, en particular, la ecuacion
eléctrica del cable, los principios de Kirchhoff y Coulomb, que son base
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para entender el fenémeno de la fibrilacion, entendida desde este punto de
vista como una cardiopatia originada por una produccién desordenada de
potenciales eléctricos en diferentes puntos del corazén [5, 14, 42, 43]. El
retraso en la llegada de los impulsos eléctricos generados por la explosion
de los potenciales a lo largo del corazén en su recorrido hacia las fibras de
Purkinje, depende de la resistencia que opone cada uno de los tejidos, a lo
que se ha llamado tejido no homogéneo, generando la anisotropia del corazén.

En el siglo pasado son muchos los avances que ha adquirido las
ciencias bioldgicas y en particular la fisiologia humana con la utilizacion
de los modelos matematicos para acercarnos a la comprension de su
fenomenologia fisiologica, en especial con las ecuaciones diferenciales tanto las
ordinarias como las parciales. S6lo por mencionar algunos de los principales
investigadores en este campo tenemos a Hodkin y Huxley en (1952),
[18, 19, 20, 22]; FitzHugh-Nagumo (1961), Hirota, Satsamo (1987), quienes
han colaborado con una serie de modelos matematicos de gran aplicabilidad
en la fisiologia humana, mostrando el acercamiento con otras disciplinas de
las ciencias exactas para la interpretacion y esclarecimiento del fenémeno
afrontado. Los avances en la computacion hace posible simulaciones en
tiempo real de los fendmenos y esclarecer los procesos optimos que utiliza
la fisiologia para completar sus procesos funcionales [13].

Soy y colaboradores en 1955 desarrollaron el primer desfibrilador externo,
demostraron que la desfibrilacion externa podia ser realizada con seguridad y
efectividad. Desde los siglos XVII y XIX se usaba la terapia eléctrica para el
tratamiento de diversas arritmias; actualmente se considera el tratamiento de
descargas eléctricas para algunas de ellas. Carl y colaboradores describieron
la induccion de la fibrilacién ventricular al aplicar corriente galvanica en
corazones del perro en 1850. Posteriormente, Jhon Mewilliam estudié que la
electricidad podia inducir fibrilaciéon ventricular en un modelo canino. Esta
teoria fue utilizada posteriormente por Batelli y Prevost para demostrar
que no solo se inducia fibrilacién ventricular, sino que ademas, usando la
misma corriente se podia terminar esta arritmia. La teoria mas usada en el
mecanismo de la fibrilacién auricular es la propuesta por Moe, quien proponia
que la perturbacion de la fibrilacién auricular obedecia a multiples frentes de
onda viajando a través de la auricula.

El objetivo del presente trabajo es conocer y describir el proceso de
la desfibrilacién cardiaca como un fenémeno que puede ser modelado
mateméaticamente. Para ello seguimos los articulos de Keener, [25, 26, 27,
28, 29, 30]. En ningin momento se pretende que el material expuesto en
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esta monografia sea completamente original, nuestro aporte esta en presentar
los desarrollos matematicos, que por lo regular, en los articulos estudiados
no estan. El trabajo estd organizado en tres capitulos. En el primero se
presenta en forma general el funcionamiento del corazén como una bomba que
distribuye a los diferentes érganos la sangre rica en oxigeno y recoger la sangre
rica en didéxido de carbono, ademaés de dar la terminologia y describir algunos
fenémenos que se desarrollan en el corazén (ver, p.e., [15]). En el segundo
se presentan algunos modelos matematicos que caracterizan la actividad del
corazén, como el modelo del cable y el modelo bidominio [16, 25, 26, 30] y el
modelo eléctrico de la membrana celular de Golman-Hodkin-Katz, [17, 21].
En el tercero se hace una caracterizacion de la desfibrilacién teniendo en
cuenta el modelo bidominio y las condiciones eléctricas que tienen las células
cardiacas [8, 40, 45, 51].






CAPITULO 1

Fisiologia del corazén

El corazén es un poderoso érgano muscular situado en la cavidad toracica
directamente detras del esternén. Sus paredes estan formadas por tejido
muscular cardiaco, reforzado por bandas de tejidos conectivo. Todo el érgano
estd recubierto de una bolsa fibrosa resistente, de tejido conectivo, que se
llama pericardio. La superficie interna de este saco y la superficie externa del
corazon estan cubiertas de una capa lisa de células parecidas a las epiteliales,
sobre las que se extiende un liquido que reduce la friccién al minimo al latir
el corazon.

Tanto el corazén como todos los vasos estan revestidos de una capa de
células lisas y aplanadas, el endotelio, el cual evita que la sangre se coagule en
el interior del sistemas circulatorio. Toda enfermedad o lesién del endotelio
que provoque en el mismo una superficie rugosa, puede ser motivo de un
trombo en la cavidad.

El objetivo de este Capitulo es estudiar de manera breve la fisiologia del
corazon, con el proposito de conocer algunas de las propiedades especiales del
musculo cardiaco y el funcionamiento del corazén en general. Para un estudio
profundo sobre la fisiologia del corazén, véase por ejemplo, [4, 11, 15, 24, 49].
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1.1. El corazén y el sistema circulatorio

El corazén esta formado por dos bombas separadas por una pared
longitudinal en dos mitades: una derecha y la otra izquierda. Ambos lados
bombean sangre al mismo tiempo. La sangre del lado derecho va a los
pulmones y la del lado izquierdo va al resto del cuerpo. Cada bomba
esta conformada por dos cavidades, las superiores se llaman auriculas y las
inferiores ventriculos. La auricula hace las veces de una débil bomba que llena
el ventriculo. El ventriculo desarrolla la fuerza que impulsa la sangre a través
de los pulmones o por la circulacién periférica. La estructura y modelo de
circulacion del corazon se indican en la Fig. 1.1.

Medo
SinoatrialSA) Atria
(L]
Atri tricula !
'“f;,,'r, teArar \ Atroventricular(AV)
Ari Conducto deHIS
ria
Darecha Ramas
B Conductoras
- l! Derecha o kquierda
Fibras de
~/  Purkinje

Figura 1.1. El sistema de conduccién del corazon.

Siguiendo el diagrama mostrado en la Fig. 1.2 podemos describir el camino
de la circulacién tanto en el corazén como en nuestro cuerpo. El recorrido
de la sangre se inicia en el ventriculo derecho (1) y se bombea la sangre
por la via (2), hacia las dos arterias pulmonares. Cuando la sangre fluye a
través de los capilares pulmonares (3), estos descargan COs y cargan Os a
la sangre. La sangre rica en oxigeno fluye hacia atras a la auricula izquierda,
por las venas pulmonares (4). La sangre rica en oxigeno fluye de la auricula
izquierda hacia el ventriculo izquierdo (5) (cuando el ventriculo se abre, la



1.1 El corazon y el sistema circulatorio 7

auricula se contrae). La sangre del ventriculo izquierdo pasa a la aorta (6),
que lleva la sangre rica en oxigeno al sistema superior (7) y tiene también una
ramificacién de arterias hacia abajo (8), que abastece los 6rganos abdominales
y a la parte méas baja del cuerpo. Las arterias transportan la sangre a través
de las arteriolas, las cuales por turnos la transporta hacia los capilares. Los
capilares se reuinen en vénulas que drenan e intercambian la sangre rica en
oxigeno por sangre pobre en él. La sangre pobre en oxigeno de la parte
superior del cuerpo es llevada por una vena grande, la cava superior(9).
Igualmente ocurre con la sangre pobre en oxigeno que es drenada y llevada
desde la parte inferior por medio de la vena cava inferior (10). Las dos venas
cavas llevan su sangre a la auricula derecha (11). Cuando el flujo de sangre
pasa de la auricula derecha, al ventriculo derecho se completa el recorrido de
la sangre por el cuerpo humano.

Capilares
7] superiores del
Cuerpo

Capilares Gapilare

Lado Izquierdo
o

Yena Pulmonar
Yena Pulmonar

Piria
Derecha Airia
'.I'!ana l'::a'.ra lzquierdo
inferior Aorta
i Capilares
Yentriculo Intenores del
Derecha Guerpo
VYentriculo
lzquierdo

Figura 1.2. El sistema circulatorio.
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1.2. Fisiologia del musculo cardiaco

El corazén estd compuesto por tres tipos principales de musculo: el
auricular, el ventricular y las fibras musculares excitadoras y conductoras
especializadas. Los tipos de musculo auricular y ventricular se contraen muy
rapidamente, comparado con el musculo esquelético. Las fibras excitadoras
y conductoras especializadas se contraen soélo débilmente debido a que
contienen pocas fibrillas contractiles. El musculo cardiaco es una cavidad
de muchas células miocéardicas, todas interconectadas, de tal forma que si se
excita una de estas células, el potencial de accién se extiende a todas ellas.
El corazén se compone en realidad de dos sincitios [40], el auricular que
constituye la pared de las dos auriculas y el ventricular que constituye las
paredes de los ventriculos. Las auriculas estan separadas de los ventriculos
por el tejido fibroso que rodea las aberturas valvulares existentes entre las
auriculas y los ventriculos. Los potenciales de accién pueden ser conducidos
de las auriculas a los ventriculos a través de un sistema especializado
de conduccién, el haz auriculoventricular (AV), de varios milimetros de
didmetro. Esta masa muscular cardiaca en dos sincitios funcionales permite
que la auricula se contraiga un poco antes que los ventriculos, lo que hace
efectiva la bomba cardiaca.

_‘.‘-u

Ay }.i |,g,|"'=."Il

Figura 1.3. Naturaleza sincitial, entrelazada del miusculo cardiaco

La Fig. 1.3 muestra un cuadro histologico tipico del miocardio, con fibras
cardiacas entrelazadas, con fibras que se dividen, se reldnen y se separan
nuevamente; por lo cual se ve que es un musculo estriado, con miofibrillas
tipicas que contienen filamentos de actina y miosina, estos filamentos se
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interdigitan y se desplazan unos a lo largo de los otros. Las dreas oscuras
que atraviesan el musculo cardiaco se llaman discos intercalares. Ademas,
membranas celulares que separan entre si a las células musculares cardiacas.
Se deduce que las fibras musculares cardiacas estan compuestas por muchas
células individuales conectadas en serie entre si. Las membranas celulares
se fusionan unas con otras de manera que forman uniones permeables
(gap junctions). Los iones se mueven con facilidad a lo largo de los ejes
longitudinales de las fibras musculares cardiacas, por lo que los potenciales
de accién viajan de una célula cardiaca a otra, por intermedio de los discos
intercalares, con reducida resistencia.

La Fig. 1.4 ilustra las estructuras de las diferentes clases de vasos
sanguineos y como se conectan estos vasos. Si se mira los capilares en su
centro, ahi se forma una capa de finas redes neuronales donde los materiales
son intercambiados entre la sangre y los tejidos celulares. Para cumplir con
este papel, los capilares tienen paredes muy delgadas formadas por una sola
capa de células epiteliales, las cuales también estan envueltas en una delgada
capa de la membrana.

Figura 1.4. Relacion de la estructura cardiaca
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1.3. Sistema de estimulacién y conduccion

Latir es una funcién propia del corazon, manifiesta muy pronto durante
el desarrollo embrionario y que contintia durante toda la vida. Todos los
tejidos necesitan suministro constante del oxigeno conducido por la sangre
circulante. Hay pérdida del conocimiento si el corazén se detiene sélo por
unos segundos, y de la vida si la detencion es por unos pocos minutos.

Yias Intermodales

Hodo Sinusal

Hodo AV
Haz A.Y

Rama izquierda
& del Haz

Rama derecha
del Haz

Figura 1.5. El nodo sinusal y el sistema de Purkinje del corazon.

En la Fig. 1.5 se muestra el sistema especializado de estimulacién y
conduccién del corazén que controla las contracciones cardiacas. Nodo
sinusal, donde se genera el impulso ritmico normal. Las vias internodales que
conducen el impulso desde el nodo sinusal hasta el auriculoventricular (AV).
El nodo AV, en el cual el impulso procede de las auriculas se demora antes
de pasar a los ventriculos. El haz AV, conduce el impulso de las auriculas
a los ventriculos. Las ramas derecha e izquierda de las fibras de Purkinje,
conducen el estimulo cardiaco a todas las partes de los ventriculos. Las
fibras de Purkinje (o tejido de Purkinje) se localizan en las paredes internas
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ventriculares del corazon, por debajo del endocardio. Estas fibras son fibras
especializadas miocardiales que conducen un estimulo o impulso eléctrico que
interviene en el impulso nervioso del corazéon haciendo que éste se contraiga
de forma coordinada (véase p.e., [11, 15, 49]).

1.3.1. Tejido nodal

El latido del corazon es iniciado y regulado por el tejido nodal, formado
por fibras musculares especializadas, los tejidos de Purkinje. Los vertebrados
inferiores, como peces y ranas, presentan en el corazén una cavidad aparte, el
seno venoso, en el cual desembocan las venas y que sucesivamente encaminan
la sangre hacia la auricula derecha. En las especies mas evolucionadas esta
disposicion desaparece, excepto por un vestigio de tejido nodal que se llama
nodo sinusal o sinoauricular situado en el punto en que la vena cava superior
entra en la auricula derecha, véase la Fig. 1.5.

Hay un segundo nodo, asentado entre las dos auriculas, inmediatamente
por encima de los ventriculos, el nodo auriculoventricular (AV). Desde este
ultimo desciende un haz de fibras que se van arborizando a lo largo de
los ventriculos. El nodo sinusal desencadena el latido cardiaco y regula la
frecuencia de contraccién. Por este motivo se llama marcapaso. A intervalos
regulares se propaga una onda contractil desde este nodo sinoauricular por
la musculatura auricular; al llegar al nodo auriculoventricular, el impulso
se propaga a los ventriculos por el haz de tejido nodal. No hay en
realidad conexién muscular entre auriculas y ventriculos; la correlacion
entre sus respectivas contracciones se logra tinicamente por el tejido nodal
especializado, el cual propaga los impulsos con rapidez casi 10 veces mayor
que la del musculo ordinario.

La terminacién de las fibras del nodo sinusal se fusiona con las fibras
del musculo auricular de alrededor, y los potenciales de accién que se
originan en el nodo sinusal salen hacia estas fibras, disemindndose por la
masa muscular auricular y finalmente por el nodo AV. Aqui la velocidad es
més rapida 0.3 m/s, por la presencia de tres pequenos fasciculos de misculo
auricular: fasciculo interauricular anterior, medio y posterior, su velocidad
de transmision se debe a la presencia de fibras especializadas similares a las
de Purkinje.
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1.3.2. El sistema de conduccion

El sistema de conduccién esta organizado de tal forma que el estimulo
cardiaco no pase con demasiada rapidez; este retraso de 0.16 segundos da
tiempo para que las auriculas vacien el contenido a los ventriculos antes
de que comience la contracciéon ventricular. Son el nodo AV y las fibras de
conduccién adyacentes las responsables de este atraso del estimulo cardiaco.
La causa inicial de la conduccion lenta se debe al tamano considerable,
respecto de las fibras musculares auriculares. La otra causa y tal vez la
més importante se debe a dos factores: (1) los potenciales de reposo de
la membrana son mucho menos negativos que el resto del miocardio, (2)
existen pocas uniones permeables laxas (gap junctions) entre las sucesivas
células musculares. Estos dos fendmenos aumentan la resistencia al flujo de
iones que estimulan a la célula siguiente.

Las fibras de Purkinje, las cuales se dirigen a los ventriculos desde el nodo
AV, excepto en su parte inicial, es decir, en la parte que atraviesa la barrera
fibrosa AV. Son fibras mayores que las musculares ventriculares y transmiten
el potencial de accién de 1.5 a 4 m/s. Velocidad seis veces mayor a la del
musculo cardiaco. Se cree que su rapidez de respuesta a los estimulos se debe
a las uniones permeables de las paredes de sus células (gap junctions).

Por ultimo, la caracteristica del haz AV es la capacidad de no permitir que
los potenciales de onda se devuelvan de los ventriculos a las auriculas por este
conducto. En algunos casos aparecen puentes anormales en la barrera fibrosa
en un lugar diferente al haz AV, permitiendo la devolucién del estimulo y
causando una grave arritmia.

1.3.3. Ritmo eléctrico de las fibras del nodo sinusal

Muchas fibras tienen la capacidad de autoexcitacion, proceso que puede
causar descargas y contracciones ritmicas automaticas. La porcion de este
sistema que muestra la mayor capacidad de autoexcitacion es la formada
por las fibras del nodo sinusal [8], [44]. La Fig. 1.6 muestra los potenciales de
accion registrados de una fibra del nodo sinusal durante tres latidos y, a titulo
de comparacion, un potencial de accion de una fibra muscular ventricular. El
potencial de la fibra del nodo sinusal entre descargas tiene una negatividad
de tan solo -55 a -66 mV, comparada con los -85 a -90 mV, de la fibra
muscular ventricular. La causa de esta menor negatividad se debe a que las
membranas celulares del nodo sinusal son permeables al sodio. Hay tres tipos
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de canales i6nicos de las membranas que desempenan un papel importante
en los cambios de voltaje del potencial de accién [16], [53]. Se conocen como:
(1) los canales rapidos de sodio, (2) los canales lentos de calcio-sodio y (3)
los canales de potasio. La apertura de los canales rapidos de sodio durante
unas pocas diez milésimas de segundo es responsable del rdpido comienzo
del potencial de accién (en forma de punta) que se observa en el musculo
ventricular, debido a la rapida penetracion de iones positivos de sodio al
interior de la fibra.

e b Fikra del Modo Sinusal gy gl WMusculo Venicular

Lrnbeal de D

_ tribeal de Descargs / /
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L] 1 1 1
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Figura 1.6. Descarga de una fibra del nodo sinusal.

La meseta del potencial de accién es causada por la apertura mas lenta de
los canales lentos de calcio y sodio que dura unas pocas décimas de segundo.
La apertura de los canales de potasio y la difusion de grandes cantidades de
iones positivos de potasio al exterior de las fibras devuelven el potencial de
la membrana al nivel de reposo. Existe una diferencia de estos canales en la
fibra nodo sinusal. Aqui la negatividad es mucho menor que el potencial de
reposo (solo -50 mV), y a este grado de negatividad, los canales rapidos de
sodio se han inactivado, lo que significa que se han bloqueado. Cuando el
potencial de la membrana es menos negativo que unos -60 mV durante unos
pocos milisegundos, las puertas de inactivacién del lado interno se cierran y
quedan asi. Por lo tanto, solo pueden abrirse los canales lentos de calcio y
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sodio y causar asi el potencial de acciéon. Como consecuencia, el potencial de
acciéon se desarrolla mas lentamente que el musculo ventricular y se recupera
con un descenso lento del potencial de accién, en vez de la recuperacién
brusca que ocurre en la fibra ventricular.

1.4. Ciclo cardiaco

La regulacion de la frecuencia de los latidos cardiacos por el nodo
sinusal se demuestra por su calentamiento que determina la aceleracion, y el
enfriamiento la lentitud de los mismos. El calor y el frio son efectos similares
sobre distintas reacciones fisiologicas, pero no afectan a otras porciones del
corazon. Si el nodo sinusal queda inutilizado por alguna lesiéon o enfermedad,
el nodo auriculoventricular toma su funciéon como marcapaso.

Cada latido cardiaco consta de una contraccion o sistole, seguida de una
relajacién didstole. Al ritmo considerado normal de 70 latidos por minuto,
cada uno de ellos completo dura 0,85 de segundo. Las auriculas y ventriculos
no se contraen simultdneamente; la sistole auricular aparece primero, con
duracion aproximada de 0,15 de segundo, seguida de la sistole ventricular,
con duracién también aproximada de 0,30 de segundo. Durante la fraccion
restante de 0,40 de segundo, todas las cavidades descansaran en estado
de relajacion. De esta manera, la funcién impulsora de sangre del corazén
sigue una sucesién ciclica. Las fases sucesivas del ciclo, a partir de la sistole
auricular, son las siguientes:

a) Sistole auricular: a lo largo de la auricula se propaga la onda de
contraccion, estimulada por el nodo sinusal, con lo cual se obliga a
que la sangre llene los ventriculos. Estos estan ya medio llenos, por el
hecho que la presién es mas baja que en las auriculas, y las valvulas
tricispide y mitral estan abiertas. La conduccion del impulso por el
nodo auriculoventricular es mas lenta que a lo largo de otras porciones
del tejido nodal, lo que explica la breve pausa después de la sistole
auricular y antes de que comience la sistole ventricular.

b) Comienzo de la sistole ventricular: se contrae el musculo de la pared
ventricular, estimulado por el impulso propagado por el haz de tejido
nodal y procedente del nodo auriculoventricular, con aumento rapido
de la presién en los ventriculos. Al instante se cierran las valvulas mitral
y trictspide, lo que contribuye al primer tono de los ruidos cardiacos.
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c) El periodo de aumento de la presién: la presion en los ventriculos
aumenta rapidamente, pero hasta que se equilibra con la de las arterias,
las valvulas semilunares permanecen cerradas sin que entre ni salga
sangre de los primeros. En el momento en que la presion intraventricular
sobrepasa a la de las arterias, se abren las vélvulas semilunares y la
sangre brota en las arterias aorta y pulmonar.

d) Comienzo de la didstole ventricular: al entrar en reposo los ventriculos,
su presion interna desciende hasta ser menor a la de las arterias, motivo
de que las valvulas semilunares se cierren de golpe y se perciba el
segundo ruido cardiaco.

e) Periodo de descenso de la presion: después del cierre de las véalvulas
semilunares, las paredes ventriculares siguen relajandose, con paralelo
descenso de la presion. Las valvulas tricispide y mitral siguen cerradas
porque la presion ventricular, atin sigue siendo mayor que la auricular.
La relajacion de las paredes ventriculares da motivo a que al fin la
presiéon intraventricular sea inferior a la de las auriculas, lo que abre
las valvulas mitral y tricispide, con el consiguiente descenso de sangre
de aquéllas a los ventriculos.

1.5. Algunas afecciones cardiacas

Las alteraciones de cualquier parte del corazén, incluidas las auriculas, el
sistema de Purkinje, o los ventriculos, puede causar una descarga ritmica de
impulsos que se extienden a todas direcciones por la totalidad del corazoén.
La causa mas frecuente estd en las vias de reentrada que actiian como un
circuito localizado que se autoexcita repentinamente, imponiéndose como un
marcapaso del corazén.

1.5.1. Infarto de miocardio

En la mayoria de los casos, el infarto de miocardio se debe a la
arteriosclerosis de las arterias coronarias. Otras causas pueden ser las
embolias y las anomalias congénitas. Los estrechamientos de la luz (estenosis)
de las arterias coronarias se forman a través de un proceso denominado
aterogénesis, que consiste en el depdsito de células, de tejido conectivo
y de lipidos, tanto intracelulares como extracelulares, compuestos por
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colesterol, ésteres de colesterol, triglicéridos y fosfolipidos. Este deposito se
realiza excéntricamente, formando la placa de ateroma que se calcifica con
frecuencia, o bien hemorragia de los pequenos vasos que crecen dentro de
la lesién. El aumento lento y progresivo de la placa va obstruyendo la luz
intraarterial, lo que impide el paso de la sangre o crea turbulencias del flujo.
De forma aguda, la obstruccién total puede deberse a la formacion de un
trombo en la superficie irregular de la placa ateromatosa, a la hemorragia
en su interior, al desprendimiento de una placa o al espasmo arterial en una
zona de por si comprometida.

Blogueo del suministro de sangre

Arteria
Coronaria

Ohstruida

Masculo cardiaco
datfiado

Figura 1.7. Region danada por infarto al miocdrdio.

El infarto del miocardio es consecuencia de la trombosis coronaria. El infarto
subendocardico (infarto incompleto), casi siempre obedece a la oclusién
subtotal de una arteria coronaria (trombosis) y tiene buen prondstico
inmediato, pero tardiamente es causa de sindromes isquémicos agudos si no
se corrige la isquemia residual.

La enfermedad coronaria empieza cuando en estos pequenos vasos se
desarrollan las llamadas placas de ateroma, que son un cimulo de colesterol,
calcio y otras sustancias en las paredes de los vasos, véase la Fig. 1.8.
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Figura 1.8. Arteria obstruida.

Entonces se compromete en mayor o menor grado el flujo de oxigeno y
nutrientes al propio corazén, con efectos que varian desde una angina
de pecho o un infarto de miocardio, hasta una insuficiencia cardiaca. La
arteriosclerosis en los distintos vasos ocurre de forma irregular, en unos mucho
mas que en otros. La presencia en un vaso dado de placas de ateroma hace
que en dicho vaso existan estrechamientos y que en ellos se desarrolle mas
facilmente un trombo, un codgulo de plaquetas, proteinas de la coagulacién
y desechos celulares que acaba taponando el vaso. Una embolia es un trombo
que ha viajado por la sangre hasta llegar a un vaso pequeno donde se enclava
como un émbolo. Trombosis y embolia son, pues, términos equivalentes. Los
mismos factores que favorecen la arteriosclerosis son los factores que favorecen
el desarrollo de enfermedad coronaria.
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1.5.2. Taquicardia ventricular

Otro tipo de afeccion es la taquicardia ventricular, consiste que el corazon
late demasiado réapido. Si el problema comienza en las camaras inferiores del
corazon, esto se llama taquicardia ventricular. Cuando el corazén hace una
taquicardia ventricular no bombea sangre tan bien. Como consecuencia, éste
bombea menos sangre hacia su cuerpo y hacia su cerebro. La victima puede
sentir que el corazon le late con fuerza o puede sentir vértigo o desmayarse.
Si la taquicardia ventricular no se trata apropiadamente puede causar la
muerte.

1.5.3. Fibrilacion

Cuando un impulso penetra desde la auricula se difunde hasta el final
del ventriculo en aproximadamente 0,06 segundos. El ventriculo queda en
estado refractario, y por tanto el impulso se interrumpe. En condiciones
anormales el impulso puede continuar dando vueltas alrededor del corazon
por largo tiempo, en un movimiento circular. En consecuencia, se suprime
la accién de bomba del corazon, pues el bombeo requiere que el musculo se
relaje y se contraiga. Durante un movimiento circular los musculos de todo
el corazon ni se relajan ni se contraen simultdneamente. Los movimientos
circulares alrededor de las auriculas causan el llamado aleteo auricular, con
las auriculas aleteando rapidamente, pero incapaces de impulsar sangre.
Sus movimientos circulares pueden pasar en formas irregulares alrededor
de la auricula provocando fibrilacion auricular, pequenos movimientos de
fibrilaciéon del musculo. Los movimientos circulares que se desarrollan en
el ventriculo produce fibrilacion ventricular, en la cual el musculo se
contrae continuamente en movimientos fibrilantes finos ondulatorios. Tales
ventriculos no son capaces de impulsar la sangre, y la persona muere
rapidamente.

La fibrilacién ventricular puede iniciarse con un choque de corriente
alterna de 60 ciclos, haciendo que los impulsos vayan en muchas direcciones
al mismo tiempo en el corazén, y establece tipos irregulares de transmision
del impulso. En la fibrilacion ventricular podemos decir que el corazén
simplemente tiembla y no bombea sangre hacia el cuerpo o hacia el cerebro. A
menos que se de tratamiento en cinco a diez minutos la fibrilacién ventricular
causa la muerte. Este tratamiento se realiza con un desfibrilador, que es un
dispositivo disenado para detectar rapidamente un ritmo cardiaco anormal y
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potencialmente mortal, proveniente de la cdmara inferior del corazon.

En una descarga desfibrilatoria pasa un gran flujo de electrones a través
del corazoén por un corto periodo de tiempo. El flujo de electrones se llama
corriente, la cual se mide en amperes. La presion de empuje del flujo de
electrones es denominada potencial eléctrico, y el potencial es medido en
voltios. Siempre existe una resistencia al flujo de los electrones, el cual es
denominado impedancia, y se mide en ohms. En otras palabras, una descarga
desfibrilatoria es el flujo de electrones con cierta presion durante cierto
periodo de tiempo (usualmente milisegundos) a través de una sustancia que
genera resistencia, la impedancia transtordcica. La desfibrilacién es realizada
por el pasaje de una suficiente cantidad de corriente eléctrica (amperes) a
través del corazon por breves periodos de tiempo. El flujo de corriente es
determinado por la energia elegida (joules) y la impedancia transtoracica
(ohms), o resistencia al flujo de la corriente.

En general, un desfibrilador consta de un mando que regula la intensidad
de la corriente eléctrica (100, 200, 300, 400 julios); unos cables, que se
colocan en el torax del paciente y recogen la actividad eléctrica cardiaca
(electrocardiograma o ECG); una pantalla donde puede observarse el registro
ECG; una pequena impresora de papel y dos paletas que administran la
descarga eléctrica sobre la pared toracica del paciente. Este choque pasa
por el corazén e interrumpe los latidos irregulares. Entonces el corazon
vuelve a latir de manera regular. El desfibrilador sélo es eficaz en caso
de fibrilacién ventricular, cualquier otra arritmia (taquicardia ventricular,
asistolia, disociacién AV, fibrilacién auricular, taponamiento cardiaco u otras
causas de sincope) no responde a este tipo de maniobra.

También existe un desfibrilador cardiaco implantable (véase [1, 12]), es un
pequeno dispositivo que se implanta debajo de la piel en la parte superior del
pecho y se conecta al corazon con cables que se denominan derivaciones. Los
cables detectan las arritmias cardiacas y reconocen cuando se trata de una
fibrilacién ventricular. En ese momento, el dispositivo genera una corriente
eléctrica, la sincroniza con la actividad eléctrica del corazén y la descarga
a través de los cables para interrumpir el circuito vicioso de la fibrilacién
ventricular.






CAPITULO 2

El modelo bidominio

Los trabajos desarrollados por Hodgkin y Huxley en el estudio de la
corriente i6nica de la membrana [19, 22], es aplicado en los modelos de célula
simples para simular los mecanismos basicos de la actividad cardiaca. Este
modelo matematico describe los potenciales de accién de diferentes tipos de
células cardiacas basados en los resultados obtenidos experimentalmente a
través de la técnica de fijacién de voltaje. Los modelos de células cardiacas
simples se comenzaron a estudiar alrededor de 1960 con el trabajo de Noble
sobre las fibras de Purkinje [41]. El principal objetivo de estos modelos
es describir el proceso de propagacion de los potenciales de accién en el
tejido excitable, como también describir el proceso de la despolarizacion del
tejido cardiaco cuando se le aplica una estimulacién externa [33]. Entre estos
modelos uno de los méas estudiados es el modelo bidominio, en donde el tejido
cardiaco consiste de dos dominios que se interpenetran representando las
células cardiacas y el espacio que las rodea.

Con el propésito de entender el mecanismo de la desfibrilacién, el modelo
de propagacion basica en una dimensién, se conoce como ecuacion del cable,
el cual se describira a continuacién.
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2.1. Ecuacién del cable

Las células cardiacas pueden considerarse como un cilindro cuyo eje mide
aproximadamente 0,1 mm y un radio de 10 a 30 pum. Por otro lado, la
fibra de Purkinje es una fibra delgada que se puede mirar como un cilindro
circular recto y uniforme. Tales estructuras se pueden modelar por un cable
semi-infinito, con una superficie membranal que tiene propiedades resistivas,
capacitivas y una conductividad axial 6hmica.

También se conoce que el potencial de la membrana, en general, no
es el mismo en cada punto de la estructura de la neurona, esto se
debe a que las ramificaciones intrincadas generan gradientes de diferente
potencial en la membrana. La uniformidad en el potencial se puede alcanzar
experimentalmente introduciendo un alambre de plata por el axén de una
neurona como lo realizé Hodgkin y Huxley [22]. Para entender este fen6meno
se utiliza el modelo de la ecuacién del cable; para tal efecto se considera a
la célula como una pieza cilindrica larga con una membrana que envuelve el
citoplasma. Se supone que el potencial a lo largo de su extensién depende
solamente de la variable de longitud, y no de las variables radiales o angulares.
Esto permite que el cable pueda ser analizado en una sola dimensién, esta
suposicién se conoce como hipotesis, de nicleo de conduccion.

Vo Tty (eax Espacio
JVVV ltﬂxl I_ I—E_m«{?} ;lltﬂ‘-:': Extracelular
gai

WV ' AN — nrssetian

Figura 2.1. Circuito para la ecuacion del cable.

Para la formulacién del modelo se divide el cable en un nimero finito
de trozos cortos de longitud Az, todos de igual potencial. En cada seccion
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del cable se balancean todas las corrientes y sélo aparecen dos tipos de
corrientes, la corriente axial y la corriente a través de la membrana (corriente
transmembrana). La corriente axial tiene dos componentes, una intracelular
y otra extracelular, en ambos casos se consideran éhmicas.

Por la Ley de Ohm, véase la Fig. 2.1, el voltaje esta dado por

V;(.’L',t) - ‘/z(z + A.’L’,t) = ?”Z'Ii(iﬂ,t)AiU,

donde 7; es la resistencia intracelular del cable por unidad de longitud, I; y
V; son la corriente y el voltaje intracelular, respectivamente. Al dividir por
Az y haciendo Ax — 0 se tiene

1y

I = ————.
r; O

(2.1.1)

De igual manera se tiene para la corriente axial extracelular I,

Ve(x,t) = Ve(x 4+ Az, t) = rdo(z,t) Ax
donde r, es la resistencia extracelular por unidad de longitud y V, es el voltaje
extracelular, y asi, al dividir por Az y al hacer Az — 0 se tiene

o LoV (2.1.2)

re Ox

Como se mencioné mas arriba, la membrana tiene propiedades resistivas
y capacitivas por lo que puede representarse como un circuito compuesto de
una resistencia y un capacitor conectados en paralelo (véase Fig. 2.1), por lo
cual I,, la corriente axial, puede escribirse como

I,=1+1, (2.1.3)

en un cable donde no hay fuentes de corrientes adicionales.

De otro lado, por la Ley de Kirchhoff, los cambios de corriente axial
extracelular o intracelular se deben a la corriente de transmembrana, en
consecuencia,

Li(x,t) — Li(x + Az, t) = I,Az = I.(x + Az, t) — LI(x,1),

donde I, es la corriente transmembrana por unidad de longitud de la
membrana. En el limite cuando Ax — 0 se llega nuevamente a

oL ol

ox ox

I = . (2.1.4)
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Al reemplazar (2.1.1) y (2.1.2) en (2.1.3) se obtiene

1oV 109V
r; Ox 1. O0r

I, = (2.1.5)

Ahora bien, si V= V; — V_, es el potencial de la membrana, entonces al
despejar V, y derivar respecto a x se tiene

ov., oV, oV
dr ~ O Oz (2.1.6)
y reemplazando en (2.1.5) se tiene
Lo LoV 10V 10V
“ r; Or 1. Or 1. 0%
V[, 1), 1oV
- or |r; e r. Ox’
de donde
Vi _ _mire ia_v ]
or  ri+r. |r.Ox “
o de manera equivalente
10V, 1 ov Te
— = —_— = 1,. 2.1.
r; Ox |:7"i + 7“@] ox |:7"i + Te:| (2.1.7)

Pero de (2.1.4) y (2.1.1) se tiene

reemplazando (2.1.7) en esta ultima expresién se obtiene

8[ 1 oV Te ]a]'

ri+re Ox T+ Te

Como I, es constante, debido a que no hay variacion en el potencial, entonces

I

8[ ! av]. (2.18)

:% n-—H"e%
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Ahora bien, la corriente de transmembrana se puede expresar como la
suma de la corriente que circula por el capacitor y la corriente ionica. La
corriente que circula por el capacitor es

V oV
I, =—+Ch——,
o "ot
donde r,, es la resistencia de la membrana y C), es la capacitancia. Por
tanto, al igualar (2.1.8) con esta ultima expresién, y suponiendo que r; y 7
son constantes, se tiene

ov Vv 1 0%V
L,=p|Chn—+— | = —_—,
p( ot +7“m) ri + e 02
donde p es el perimetro del axon.

La anterior ecuacién también se puede escribir como

rm OV

Tmcm_ Tm]io'n = T N a3 .9

ot * p(r; + 1) Ox?
donde I;,, = V/r,, es la corriente iénica. Ahora, haciendo 7,, = 7,Cy, v

A = — ™ ___ e tiene otra forma de la ecuacién del cable
p(ri + Te)
oV 0*V

m—r + Tmlion = Aoy =5 2.1.9
Tm ot + Tmlis ™ Ox? ( )
Notese que A, = p(r’fﬁrﬁ) tiene unidades de distancia, y se llama la

constante espacial del cable, mientras que 7, tiene unidades de tiempo y
se conoce como la constante de tiempo en la membrana.
Si se reescala la corriente i6nica definiendo

fV.1)

Iion = T
T'm

para alguna funcién f (en general, depende del voltaje y el tiempo y tiene
unidades de voltaje) e introduciendo las variables adimensionales
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entonces la ecuacién del cable (2.1.9) en las nuevas variables es

oV _ oV
or  9X?2

+fV.T). (2.1.10)

Las condiciones de frontera para esta ecuacion pueden ser de Dirichlet, que
corresponden a un cable cortado, con V' = 0 en sus fronteras, o de Neumann,
que corresponden a un cable que termina con una membrana donde g—¥ =0
en las fronteras.

2.2. Ecuaciones de bidominio

El bidominio es una estructura que define un modelo del tejido cardiaco
consistiendo de dos dominios que se interpenetran representando las células
cardiacas y el espacio que las rodea [24, 25, 29, 40]. El dominio intracelular
representa las regiones dentro de las células y el dominio extracelular
representa el espacio entre las células. Una tercera regién (o coleccion de
regiones) que se puede incluir en el bidominio es la regién extramiocardial
(por ejemplo, los fluidos que banan al corazén). Los dominios intracelular
y extracelular ocupan el mismo espacio fisico. Bajo condiciones normales
la regiéon extramiocardial atrae flujo de corriente desde la regién cardiaca,
este flujo se puede revertir, por ejemplo, cuando se aplica una descarga de
desfibrilacién. El tejido cardiaco difiere de otros tejidos en su estructura (Fig.
1.3). Cada célula se puede conectar con otras células. De esto resulta que
la geometria tridimensional para representar el tejido cardiaco es bastante
complicada. El espacio intracelular es continuo, en el sentido que un ion
puede viajar desde el interior de una célula al interior de otra a través de las
uniones vacias (gap junctions), sin tener que entrar al espacio extracelular.
Similarmente, un ion viajando extracelularmente no necesita entrar a la
célula. Los dos espacios tienen diferentes propiedades eléctricas, por tanto
se forma un medio anisétropo.

Las ecuaciones de bidominio se pueden deducir de varias maneras, segun
las variables dependientes que sean objeto de estudio. En este trabajo se
obtienen dos ecuaciones, la primera describe el potencial extracelular, y la
segunda, es una ecuaciéon reaccién difusion en términos del potencial de
transmembrana.

Para obtener estas ecuaciones se definen los potenciales de dominio
intracelular y extracelular como ¢; y ¢., respectivamente. El potencial de
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transmembrana, V, es la diferencia entre los dos potenciales a través de la
membrana

V=i - 6. (2.2.1)

Por tanto, los potenciales intracelular ¢; y extracelular ¢., como también
el potencial transmembrana V', se definen siempre en el dominio cardiaco
H. Noétese también que la expresién (2.2.1) es idéntica a la utilizada en la
ecuacion del cable, excepto que ahora la membrana separa ¢; v ¢, en todos
los puntos del dominio cardiaco H.

Ahora, la ley de Ohm establece que

1
J= RE’ (2.2.2)
donde E es la fuerza del campo eléctrico, J es la densidad de corriente y R es
la resistencia. Al suponer que el campo eléctrico es cuasi estatico, entonces
existe un campo escalar ¢ que es el potencial de E, es decir, E = —V¢.
Sustituyendo esta ecuacién en (2.2.2) y expresando la resistencia como una
conductividad (o = 1/R) se obtiene

J.=—-0.Vo.. (2.2.4)

Si el dominio cardiaco se considera aislado, cualquier flujo de corriente
que salga de un dominio debe alcanzar el otro cruzando la membrana de
la célula. Ademas, el cambio en la densidad de corriente en cada dominio
también es igual al flujo de corriente a través de la membrana

V-3, =V-J. = Apln, (2.2.5)

donde I, es la corriente transmembrana por unidad de area y A,, es la
razon entre el area de la superficie y el volumen de la célula. Combinando
las ecuaciones (2.2.3) y (2.2.4) con la ecuacién (2.2.5) se obtienen dos nuevas
ecuaciones

V- (0.Ve) = —An L. (2.2.7)

De donde
V- (a,ngZ) =-V- (06V¢8). (228)



28 El modelo bidominio

Restando a ambos miembros V - (0;V¢,.) se tiene
V- (oiVe;) =V - (0:Vde) = =V - (0.V¢.) =V - (0:Ve) (2.2.9)
y, usando (2.2.1) se obtiene
V- (0;VV) ==V [(0; +0c)Ve]. (2.2.10)

Esta ecuacion se conoce como la primera ecuacién de bidominio y se utiliza
para calcular el potencial extracelular dado una distribuciéon de potencial
transmembrana.

El flujo de corriente a través de la membrana, I,,, se puede describir por
la corriente de capacitancia y la corriente iénica, esto es,

oV
Iy = Crug + Lion (2.2.11)

donde C,, es la capacitancia de la membrana por unidad de area e I;,, es la
corriente iénica. Combinando las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.11) se tiene

oV
V- (O'ngf)l) = Am (Cma + Iion) . (2212)
Esta ltima ecuacién se puede escribir de manera equivalente como
oV
V- (0,VV) 4+ V- (0,V.) = An (Omﬁ + 1n> (2.2.13)

basta sumar y restar V- (0; V¢, ). La ecuacion (2.2.13) es la segunda ecuacién
de bidominio y se usa para calcular el potencial transmembrana en cada paso
del tiempo.

Si el dominio extracelular es altamente conductivo (o, ~ o0) o los
dominios son igualmente anisétropos, es decir, o0; = ao. para alguna
constante a, entonces el modelo bidominio se reduce a la ecuacién
monodominio

o ) (2.2.14)

V. (oVV) = A, <Cmﬁ + Lion

Las condiciones de frontera para el bidominio, usualmente supone que
no hay flujo de corriente entre los dominios intracelular y extramiocardial,
mientras si se inyecta una corriente, ésta entra al tejido a través del dominio
extracelular [40]. Luego para el modelo bidominio, las condiciones de frontera
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homogéneas de Neumann reflejan el hecho que el tejido estd rodeado por un
aislante,

n-(c.Vg.) = 0, en O0H, (2.2.15)

donde n es el normal unitario exterior a la superficie miocardial.

El modelo bidominio es esencialmente macroscépico. Este no es de im-
portancia para la estructura celular discreta del tejido cardiaco. Matematica-
mente esto significa que el el sistema (2.2.5) estd escrito en la escala espacial
macroscopica de 0,3 — lmm [40]. Pero el modelo bidominio cuando se genera-
liza, permite la descripcion de los eventos eléctricos a nivel microscopico. La
generalizacion se obtiene a través de un proceso de homogeneizacion descrito
por Keener en [24].

2.3. Descripcion de la microestructura

Dentro del modelo bidominio se tiene la capacidad de describir la
microestructura del miocardio a través del tensor de conductividad. Las
propiedades eléctricas anisétropas del miocardio se pueden definir asignando
valores diferentes de conductividad en las tres direcciones del modelo
microestructural. El tensor de conductividad entra al modelo como un
tensor diagonal que representa la conductividad del tejido en la fibra.
Cuando el modelo bidominio es homogéneo, las conductividades de una fibra
permanecen constantes.

En el caso de dos dimensiones, si las fibras son rectas los tensores de
conductividad se representan por las siguientes matrices diagonales

0,_Uli0 U_UfO
\0 o) N0 o¢)’

donde los subindices | y 7 denotan las conductividades longitudinal y
transversal en la fibra respectivamente. El operador diferencial V- (¢ V f), se
puede escribir como

0*f 0*f

V- -(oVf)=0=—5+0

527 T g (2.3.1)

donde o representa o;, 0, 0 0; + 0. y f puede ser ¢, o V.
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Si las fibras cambian su orientacién en el espacio, la conductividad global
en el tejido (con respecto a un sistema global de coordenadas fijo x — y,
Fig. 2.2) cambia de punto a punto. Mientras que en un sistema local de
coordenadas & — n, asociado con cada punto del tejido, ésta permanece
invariante [24].

()

> T

<.

Figura 2.2 Sistema de coordenadas, global x — vy y local & —n en un tejido
de fibra curvada.

Para obtener la expresion que representa el tensor de conductividad en el
sistema global de coordenadas, se expresan los vectores unitarios del sistema
local en términos del sistema global de coordenadas

[ = icos B + jsen
7 = —isenf + jcosb,

donde @ es el angulo local entre la direccion de la fibra y el eje z. Ahora se

o 0 > en el sistema £ — 1, en las

escribird el tensor de conductividad o = ( 0 o
-

coordenadas x — y.

o = l(loy+70) + 70+ 7o,)
= (icosf+ jsenf)(icosf + jsenb)o;
+ (—isenf + jcosf)(—isend + j cosf)o,
= 7i(0yc082 0 + o, sen? ) + 1 7[(0; — o) cos O sen 6]
+ Jil(oy— o,)cosBsend] + j j(oysen? 0 + o, cos? ),
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luego o esta dada por la matriz

2 2 _
(am axy) _ <al cos*0 + o,sen*d  (oy — o,) cosHsenH) (2.3.2)

Oy Oyy (07— 0,)cosfsend oysen?f + o, cos? 0

o de manera equivalente

Ozz Ogxy — R ) 0 R—l
Oy Oyy 0 o, ’

cos@ —sent

donde R = (sen 6 cost

) es la matriz de rotacién. Observe que en (2.3.2)

agby azby,

1 duct t
a,b. ayby) para el producto externo

se utilizé la notacion diddica @b = (

0 1
El operador diferencial en el caso general de 6 = 6(z,y) esta dado por

- 7 . Kot dre 1
de cualquier par de vectores @ y b. Por ejemplo, i1+ jj = < O) .

_ 9y, 08 ofy or of  9f
V- (oVi) = ox [Umﬁx—i_%yay}—i_ay [ny8x+ayy8y]
0*f 0 f 0 f
= Ogp—=—75 + 20

0x? Y 0xy + Uyya_yQ
004, 0041 0f [004 0oy 10f
[8x+ 8y]6x+[8x+ 6y]3y'

Con el operador ya escrito en coordenadas z — y, se puede utilizar el método
de diferencias finitas para encontrar una aproximacion (véase p.e., [6, 48, 50]).
A continuacion se describird el método de diferencias finitas para una

fibra recta.
Sea Qh = Qh U 8Qh, Ar = a/Nx y Ay = b/Ny,

+

ﬁh:{(xi,yj):xi:iAx, i=0...N;, yj =JjAy, j=0...N,}

es la malla en €2, cada célula se representa por un rectangulo de tamano
Ax x Ay. El operador diferencial se aproxima por diferencias finitas en €2y,.

P\ firrg—2fij+ ficry 2
(3), = PR o

+O(Ay?)

aQ_f _ Jiga = 2fig+ figa
oy? Ax?

]
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sobre y, aca f;; = f(x;,y;).
La aproximacién de las primeras derivadas involucra la condiciones de
frontera de Neumann

Dpe dpe
¢ =0, o° -0
e » Ir oy ’
z=0,a y=0,b
OV OV
| =0 L — = 0.
irr O y
z=0,a y=0,b
En 09y, se utiliza la férmula de diferencias fintas en tres puntos (Fig. 2.3)
of 4fiv1; —3fij — fira, 2\ . .
. ’ : : A = =0...N
(ax)i’j N +O(Az?), i=0, j=0 s
of —4fi1j+3fi;+ fica, o . .
. = ’ : =+ 0(A =N, j=0...N,,
(&L‘)i’j 2Ax +0(Aa7), @ J Y
af Afijr —3fij — fig+o o\ .
- = ’ ’ O(A —0...N, j=0,

= +O(Ay?), i=0...N, j =N,
donde f = ¢. o V, respectivamente. Esto permite mantener una precision de
segundo orden en la solucién tanto sobre la frontera como también dentro
del dominio.

(g) —4fij1+3fi;+ fij—2
ij

b (4,Ny)
(i,Ny—1
(ivNy_Q)
(4,5+1)
i) 9 j . (Nx_27];)_._‘. i
(0,5) 71'50(24) G i) (Nt (Na.j)
(4,5—1)
(i.2)e
ym
0 (i,0)

Figura 2.3 Caja para diferencias finita.



CAPITULO 3

El modelo de la desfibrilacidon

Como se comenté en el Capitulo 1, la fibrilacién no es més que la
pérdida de coordinacién entre las distintas fibras del musculo cardiaco, que
se contraen irregularmente y no consiguen bombear la sangre dentro las
cavidades. De las arritmias cardiacas la fibrilacién ventricular es la causante
del mayor nimero de muerte sibita. A diferencia de otras arritmias, en
general se ha considerado farmacoldgicamente inabordable, dado que parece
una sucesion de innumerables frentes eléctricos descoordinados que circulan
de manera cadtica desde su inicio. Durante varias décadas, su prevencién
se centrd basicamente en la supresion de las extrasistoles ventriculares que
pudieran precipitarla, pero este tratamiento terapéutico produjo pésimos
resultados. Se requiere la aplicacién de importantes esfuerzos para conseguir
su control eficaz mediante el perfeccionamiento de las técnicas diagnosticas,
de los procedimientos terapéuticos y, lo que es mas importante, mediante una
prevencion efectiva que impida o dificulte su desencadenamiento.

En los tltimos anos, los modelos y simulaciones mateméticas [46], junto
con los estudios experimentales y clinicos adecuados, son instrumentos
necesarios y complementarios para el estudio de este tipo de fenémenos. Los
conceptos de la teoria de propagacion de ondas en medios no lineales, ha
cambiado de manera radical la visién global de la fibrilacién ventricular. Se
ha demostrado que la fibrilacién esta mediada por reentradas funcionales
con forma helicoidal que rotan siguiendo una dindmica determinada por
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su pivote organizativo o rotor [52, 53]. Winfree definié como “rotor” a
la rotacion estable de reaccién y difusion que rodea a un pivote. Estos
pivotes o “singularidades de fase” se crean tras la rotura de un frente
de onda al encontrarse en su propagacion con tejido refractario o un
obstaculo anatémico. Estos rotores se comportarian como el centro que
genera los multiples frentes de activacion eléctricos [38]. Los rotores, a su
vez, estan condicionados por las propiedades electrofisiolégicas del miocardio,
determinadas por la dindmica de las diferentes corrientes iénicas [14, 47].

3.1. Desfribrilacion

El tratamiento para contrarrestar la fibrilacién ventricular (FV), es la
desfibrilacién, que consiste en aplicar una descarga eléctrica (en amperes) a
través del corazén por breves periodos de tiempo. El flujo de corriente es
determinado por la energia elegida (joules) y la impedancia transtoracica
(ohms), o resistencia al flujo de la corriente. Varios factores determinan la
impedancia transtoracica, por ejemplo, la inclusién de energia seleccionada,
tamano de los electrodos, sustancia de contacto electrodo-piel, niimero de
intervalo de tiempo de las descargas previas, fase de ventilacion, distancia
entre los electrodos (tamano del térax), y la presién de contacto electrodo-
téorax. La funcion de la desfibrilacién es despolarizar temporalmente al
corazén que estd latiendo de manera irregular [33], con este procedimiento
se pretende regular de nuevo el ritmo cardiaco.

A pesar del papel fundamental que desempena la terapia de la desfibri-
lacién para salvar vidas humanas, la comprensién de los mecanismos por los
cuales las descargas eléctricas detienen las arritmias es aun incompleta. Los
avances en el estudio de la desfibrilacién, emplea procedimientos que en su
gran medida son por ensayo y error. Sin embargo, metodologias experimen-
tales han proporcionado nuevas caracterizaciones del tejido como respuesta
a las descargas. La mecénica investigativa sobre el éxito y/o el fracaso de la
desfibrilacién se ve obstaculizada por la imposibilidad de disponer de técnicas
experimentales para estudiar con la suficiente precision el comportamiento
eléctrico, el cual se reduce a la profundidad de los ventriculos durante y
después de la descarga.

La sola experimentacién no es suficiente para estudiar las arritmias
cardiacas; la creciente informacion disponible y los avances en la capacidad de
procesarla rapidamente, conllevan a que se estudien estos temas desde otro
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punto de vista como son los modelos y las simulaciones matematicas [46].
Entre los trabajos pioneros con este enfoque se encuentran los de Hodgkin
y Huxley [19, 20, 22], ellos utilizaron sistemas de ecuaciones diferenciales
para cuantificar los flujos de corriente a través de la membrana. Describieron
el comportamiento de los canales i6énicos de sodio y potasio en funcién del
potencial de membrana [9, 18, 47|, se desarrollaron modelos celulares de
fibras de Purkinje y células musculares [24, 41]. Paralelamente al desarrollo
de modelos matematicos, en los que se estudia la formacion del potencial de
accion de las células cardiacas, se ha planteado la descripcién del proceso
de propagacion de la activacion cardiaca en modelos multicelulares que
permiten aproximarse de una manera mas precisa a los fendmenos reales
[8, 27, 46]. La simulacién de la activacién en estructuras bidimensionales
tiene antecedentes en las aplicaciones de Moe efectuadas a mediados del
pasado siglo para estudiar los procesos fibrilatorios [37]. Recientemente,
simulaciones bidimensionales como las desarrolladas por Panfilov y Pertsov
han proporcionado informacién 1til sobre las caracteristicas de la activacién
reentrante en medios excitables y en modelos biofisicos del tejido cardiaco en
situaciones normales y patoldgicas [42, 43].

3.2. Modelo de la desfibrilacion

Los modelos de la actividad cardiaca comtinmente combina dos ingredi-
entes, un modelo de comportamiento celular con un modelo de acoplamiento
espacial. En Keener [25], el modelo de acoplamiento espacial es el bidominio,
pues éste tiene la ventaja que permite la simulacion del estimulo extracelular
de dos maneras diferentes. Primera, la cantidad de corriente que se inyecta
al espacio extracelular se hace introduciendo una densidad de corriente I en
la ecuacién (2.2.7), esto es,

V- (0.Ve) = =1 — I, (3.2.1)

donde Iy es una funcion del espacio y el tiempo, que simula descargas de
distinta intensidad y duracién en cualquier parte del tejido. Con este método
se modela el punto fuente de estimulacién en el tejido a través de una varilla
o electrodo.

La segunda opcién consiste en cambiar la condicién de frontera (2.2.15)
para el potencial extracelular ¢, en la localizacion del electrodo estimulo. En
este caso, el valor de ¢, se pone igual al voltaje de la descarga en la parte de
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la frontera que ocupa el electrodo. Este método conlleva a la simulacién de
un campo eléctrico uniforme.

Para entender como las corrientes aplicadas externamente afectan el tejido
cardiaco, recuérdese la descripcién del modelo bidominio que se present6 en
la Seccion 2.2.

En cada punto del dominio cardiaco H, existen los potenciales,
extracelular ¢., intracelular ¢; y el potencial transmenbrana V = ¢; — ¢..
Estos potenciales conducen corrientes

ie = —06V¢6, ’LZ = —O'Z‘VQZSZ‘ (322)

y una corriente transmembrana a través de la membrana celular que divide
las dos regiones. Las conductividades de los dos medios se representan por
los tensores de conductividad o; y o.. Las leyes de Kirchhoff implican que

ov
Am(cma + In> — V- (6:V) (3.2.3)
V- (0:V6i + 0.V .) = 0. (3.2.4)

La primera de estas dos ecuaciones implica que la corriente puede salir del
espacio intracelular, sélo como una corriente de transmembrana. De otro
lado, la corriente de transmembrana tiene dos componentes, la corriente de
capacitancia C’m%—‘lf y la corriente i6nica I;y,. La ecuacién (3.2.4) muestra
que las corrientes intracelular y extracelular se pueden redistribuir pero
conservando la carga, puesto que no hay fuentes de corriente intracardiaca.
En la ecuacion (3.2.3) Cy, es la capacitancia de la membrana y A,, es la razén
entre el area de la superficie y el volumen de la célula.

Durante una descarga de desfibrilacién, los flujos de corriente sélo pueden
pasar a través de la frontera del espacio extracelular, mientras que por la
frontera del espacio intracelular no hay ningun flujo de corriente [51]. Esto
significa que la corriente puede entrar al espacio intracelular a través de la
membrana de la célula, como una corriente transmembrana. Por tanto, las
condiciones de frontera para este modelo bidominio son

n-(c.Vo.) = I(t,z) sobre OH, (3.2.5)

donde n es el vector normal unitario exterior a la frontera OH. La corriente
que entra no necesita que sea la misma en todo punto de la frontera, pero el
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flujo de corriente neta debe ser cero, esto es,

/ I(t,x)dS = 0.
OH

En otras palabras, no puede existir una acumulacion de carga porque
cualquier corriente que se inyecte debe salir en alguna parte.

Recuerde que el modelo bidominio es esencialmente macroscépico
(0,3 — 1mm). No es apropiado para la estructura celular discreta (pequena es-
cala) del tejido cardiaco, pero cuando se utiliza el proceso de homogeneizacién
descrito por Keener en [24], éste permite la descripcion de eventos eléctricos
a nivel microscépico. Por tanto, la inclusion de no homogeneidad a pequena
escala requiere de un modelo diferente [26].

Se tendrd una idea del comportamiento de este modelo, examinando el
modelo del cable unidimensional. En este caso, la ecuacién de conservacién
de flujo de corriente (3.2.4) se puede escribir como

91 09 b1
ox [Uz ox + or 1 0
Integrando con respecto a x se obtiene
8¢’L 8¢e
ox o Ox

donde G(t) es una funcién arbitraria. Al usar la condicién de frontera (3.2.5),
se llega a que G(t) = I(t), luego
0p; 0.
6 0
Ox Ox
Esta ultima ecuacién se puede escribir como
a¢l 8¢e
oi—— —_—.
ox Ox
Por otro lado, ¢. = ¢; —V y diferenciando parcialmente respecto a x, se tiene

dp. _ dpi OV
%~ 9r  or (3.2.7)

Reemplazando (3.2.7) en (3.2.6) se obtiene
"Ge = 100l
o) 0o;

9 " or + 1(1),

= G(1),

0;

= I(t).

g;

= I(t) - o, (3.2.6)

= O'e
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o de manera equivalente,

o¢; OV

(Ui—l-ae)% = O¢ 83; —|—](t>
De donde, 5
8¢l O¢ Vv 1

= I(t

e + (t)

o;+o.0r 0;+ 0.

de forma equivalente,

0¢; o; [ oV

L = o, —
"Or  o;+o.l 0x

+ I(t)} .

Al derivar con respecto a x esta ultima expresion se tiene

(9[ @@1 B (9[ o0, OV o;

0w " ox ] T ox

f(t)] .

o, +0.0r 0;+0.

Luego al reemplazar en la ecuacién (3.2.3) se obtiene

ov ) 0 [ ov o

Am( mTa, ]ion = a_ a_
¢ + ox U@m 0; + 06

o I(t)} , (3.2.8)

oo L
donde 0 = ——°—, con la condicién de frontera
o; + o,
oV I
—=——, en =071,
ox O

donde L es la longitud del cable.
Para un cable homogéneo, la fuente de corriente solamente influye en las
fronteras, mientras que en el interior la fuente es idénticamente cero, esto es,

a|: o;

% 03 + O¢

I(t)} =0

En el caso (no fisiolégico) que la corriente iénica sea lineal, es decir,
Lion = V/R y se aplique una corriente constante I, la ecuacién (3.2.8) se
transforma en una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes,

v AV

oy = (3.2.9)
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La solucion general de esta ecuacion es
V(z) = cre™™ 4 cpe™”, (3.2.10)

donde \? = ‘;‘—g. Utilizando las condiciones de frontera se llega al sistema de
ecuaciones

1

—)\Cl—f—/\CQ = —

0-6

1

e M Nt = ——
Oe

Al resolver dicho sistema se obtiene

I \1esenh(AL/2)
Ao ‘ senh(AL)

C1 =

¢ — _LB_AL/Qsenh()\L/Q)

Ao, senh(AL)

Reemplazando estos valores en la solucién general (3.2.10) se obtiene

1 senh(AL/2)
Ao, senh(AL)
_ I senh(AL/2)
= 2)\% 2senh(AL/2) cosh(AL/2) senh \(x — L/2)
I senh A(x — L/2)
Ao, cosh(AL/2)

Vie) =

senh A\(z — L/2)

donde \? = ?—g. Para un dominio grande comparado con la constante de
espacio A, esta soluciéon muestra decaimiento exponencial a partir de cada
frontera, y es esencialmente cero en el interior del dominio. Esto corresponde
al hecho de que la respuesta a un estimulo es la despolarizacién cerca a una de
las fronteras e hiperpolarizacion cerca de la frontera opuesta, con un pequeno
efecto al interior del dominio.

En el caso que aif:ae no es constante (no hay homogeneidad resistiva), la
no homogeneidad proporciona fuentes adicionales y sumideros a la corriente
de transmembrana en puntos a través del interior del medio. Esta distribucién

de fuentes y sumideros es la responsable de la desfibrilacién.
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En el primer renglén de la siguiente cadena de igualdades se suma y resta
la cantidad V - (0;V¢,) con el fin de obtener V - (¢;VV'), con dichos célculos

se generaliza el procedimiento anterior a dimensiones superiores.
V- (0:V¢) =V - [oi(0i + 0.) 0. VV] = V- [0:VV + 0,V ]
-V [ai(ai + ae)_laeVV}
=V- [aiVV + o0,V — 0i(0; + Je)_106VV]

=V- [al- <I — (0y + Je)’lae> VV + UZ-V@} , (I esla matriz identidad)

=V- [ ( o+ 0)(o; + o)t — (05 + O'e)_10'6> VV + Jdiﬁe]
V. [O‘Z(UZ +o.)7 ! (ai + 0, — ae)VV + Jngbe}
:v-h@rum*mvv+mv¢]
=V oi(oi+0.)7! |:O'Z'VV + 01V¢e] =V- [O’i(Ui + ae)’ll’T} ,
donde Iy = o;VV + 0,V ¢, es la corriente total. Por tanto,
V. (o0;Vep;) =V - [ai(ai + 06)7106VV] +V- [ai(ai + 0'e>7IITi|
en consecuencia, la ecuacién (3.2.3) queda

A, (Cmaﬁ_‘t/ + Il-on> =V- [ai(ai + ae)_laeVV} + V. [ai(ai + 06)_1[4 .
De esto se tiene que si o;(0; + 0.)"' es no homogéneo en el espacio,
entonces cuando Iy es diferente de cero, existen fuentes y sumideros
de corriente de transmembrana en el interior del tejido. Nétese que si
oi(0; + 0.)~! es proporcional a la matriz identidad, no hay dnodos y cdtodos
virtuales y la desfibrilacion es imposible. Sin embargo, esto ocurre solamente
si 0; = ao.(iguales proporciones anisétropas), y es conocido que esto no
ocurre para el tejido cardiaco [29, 51].

No hay ninguna duda que estos términos fuentes existen. En efecto,
los electrodos virtuales se han encontrado para ser inducidos aprovechando
la anisotropia desigual de los espacios intracelular y extracelular [45], la
curvatura de la fibra del miocardio [51], la no homogeneidad espacial de la

fraccién de volumen intracelular, la discontinuidad asociada con las uniones
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intercelulares [8, 51]. La no homogeneidad espacial se puede considerar del
efecto que produce una breve pero gran corriente cuando se aplica a un hilo
unidimensional no homogéneo de tejido cardiaco. La no homogeneidad viene
del hecho que muchas de las resistencias intracelular se concentran en las
uniones vacias.

Una pregunta de interés en este andlisis es como las diferentes
distribuciones espaciales de fuentes y sumideros afectan el resultado de la
descarga de desfibrilacion, pero este analisis se debera enfrentar en otro
trabajo posterior, al igual que hacer el estudio en dos y tres dimensiones,
utilizando otros modelos diferentes al bidominio o el mismo bidominio en
conjuncién con los modelos tipo FitzHugh - Nagumo [29, 30] o través
de los sistemas dindmicos que permitan explicar y analizar cualitativa o
cuantitativamente el fenémeno de la desfibrilacion.

3.3. Conclusiones y futuros trabajos

Se termina es Capitulo presentando una serie de conclusiones que recogen
aspectos importantes de esta monografia; como también unos comentarios
sobre futuros trabajos en esta direcciéon de la biomedicina o bioingenieria.

3.3.1. Conclusiones

1. La desfibrilacién es un fenémeno eléctrico y como tal puede ser
analizado a través de la ecuacion de difusion.

2. La no homogeneidad del tejido cardiaco hace necesario que el modelo
de difusion tenga una caracterizacion especial que implica un andlisis
desde la visién de FitzHugh-Nagumo del fenémeno, analisis numérico
avanzado, o sistemas dinamicos.

3. La complejidad del tejido cardiaco implica involucrar los fenémenos de
transmision sindptica, de las uniones permeables y la electrodifusion de
Golman-Hodkin-Katz.

3.3.2. Futuros trabajos

Como se vio al final de la Secciéon 2.3, el método de las diferencias finitas
es una técnica para resolver las ecuaciones de bidominio. Una alternativa
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interesante con el mismo propésito es el método de los elementos finitos
[36], en virtud de que este método permite ser utilizado en geometrias de
deformacién irregular (véase p. e., [2, 3, 23]). A continuacién se bosquejard la
aproximaciéon de elementos finitos para las ecuaciones de bidominio.

La ecuacion de bidominio que se resolvera en un futuro trabajo, utilizando
elementos finitos es la ecuacion (2.2.13). Esto es, si {2 es el dominio solucién
entonces la ecuacion (2.2.13) se puede escribir como

/Q[v (0, VV) 4V - (0:V0) — A (Cm%—‘; + Lion ) [wd2 =0,

donde w es una funcién peso escogida apropiadamente. Considerando el
potencial extracelular ¢. y la suma de corrientes iénicas en un tiempo t
como parametros conocidos, esta ultima expresion se puede escribir como

ot

donde f = V- (0;Vo.)— Anlion. Aplicando el teorema de Gauss a la ecuacién
(3.3.1) al término Laplaciano (ver p. e., [3]), se obtiene

/ [AmCma—V V(0 VV)]wd = / fuod, (3.3.1)
Q Q

ot

donde n es el vector unitario normal exterior a ', la frontera de €2. El dominio
solucién se divide en L elementos con subdominios €2; y fronteras I';. Asi, la
ecuacién (3.3.2) se puede escribir como

Z / AnCh, wdQl + Z / (0:VV)VwdS, (3.3.3)
]
(o:VV) - nwdS; + fwdQ.
z X , z [ g,

El trabajo que sigue es entonces deSCI'lbII‘ las funciones base, el calculo de las
integrales que aparecen en la ecuacién (3.3.3), como también la formulacién
variacional o débil de (3.3.1).

Es de interés también estudiar como las diferentes distribuciones
espaciales de fuentes y sumideros afectan el resultado de la descarga
de desfibrilacién, utilizando modelos diferentes al bidominio o el mismo
bidominio en conjuncién con los modelos tipo FitzHugh - Nagumo [29, 30] o
través de los sistemas dindamicos que permitan explicar y analizar cualitativa
o cuantitativamente el fenémeno de la desfibrilacion.

/ A, Y aa+ / (0:VV)Vewd— / (0:VV)-nwdS — / fwd9, (3.3.2)
Q Q T Q
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