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Resumen

El presente trabajo estd orientado en primer lugar a representar matricialmente a la
funcién ¢— exponencial a partir del desarrollo de series de potencias. Para esto se consideran
matrices cuadradas diagonalizables. Ademéds extenderemos las propiedades dadas para la
matriz exponencial natural a la matriz g—exponencial de una matriz diagonalizable. Tambien
se realiza una revision de los resultados tedricos existentes sobre normas y series de matrices,

y los desarrollados para la exponencial de una matriz cuadra A.



Introduccion

El término funciones de matrices nos lleva a preguntarnos sobre el significado de ex-
presiones tales como sin (A),cos (A),e?,In(A). El conjunto de estas funciones tiene una
estructura de espacio métrico, por lo que podemos hablar de limites, derivadas, integrales,
series, de funciones matriciales, y aademds es isomorfo al espacio euclideo R? [22]. En las
ultimas décadas éstas funciones han recibido un gran impulso debido a su aplicacién en nu-

merosos campos de la ingenierfa y de la matemética aplicada[21].

Una de las funciones matriciales més importante es la funcion exponencial, debido a su
relacién con la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales [23], [24] que apare-
cen en la solucién de diversos modelos asociados a fendémenos fisicos, bioldgicos, quimicos,

econoémicos, etc.

Dado que las propiedades de la matriz dependen del tipo de problema, generalmente en-
contrar la exponencial de una matriz consiste en desarrollar un método especifico y éptimo,
para cada situacién, por ejemplo [25], [26] muestran que en el anélisi de sistemas diferenciales
de procesos de tiempo continuo en teoria de control moderno, los resultados invariablemente
recurren a la expresién e, donde « es una constante y A es una matriz compleja cuadrada.
Otro ejemplo de este tipo lo podemos encontrar en el 4 rea de mecénica clésica [27], donde
el andlisis de trayectorias de puntos de masas cuya dinamica sea lineal en dos dimensiones
da como resultado que las trayectorias sean descritas por la exponencial de una matriz de

Hamilton aplicada a un vector de condiciones iniciales.

El método analitico basico para definir funciones de matrices se basa en la existencia de
la forma generalizada de Jordan, aunque también se ha desarrollado un método analitico
alternativo y muy facil de implementar, aplicables a funciones que admitan representacion

en series de Taylor. Mas ain nosotros extenderemos el término de funciones de matrices a

A

las funciones ¢— deformadas y analizaremos el significado de la expresion e;'.
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De otro lado, en 1998 con el fin de explicar el comportamiento de ciertos fenémenos
andmalos segun la mecédnica estadistica, C. Tsallis [1], introdujo un nuevo funcional de en-
tropia que depende de un parametro real ¢, llamado indice de entropia, de manera que cuando
q tiende a 1 recupera al funcional de entropia de Shannon; y con ello una extension de la
mecanica estadistica cldsica (Boltzman y Gibbs) a la mec4 nica estadistica no esxtensiva, en

la cual se considera que la entropia no es aditiva.

Con el desarrollo de dicha teoria, se han definido las funciones ¢—exponencial y ¢g—logaritmi-
ca [3] que contienen como limite (cuando ¢ tiende a 1) tanto a las funciones exponen-
cial y logaritmo naturales como a sus respectivas propiedades. También muchos resultados
matematicos se han desarrollado a partir de ¢ deformaciones. Una compilaciéon de los resul-
tados basicos, es dada en la tesis de Ernesto Borges Pinheiro, dirigida por T. Sallis. En dicho
trabajo Manifestaciones Dinamicas y Termodinamicas de Sistemas no Extensivos. se propone
como problema interesante, la defininicién y estudio de propiedades de la g—exponencial de

una matriz.

En el presente trabajo pretende dar la representacién matricial de la funcién exponencial
de una matriz cuadrada como el desarrollo de una serie de potencias, ademéas se estudiaran
las propiedades de la funcién g- exponencial, y asi hacer una propuesta para la representacién

matricial de la funciéon ¢—exponencial de una matriz y sus propiedades.

La memoria de tesis se presenta como sigue: El primer capitulo presenta una introduc-
cién al las funciones matriciales. Muestra una generalizaciéon de los conceptos de integral y
derivada para estas funciones.

El segundo capitulo expone las normas matriciales. El uso de normas nos permite hablar
de convergencia de sucesiones de vectores y por lo tanto de matrices. Estas también permite
definir de forma precisa las series de potencias de matrices. Este capitulo abre el camino para
definir ya en el capitulo 3 la exponencial de una matriz. En el capitulo 4 esta dedicado a
definir la ¢g—exponencial de una matriz cuadrada usando representacién en serie de potencias

y se desarrollan propiedades analogas a la de la exponencial de una matriz.



Objetivos

OBJETIVO GENERAL
Introducir y estudiar las propiedades de la ¢ -exponencial de una matriz, asi como divulgar

el desarrollo tedrico de las funciones g-exponencial y g-logaritmica.

ESPECIFICOS

e Realizar una revision de los resultados tedricos existentes sobre normas y series de
matrices.

e Estudiar las funciones exponencial y logaritmo q deformadas., asi como sus propiedades
y relaciones con las funciones exponencial y logaritmo respectivamente.

e Revisar los resultados tedricos existentes para la exponencial de una matriz mediante
desarrollos en series de potencia.

e Definir la Matriz g-exponencial y obtener su expresién mediante desarrollos en series
de potencias.

e Establecer las condiciones bajo las cuales la g-exponencial de una matriz A esta
definida.

e Obtener la derivada de la matriz g-exponencial y algunas propiedades de esta se-

mejantes a las de la matriz exponencial.



Capitulo 1

Calculo de Funciones Matriciales

Los conceptos de continuidad, derivada e integral de funciones reales de variable real son
ampliamente conocidos, asi como las condiciones para que una funcién f sea continua, difer-
enciable e integrable en un intervalo I. Se presenta a continuacion la generalizacién de los
conceptos de integral y derivada para funciones matriciales [9], que son extensién natural de

dichos conceptos para funciones reales de variable real.

b
DEFINICION 1.1. Si P(t) = [P;;(t)]; definimos la integral / P(t)dt por

/abP(t)dt - [/abpij(t)dt] (1.1)

Esto es, la integral de la matriz P(t) es la matriz obtenida integrando cada elemento
de P(t), suponiendo como es natural, que cada elemento sea integrable en [a,b]. Se
puede comprobar que la linealidad para las integrales se puede generalizar a las funciones

matriciales. Esto es:

b

[ ap+ sana = | [ (anst0+ o)

X
[ooions ]
s ]
]
[l fon
- / )t + / Q)

La continuidad y derivabilidad de funciones matriciales se definen también en funcién de los

|
Q

|
Q

elementos. Decimos que una funcién P(t) = [p;;(t)] es continua en ¢, si cada elemento p;;

es continua en t. La derivada P’(t) se define derivando cada elemento
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P'(t) = [pi;(t)] (1.2)
siempre que existan todas las derivadas pj;(t).

Se comprueban facilmente las reglas de derivacion bésicas para sumas y productos. Por

ejemplo, si P y @ son funciones matriciales derivables, tenemos

(P+Q) =P +@Q si Py Q son del mismo orden (1.3)

(PQ) = P'Q + PQ’ si el producto PQ esta definido (1.4)
En efecto, sean P(¢) = [p;(t)] v Q(t) = [gi;(1)]-

Luego (P + Q) (t) = P(t) + Q(t) = [pi;(£) + qi;(t)]

(P+Q) )] = (P()+Q1) = [py(t) + ¢;;(1)]" = [pi;(t) + gi;(t)]
= [pi;(0)] + [¢;(0)] = P'() + Q' (t) = [P+ Q' (1)
Estoes [(P+Q)(t)] =[P + Q'] (t), para todo t.

Ast que: [P+ Q] =P + Q'

Veamos ahora la prueba para la derivada del producto, para esto tomamos P y () matrices de
orden mxnyn Xp respectivamente, y sea C(t) = P'(t); D(t) = Q'(t); H(t) = P(t)Q(1),
donde h;(?) me qr;(t

Luego:

H(#) = [,(0)] = [%meqmt)] =[ %mk(tmml

= Z (p;'k(t)ij (t) +pik(t)QI/§j (t))] = [Z p;k(t)ij (t) + Zpik(t)qllcj(t)]

LEk=1

= CHQ) + P()D(t) = P(H)Q(t) + P(H)Q'(t)
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esto es [[PQ](t)] = [P'Q + PQ'] (t), para todo t, luego [PQ] = P'Q + PQ’
EJeEMPLO 1.2. Si P(t) es no singular, entonces:
(P7H(t) = —P T (P ()P (t) (1.5)

DEMOSTRACION. Como P(t) es no singular, P(t)P~'(t) =Z,. Luego

P#)P'(t)+ Pt) [P7'(1)] =0

P(t) [P ()] = —P(t)P7(t)

Esto es
(P—l)l — _P—lP/P—l

DEFINICION 1.3. La funcién matricial P(t) es una antiderivada de la funcién matricial
Q(t) en un intervalo Z si
P'(t)=Q(t), paratodo t€T (1.6)

TEOREMA 1.4 (Derivada Nula para Funciones Matriciales). Si P es una funcion matricial

tal que P'(t) =0 para toda t en un intervalo Z, la funcion matricial P es constante en
T.

DEMOSTRACION. Como P'(t) =0 para toda t en Z. Entonces pj;(t) =0 para toda ¢ en
7 y para todo ij. Luego por el teorema de la derivada nula para funciones reales, p;;(t) es

constante en Z, para todo j, esto es
pij(t) = ¢
Por lo tanto
P(t) = [pi ()] = [cy] =C
U

TEOREMA 1.5. S8t P y @ son dos funciones matriciales definidas en el intervalo I,

tales que
P'(t)=Q'(t) para toda t € T,
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entonces existe una matriz constante C' tal que
P(t)=Q(t)+C paratoda teT

DEMOSTRACION. Sea la funcién matricial H definida en Z por

H(t) = P(t)—Q(t) luego H'(t) = P'(t) — Q'(t) =0 para toda t €
H'(t) =0 paratoda t € Z
H(t)=C (por el Teorema 1.4)
P(t) —Q(t) = C paratoda t € T
P(t)=Q(t)+ C paratoda t €7

1. Teorema Fundamental del Calculo para Funciones Matriciales

TEOREMA 1.6 (Primer Teorema Fundamental del Calculo). Sea P una funcion matricial

continua sobre [a,b] y t € [a,b] cualquiera. Si

A(t) = / "P(s)ds entonces A'(t) = P(1) (1.7)
DEMOSTRACION. Sean A(t) = [a;;(t)], P(t) = [pi;(t)].
Luego
a0 = [ Pds= [ [ nutoias]
Asi .
eslt) = [ pits)ds (1.8)
O

Ahora como P es continua en [a,b], entonces cada p;; es continua en [a,b], luego por
el primer teorema fundamental del calculo para funciones reales (ver [17]) y (1.8)) se sigue

que

a;;(t) = pi;(t) para cada i,j y cada t € [a, D]

esto es
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TEOREMA 1.7 (Segundo Teorema Fundamental del Célculo). Sean P una funcién

matricial continua en |a,b] y A wuna funcion matricial tal que
A'(t) = P(t) para todo t € |a,b],

entonces

/ ' P(t)dt = A(b) — Ala) (1.9)

DEMOSTRACION. Sean A(t) = [a;;(t)], P(t) = [pi;(t)]. Como A'(t) = P(t) para todo
t € [a,b], entonces

/

a;;(t) = pi(t) para cada t € [a, D]

Como P es continua en [a,b], por el teorema fundamental del cdlculo para funciones reales

(ver [17]) tenemos que

b
/ pij(t)dt = a;j(b) — a;j(a) para cada 1,

OBSERVACION 1.8.
/P(t)dt = [/pz'j(t)dt + Cij] = [ai;(t) + ci] = [ai;(t)] + [ci5] = A(t) + C,

de donde

EJEMPLO 1.9. Para una funcién matricial P(t), / P(t)dt = 0.

/aap(t)dt: [/aapij(t)dt :} —[0] =0

En efecto,
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2. Formula de Integracion por Partes para Funciones Matriciales

Sean P(t) y Q(t) funciones matriciales, entonces

/P(t)Q’(t)dt = P(t)Q(t) — /Q(t)P’(t)dt (1.10)
En efecto

% [P)Q()] = P(H)Qt) + P()Q'(t), luego P(H)Q'(t) = % [P@)Q(H)] — P'(1)Q(t)

Integrando a ambos lados de la igualdad anterior respecto a t se tiene que

/ POQ(dt = [P(HQ(1)] — / Q)P (t)dt (1.11)



Capitulo 2

Normas Matriciales y Convergencia

En este capitulo estudiaremos lo referente a las normas matriciales y las series de matrices.
El concepto de norma matricial es de gran utilidad para el estudio de las series de matrices,
dado que un criterio de convergencia de una serie de matrices se establece en funcion de la
norma de una matriz. Motivo por el cual este capitulo prepara la teoria necesaria para el

estudio de las funciones de matrices que desarrollaremos en los capitulos siguientes.

1. Normas Matriciales

DEFINICION 2.1 (Norma Matricial). Una funcién |- || : C™*™ — R es llamada una

norma matricial si para todo A, B € C"*", se satisfacen las siguientes condiciones

Ny [|Af =0

No. A =0<= A=0

Ns. ||aAll = |al||A||, para cualquier « € C

Ny [|[A+ Bl < [|Al + [ B]

Ns. [[AB]| < || A]l|B]

DEFINICION 2.2 (Normas Equivalentes). Sean |||« y |- |lo dos normas en C™*"
se dice que || -]« ¥ |- ]lo son equivalentes, si para cualquier matriz A € C"*" existen

constantes a,b > 0 tales que

al[All. < [[Allo < 0l Al (2.1)

Para la prueba de que todas las normas en C"*", son equivalentes haremos uso del siguiente

resultado.

LEMA 2.3. Si ||-|| es una norma matricial y {A;, As,..., Ay} es una base para C™™,
entonces dado un conjunto de escalares no todos nulos {1, Ps, ..., 0.} eziste una constante

positiva k tal que
8141 + B2As + ...+ BuAul| > K (2:2)

TEOREMA 2.4. Todas las normas en C"*™ son equivalentes.

11
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DEMOSTRACION. Sean {Aj, As,...,A,} una base para C™™ y |[-|., | [0 normas
matriciales cualesquiera en C™*".

Ahora si A € C™", es no nula (para A = 0 el resultado es inmediato), existen es-

calares a1, as,as,...,q, no todos nulos tales que A = a;A; + aA,, ..., a,A,. Sea
n
oy . .
A= Z laj| v tomemos f3; = XZ Luego por el lema 2.3 existe una constante positiva k
=1

1
tal que ||B1A1 + Pods + ...+ LA« = XHOélAl + agAs + ...+ a,Anlls > k, de donde se

sigue que [|A]|« > kX = kZ laj|, esto es:

j=1
~ 1

Z la;| < cl| Al donde ¢= % (2.3)

j=1
Ademés ||A||() = ||Oé1A1 + OéQAQ, P ,anAnH(). Sea m = 121;2/%};{”141”0, ||A2||0, ey ||An||0}
Asi que

[Allo < leall|Axllo + |ea|[[Azllo + - - - + [an [ Anllo
< Jaalm + aslm + .. + anlm
= m (| + oo+ ...+ o) =m Y oyl
j=1

es decir

1Allo <m ) oyl (2.4)
j=1
De (2.3) y (2.4) se sigue que
IAllo < 0]| Al donde b= cm.
De igual forma se prueba que existe una constante positiva a tal que:
allAll, < 1Al

Finalmente se tiene que
al| Al < [[Allo < bl|Allx

y asi tiene que || -|ls v || |lo son equivalentes. Como || -+ y | ‘|0 son arbitrarias,
entonces el resultado es valido para dos normas cualesquiera, y por lo tanto todas las normas

en C™"™ son equivalentes. O
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Este teorema es de vital importancia, pues garantiza que la convergencia o divergencia de
una serie de matrices, como veremos mas adelante, es independiente de la eleccién de la

norma.

DEFINICION 2.5 (Norma de una Matriz). Si A es una matriz de orden m xn de nimeros
reales o complejos, la norma de A, designada por ||A||, se define [9] como el nimero no
negativo dado por la férmula

m n
1A= layl (2.5)
i=1 j=1
Es decir, la norma de A es la suma de los valores absolutos de todos sus elementos. Algunas
veces se usan otras definiciones de la norma, pero hemos elegido esta por la facilidad con la
que podemos demostrar las propiedades de la norma.

En efecto

(i) Por la definicién 2.5, es claro que ||A|| > 0 para toda matriz A.
(i)
1A =0 = Y > ayl =0« lay|=0. (Vie{l,2,....m} y V¥je{l,2,...,n})
i=1 j=1
= a;=0 Vie{l,2,....m} yVjie{l,2,....n}) <= A=0

(i)
laAll =) > laayl =) > lallayl = lal Y > layl = |all|A]

=1 j5=1 =1 j5=1 =1 j5=1
(iv)
A+ B = D> lai+bil <)) (Jail + b)) = ( e |bij|>
=1 j5=1 i=1 j=1 =1 7j=1 7=1
= O lagl+ > byl = 1A+ 1B
i=1 j=1 i=1 j=1

(v) Sean A de orden m xn y B de orden n X p.

m m P n m P n
14B]| = ZZ l Zambka <220 laubl =2 D laulb
ji= 1=1 j=1 k i=1 j=1 k=1
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OBSERVACION 2.6. En el caso especial B = A la desigualdad para ||AB||, se convierte

en ||A?%]| <||A||*>. Por induccién tenemos que
A% < |A|F para k=1,2,... (2.6)

Estas desigualdades se usaran en la discusién de la exponencial de una matriz.

1 o 2 2
EJEMPLO 2.7. Para A = <3 - ), |All = ZZ la;j| = 1|+ | —2]+ 3|+ |5 =11
i=1 j=1
EJEMPLO 2.8. Vemos que segin (2.5) , ||Z,]| = n.

En efecto
sea Z,, = (0;;), donde

1, i=j
52']': i,j€{1,2,...,n}
0, @i#J
Lok 17 =373 ol = 3o = 301 =
i=1 j=1 i=1 i=1
EJjEMPLO 2.9. Si || - || una norma matricial en C™", ysi S € C™" es invertible,
entonces
IAlls =[S~ AS|| (2.7)
es una norma matricial.
DEMOSTRACION. Sean A, B € C™™y |-/, una norma matricial inC"*"
(i) [|Alls = ||IST*AS|| > 0, dado que || -] es una norma matricial en C™*".

(ii)
IAlls =0 « [[STIAS|[=0
& STAS=0
& SSTTASST =0
& LT,AL, =0 A=0
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(i)

IS7H (@ A)S]| = [la(STAS)]
la]||STAS

el Alls

lecAlls

|IA+B|ls = |IST'(A+B)S|| =S'AS+ S 'BS|
< ||STTAS| + ||IST'BS
= ||Alls+ ||B|s

IS7H(AB)S|| = (ST AS)(S7'BS)|
< |57 As|ls~ Bs||
[A[lslBlls

IAB]s

O

EJEMPLO 2.10. Si una funcién matricial P es integrable en un intervalo [a,b], entonces

/P(t)dt g/ 1P| dt (2.8)

DEMOSTRACION. Sea P(t) = [p;;(t)], entonces |P(t)|| = ZZ |pi; (t)

=1 j5=1
Luego
b b

por lo tanto

b

‘/P(t)dt - ZZ /p,j
a =1 j=1 a
< ZZ ‘pw )|dt
i=1 j=17%

-/ (Z_Zm]-(m)dt
- / 1Pt |t



2. NORMA MATRICIALES INDUCIDAS POR UNA NORMA VECTORIAL 16

' / " Pyt

2. Norma Matriciales Inducidas por una Norma Vectorial

Asi
b
< / |P(t)dt

Es usual que la norma matricial esté intimamente ligada a una norma vectorial.
En esta seccion mostraremos el procedimiento para construir una norma matricial sobre
C"*™ compatible con una norma vectorial dada sobre C".

Para esto comencemos definiendo lo que es una norma vectorial.

DEFINICION 2.11 (Norma Vectorial). Sea V' un espacio vectorial sobre C. Una norma
vectorial en V' es una funcién || - || definida de V' al conjunto de los nimeros reales no

negativos tal que para todo x,b € V, satisface las siguientes propiedades:

1). [lll >0
2). [z =0<=2=0
3). Azl = |Alll]

4) Nz +yll < ll=ll + llyll

La norma de un vector x se puede considerar como la longitud o magnitud del vector x. El

concepto de norma generaliza la nociéon de valor absoluto de un nimero real o complejo.

Es inmediato verificar usando la propiedad (4) de la definicién 2.11 que:

Hlall = Nyl < llz =yl (2:9)
Se pueden definir una infinidad de normas sobre C".

Las siguientes son algunas de las normas de uso més frecuente en C".

EJEMPLO 2.12. La norma Euclidiana (o norma 2) se define por

xy
" 1/2
2 Z2 n
(|2 = (Z E ) , z=|"|ecC (2.10)
i=1 :
Ly,

Veamos que |[[z]]z es una norma

e Es claro que ||z||2 > 0, dado que |z;| >0 Vie{l,2,-,n}.
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" 12 .
|zl =0 <= (Z\W) 0= |zf=0, Vie{l2..,n)
i=1 =1

— |z*=0, Vie{l,2,....,n}<=|z|=0, Vie{l,2,...,n}

— x;,=0, Vie{l,2,....n}<=2x=0

n 1/2 n 1/2 n 1/2
o [Joxfly = (ZlainQ) = <Z|a|2lafi|2) = |af (ZI%IQ) = [l
= n 1/22':1 n 1/2 ni:l 1/2
o [z +yll2= (Z |z +in2> < (Z Ixi\2> + (Z \yi|2> = [lzll2 + llyll2 Lo
=1 =1

i=1
cual prueba que | -]z es una norma sobre C". El tltimo resultado es un caso

particular es la conocida desigualdad de Minkowski [16], la cual establece que

para p > 1,

n 1/p n 1/p n 1/p
(ZIxﬁwl”) < (zw) . (z w) 1)
=1 =1 i=1

EJeEMPLO 2.13. La norma Suma (o norma 1) definida por:

x1
n o
ol = |z,  x=]|""|ecC" (2.12)
i=1 .
Tn

Veamos que || - [|; una norma.

e Es claro que ||z||; >0, dado que |z;| >0 Vie{l,2,-,n}.

lei=0 = Y |oil=0<|u| =0, Vie{l,2,...,n}
=1
— 1;,=0, Vie{l,2,....n}<=x=0

o lazll =Y lazi| =) lallei] = a] Y |z = |of||z]:
i=1 i=1 i=1
o lletyll = |+l <Y (wal +lyil) = Y il + Yyl = Nl + llylh
i=1 i=1 i=1 i=1
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EJEMPLO 2.14. La norma p, definida por:

T
n 1/p .
2
|z, = (Z mv) ,peR, p>1, z=|"|ecC" (2.13)
i=1 :
Tn
Note que |||l v || -]l2 son casos particulares de || - ||,.
Veamos que || - ||, es en efecto una norma.

e Es claro que ||z||, >0, dado que |z;| >0 Vie{1,2,-,n}.

n 1/p n
[zl =0 <= (Z\xi\p> =0 |nfP=0, Vie{lL2... n}
i=1 i1

— |z|"=0, Vie{l,2,....,n}<=|z;|=0, Vie{l,2,....n}

— 1;,=0, Vie{l,2,....n}<=x=0

n 1/p n 1/p n 1/p
o], = (zmiw) :(zmw) :(wzw)
i=1 =1

n 1/p
= o <Z|f'3i|p> = |af|lz[],

i=1

n 1/p n 1/p n 1/p
o |z +yl,= (Z | +in”> < (Z |in”> + (Z |in”> = ||zl + lyllp,
i=1 i=1 i=1

por (2.11).

EJEMPLO 2.15. La norma méxima (o norma oo) o norma de Chebyschev, definida por

I#lloe = o [z (214)
Se puede probar que
[#][oc = Hm ||z, (2.15)
p—o0

Veamos que || - [l es una norma.

DEMOSTRACION. e Es claro que ||z]|s >0, dado que |z;] >0 Vie {1,2,-,n}.
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[ J
|Z||oo =0 <= méx |z;] =0<=|z;| =0, Vie{l,2,...,n}
1<i<n
— x;=0, Vie{l,2,....n}<=2x=0
[ J
lozlloo = max |ow;| = max [afjaz;] = |of mix | 2] = [[l|l]
[ ]
ot vl = i e+ ol < o (Jd + [3)
= (s o) + (s b ) = el + s
Lo cual prueba que |- ||o es una norma. O
OBSERVACION 2.16. Note que |||/, ||-ll2 v || |le satisfacen la siguiente relacién
1] oo < 22 < ||2||1, para todo z € C" (2.16)
En efecto
x1
x
Sea w=|
Tn
Supongamos que el 52%};|$Z| ocurre en i =k, estoes |xy| = méx |z:| = ||z co-

n n
Ahora [zy]* < a1 * + [l + .. 4 > =) |zif? estoes |ay < Jal?,
i=1 i=1

" 1/2
de donde |x;]* < <Z \xl|2) , es decir

i=1

[zl < |2 (2.17)

Veamos ahora que [|z||2 < ||z]|1 En efecto, para esto debemos probar que

Z jzil* < <Z \xi\) (2.18)

Miremos la prueba por induccion matematica.
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e Para n =1, el resultado es claro.
e Supongamos que el enunciado es valido para n y veamos que se cumple para n + 1.

En efecto

n+1

n n 2
S lalt = Yol bt < (3] el
i=1 i=1 i—1
n 2 n
<Z |x,.|> +2 <Z |x,.|> | + [

i=1 =1

n 2 n+1 2
(z o + |xn+1|) _ (z w)
=1 i=1

n+1 n+1 2
esto es Z |lz;]? < <Z |:1:Z|)
i=1 i=1

lo cual pr_ueba que el enunciado es valido para n 4+ 1 y por lo tanto se cumple para
todo n € N, de donde se sigue la valides de (2.18).

n n 2
Ahora, como Z |{EZ|2 < (Z |:1:Z|> , entonces
i=1

1=1

IN

n 1/2 n
(Z mﬁ) <> lal, esdecir x|y < [l (2.19)
=1 =1

Luego de (2.17) y (2.19) se sigue que
[2lloe < llzll2 < ll2llx

También se puede probar que para cualquier x € C",

1
Szl < llzllzs llzllz < lllh < Vollellz, - izl < flelle < 2l (2:20)

Lzl
— ||
Nk

DEFINICION 2.17 (Normas Equivalentes). Dos normas N; y Ny sobre C" se dicen

equivalentes si existen constantes cy,co > 0 tales que
Vaxe (O ClNl(LU) S NQ(SL’) S CgNl(SL’) (221)

Las desigualdades en (2.20) nos dicen que las normas ||-||1, ||-]l2 v |||l son equivalente.

Maés aun se puede probar que cualquiera de dos normas en C" son equivalentes [ver [8]].
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EJEMPLO 2.18. Sea x = , calculemos ||z|l1, ||zll2 v [|2]lco-

O W NN =

1/2
En efecto: ||zl = (Zj‘zl \%\2) /

4 1/2
1/2
lll = <Z|xil2> = (|1 + 22 + |25 + [24]2)
i=1

lzl: = (1+4+9+0)"* =14

4
Izl = > lail = |2 + |wa| + |2s] + |2a| = 1+2+3+0=6

i=1

[2llee = max fz;] = max {[z1], [z2], |3, |74} = max {1,2,3,0} =3
1<i<4

EJEMPLO 2.19. Otro ejemplo de norma en C" viene dado por:

x1
n . )
lofl =Y 27| con x=|" (2.22)
i=1 :
T

Veamos que (2.22) es en efecto una norma.

e Claramente ||z|| >0, dado que 27%z;| >0 Vie{1,2,...,n}

Iz =0 = > 27zl = 0= 271;| =0 |2;| =0 Vie{1,2,....n}
=1
— 1,=0 Vie{l,2,....n}<=2z=0

n n n
o llaz = 27 az,| = Y 27 |allzi] = | Y27 ai] = |al|l2]
. i=1 i=1 i=1

lz+yl = D 27w+l <27 (|mil + wil)
i1 i=1

= > 27w+ Y27yl = el + lyl
1=1 1=1
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Lo cual prueba que (2.22) es una norma en C".

DEFINICION 2.20 (Norma Matricial Inducida (subordinada) por una Norma Vectorial).
Si se ha especificado una norma vectorial || -] sobre C" y A € C™*" su norma matricial

subordinada se define [16]como

|A|| = méx ||Az], zeC" (2.23)

llzll=1

Esta también se conoce como la norma matricial asociada con la norma vectorial dada.

TEOREMA 2.21. si || - || es cualquier norma sobre C", entonces la ecuacion (2.23)

define una norma matricial sobre el espacio lineal de todas las matrices de orden n X n.

DEMOSTRACION. Veamos que se satisface los axiomas correspondientes a la definicién
2.1. En efecto:
o 4] = 0.
sea xg € C", como |lzo||=1y A e C™".
Luego Az € C" y asi ||A| = maxq=1 [|Az| > ||Azo|| > 0.
e Al =0« A=0.
note que A=0= A = ||I?||é—}§ |Az|| =0, dado que ||Az||=0 VazeC"

Asi mismo ||A|| =0= |fn||é}§ |Az|| = 0= ||Az||=0 VzeC" |z|=1

0

ay;
. a9

= A= ?] =0, Vje{l,2,...,n} = A=0; dado que cada columna de A es nula
Qpj

de lo anterior ||A|| =0= A =0, de lo cual se sigue que ||A] =0<= A=0.

o [[aA] = [all|A]l.
leA]l = méx [[(eA)z|| = mdx |af[|[Az]| = [o] max [|Az]] = |of [ A]
Jel=1 lel=1 lel=1
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o [[A+ Bl <Al +[I1B]

A+ Bl = mix |(A+ B)a| = méx | Ar + Ba| < mx (| Ax] + || Bal)

< mix Az + mix o 52l = 141+ 131

o [[AB]| < [lA]]IBII

Veamos inicialmente que

[Az|| < [[Allllz], VazeC (2.24)
En efecto: Para x = 0, el resultado es obvio.
Ahora, para x #0, sea v = Hx—H, asi ||v]| =1
x

Por lo tanto de la definicién 2.20, se sigue que:

| Az]]
]

4 = 4] 2 [l 4v] = |[ A =

[[Az]|

el
cual prueba (2.24).

esto es || Al > de donde ||Al|[|z| > ||Az||, es decir ||Az| < |A[l||z] lo

Luego
[ABI = mix [(AB)] = mix | A(Bx)]| < mix |A] | Bal
<[4l mx |B=| = 4] 1]

ast [[AB|| < [|A[[[|B]|

O
De lo anterior se sigue que (2.23) define una norma matricial sobre C" Nétese que
]l = mx | Tz = i ol = 1
asi que para toda norma matricial subordinada se tiene que
1Zall =1y [[Az]| < [[A[[[[z]] V2 eC"
En general si || -] es una norma matricial cualquiera sobre C™"*™, se cumple que:
|Znl] > 1 (2.25)
A7 > L para A invertible (2.26)

1Al
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estos resultados se pueden verificar facilmente.

En efecto

[Znll = [[Zn - Inl| < | Znf[|[Zn]l = [[Zn] < [ Zofl|Zo] = |1Zn] > 1

dado que Zn #0, ||Zn|| > 0.

Luego: para A invertible,

1< ||IZn] = [AATH] < AIA™|

1

esto es A 471 2 1, de donde |47 > =

Veamos ahora como se definen explicitamente las normas matriciales inducidas por las nor-

mas vectoriales || - |1y || |lco-

EJEMPLO 2.22. Sea ||-||; la norma matricial inducida por la norma vectorial || - ||;.

Por definicion 2.20,

[A[ly = méx [[Az],
Jall=1

Mostremos que si A = [a;;], entonces

4l = max Z as] (2.27)
En efecto: si = = [xq, 29, ... ,xn]T € C", entonces

[Azlly =

n n
Z%% <32 gl =2 bl 2 o
i=1 j=1 =1 =1

(; \xj|> (gglag > |au\> = ||z (lrgag: > |au\>

IA
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esto es ||Az||; < ||z| (max Z |a”|) Ve € C", de donde

||Az||; < (max Z |a”|> con |jz]; =1

Asi que:

IA[lx < (max > Iau\) (2.28)

n

Supongamos ahora que el 1max Z la;;j| ocurre para i ==k, ke {l,2,...,n}, estoes
=1

max Z |ai;| = Z i

y tomemos xg=¢e; = [0...1...0]", entonces |zl =1.
n

Luego || Azolli = |ax| = méx Z |ai;|.

1<j<n
i=1

Asi que

I4ll = mix | Az|y > |l Az

Es decir

IAl > méx Z |aj] (2.29)

Asi de (2.28) y (2.45) se sigue que

|Al; = méx Z|a,j|

1<j<n

Esta norma ||-]|; también es llamada norma méxima suma de las columnas o simplemente

norma columna.

0 1 -1
Por ejemplo, para la matriz A= 2 1 3 |,
-5 2 1
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ST SITVET I TS i)

= méx{\au\ + ‘CL21| + |a31|, |a12‘ + |a22| + |a32‘7 ‘CL13| + |a23| + |a33‘}
= méx {|0] + |2| + | = 5[, |1 + [1] + [2],| = 1| + 3] + |1]}
= méx{7,4,5} =7

EJEMPLO 2.23. Sea |||~ la norma matricial inducida por la norma vectorial || - ||oo.
Por definicién 2.20,

|Alloe = “m”a>§ | Az oo

Mostremos que si A = [a;;], entonces

Al = i Z ] (2:30)
En efecto, si = = [x1, 29, ... ,xn]T € C", entonces
n
— 4 | < 3 Z <
Ml = s | S| < i 3l < o D [|am| i I
J= Jj=

n

< 4 .

< (ggég; E 1 Iaml) [l
‘]:

1<:i<

esto es ||Az|l < <max Z |a2]\> |z]|o;, Vz € C", de donde

n
Azl < (me w) - con el =1
‘7:
Asi que:
n
[ Al < (f?%zl |az'j|) (2.31)
]:

Veamos ahora que

(121%)’{“21‘%0 < [ Alls (2.32)
‘]:
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. . . . . T
En efecto: note que paracada i € {1,2,...,n} existe el vector z' = [:L’Zl, C T .x;] e C,
donde
o G #0
T
T =
1 Qi = 0

tal que ||2']|eo =1 y aijx;'- = |ag|.

Luego

1Aloe = max [[Az]lo > [ A2’[loo = méx

[[#]loo=1

Z

= max
1<i<n

—‘f2%§-j£:|au|

n
Z |aij]
j=1

es decir méx;<i<y Zyzl lai;] < ||Al|oo-

lo cual prueba (2.32).

Por lo tanto de (2.31) y (2.32) se sigue

n
[Allee = ggagglzl |aij]
J:

Esta norma || - |l también es llamada norma méxima suma de las filas o simplemente
norma fila.
0 1 -1
Por ejemplo, para la matriz A= 2 1 3 |,
-5 2 1
3 3 3
[All = {E%ZWM —maX{Z;WUL Z;\azﬂa z;msﬂ}
j= j= j=

= méx{|a11| + |aia| + [as|, |ao1| + [age| + |ass|, [as1| + |asz| + |ass|}
= max {[0] + [1] + [ = 1|, 2| + [1] + [3], | = 5] + [2] + [1[}
= méx{2,6,8} =38
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A diferencia de las normas matriciales ||-||; v ||, paralanorma | -|2 no se dispone

de una férmula como (2.27) o (2.30) que exprese de manera sencilla || Alls en términos

de las componentes de la matriz A. Para || - || se tiene que [|A]|2 es el mdximo de los
valores propios de A A [16], es decir, ||A]ls = max {\/X/)\ es un valor propio de AHA},
la norma matricial || - ||z se conoce como norma espectral.

DEFINICION 2.24 (Ntdmero de Condicién de una Matriz). Para una matriz A € C™*"

invertible, el nimero de condicién de A notado K(A), se define por

K(A) = [[Af[A™] (2.33)

Su valor depende de la norma seleccionada y tiene sus aplicaciones en anélisis numérico [12].

Propiedades del niimero de condiciéon de una matriz.
e Para A € C™" invertible
K(A)>1 (2.34)
En efecto: 1= | Zn = [| A=Y < A A~ esto es K(A) = [|A]|A1] = 1.
e Para Ae C™" X#0, A, invertible

K(M\A) = K(A) (2.35)
En efecto:
KA = M) = I/\IIIAlllléA_lll = IAIIIAIIﬁIIA_lll
= [AIIA™ = K(4)

e Para A, B € C™*", invertible
K(AB) < K(A)K(B) (2.36)
En efecto:

K(AB) = |AB|||(AB)™" || = [ABIIB= A < A BIIB 1A~
= (I1AINATH) (1BIIBHI) = K(A)K(B)

EJEMPLO 2.25. Si A € C™*" tiene un punto fijo no trivial
(es decir, Az ==z, = #0), entonces |A] > 1.
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DEMOSTRACION. Sea xo € C", xy# 0 tal que Azy = xy.
Luego  [[Azol| = [lzoll = llzoll = [[Azoll < [[Aflllzoll de donde [[zof < [[Aflllzoll v
asi ||A]| > 1 dado que ||| > 0. O

3. Series de Matrices

El objetivo de esta seccién es introducir las series de matrices. El uso de normas nos permite
hablar de convergencia de sucesiones de vectores y por lo tanto de matrices.
El estudio de normas de matrices es necesario para definir de forma precisa series de potencias

de matrices.

DEFINICION 2.26. Sea {xj} una sucesiéon en C", x € C" y | -] una norma vectorial
en C".
Decimos que {zy} converge al limite z (lo cual notamos kh’m Ty =2 0 T — = cuando
—+00

k — 400), si
(e>0)FmeN)(k>m = |z — x| <¢) (2.37)

Se satisfacen las siguientes equivalencias

D).

lim zp =2 <= lim |ap—2z|| =0 (2.38)
k——+o00 k——+o00
i).
kgrfoo Tp =2 = kgrfoo T =T (2.39)

Para cada j € {1,2,...,n}

La equivalencia dada por (2.39) dice que la nocién de convergencia definida por (2.37) cor-

responde a la idea natural de convergencia “componente a componente”.

DEFINICION 2.27. Sea {A}, Ay = [alj], una sucesién de matrices en C™" y sea
A= [CLU] en C™*",

Decimos que {A;} converge al limite A y lo notamos lim A, = A o también A, — A

k—o0
cuando k — 400, si
m af, =a;, Vi,je{1,2,...,n} (2.40)
k—+00
se cumple que para cualquier norma matricial || - | sobre C™*"
lim Ay =A<= lim ||[Ax—A| =0 (2.41)
k—+00 k—+o00
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DEFINICION 2.28. Sea A € (C™". Si kh’m A* =0, decimos que A es una matriz
—4-00

convergente.

TEOREMA 2.29. Sea A € M, x,(C). Si existe una norma matricial ||-|| tal que ||A] < 1,

entonces A es convergente

DEMOSTRACION. Sea ||| una norma matricial tal que |[A| < 1. Por (2.6) se tiene
que ||A*|| < ||A]|*, y dado que ||A]| < 1, entonces ||A||* — 0, cuando k — +o0, esto

significa que ||A¥|] — 0 cuando k — oo, esto es klirf |A¥|| =0, lo cual equivale a
—+00

lim ||A* — 0| = 0, de donde se sigue por (2.41) que lim A* = 0. O
k—o0 k—o0

DEFINICION 2.30 (Serie Convergente de Matrices). Sea {Ax}?2, una sucesién infinita
de matrices con elementos en C™*™. Con esta sucesién se forma la sucesién de las sumas

parciales

k
Se=> A;, k>1 (2.42)
j=1

o
la serie de matrices E A; converge si la sucesién de sumas parciales converge.
Jj=1

Otra forma de ver la convergencia de una serie de matrices es la siguiente.

k

Designemos el elemento ij de Ay por a;; sitodaslas m xn series

Ydi o (i=12...m; j=12...n) (2.43)
k=1

o0

Son convergente, decimos entonces que la serie de la matriz E A* es convergente, y su
k=1

suma estd definida como la matriz n X m cuyo elemento ij es la serie (2.43).

Un sencillo 1til criterio de convergencia de una serie de matrices puede darse en funcién de

la norma de una matriz.

El teorema que sigue nos da una 1util condicién suficiente para la convergencia de una serie

de matrices.
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TEOREMA 2.31 (Criterio de Convergencia para Series de Matrices). Si {Ax} es una

o
serie de matrices m X n tales que Z |Axll« converge para alguna norma matricial | - ||.,

k=1
00

entonces la serie matricial E Ag  también converge.
k=1

o
DEMOSTRACION. Sea || - || una norma matricial tal que Z | Ak||« converge, entonces

k=1
00

la serie Z | Ag|| también converge para la norma dada por (2.5) dado que todas las normas

k=1
en C™*" son equivalentes.

Ahora, designemos el elemento ij de Aj por az(-j). Dado que \afj\ < Z Z |a§j)\ = || Al|,

i=1 j=1
[e.e]

y €como E |Ax|| converge, entonces por criterio de comparacién directa cada una de las
k=1

o0
i (k) bsol ] impli d de 1 i
series aij converge anso utamente, O que a Su vez 1mp 1Ca que cada una de las series
k=1

[ee] o0

(k) . .
E a;;’ converge, por lo que la serie de matrices E Ay es convergente. U
k=1 k=1

o
En particular, para matrices cuadradas la serie de potencia g lex||A%|| es convergente si

k=0
00

lo es la serie numérica Z e | A]F.
k=0

En efecto: Designemos el elemento ij de Ay por ag?), asi el elemento ij de c,A* es cra

(k)

ij
Luego

m n
k
lexaly] = lellali] < leel DY af)| = lexl[AF] < lexl | AlF

i=1 j=1
esto es |epal;| < |exll|AllY.
o0 o0
Como Z lex||All¥  es convergente, entonces cada una de las series chafj converge
k=0 k=0

absolutamente y por lo tanto cada una de ellas es convergente, lo cual prueba que las serie
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o
de matrices E cA¥ también converge.

k=0
00 00

De lo anterior se sigue que g A* es convergente si la serie E |A||* es convergente.
k=0 k=0

TEOREMA 2.32 (Series de Neumann). Si A € C™*" y ||A|| < 1 para alguna norma

matricial, entonces I, — A es invertible y

= i A* (2.44)

1
Ademss ||(Z, — A)7Y <
1—[lA]

DEMOSTRACION. Sean A € C™" y | -| una norma matricial tal que |A4| < 1.

Como ||A|| < 1, entonces la serie Z |A||* es convergente y en consecuencia ZAk
k=0 k=0
también converge.
Sea B = ZA’“, luego
k=0
(Z, — A)Sy, = (T, — AZAJ: A) (T, + A+ A+ ...+ AF) =7, — A

Esto es (Z, — A)Sy = I,, — A*™' de lo cual

lim (Z, — A)S, = lim I, — AF! (2.45)

k—+o00 k—+o00
Ahora como ||A|| < 1, entonces por el teorema 2.29 A es convergente, es decir, lim A*! =0
k—+o0

asi de (2.4) se sigue que (Z, — A)B =Z,, esto ultimo implica que Z, — A es invertible y
(Z, — A)~' = B, lo cual prueba que (Z, — A)™' = ZAk.
WL E Z A1 = =
k=0
1
Asf mismo por (2.44), |(Z, — A7 > ——.
11— A

1 1
> .
I(Z = A (1 Zall + (1Al

Ademés note que ||(Z, — A)7!| =

Como |[(Z, — A)|| < ||IZ]| + || A||, entonces



3. SERIES DE MATRICES 33

1 1
> , asl
I(Zn = Al — 1+ 4]

1 1
< |(Z, - A7 <
Ty < 1= A= 1

Ahora, si || -] estal que [|Z,|| =1, entonces

OBSERVACION 2.33. Una forma equivalente del teorema 2.31 es la siguiente:

Sea A € C™"  si para alguna norma matricial se tiene que ||Z, — A|| < 1, entonces A es

invertible y

o0

AT =3 (T, - A (2.46)

k=0
COROLARIO 2.34. Si A€ C™™ es invertible y B € C™*™ es tal que

1

|A = B[l <
A=

Para alguna norma matricial, entonces B también es invertible.
DEMOSTRACION. Note que
B=A-(A-B)=A[L,— A"'(A-B)] (2.47)
Probemos que la matriz Z, — A~'(A — B) es invertible

En efecto, dado que:

1
A=

AT A= B < [ATIA =Bl < [AH] - =1,

es decir ||A™'(A — B)|| < 1, entonces por el teorema 2.32 se sigue que Z, — A~'(A— B) es

invertible, lo cual prueba que B es invertible por ser el producto de matrices invertibles. [J

TEOREMA 2.35. Sea A, B € C™" y ||| cualquier norma matricial sobre C™ ™ tal
que ||Z, — AB|| <1, entonces A y B son invertibles y ademds

[e.e]

Bi I,-AB)* y B'=) (I,- AB)’A
k=0

k=0
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DEMOSTRACION. Como ||Z, — AB|| < 1, la observacién 2.33 nos garantiza que AB es

invertible y su inversa es

[e.e]

(AB)™' =) (T, - AB)".

k=0
Asi mismo resulta que A y B son invertibles.

Ademads

A™ = L,A'=BB A =B(AB)"' =B) (T, - AB)"

B = B'I,=B'AT'A=(AB)'A= (I, - AB)*A
O

TEOREMA 2.36. El conjunto de matrices C™ ™ invertible es un conjunto abierto en el
conjunto de todas las matrices C™*™.
Esto es, si A es invertible, existe un nimero positivo € tal que toda matriz B que satisface

|A— BJ|| < e también es invertible.

DEMOSTRACION. Sean S el conjunto de todas las matrices invertibles en C™*" y E el

conjunto de todas las matrices C™*™. Claramente S C F.

Para A € S, sea €= > (0. De donde para cualquier matriz B en E para la cual

1
A=

|A— Bl <e= se sigue por el corolario 2.34 que B es invertible. O

1
A=

COROLARIO 2.37. Si A € C™™ es tal que ||Al| < 1 para alguna norma matricial,
entonces I,+ A es invertibley (Z,+A)' =T —A+A?—A3+... ademds |[(Z,+A)7] <

1=[|A]
DEMOSTRACION. || — A = ||[(=1)A| = | — 1]J]4]| = ||A|| < 1, luego por el teorema
232 I,+A=1I,— (—A) esinvertibley (Z,+ A)~' = Z(—A) =T, - A+A* - A%+
k=0
ademas
I(Z +A) 7| = Z <D NED <Y I=A)E = Z 1AJI* = HAH
k= = k=0
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COROLARIO 2.38. Sean A,B € C™", A invertible y ||-| una norma matricial tal que
|B—A| < entonces
||A i
=AY (T,-BA™
k=0

DEMOSTRACION. Como A es invertible y ||B — Al < entonces por el corolario

1
| A=
2.34 B es invertible. Ahora, como A~! y B son invertibles y dado que |Z, — BA7!|| =
[AA™! — BATY| = [[(A=B)A7Y| < (A= B)|[|A7] < AT =1

entonces

IIA [A=T]

Bl =AY (T, - BAT
k=0
O

Podemos obtener la formula para (A+ B)™' a partir de la serie de Neumann de la siguiente

manera.

COROLARIO 2.39. Sean A, B € C™ " A invertible y |A™'BJ|| <1, entonces (A+ B)
es invertible y
(A+B)™*t = (Z(—A‘lB)k> AL
k=0

DEMOSTRACION. Note que A+ B=A[Z, — (-A7'B)] y | -A7'B||=|4A'B|| <1
Dado que ||[A7'BJ|| < 1, por teorema 2.32 Z, — (—A™'B) es invertible y asi A+ B es

invertible por ser el producto de matrices invertibles.

Por teorema 2.32 se tiene ademés que [Z,, — (—A7'B)|™' = Y77 (A7 B)~.

Luego (A+ B)™' = [A[Z, — (—A—lB)H‘1 =L, - (—A'B) A = <Z(—A—1B)k> Al
k=0 0



Capitulo 3

Exponencial de una Matriz

En este capitulo usaremos el concepto de series de matrices convergentes para abordar
el problema de la exponencial de una matriz. La exponencial de una matriz cuadrada A se
define por > 7, Ak—f lo cual nos lleva al problema de calcular las potencias de la matriz A,
proceso que no es nada facil a menos que A sea una matriz diagonalizable. Muchos de los
resultados tedricos obtenidos para la exponencial de una matriz son de facil deduccién para
las matrices diagonalizables.

Aplicando el teorema 2.31, es facil demostrar que la serie matricial

(o]
Ak
T (3.1)
k=0
converge para cualquier matriz cuadrada A con elementos reales o complejos.
En efecto, analicemos la convergencia de la serie Z H —" .
Observe que -
H H IIAkII I Al
-k
4k
Puesto que la serie Z T converge para todo numero real a (converge a e®), entonces la
k=
k
serie Z 14 H converge, luego por el criterio de la comparacion la serie Z H—H converge
’ k!
[o¢] k. N
y asi por el teorema 2.31, la serie Z T también converge para toda matriz cuadrada A.
k=0

DEFINICION 3.1 (Exponencial de una Matriz). Dada una matriz cuadrada A, ., con
elementos reales o complejos, definimos la exponencial e?, como la matriz n x n dada por

la serie convergente (3.1), esto es

A — JR—
e’ = i (3.2)
k=0
EJEMPLO 3.2 (1) Si 0 € C™" es la matriz nula, entonces ¢ = Z,,.

36
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DEMOSTRACION. Es claro que 0F = 0 para cualquier k € N, y dado que para
AeCmm

. Ak A2 A3

A _ _

e —k _k!_I"+A+_2!+_3!+”'
—0

En particular se tiene que
k 02 03
|

=0
0=\ =17, —t+ —+... =1,
e Z;k +0+2f%m+

(2) Calcule e parala matriz D € C**" dada por

Solucién: Por induccién se puede probar que Vk € N

&0
Dk: . .
0 ... d
Ahora por (3.2) se tiene que
e k 0 1 2
el = 2:2+2+2+m
k! 0! 1! 2!
k=0
1 ...0 d ... 0 12 .0 1B .0
= : N N : . + R +
0 ... 1 0 ... dy 0 ... L2 0 .. i
1+d+gdi+5di+... ... 0
0 1+d, + 5d2 + 5d3 +
Ziodk—% 0 e .0
0 L.oYX L 0 ... eh

k=0 k!

Esto es, e = diag {e®,... e™}.
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NotA 1. Con la ayuda de las ecuaciones diferenciales se estudiardn otras propiedades de

la exponencial.

1. Ecuacién Diferencial cuya solucién es e/

Sean t un ntimero real, A una matriz nxn y E(t) lamatriz n xn dada por E(t) = 4.

Mantendremos A fijo y estudiaremos esa matriz como una funcién de t.

Primeramente hallaremos una ecuacién diferencial a la que E satisface.

TEOREMA 3.3. Para todo real t la funcién matricial E definida por E(t) = e satisface

la ecuacion diferencial

E'(t) = E(t)A = AE(t) (3.3)

DEMOSTRACION. Tenemos que
(AR SNtk Ak

k!

|
k=0 ) k=0

th Ak t*aj;
sea af] el elemento ij de A*, entonces el elemento ij de o es k'J . Luego de la

definicién de serie matricial tenemos

thAR SN,
o :Zlg%] (3.4)

k=0 ) k=0

Noétese que cada elemento del segundo miembro en (3.4) es una serie de potencia en t,

converge para todo t, cuya derivada viene dada por

o

1
dtzkv i Zkvtk 1 Z:thk 1 k Zkl ZH

k=0

esto demuestra que existe la derivada E’(t) y viene dado por la serie matricial

E'(t) = Zt ‘2; = (Z %) A=E()A

k=0 k=0

Dado que A = A*¥A = AA* podriamos escribir A**1 = AA*F vy asi obtener la relacién
E'(t) = AE(t). Esto completa la demostracién

En resumen
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TEOREMA 3.4 (No Singularidad de e'4). Para toda A € C™™ y para todo t real,
tenemos
et =T, (3.5)

DEMOSTRACION. Sea F' la funcién matricial definida para todo ntimero real ¢ mediante
la ecuacion

F(t) = et

Debemos ver que F(t) es la matriz identidad Z,, donde la derivada F’(t) es la matriz nula.

Derivando F' como un producto y recordando el resultado del teorema 3.3 tenemos
F/(t) _ (etA . e—tA)’ — oA (e—tA)’ + (etA)/e_tA — oA (—Ae_tA) + AetletA
— _AetAe—tA + AetAe—tA =0

Por consiguiente segtin el teorema 1.4 F es una funcién constante. Pero F(0) = % .94 =
eV e =7,7, =TI, por lo cual para todo real t, F(t) =1Z,, lo cual demuestra (3.5). O
Luego et tA tA)_l _ oA

es no singular, y su inversa es e~** esto es (e

TEOREMA 3.5 (Unicidad Para la ecuacién Diferencial Matricial F'(t) = AF(t) ). Sean
A y B dos matrices constantes nxn. La unica funcion matricial F, nxn que satisface

el problema de valor inicial
F'(t) = AF(t), F(0) = B, para —oo <t < oo

€es

DEMOSTRACION. Note que e B es una solucién.

En efecto
d

7 (e“'B) = (Ae'*) B= A (¢"'B)
Sea ahora F' una solucién cualquiera y consideremos la funcién matricial
G(t) = e " F(t)
derivando este producto tenemos
G'(t) = —AeTMF(t) + e F'(t) = —Ae " F(t) + e AF(t) = 0

Por consiguiente G es una matriz constante,

Gt)=G(0)=e"F(0)=Z7,F(0)=F(0=DB
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es decir
eMP(t) =B
Luego
e ME(t) =B yasi, I,F(t)=¢"B, estoes, F(t)=¢e"B

U

OBSERVACION 3.6. El mismo tipo de demostracién hace ver que F(t) = Be!t es la

unica solucion del problema de valor inicial

F'(t)=F(t)A, F(0)=B

2. Ley de exponentes para exponenciales de matrices
La ley de los exponentes eA1? = e4eB no siempre es valida para exponenciales de matrices.

No obstante la férmula es valida para matrices permutables.

TEOREMA 3.7. Sean A y B dos matrices de orden n X n, permutables, esto es

AB = BA, entonces
A+B A B (36)

DEMOSTRACION. Dado que AB = BA, por induccién se puede demostrar que A¥B =
BAF, ke 7+,

Escribiendo et4

en forma de serie de potencias encontramos que
Be!t = B para todo real t
Ahora, sea F' la funcién matricial definida por la ecuacién
F(t) = e!A+B) _ gtAtB
Derivando F(t) y teniendo en cuenta que B es permutable con e se tiene
F'(t) = (A+ B)etB) _ Acte!B — 4 BetB — (A + B)e!HB) — (A + B)etetP
= (A+ B) [et(AJ“B) — etAetB} = (A+ B)F(t)
Segun el teorema 3.5 tenemos
F(t) = B p(0)

Pero F(0) =0, asi F(t) =0 para todot. Luego

GHA+B) _ tAtB
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Cuanto t=1,

U

EJEMPLO 3.8. Las matrices sA y tA son permutables para todos los escalares s y

t. Luego

e(s-‘rt)A — esAetA

EJEMPLO 3.9. Sean A, B € C™*"™y B invertible se cumple que
€BAB71 — BeAB—l

En efecto, es facil probar que (BAB™!)" = BA"B~!. Por lo que

P = Z% (BAB™)" = % (BA"B™') =B ( %A”) B! = BB
n=0 n=0 n=0

3. El Problema de Calcular ¢4

Si se trata de calcular e directamente, a partir de la definicién de serie, tendriamos que

x_ thal)
calcular todas las potencias de A* y la suma de cada serie Z k—ij’ donde afj es
k=0

el elemento ij de AF. En general este es un trabajo que presenta muchas dificultades,
salvo si A es una matriz cuyas potencias puedan calcularse facilmente. Veamos ahora un
caso especial de matrices para las cuales resulta mucho mas sencillo el calculo de cualquier

funcion

3.1. Funciones de Matrices Diagonalizables.

El término funcién de matrices nos lleva a preguntarnos sobre el significado de expresiones
tales como sin(A), cos(A4), e, In(A), entre otras. Una idea sencilla para este cdlculo de
una funcién f de la matriz A = [a;;] € C"*" seria simplemente aplicar la funcién f a cada

entrada de la matriz A de la siguiente manera

f(A) = (fla]) (3.7)

Pero nos gustaria que de la definicién presentada resultaran funciones de matrices que sat-
isfagan la mayoria de las propiedades de sus funciones homologas escalares y es claro que en

general una funcién definida mediante la ecuacién (3.7) no implicarfa esta condicién.
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El método analitico basico para definir una funcién de matrices se basa en la existencia de la
forma generalizada de Jordan [18], aunque también se ha desarrollado un método analitico
alternativo y muy facil de implementar, aplicable a funciones que admitan representacién
en serie de Taylor. Mas aun nosotros extenderemos el término de funciones matriciales y
desarrollaremos propiedades correspondientes a dicha matriz. Nos limitaremos a la funcién
exponencial dado que es la més importante debido a su gran nimero de aplicaciones.

3.1.1. Funciones de Matrices.

NOTACION 3.10. Dada una matriz A = (a;;) € C™™ y un escalar « # 0, escribimos
A/a para representar la matriz B = (a;j/c«) donde cada componente de A se divide por
a.

Una forma de definir una funcién de matrices con propiedades semejantes a su funcién
homologa escalar, es usando la expansién en series infinitas. Por ejemplo, considerando la

funcién exponencial.

En los siguientes ejemplo hallaremos la matriz exponencial.

3.1.2. Funciones de Matrices Diagonalizables.

DEFINICION 3.11 (Matrices Semejantes). Sea A, B € C"™™. Se dice que A es semejante
a B siexiste un matriz invertible P € C™*" tal que A= PBP~!.

DEFINICION 3.12 (Matrices Diagonal). Se dice que A = (a;;) € C™™ es una matriz

diagonal si a;; = 0, para todo 7 # j.

DEFINICION 3.13 (Matrices Diagonalizable). Una matriz A € C™™ es diagnalizable si

existe una matriz diagonal D € C™*" tal que A es semejante a D.

DEFINICION 3.14. Sea A € C™", Se dice que A es un valor propio de A si existe un
vector no nulo z € C" tal que Ax = Az. El vector x se conoce como vector propio de A

asociado al valor propio .
DEFINICION 3.15. Sea A € C™ " Se define el espectro de A, denotado o(A) como
o(A)={A: A esun valor propio de A}
DEFINICION 3.16. El radio espectral de A € C"*", Se define como
d(A) =max {|\| : A es un valor propio de A}
TEOREMA 3.17. Si Ae C™™ y | - | es cualquier norma matricial entonces

o(A) <[l All
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DEMOSTRACION. Sea A un valor propio de A. Luego existe un vector no nulo z € C"
tal que Ax = A\x.
Sea X € C™" la matriz no nula formada por el vector propio x en su primera columna y
el vector nulo en las demds, AX = AX. Luegosi ||-| es una norma matricial cualquiera,
entonces

IAX = [[AX]] = JAX] < [[A]l]|X]]
de lo cual se sigue que
Al < [ A]l
y dado que A € o(A), es cualquiera, se sigue que
a(A4) < (14|
O

TEOREMA 3.18. Una matriz A € C™" es diagonalizable si y solo si, tiene n vectores
propios linealmente independientes, en este caso es semejante a una matriz diagonal D que

tiene los valores propios de A en la diagonal.

DEMOSTRACION. supongamos que A es diagonalizable, entonces existen P en C"™*" in-
vertible y D diagonal, tal que A = PDP~!, de donde AP = PD. Supongamos que
D = diag ()\'f, Ao )\ﬁ) Sean x1,s,...,T, las columnas de P, es claro que la i—ésima
columna de PD es M\x;, asila i—ésima columna de AP es Ax; = M\x;, por lo tanto
{z1,29,...,2,} es un conjunto de n vectores linealmente independientes para A. Recipro-
camente, si x1,Ts,...,T, son n vectores propios L.I. de A asociados a los valores propios
A1, A2, ..., Ap, respectivamente, entonces la matriz P = [z125...2,] € C"*" es invertible y
la i—ésima columna de AP es Ax; = \;z;, que coincide con la i—ésima columna de PD,
donde D = diag ()x’f, AN )xﬁ) Tenemos entonces que AP = PD, asi A= PDP~! y
por lo tanto A es diagonalizable. Del teorema anterior se tiene que si A es diagonalizable,
con espectro o(A) = {\, Xa,..., \n}, entonces A = PDP~!' = Pdiag (A1, Mo, ..., \p) P71
y A¥ = PDFP~! = Pdiag ()\]f, N )\fl) P U

TEOREMA 3.19. Sean A € C™*™ y & > 0 entonces existe una norma matricial || - || tal
que
0(A) <[« <6(A) +¢

DEMOSTRACION. Sea 0(A) = {1, A2, A3, ..., \,} donde cada valor propio este repetido

segun su multiplicidad algebraica. El teorema de Schur garantiza la existencia de una matriz
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unitaria U y una matriz triangular superior 7" = [t;;] tales que
A=UTU" vy ;=\

Sea
Dy = diag{1,k, k* ... K"}

y notemos que

A k’_ltlg s kf_n—l—ltln
: A R St P

DTDZ! = ? 7
0o ... ... A

Asi, tomando k£ > 0 suficientemente grande, podemos hacer que la suma de los valores
absolutos de los elementos fuera de la diagonal de DT D1_<1 sea menor que €. En particular

podemos hacer que

|IDkTDiM| < 6(A) + e
Ahora definamos

[All. = (UDHY HAWUD™| = (UD)'UTU™ (UDy-)||
= (DU TUTU (UDy-)7Y|| = |DeT DY < 6(A) +¢

ademas se sabe que
6(A) < [|A]l
y asi

0(A) < [|A[l. < 6(A) +¢

TEOREMA 3.20. S7 la serie
Z ck(z — zo)k
k=0

converge para |z — zo| <1 y |\ — 20| < r para cada valor propio \; de una matriz A € C"*"

entonces la serie infinita de matrices
(o]
Z Ck(A — ZOI)k
k=0

también converge.
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DEMOSTRACION. Sea A; un valor propio de A. Es claro que \; un valor propio de A si

y sblo si \; — zg es un valor propio de A — 2zp/. Ahora dado que |\; — 2| < r para cada

valor propio de A. en particular §(A — zo/) < r. de aqui se tiene que chHA — 201 ||" es
k=0

o
convergente y luego por el teorema 2.31 se tiene que Z cr(A — 2zI)" es convergente. U
k=0

DEFINICION 3.21. Si la funcién
F(2)=> alz—2)"
k=0

converge para |z — zo| < r y para cada valor proppio de \; de una matriz A € C"*"| se tiene

que |A\; — 29| < 7 entonces se define
FIA) =D en(A—zI)*
k=0
NoTA 2. En la definicion si zg = 0
f(z):chzk lzl<r y N <7
k=0

Es decir, para definir f(A) necesitamos que la funcion f(z) esté definida en cierto conjunto

que contenga el espectro de A.

DEFINICION 3.22. Sea f(t) una funcién de valores escalares con representacién en series

de potencias

f(t) = Zaktk = o +a1t+a2t2+&3t3+
k=0

con radio de convergencia R.

Si A es una matrizn xn y 0(A) < R la serie de matrices

ZakAk :&0+Q1A—|—0,2A2—|—0,3A3+...
k=0

converge con respecto a cada norma sobre el conjunto de matrices n X m y su suma es

denotada por la matriz funcién f(A).

TEOREMA 3.23. Sea A € C™" | f(2) una funcion analitica definida en un abierto
U C C que contiene el espectro de A, si A = XBX™!, entonces f(A) = X f(A) X!
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DEMOSTRACION. Sea f(z Zakz Como A = XBX ! entonces A¥ = XB*X ™! asi
k=0

= ZakXBkX_l, estoes f(A) =X (Z akBk> X'y portanto f(A) = X f(B)X !
k=0

k=0

TEOREMA 3.24. Sea A = RDR™', con D = diag{)\l,)\g,)\g,...A } donde \; son los

valores propios de A, y suponga que f(A Z a\® y f(A ZakAk entonces
k=0

a). detf(A) = detf(D) = H )
b). Trazaf(A) = Trazaf(D) = Z FN)

DEMOSTRACION.

a). sabemos que f(A) = Rf(D)R™" luego
detf(A) = det(Rf(D)R™') =detR-detf(D)-detR™' = detR - (detR)™" - detf(D) = detf(D)
= detf{ding O da s M) = SO0 FOa) SO =[] 10
b). B
Trazaf(A) = Traza(Rf(D)R™') = Traza(RR™f(D))

= Trazaf(D)=f(M)+ f(2)+ f(A3)+...+ f(\) = Zf@‘z)

]
=1
EJEMPLO 3.25. Sea f(z) =e" = k'xk y f(A Z k'Ak =t
k=0
Luego, para A = PDP™'. D = diag{\i, A2, A3, ..., \n}, )\ 6 o(A), f(A) = Pf(D)P~1 =
PeP P! = Pdiag{e™, e, e*, .. . eM} P71

Ahora,

detf(A) = dete® = det(PePP™") = detP - detf(D) - detP~" = detP - (detP)™" - detf(D)

— detf(D) — e>\1 . 6)\2 . e>\3 . e)\n — e)\l—i-)\z—l-...—‘r)\n — etrazaA

Esto es

dete trazaA
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n

Ademas trazaf(A) = Zf()‘i) = fO) + FOo) + o+ ) =M+ e+

=1
€s
n

trazae® = E e

i=1
EJEMPLO 3.26. para A invertible se tiene que: [e'4dt = A7'e! + C

d
a[A—letA +C) = A A 10 =€

Caso particular para A = PDP~!, entonces e'* = Pe!P P71 luego

/e“‘ dt =P (/etD dt) P t=PD PPt C

Célculo que es mas cémodo, ya que et

47

+ M esto

es mucho més facil de calcular que e*4. Note que

P(D'eP)YPT +C = PD'PTPPPT 4+ C = (PDTIPTY)(PPPT + C

= (PDP Y e+ C =AM O

EJEMPLO 3.27. Si
entonces

luego

/“‘dt (fetdt ftetdt> e+ Cy tet—et+C’2>
(& == =

0 [etdt

EJEMPLO 3.28. Para A diagonalizable A = PDP~!,
—A=P(-D)P!

luego,
e = PPl y [e4]7 = PeP P!



Ademas
entonces

Por lo tanto
d

yy [6tA]
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tA=t[PAP™'| = PtAP™*
etA — PetDP—l

d d
%[PetDP_l] = Pa[etD]P—l = PDe'PP~' = PDP~' PP P!

(PDP~Y)(Pe!P P71) = Aett

48



Capitulo 4

La Matriz ¢— Exponencial

En este capitulo definimos la matriz g—exponencial de una matriz cuadrada A que no-
taremos exp, (A), usando representaciones en serie de matrices convergente y obtendremos
algunos resultados tedricos para dicha matriz. En dicho desarrollo cuando ¢ tiende a 1 recu-
peramos la funcién exp (A) estudiada en el capitulo anterior. Primero se presentara algunos

aspectos matematicos de la teoria de Tsallis, lo cual se hara en la primera seccion.

1. ¢ Matematicas

En esta seccién, estudiaremos las funciones ¢— Exponencial y ¢g— Logaritmica, propias de
la teorfa de Tsallis [3], el cual en 1994 las definié y les dio este nombre.

Se presentardan algunas propiedades que pueden ser encontradas en [2], [14], [18].

1.1. ¢— Exponenciales y ¢— Logaritmicas. Tsallis [3] y Borges [14] definen las ¢—

deformaciones de la siguiente manera:

n(z) = %=1 LR geR (4.1)
q A ]_—q ) 7q * .

1+(1—gq)z]te si 1+(1—q)z>0
exp, () = €] = eq(w) = r,y €R (4.2)
0 si 1+(1—¢q)z<0

Muchas veces la funcién g— exponencial se escribe en forma mas compacta como:

1

expy(z) = [1 4 (1 —q) z];" (4.3)

donde

49
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A si A>0

0 si A<ZO
La primera observacién es que las funciones tradicionales In(xz) y exp(z) (que con la
presente generalizacion, puede ser notadas por Inj(x), exp,(x)), son casos particulares de

las funciones g— desformadas:

In(z) :=Iny(z) = llll_rg In,(z) (4.4)

exp(z) := expy(z) = (111_12 exp; () (4.5)

Por otro lado, es inmediato verificar que las funciones Ing(z) y exp,(z) son funciones

inversas una de la otra, esto es

exp, (Ing(z)) =z, y Ing (exp,(z)) == (4.6)

Note que la relacién In, (exp,(z)) =z estd definida cuando exp,(z) es distinta de cero o
+00.

Se tiene a demas que

In,(1)=0 y exp,(0)=1, paratodo q. (4.7)

1.2. Propiedades. Diversos autores [2, 3, 11, 14, 18] han presentado propiedades
interesantes de las funciones ¢— exponencial y ¢— logaritmo.
A continuacion se listan algunas de ella, las demostraciones son inmediatas. Naturalmente

todas ellas se reducen a las expresiones habituales cuando ¢ — 1

1). g— logaritmo de un producto

In,(zy) =In,z+1In,y + (1 —q)In,xIn, y (4.8)

2). g— logaritmo de una razén

v, Ing(z) —1Ing(y)
) = T = g,y 9
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En particular el ¢g— logaritmo para el inverso de un ntimero no nulo x, es

_ 1
In,(z71) = i In,(z) (4.10)
. q— logaritmo de una potencia
In, (z%) = ¢ [y (2'79)] (4.11)

1—g¢q

Otra forma de g— logaritmo de una potencia que no aparece en ninguna de las

referencias bibliograficas es la siguiente:

In, (z") = ( Y (:)sl_q)k_l> In,z, neN (4.12)
K

=1

Note que cuando ¢ — 1, la igualdad (4.12) se convierte en

In, (z") = (Zl)ln:L':(1—|—1+1—|—1+...—|—1)1nx:n1nx

k=1

n— veces

Veamos la prueba de (4.12) (por induccién matematica). En efecto: para n =1, el

resultado es claro, dado que

k=1

1
In,, (:171) = (Z (:pl_q)k—l) Ingz=1ln,z =In,x

supongamos ahora que el enunciado es cierto para n y veamos que cumple para
n+ 1. En efecto:
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n+1) _ (
= In, (z") +In, (z) + (1 — ¢) In, (2") In, (x)

In, () + (1 - q) [(“7‘1

- } In, (x) + In, (z)

_ kz: ()" (@)= 1) +1| In, ()
- [

_ _; (10 + (xl_q)"] In, (2)

_ : (9" In, (x)

Lo cual prueba que el enunciado es valido para n+ 1, por lo tanto por el principio

de induccién matematica se sigue que el enunciado es valido para tod n € N.

. Derivada de un ¢— logaritmo

1

. Integral de un ¢— logaritmo

zln,x — x

. La medida de la diferencia entre la funcién ¢— logaritmo y la fuciéon logaritmo

natural usual puede escribirse como

d
In,(z) —In;(z) = (1 — q) {d_q In,z +Ingx1n; z (4.15)

. Algunas propiedades equivalentes de la ¢— exponencial
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(a)
exp,(z) exp,(y) = exp,(z +y + (1 — q)zy) (4.16)

(b)
exp, () exp,(—y) = exp, (v —y — (1 — q)xy) (4.17)

8) q— exponencial de una suma

exp, (v £ y) = exp,(x) exp, <1+(:1t—?iq):1:) , Vo # % (4.18)

(9) la inversa de la g— exponencial viene dada por

—x 1

10) Razoén entre g— exponenciales

[equ(:c)}

ept) _( woy
oxp,(y) T (1 +(1—q) y) (4.20)

11) Potencia de una ¢— exponencial

(equ(x))a = expy_1g (ax) (4.21)

En general

(exp (f(2)))" = exp;_1=u (af () (4.22)

12) Derivada de una ¢— exponencial

2 (o) = (e’ (429

Ademas para a constante

d

. (exp,(ax)) = a (exp,(az))’ (4.24)
Es decir
(exp,(ax))’ = %% (exp,(az)) (4.25)

En general, si f es una funcién diferenciable,



13)

1. ¢ MATEMATICAS 54

% (exp, £(@)) = (&) (exp, £(2)" = (exp, F(@))" F(2) (4.26)

De una manera mds general, la n— ésima derivada de exp,(z) estd dada por

mn

e (exp,(2)) = Qu-1(q) (equ(a:))nq_(n_l) , para n>1 (4.27)
donde
=L~ (m =)= 1000 D@ -2) -0 -0 (@29

Note que Qn(l) = 17 n € N7 y QO(Q) = 17 vq

La expansion en serie de Taylor de la funcién ¢— exponencial en torno en x = 0,

viene dada por

exp,(z _1+Z —Qnaa(@)a”, Jz] < (4.29)

[1—q|
DEMOSTRACION. La serie de Taylor centrada en z = 0 para una funcién f que

tiene derivada de todos los ordenes viene dada por:
fTL ]‘ " ]‘ n n
Z FO) + f1O)z + 5 f"(0)2* 4.+ —["(0)a" + ..

donde se considera f°(0) como f(0) y 0!'=1.
Ahora bien, para f(z) = exp, (), f"( ) = Qn-1(q) (equ(:)s))nq_(n_l), (n >1).

1
Luego fn(o) = Qn—l(Q) (equ(o))” - Qn I(Q)v dado que equ(O) = 17 para
n>1. Asi que
f "( — 1
exp, (z Z =1+ Z EQn—l(Q)CE
n=1 "

Determinamos ahora los valores de x para los cuales la serie de potencias para

exp,(z), es convergente.
o

1
En efecto, es claro que dicha serie converge solo si E Qn 1(q)x™ es convergente.
n= 1

Aplicamos el criterio del cociente para determinar Cuando converge dicha serie.

1
Sea a, = —'Qn_l(q)x”, luego
n!
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1

Qn+1 (n T 1)!Q(n+1)_1(Q)$"+1 = an(Q)an
1
- O, —(n—=1]z"
CES 1(q) [ng — (n — )] 2"z
Por lo tanto
Uny1 an—l(CD [ng — (n —1)]a"x _ng—(n— 1):6
ay, LQn-1(q)z" n+1
O
Asi,
, —(n—-1 —(n—1
lim |22 = im wx‘ = lim ‘w |a]
TR el Gt A I
= |xul_{go‘T = |z[lg — 1]
: : , 1
Luego la serie converge absolutamente si |z||g — 1| < 1, esto es, si |z| < | 1
q E—
es decir |z| < I | y como convergencia absoluta implica convergencia, la serie
—dq
converge para |x| < g Resumiendo se tiene que
—4q
e, =143 S0t ] <
X = —Wn-1 ’
14). La integral de una ¢— exponencial
/exp (az)dx = 1t [exp (CL[E)]2_q (4.30)
! 2—qa’ "*

2. Matriz g-exponencial

En esta seccién se presentan los resultados propios del trabajo de tesis. Partamos de la
seccion anterior, donde estudiamos la funcién g— exponencial y sus propiedades, recordemos

que
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1 1
expy (#) = 1+ —=Qs- o < =
k! 1 —q
donde Qj_1(q) viene dado por
k

Qi-1(a) = ] [ma — (m = 1)].

m=0

Si remplazamos el argumento escalar x por A la matriz A tenemos la serie de matrices

exp, (A) = In—I—Z%Qk_l(q)A" (4.31)
k=1 "

1 1
= T+ Qo)A+ 5;Qi(9)A + 5;Qi(9)A
La cual llamaremos matriz g— exponencial.

Determinemos ahora bajo que condiciones la serie dada por (4.31) es convergente.

TEOREMA 4.1. La serie matricial T + Z Qk 1(q) A" converge si || A| <

1
i q# 1
k=1 q

1 -

. , = 1 = 1
DEMOSTRACION. Es claro que la serie Z + Z EQk_l(q)Ak converge si Z EQk_l(q)Ak
k=1 k=1

converge.
=1
Determinemos bajo que condiciones la serie Z HQk_l(q)Ak converge.
k=1
Note que f: iQk_l f:l Q)||A¥|, ademés
p k! p k!

1 1
Q@A) < Qe (@Al

1
Pero la serie Z HQk_l(q)HAkH converge para
k=1 "

1

Al < —,
11— q

q#1 (4.32)

Veamos la validez de (4.32).

1 1
Sean by = EQk—l(Q)HAHk Y bri1 =

m@k(Q)HAHkH, asi
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ber| @@ Al _ o Qe (@ LA A] | @u@llA]
by %Qk—l(Q)HAHk %Qk—l(Q)HAHk (k+1)Qr-1(q)
_ @) kg — (k= D][IA[} _ |[kg — (K —1)]
- = Al
(k+1)Qx-1(q) k+1
— MH ||_W||AH
k+1 k+1
Luego
_ —1)+1
fm |21 = gy [ DEHD A = lim w m
= g — 1[[A[| = |1 — q][|A]
De donde, kh’m k“‘ < 1, implica que |1 —gl|||A|| <1, es decir [|A| < ﬁ, q#1.
—00 q

por lo tanto (4.32) es valido. De lo cual se sigue por el criterio de comparacién que la serie

1 1
> Q@A comerge para A < =, 9 #1
1
Por el teorema 2.31 la serie Z k:'Qk 1(q)A* también converge para || Al < g q#1.
q
Lo cual prueba el teorema 4 1
U

DEFINICION 4.2 (¢— Exponencial de una Matriz). Dada una matriz A € C™*", con

| Al < q # 1. Definimos la g— exponencial exp,(A) como la matriz nxn dada

I1—q|’
por la serie convergente

- 1
exp, (A) : Z k:_ (4.33)
k=1

Del capitulo 3 tenemos que 0(A) < ||Al|, asi
= 1 1
exp, (A) :==I, + Z EQk_l(q)Ak, 0(A) < ——, q#1
k=1 """

1
11—q|

Para las matrices A con |[A|l <
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Note ademas que si A es una matriz nilpotente, entonces existe un entero positivo k tal que
AF =0, en tal caso exp, (A) es una serie finita y por lo tanto converge, esto es exp, (4)

converge siempre que A sea nilpotente.

EJEMPLO 4.3. Si 0 € C™" es la matriz nula, entonces exp, (0) = Z,,.

1
En efecto: Es claro que 0¥ =0 para cualquier k € N y ademas ||0]| =0 < T
—q
Luego ex i l =17,
g0 exp, (0) : 2 @ =17,

EJEMPLO 4.4. Si D € C™" es una matriz diagonal, D = diag {\1, Xs,..., \,}, con

(D) < ﬁ, entonces exp, (D) converge y también es una matriz diagonal, con

expy(D Z k_ D* = diag {equ (A1), exp, (A2), ..., exp, ()\n)}
k=1
SOLUCION:
sea
A1 0
D= : :
0 D ¥
Por induccion se prueba que
DL 0
DF = : :
0 - A

Designemos con dz(-f) el elemento ij de D*. Entonces el elemento ij de %Qk_le es
%Qk_ldgf). El elemento ij de Z,, + Y ;- , %Qk_le es
1 (k) L4+ >0, HQuaN = . 1
eij + ) 17 Qudyy = { Ry = expy (X)) st [Aif <
— k! 0;1 £ j —q
donde
l;i=y
Cij = T, = (€ij
Asi la serie matricial Z,, + Y~ %Qk_le, converge a la matriz A, donde

exp M. —
Pe 1 =]
;i =

’ 0;i #j
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esto es
A= (CLZ]) = dzag {equ (>\1>7 equ ()‘2)7 st 7equ (An)}
Asi

| —

exp, (D) = I, + Y _ =Qr-1D* = diag {exp, (A1), exp, (A2), ... exp, (\n) }
k=1

3

!

EJjEMPLO 4.5. Calcula exp, (tA) para la matriz

Solucién: Inductivamente se prueba que para cualquier k € N,

(ta)*  ktFak?

(tA)" =
0 (ta)*
Luego:
exp, (tA) = o+ Z %Qkfl(Q) (tA)* =T, + %QO(Q)tA + %Ql(Q)(tA)Q + %Q2(Q)(tf4)3 +
2 k| ! ! !
10 ) ta t ) (ta)? 2t%a . (ta)®  3t3a®
= + 37Qo(a) +5@1) + 57@2(a) +...
0 1 ' 0 ta ' 0 (ta)? ' 0 (ta)?
1+ £Qo(@)ta+ 5Q1(q)(ta)* + ... Qo()t + £ Q1(q)ta + 5Q2(q)(ta)* + ...
0 1+ 5Qo(q)ta + 5Q1(q)(ta)® + ...

1+ 30, £Qr-1(q) (at)” £ 0 HQul) (at)*

0 1+ 300, HQi-1(q9) (at)"

exp, (at) t(exp, (at))q
= ,  para Jat| <

q# 1.

b
1 _ )
0 exp, (at) -4
exp (at) texp (at)
Note que cuando ¢ — 1, Qx(q) — 1, asi exp, (tA) — exp (tA) = =

0 exp(at)
exp(tA), tal como se mostré en el capitulo 3.
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EJEMPLO 4.6. La derivada de la exponencial exp, (tA) viene dada por

jt [exp, (tA)] <Z k'Qk (tA) ) (4.34)

En efecto: por (4.33) tenemos que

=1 =1
equ tA = Zk‘_ Zk‘_ tkAk
k=1 k=1
trA* tF
Ahora sea a'¥) el elemento ij de AF, entonces el elemento ij de es —a¥. Por

ij
tanto, de la definicién de serie de matriz,

k! Kl

exp, (tA) =

€;j +Zlek (@)t*a (k) , donde ;= (4.35)

equ(tA):[eij—i—%Qo() (1-|— Q1() a7, + Qz() Jal + Q()t(4a + . }

Luego
d _ ( 1 @, 1 5 ()
7 [exp, (tA)] = Qo(@)ayl) + 7 Qi(9)ta; + 5 Qs(g 9)t2al?) + Q3< )t2al +]
[ oo 1 oo 1
- kZ:O i @e(a)tag™ kzzok_ gtk AR = Z Qg A A
= Z EQk(Q)tkAk> A= <Z EQk(Q)( ) <Z k_
k=0 k=0 k

&.

EJEMPLO 4.7. Para D = diag {d,,ds, . ..
exp, (tD) viene dada por

n}, la derivada de la matriz g— exponencial

i (exp, (td)1)* ... 0
o [exp, (tD)] = D : (4.36)
0 oo (exp, (td),)?

)
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En efecto: Veamos inicialmente que

WK
x| =

(exp, (at))? = 'Qk(Q)(at)k (4.37)

e
Il
)

Haciendo uso de (4.24) y (4.29) se tiene que

L enplan) =

G [ o + G + Qe + e + .

(exp, (at)) =

4
dt

dt

QI— Q= Q|

_ [&Qo(q)a + %Ql(q)a(at) + %Qg(q)a(at)z + L 0u(@alat)? + . }

- éQO(q) * %Ql(g)(at) + %Qz(q)(@t)2 + 57 Qa(g)(at)’ + ...

Qr(q)(at)*

| =

k=0

Esto es

WE
| =

(exp, (at)) = 3~ - Qulg)(at)

B
Il
o
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Veamos ahora la prueba de (4.36)
Para D = diag{dy,ds,...,d,}

=1 1 1 1 1
kz:% HQk(tD)k = a@ozn + ﬂQl(tD) + ﬁ@z(th + g@:&(tD)g +...

. 1 ... 0 . td, 0
= m@o R —l—ﬂQl :
0 1 0 td,
(tdy)? 0 (tdy)? 0
1 1 ‘
+ §Q2 : : +§Q3 : : : +
0 ... (tdo)? 0 ... (tdy)?
&QO 0 %Qltdl 0
= : . : + : ) :
0 ... &Qo 0 . LQtd,
5 @Q2(td1)* ... 0 LQs(td))? ... 0
+ : : + : - :
0 . 5Qa(tdy)? 0 . 3Qs(td,)?
LQo+ LQutdy + 3Qu(td ) + ... ... 0
0 o 5Qo+ LQutdy + £Qa(td))? + ...
Soro mQutd)k 0
0 > oneo m@u(tdy)*
k=0 gl¢k\*tn
(exp,tdy)? ... 0
= : : ; por (4.37)
0 .. (exp, td,)?
Esto es
~ 4 (exp, (td1))? ... 0
Z HQk(tD)k = : - :
k=0 0 oo (exp, (td,))?

Ahora, dado que
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d = 1
o (equ tD ; k_

se sigue que

; (exp, (td1))? ... 0
7 (exp, (tD)) = D : . :
0 .. (exp,td,)?

note que por (4.25), (exp, (td;))? = d%_ -4 (exp, (td;)). Asi

(exp, (td1))? ... 0 i . %(equ (tdy)) ... 0
0 o (exp, (tdy,))? 0 . din - 4 (exp, (td,))
d% 0 %(equ (tdy)) 0
0 + 0 (exp, (tdn))
4, d
=D 1% exp, (tD)
Observe
- Ly
1). Para, E(t) =exp,(tA), paratodo A. E'(t ; k_

cuando ¢ — 1,

— 1 = 1

> 1@ — Y (A =eptd; Q1) =1

k=0 k=0

Asi E'(t) = AexptA.
2). Para
di ... 0 equ (tdl) 0
D=1|: . 1|,  exp,(tD)= : - :

0 ... d, 0 ... exp, (tdy)

su inversa viene dada por
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lexp, (tdy)]™! ... 0
[exp, (tD)]7! = I - :
0 oo exp, (td,)] !
donde
N —td; ' 1
lexp, (td;)]” = exp, (—1 . q)tdi)’ td; # 01 (4.38)
Esto es, parat =1
exp,(dy) ... 0 lexp, (di)]7' ... 0
exp, (D) = : P I [exp, (D)7 = : : :
0 o efll" 0 o [exp, (d,)]™*
donde
—d; 1

exp, ()] = exp, (= pyase i #

Ahora si denotamos —D, por

—d
Taogd 0

entonces
lexp, (D)]™" = exp, (—=D,)

y asf cuando ¢ — 1, —D, — —D y [exp D]"! = exp—D.
3). Para A diagonalizable, A = PDP™!,

—~A=—(PDP™')=P(-D)P*
Luego, exp, (A) = Pexp, (D)P~' y [exp, (A)]™" = [P~ ' exp, (D)P]~" = Plexp, (D)]7'P~! =
Pexp, (—Dg)P~".

Ademds tA =t[PDP~'] = P(tD)P~!, por lo cual

exp, (tA) = Pexp, (tD)P~!
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Asi mismo,
; ; ; lexp, (tdy)]? ... 0
E[equ (tA)] = %[P exp, (tD)P™1] = P%[equ (tD)|P~' = PD : : P!
0 . [exp, (td,)]?

Ahora bien, por otro lado.

Si A es diagonal, A = diag {1, \s,...,\,}, entonces toda potencia de A también

es una matriz diagonal, donde AF = diag {\}, N5, ..., \E Y.

Por consiguiente en este caso exp, (A) es matriz diagonal dada por

=t , e Ltk
expy (4) = Iy + ) Qi A* = diag {1 + D QY H@k_m,ﬁ}
k=1 k=1 k=1

1

= diag {exp, (\1),...,exp, (A\,)}; s |)\i|<m

Otro caso facil de manejar es cuando A es diagonalizable en tal caso

A=PDP™' =P diag{\,Xo,..., \} P!

Luego

=1 =1
exp, (T,A) = TI,+ Z EQk_ltkAk =1,+ Z EQk_ltkPDkP_l
k=1 k=1

= F (I" 2 ka_lt’“D’f> ptl=p (In + ng_l(tD)’f> P!
k=1" k=1

1
= P-diag {exp, (th), ..,exp, (M)} P75 st N < ey

= Pexp, (tD)P~"

De lo anterior exp, (A) = P - diag {exp, (A1), ...,exp, (A,)} P71 si |A] < ﬁ (para cada
i=1,2,...,n), estoes exp,(A) y convergente si §(A) < 1%[1‘ (A diagonalizable).
Ahora, si A es tal que [[A]] < = v dado que d(A) < [|A]|, entonces exp,(A) es

convergente. Note que
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1

1 1 1
4] < — <= |Alllt-1ll<l<=lg-1l<—<— ———<qg—-1<_—
| Al | Al | Al

|q—1|

— 1- <qg<l+4+—=
HA||

De lo anterior resumimos que:

1
1Al

Para A matriz diagonalizable, exp, (A) es convergente si 1 — <qg<l+——

1
IIAII 1Al

Observe que

exp (A) = Pexp (D)P™* y exp, (A) = Pexp,(D)P~"

Esta idea puede ser generalizada a cualquier funcién f(z) que esté definida en los valores

propios ); de una matriz diagonalizable A = PDP~!, serd suficiente tomar

f(D) = diag{f(A), f(X2), -, [(An)}
y finalmente tener f(A) = P -diag{f(\), f(Xa2), ..., f(M)} P7L.

EJEMPLO 4.8. Si A € C™*" con valores propios JA;. Suponga que
|
FA) =T+ 3 Qs = exp, (4
=1

Entonces

(i) Si A= RDR™', D =diag{\i,)a, .., \n}
=1 =1
A) = — D I.R! ~ 0. .DF| p1
f(A) ;k ((RDR™)" = RLR +R<;k!czkl )R
( k=
)

(ii) det f(A) = det f(D

?T‘|}—\

Q- 10) = Rf(D)R™ = Rexp, (D)R™"

= det {dz’ag {equ (A1), exp, (A2), ... , €XP, (An)}} = exp, (A1), exp, (A2), ...

n n— n—1
det equ([ZAk+Z(1—q)k e (=) Y A e+ (L= )Y (A )
k=2

Cuando ¢ — 1 tenemos detexp,(A) = det exp(A) = exp(M+...+ X)) =
exp (traza(A))
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Recuerde que exp, (A1) exp, (A2) = exp (A1 + Xo + (1 — )M\ d2) =exp (M D X); D
Ao = A1+ A+ (1= g)AiXe.

(iii) Traza f(A) = Traza exp,(A) = > 1" exp, (A) = exp, (A1) + exp, (A2) + ... +
exp, (An)

Para D = diag{dy,ds,...,d,}

p (exp, (td)1)? ... 0
7 XDy (tD)=D : KR :
0 o (exp, (td),)?

Luego

(exp, (td1))? ... 0

: : dt = D" exp, (tD) + C
0 . (exp, (tdy,))?
dado que
i (exp, (td)1)? ... 0 (exp, (td)1)? ... 0
E(D_l exp, (tD)+C) = D7'D : : = : ' :
0 (exp, (td)n)? 0 (exp, (td),)?
1 0 exp, (t) 0
EJEMPLO 4.9. Sea A= luego, exp(tA) = y
0 1 0 exp,, (1)
[ exp, (t)dt 4+ Cy C,y 5 (exp, (1)) 0
/equ (tA)dt = =
Cs [ exp, (t)dt + C,4 0 5 (exp, (1))
= 0\ [(ed, () 0 G G
= . +
0 ﬁ 0 (equ (t))2_q Cg C4

En el caso ¢ — 1

/equ (tA)dt = exp, (tA)dt + C
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EJEMPLO 4.10.

lexp, (4)] = |

T+ Y 20t < 171+ | 30 20|
o1 k=1

— 1 = 1
< Nl + D Quall A < Tl + D Qe AL
k=1 " k=1 "

esto es || exp, (A)[| < [|Zn| + exp, ([[Al)-
Ahora si || - || es una norma matricial subordinada, entonces |Z,|| = 1, en tal caso
[ exp, (A)]| < 1+ exp, (| All).
3. Ecuacion Diferencial que se Satisface por exp, tA
TEOREMA 4.11. Para todo real t la funcion matricial E definida por
E(t) = exp,tA
satisface la ecuacion diferencial
Et)=[F@))"A=A[E®)]? para A diagonal
Es decir J
o [equ tA] = [equ tA]q A=A [equ tA]q
OBSERVACION 4.12. Notemos las siguientes relaciones
E(t) =expat = E'(t) = aexpat = expata = aF (t) = FE (t)a
E(t)=exptA= E'(t) = AexptA=exptAA=AE(t)=FE(t)A A matriz cualquiera
Ahora para la funcién ¢ exponencial tenemos:
E (t) = exp,at => E' (t) = a (exp, at)’ = (exp,at)’a =aE (t) = E (t)a

E (t) = exp,tA = E' (t) = A(exp, (tA))? = (exp, (tA))?A = A(E (t))? = (E(t))?A, A matriz diagons



Conclusiones

El presente trabajo ha mostrado que las funciones exponencial y logaritmo natural, y asi mis-
mo sus propiedades son casos particulares de las funciones g-exponencial y g-logaritmo re-

spectivamente las cuales se obtienen en el limite cuando ¢ tiende 1. Ver (4,10) y (4,11)

De igual forma se puede observar que se da esta misma relacion para las funciones exponencial
de una matriz y g-exponencial de una matriz cuadrada A. Esta ultima se defini6 a partir de
la exponencial de un matriz y el de desarrollo de series de potencias y ademaés se estudiaron

propiedades analogas a las dadas en el capitulo 3

Es claro que hallar la exponencial y g-exponencial de una matriz cuadrada A es un problema
nada sencillo dado que se deben calcular las potencias de A. Pero al considerar matrices
diagonalizables, la dificultad se reduce ya que debemos hallar las potencias de matrices
diagonales las cuales son faciles de calcular, esto es en la préactica hallar la exponencial y la

g-exponencial de una matriz no es nada facil a menos que la matriz A sea diagonalizable.
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Problemas abiertos

Obtener resultados para la existencia de la inversa de la matriz gq-exponencial, su expresién en
serie de potencias y propiedades analogas a la de la matriz exponencial. También desarrollar

problemas de aplicacién cuya solucion involucre a la matriz g-exponencial.
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