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Frecuencia optima de trenes en la Linea A - Metro
de Medellin
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Resumen—En este proyecto se implementa el modelo del
vendedor de periodicos al Metro de Medellin. Se busca conocer
el nimero 6ptimo de trenes por dia de la semana y hora de
operacion, para cumplir la demanda y reducir costos. Los datos
usados en el proyecto fueron tomados de Datos abiertos - Metro
de Medellin, donde estan disponibles los datos de trafico por
hora y dia, del afio 2019 en adelante. Para este trabajo, vamos a
utilizar los correspondientes al afio 2022, Linea A, del 1 de enero
hasta el 30 de septiembre.

Index Terms—Metro de Medellin, simulacién, optimizacion,
problema del vendedor de periodicos.

I. INTRODUCCION

El Metro de Medellin es el sistema de transporte publico
masivo tipo metro que sirve a la ciudad de su nombre, y a
los municipios de su drea metropolitana: Envigado, Sabaneta,
Itagiii, Bello y La Estrella. El Metro cuenta con dos lineas, la
linea A(Niquia - La Estrella) y la linea B(San Antonio - San
Javier), varias lineas de Metrocable, una de Tranvia, y lineas
de buses integradas al sistema.

El Metro de Medellin debe satisfacer una demanda de
pasajeros en cada una de sus lineas, y dicha demanda es
variable tanto durante las horas del dia como durante los dias
de la semana. Por lo tanto, la oferta de trenes debe ser acorde
con la demanda, con el fin de no tener trenes viajando con
pocos pasajeros y de no tener suficientes trenes para atender
la demanda en horas pico.

En el proyecto aplicamos el modelo del vendedor de pe-
riédicos para obtener la frecuencia dptima de trenes cada
hora, puesto que, si los trenes viajan vacios, hay un costo
de operacién que no se recupera, y si no se logra atender la
demanda hay otro costo por pérdida de confianza por parte
de los usuarios. Por lo tanto, analizamos el trafico en la linea
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A del metro de Medellin en busca de la funcién de utilidad
que permita determinar las frecuencias 6ptimas de operacion,
durante las horas del dia y los dias de la semana.

II. OBIJETIVOS

II-A.  Objetivo general

Aplicar el mddelo del vendedor de periédicos para encontrar
el nimero 6ptimo de trenes en el Metro de Medellin para
reducir costos y satisfacer la demanda.

II-Al

= Analizar los datos de la linea A del Metro de Medellin
y establecer su distribucién.

» Definir las variables del modelo para plantear la funcién
de utilidad.

= Plantear la funcién de utilidad.

= Andlisis de sensibilidad

Objetivos especificos:

III. JUSTIFICACION

La cantidad de pasajeros que hacen uso de la Linea A del
Metro de Medellin es variable durante las 20 horas diarias
de operacién (4 AM a 12 PM) los 7 dias de la semana. Si
las frecuencias no satisfacen la demanda, podria presentarse
congestion en ciertas horas del dia, con pasajeros descontentos
que podrian dejar de usar el Sistema. Por el contrario, si las
frecuencias son muy altas, el tren viajaria con pocos pasajeros
generando un costo innecesario.

En nuestro trabajo buscamos generar un modelo que ma-
ximice la utilidad del sistema (y que minimice el costo de
operacién) mediante la determinacién de la frecuencia 6ptima.



IV. MARCO TEORICO

El modelo del vendedor de periddicos es un problema
fundamental en inventarios de control estocasticos; su
objetivo es maximizar ganancias o0 minimizar costos
esperados, determinando un inventario éptimo.

Es una andlogia con el vendedor de periodicos, que debe
hacer un pedido diario suficiente para satisfacer la demanda,
pero sin que le sobren periddicos no vendidos al final del dia.
Si no satisface la demanda, se dafia su reputacién y podria
perder clientes, y si le sobran peridédicos no vendidos, tendrd
un costo adicional.

Existen diversos estudios y aplicaciones de este modelo;
en la seccion VI — B se explica la funcién de utilidad
aplicada en nuestro proyecto. Khouja[1], plantea el siguiente
acercamiento matemadtico general:

x Demanda, variable aleatoria

f(x) funcién de densidad de probabilidad

F(z) funcién de distribucién acumulada.

P valor de venta por unidad.

C costo por unidad

V' valor de salvamento por unidad.

S costo de penalizacion por escasez por unidad

C, C —V, costo del exceso de unidades.

Cy, P—C + S, costo unitario de los que escasean.
@ cantidad del pedido, una variable de decisién.

Donde las ganacias por periodo estan dadas por:
[ (P-0)Q-5@-Q), siz=Q 0
Tl Pz+V(Q-—2)-CQ, siz<Q
Al simplificar y tomar el valor esperado de 7 se obtiene la
siguiente ganancia esperada
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Para obtener el resultado que maximiza la funcién F(Q)

_P+S-C

FO=ps—v

3)

Con lo anterior se esperaria que se maximise E(7) sin
embargo esto puede no verse reflejado en la realidad, pues
es mds coherente alcanzar un objetivo de ganancias con las
acciones de muchos directivos que con esta maximizacion.

IV-A.  Conceptos

Los trenes del Metro de Medellin viajan con 6 vagones
de 22.86 metros de largo por 3.2 metros de ancho cada uno.
Si suponemos un maximo de 6 personas por metro cuadrado
(incluidas las 148 que van sentadas) podemos estimar en 400
personas el cupo méaximo por vagén para un total de 2400
personas por tren.

En horas pico, los trenes viajan hoy con una separacion de
3 minutos, esto es, 20 trenes por hora en cada sentido, lo cual
nos daria una capacidad maxima de 48000 personas por hora
en cada sentido. En las 20 horas de operacién, serian 960.000
personas por dia en cada sentido.

Los datos muestran una utilizacién real de 597.200 personas
por dia en promedio, con un maximo de 739.009 (el dia 228
del afio, agosto 16, martes luego de un lunes festivo) y un
minimo de 53.959 (el dia 170 del afio, junio 19, domingo),
lo cual indica una demanda méaxima inferior a la capacidad
maxima calculada.Los domingos, el maximo se reduce a la
mitad, esto es, cerca de 350.000 personas.

Los promedios de pasajeros por hora, para los primeros 223
dias de 2022 se muestran en la siguiente grifica de barras
(Figura 1):

x10* Pasajeros x hora - Linea A
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Figura 1. Los promedios de pasajeros por hora

Y estas son las medias por hora por dia de la semana (el
dia 1 es sdbado) (Figura 2)
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Figura 2. Medias por hora por dia de la semana (el dia 1 es sdbado)

Con estos datos podemos calcular una matriz de medias
(1) y otra de desviacién standard (o). Cada una tendrd 7
filas (los 7 dias de la semana) y 20 columnas (las 20 horas
de operacién por dia), de tal forma que podremos obtener
los valores correspondientes a cualquier dia de la semana y
cualquier hora de operacién.

Como resultado, buscamos el que sea posible simular el
trafico por hora para una demanda esperada. Asi, en caso de
eventos especiales en la ciudad cuando se espera un incremen-
to en el trafico total, seria posible calcular anticipadamente la
demanda por hora.

V. METODOLOGIA

Primero limpiamos el dataset obtenido de la pdgina del
metro Datos abiertos - Metro de Medellin para analizar los
datos disponibles de la linea A.

Luego definimos las variables que contiene el médelo para
el adecuado planteamiento de la funcién de utilidad. Posterior-
mente planteamos la funcién de utilidad. Simulamos el trafico
del metro en Matlab y hacemos la aplicacién del médelo.

VI. IMPLEMENTACION
VI-A. Datos disponibles

En la pagina Datos abiertos - Metro de Medellin estdn
disponibles los datos de trifico por hora y dia, del afio
2019 en adelante. Para este trabajo, vamos a utilizar los
correspondientes al afio 2022 hasta el 30 de septiembre.

Los datos estan disponibles en Excel, y mediante algunas
transformaciones los convertimos en un archivo .txt que es
aceptado por Matlab. El archivo es una matriz de 273 filas (dias
del afio desde el 1 de enero 2022 hasta el 30 de septiembre

2022) y 20 columnas (horas de operacién desde las 4 AM
hasta las 12 PM). Un histograma de dicho archivo, donde se
muestran los intervalos de pasajeros por hora en el eje x con
un ancho de 3000, y el nimero de veces que dicho intervalo se
present6 en los 273 dias analizados en el eje y, es el siguiente:
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Figura 3. Intervalos de pasajeros por hora en 273 dias

En un primer paso, generaramos datos simulados que se
ajusten a la distribucién de frecuencas de los datos crudos. Este
modelo nos servird en un futuro para simular una demanda
especifica en un dia calquiera. Un ejemplo es el siguiente,
con 100.000 usuarios (Figura 3):
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Figura 4. 100.000 usuarios


https://datosabiertos-metrodemedellin.opendata.arcgis.com/documents/7f9588df11824188bc3389c64e36301f/about
https://datosabiertos-metrodemedellin.opendata.arcgis.com/documents/7f9588df11824188bc3389c64e36301f/about
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VI-B. Funcion de utilidad
Variables del modelo:

= p: Valor del tiquete: $2500 en promedio

= n: capacidad de cada vagén (personas por vagén): 400
personas

= c: Costo de operaciéon de un vagén durante una hora:
estimado en $1500, segtin los datos del presupuesto para
el afio 2022 [3]

= s: Valor de salvamento: mientras mds peso en el tren,
mayor desgaste de ruedas y rieles. Por lo tanto, si una
persona no viaja, podemos suponer que contribuye a un
menor desgaste. En la solucién analitica, usaremos el
0.1 % del valor del tiquete (p), esto es, $2.50

= k: Costo por demanda no satisfecha: trabajamos con un
porcentaje del valor del tiquete. En la solucién analitica,
usaremos el 1 %del valor de p, esto es, $25

= X: demanda en nimero de pasajeros por hora

= Q: Capacidad disponible por hora

= Funcién de utilidad:

U@Q)=pX —cQ+s(Q—-X)siz<Q

UQ) =pQ—-cQ-kX-Q)siz>Q 4

= Problema: maximizar la esperanza de la funcién de
utilidad de acuerdo con la demanda esperada en cada
hora de operacidn, y dia de la semana.
Debemos encontrar la funcién de distribucién de X (X ~
F) y la funcién de densidad f(X). Para ello, debemos
calcular:

U(Q)f(z)dz )

= [ 0X = Q+ (Q = X)s)f(w)dw + [ (pQ — cQ +
(X = Qk)f(x)dx

La primera integral es para X < @ y la segunda para
X>Q

Agrupando: (p — s f Xf(X)dz+ (s— c )Q fo z)dx —
ka Xf( )da:+(prcQ+kQ fQ dx(l)

Sabemos que la media

p= 3 XF(X)de = [2 Xf(X)da + [ X f(X)dx

Por lo tanto: [° X f(X)dz = pu — fOQ X f(X)dx

Pero: [;° f(X)dz =1= fOQ f(X)dz + fQ oo X f(X)dx
Y por lo tanto: fQ X)dr =1— fo X)dz
Reemplazando en (1): E(U (Q))z —s fo X f(X)dx+
s—ch(g x—ku—fOXf) )+ (p —c+
k)Q( X)dz
Derivando con respecto a Q:
56 = 0= 9)Qf@)+ (5= )QFQ) + [ F(X)dx ( )+
FQI(Q)+(p—c+k) = (p—c+ k) (QF(Q)+ Jo F(X)da(1)
(s—c fo —(p—c+k) fo X)dz+(p—c+k) =0
Y por lo tanto:
[0 -p-b=c-p-t  ©
De donde: Lk
_p=c
F(Q)_p—s+k (7

acotada entre 0 y 1.
Y por lo tanto podemos encontrar Q como

1, p—c+k
— i 8
Q=F(C— ) ®)
VII. SIMULACION

No nos fue posible obtener los datos de costo de operacién
directamente del Metro, pero encontramos el presupuesto del
afio 2022 en internet Presupuesto Metro 2022, y con base en
las cifras de costos de operacién, estamos suponiendo un costo
promedio de $1500 por persona transportada.

Se simula el trafico para una hora determinada, gene-
rando demanda aleatoria con distribucién normal segin los
pardmetros de p y o obtenidos del andlisis de los datos
histéricos. Suponemos también una tarifa de $2500 y un costo
de operacién por persona de $1500. Usamos un valor de k
(Costo por demanda insatisfecha) igual al 1 % de los ingresos
dejados de percibir: 0,1(2500(X — Q)).

Hacemos la simulacién para valores de Q desde 1000 hasta
60000 con incrementos de 1000, y hacemos 500 simulaciones
para cada valor de Q, y a cada una de ellas le calculamos
la media. Tendremos al final 60 medias de los valores de la
funcién de utilidad para una hora determinada, y graficamos
dichas medias vs Q.

Al hacer la simulacién para las 5 PM (hora 14 de operacién)
de un dia sdbado, obtenemos el siguiente grafico de U vs Q
(Figura 4).


https://21531211.fs1.hubspotusercontent-na1.net/hubfs/21531211/Transparencia/planeacion-presupuestos-informes/Presupuesto-general-asignado-ppto-aprobado-2022.pdf
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Figura 5. U vs Q

La interpretacién es que la utilidad maxima se obtendria
con una oferta entre 28000 y 32000 y que se perderia dinero
con una oferta superior a 52000.

Analiticamente para este mismo caso, tenemos que
p = 31502 y o0 = 5025 (Obtenidas de las matrices
de p y o calculadas anteriormente). Por lo tanto,
usando la funcién inversa de Matlab (norminv),
tenemos norminv(0,4063,31502,5025) = 30311, donde
25001000425 _ () 4063. Este nimero (30311) coincide con

2500—2,50+25 i o
el maximo encontrado en la simulacién.

La simulacién para una hora de menor trifico (11 AM),
también del sdbado, nos da lo siguiente (Figura 6):

e %107 i i6n sabado 11 AM

Utilidad esperada
o
|

3 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

Capacidad ofrecida x10*

Figura 6. Simulacién 1lam

En este caso vemos que la utilidad maxima se logra con una
oferta entre 23000 y 28000 pasajeros, y de alli en adelante es
decreciente. Por encima de 40000 se genera una pérdida.

Analiticamente: norminv(0,4063, 24824, 4045) = 23865.

Calculamos ahora para las 6 PM de un dia martes, la hora
de méximo trifico en la semana segtn los datos obtenidos:
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Figura 7. 6 PM de un dia martes

Aqui podemos ver que la mdxima utilidad se obtiene con

una oferta superior a 51000 pasajeros por hora y que en ningin
caso la funcién de utilidad es negativa para este dia.
Para las 6pm también tenemos la solucién andlitica: donde
anteriormente encontramos que la demanda sigue una dis-
tribucién normal con parametros (55715,4952) por lo tanto
aplicando la ecuacién 7 y 8:

2500 — 1500 + 25
2500 — 2,50 + 25

F(Q) = 0,4063

F(Q)

Q = F1(0,4063)
Y de esto obtenemos:
Q = 54541

Lo que indica que el metro el martes a las 6pm debe ofrecer
una capacidad maxima de 54541 personas por hora, lo que
significa 1 tren cada 2.27 minutos.

Podemos obervar que este resultado es muy cercano al
resultado de la simulacién, lo que nos indica que la simulacién
ejecutada estd teniendo buenos resultados.

Con el mismo procedimiento podemos calcular la oferta
optima (desde el punto de vista de la funcién de utilidad),



para cualquier hora del dia y cualquier dia de la semana, y
con base en ella, teniendo en cuenta las cifras de capacidad
de pasajeros por tren de 6 vagones indicada anteriormente,
determinar la frecuencia 6ptima de los trenes para dicha hora.
Las matrices de medias y desviaciones pueden recalcularse en
cualquier momento con los datos histéricos.

Como resultado se tendrfa la frecuencia éptima de trenes por
hora del dia y dia de la semana. Ademds se podria calcular
la frecuencia Optima para fechas especiales en las cuales se
espera una demanda adicional o una demanda menor a la de
los datos.

VIII. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

VIII-A.  Sensibilidad a la tarifa

Tomamos para el ejemplo el sdbado a las 10 AM. Calcu-
lamos F(Q) para valores de p entre $500 y $5000, variando
de a $100, y para cada F(Q) calculamos F~1(Q). Graficamos
los precios vs. F~1(Q):

25 X 10* Anilisis de ilidad a la tarifa - Sabado 10 AM
.5 T T T T T T

Qinversa

05

0
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tarifa

Figura 8. precios vs. F~1(Q)

Podemos ver que para tarifas inferiores a $1500 (costo),
no tenemos valores en F~1(Q) pues F(Q) < 0. De alli en
adelante, empieza a incrementarse como era de esperarse.

VIII-B. Sensibilidad al costo

De forma similar, tomamos el mismo dia sabado a las 10
AM y hacemos el célculo con valores de ¢ entre $500 y $5000
variando de a $100. Lo podemos observar en el siguiente
grafico (Figura 8):

«10*  Andlisis de al Costo - séya@, 5 =M, ®\ Q ﬁu\
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Figura 9. Valores de ¢ entre $500 y $5000 variando de a $100

En este caso, la utilidad es decreciente hasta un costo igual
a $2500. De alli en adelante es cero pues F(Q) < 0.

IX. TRABAJO FUTURO

Se espera que el modelo pueda extenderse al andlisis de
media varianza propuesto inicialmente en el estudio hecho por
Kalymon[4], donde se emplea el modelo de Markowitz para
evaluar el riesgo asociado al rendimiento de activos.

En este contexto, el pardmetro « juega un rol fundamental
en el andlisis de carteras propuesto por Markowitz. El valor
de « refleja la disposicion del inversionista hacia el riesgo.
Cuando « es igual a 0, se prioriza el rendimiento promedio sin
considerar el riesgo. A medida que o aumenta, la importancia
de reducir el riesgo se intensifica en busca de un equilibrio
entre rendimiento y seguridad.

Empleando el pardmetro o con v > 0, si « es 0, se maximiza
solamente el beneficio promedio. Sin embargo, a medida que o
crece, indica que el tomador de decisiones estd mas dispuesto
a sacrificar beneficio para mitigar el riesgo en la varianza. En
otras palabras, no es posible mejorar el beneficio promedio sin
asumir un mayor riesgo.

En resumen, el pardmetro o juega un papel crucial al permitir
que los inversores ajusten la relacién entre riesgo y rendimien-
to en la construccidn de carteras ptimas.

Bajo esta mirada, Wu[2] presenta el problema del vendedor
de periodicos , que esta dado por:

mazgzo{ E[r(Q)] — aVar[r(Q)]} ®

Donde « denota la actitud de riesgo del decisor, E[(Q)] la
media del beneficio aleatorio y Var[mn(Q)] es la varianza de
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la ganancia aleatoria dada por:

Var[r(Q)] = E[(m(Q)*)] - (E[r(Q)))*

Con este acercamiento, teniendo un D como futura demanda
estocdstica durante los tiempos de venta, se puede obtener la
cantidad dptima, aplicando un algoritmo de biisqueda unidi-
mesional cuando no se puede obtener la solucién Sptima.

En futuras investigaciones se espera extender mds esta pro-
puesta aplicarla al proyecto.

(10)

X. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Este trabajo es un primer paso para desarrollar una apli-
cacion mads estructurada que permita optimizar no solo la
operacién de la Linea A sino de cualquier linea del Metro,
Tranvia o Metrocable. Si se obtienen los datos de trifico entre
estaciones, seria posible determinar rutas expresas, esto es, que
no paran en las estaciones de poca demanda a ciertas horas
del dia. Ello permitiria optimizar atin mas la operacién del
sistema.

Finalmente, si se logra un autorizacién del las directivas

del Metro para acceder a las cifras de costos reales (aqui
trabajamos sobre el presupuesto), se podrian lograr resultados
mas ajustados a la realidad de la operacién del sistema.
Se espera continuar con la aplicacion, asi con la media
varianza propuesta y datos precisos se pueden dar alcances
m4s importantes en la investigacion, para que el metro de
Medellin tenga mejor desempefio y ganancias. El proceso
no solo es aplicar el modelo del vendedor de periddicos al
metro, sino que al mejorar este servicio los momento mas
criticos de transporte no solo disminuyan sino que mejoren
significativamete.

En este caso obtuvimos resultados por simulacién y
de forma analitica. Sin embargo no se toma en cuenta la
dindmica de sistemas, correlacién entre los datos, costos
imprevistos ni costos de reposicién de equipos. Esperamos en
un futuro poder continuar con esta investigacién y asi lograr
resultados y andlisis mds amplios.
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